
République Algérienne Démocratique et Populaire 
Ministère de l’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique 

UNIVERSITE MUSTAPHA STAMBOULI DE MASCARA  

FACULTÉ DES SCIENCES ET DE LA TECHNOLOGIE 

DÉPARTEMENT D’ELECTROTECHNIQUE 

 

 

Polycopié de Cours 

Traitement du signal   
 

 

 Présenté par :  

Dr. MOUFFAK Adnane 

Ce cours est destiné aux étudiants de la 1e année Master/spécialité 
Automatique et systemes 

Algérie 
2023 



Avant-propos                                                                                                                              Dr. MOUFFAK Adnane                                    

ii 

 

Avant-propos 

 Le propos de ce polycopié est d’offrir un cours complet au module de traitement du signal destiné 

aux étudiants de la 1
e
 année master en spécialité d’automatique et systemes. Partant des principales 

notions de la théorie du signal, déjà étudiées comme module en 2
e 

année cycle de licence. Nous avons 

essayé de présenter les notions essentielles d’une manière simple et progressive tout en respectant le 

programme décrit par le comité pédagogique national du domaine (CPND) (voir le programme détaillé). 

Nous avons aussi insisté sur la rigueur mathématique en ce qui concerne le développement des différentes 

thématiques de ce programme, tout en reliant les principaux résultats obtenus avec la réalité physique. 
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Introduction générale 

 Le traitement du signal est une discipline actuellement en pleine expansion, dont l’objet principal 

est l’étude, la conception et la réalisation des systemes d’exploitation des signaux. Ces derniers peuvent 

être par exemple, un véhicule d’une information (codage et modulation), récupération d’une information 

(décodage et démodulation), systèmes de télédétection, systèmes de prospection par satellite de 

ressources naturelles, systemes de prévisions météorologiques, ou bien tout simplement diminution de 

l’effet des parasites (bruits) sur l’information (filtrage, déconvolution,…, etc.). 

 Les supports physiques de réalisation de ces systemes ressortissent en général à l’électronique 

et/ou à l’informatique, plus rarement à l’optique ou l’acoustique. En effet, les progrès de fabrication des 

semi-conducteurs et la microélectronique des circuits VLSI (Very Large Scale Integration), permettent le 

développement de diverses solutions technologiques de réalisation telles que les processeurs de traitement 

du signal DSP (Digital Signal Processing), les processeurs spécialisés de types  ASIC (Application 

Specific Integrated Circuits) et les FPGA (Field Programmable Gate Array). Parallèlement, les outils de 

programmation de ces circuits intégrés, notamment les langages évolués et visuels (C++, VHDL,…, etc.), 
ont beaucoup facilité la mise en œuvre des algorithmes sophistiqués de traitement des signaux. 

 Au niveau de l’étude et la conception, le traitement du signal s’appuie sur des concepts 

théoriques, souvent mathématiques tels la théorie de distributions, l’algèbre, l’analyse et l’analyse 

numérique, l’optimisation, les probabilités et les statistiques. Dans ce contexte, nous parlons plutôt de la 

théorie du signal et qui constitue les fondements théoriques de la discipline du traitement du signal. 

 Le traitement du signal intéresse des domaines très variés tels que les filières du génie électrique, 

notamment les télécommunications, l’électronique et le génie biomédical. Il peut toucher aussi d’autres 

domaines tels que la géophysique, l’astronomie, la physique, la biologie et même l’économie. Ainsi, 

l’existence et l’importance de cette discipline apparaissent clairement dans la diversité des activités 

humaines. 

 Notons qu’il y a des disciplines traitant un objet de même nature, mais dans un contexte différent 

telles que la robotique, l’automatique centrée sur des problèmes d’identification et de commande, le 

traitement des données s’adressant plutôt à des ensembles n’ayant pas le caractère de « signaux », la 

reconnaissance des formes, l’intelligence artificielle et la recherche opérationnelle. 

 Parmi les taches importantes rencontrées en traitement du signal, nous pouvons citer : l’étude des 

signaux engendrés par des phénomènes ou dispositifs physiques et leur modélisation ; l’étude et la 

conception des systemes de traitement du signal ; et le développement et la réalisation des systemes de 

traitement du signal et en particulier les outils de base tels que les circuits intégrés spécialisés en 

traitement et acquisition des signaux. 
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 Ce polycopié présente d’abord au chapitre 1, les outils classiques de l’analyse d’un signal 

analogique déterministe, notamment la transformée et série de Fourier, la convolution et la corrélation. La 

notion de distributions est aussi introduite dans un sens pragmatique en premier lieu, où la distribution est 

considérée comme une limite de certaine fonction particulière. Ensuite, nous  abordons les distributions 

avec le formalisme de Schwartz. Un intérêt particulier est réservé à la distribution de Dirac et le peigne de 

Dirac. Cet outil de distribution est  indispensable pour modéliser les signaux discrets et échantillonnés. La 

transformée de Laplace est aussi abordée comme un outil important pour l’étude des systemes. En 

chapitre 2, nous abordons les filtres analogiques comme étant des systemes Linéaires et Invariants dans le 

Temps (LIT). Leurs propriétés, et méthodes d’analyse et de conception sont aussi discutées. Le chapitre 3 

portera sur l’échantillonnage et la technique de numérisation. Ces opérations sont primordiales pour 

transiter du mode analogique au mode numérique. Dans le chapitre 4, nous étudions les transformées 

discrètes nécessaires pour l’étude et l’analyse des signaux et systemes discrets. Dans ce contexte, la 

transformée de Fourier discrète est décrite sous les différentes formes rencontrées en littérature. La 

transformée de Fourier Rapide est aussi expliquée avec la technique d’entrelacement temporel.  En 

dernier lieu, la transformée en Z monolatérale et la transformée en Z bilatérale sont abordées.  Le chapitre 

5 portera sur l’analyse et la synthèse des filtres numériques RIF et RII, leurs méthodes de conception et 

leurs performances. Leurs caractéristiques sont aussi illustrées par des exemples de simulation. Les 

différents chapitres sont consolidés par des exemples illustratifs. 
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Chapitre 2: Analyse et synthèse des filtres analogiques 

 

2.1 Notions de base et définitions 

2.1.1 Système 

 D’une manière générale, un système est un ensemble ou une collection d’objets reliés ou branchés 

les uns aux autres de façon à former une entité ou un tout. Il permet de convertir un signal d’entrée  u t , 

appelé signal d’excitation en un signal de sortie  v t appelé réponse du système.  

Par exemple, un canal de transmission peut être considéré comme un système, où le signal émis est 

l’excitation, et sa réponse est le signal reçu.  

 D’une façon abstraite, nous considérons tout operateur mathématique  , provoquant des 

transformations du signal d’excitation en signal de sortie comme système. Nous pouvons le schématisé 

par la figure 2.1. Nous écrivons ainsi la relation d’entrée-sortie: 

   v t u t                                                                 (2.1) 

 

 

Figure 2.1. Schématisation d’un système d’entrée/sortie 

2.1.2 Système continu 

 Mathématiquement, un système  est dit continu, si et seulement si, nous avons des suites de 

signaux  nu t  et  nv t , telles que :  

   
   

lim

lim

n
n

n
n

u t u t

v t v t





 



 et    n nv t u t     alors :    v t u t                              (2.2) 

Autrement dit, nous avons :  

   lim limn n
n n

u t u t 
 

       
                                                       (2.3) 

Donc pour un système continu, l’operateur  est commutatif avec la limite à l’infini. 

Système  

 

    

Signal d’entrée 

ou excitation 
Signal de sortie 

ou réponse 
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 En sciences de l’ingénieur, un système continu est appelé aussi système analogique, car il est 

souvent constitué par des éléments intrinsèques analogiques (par exemples des résistances, capacités, 

inductances,.., etc.). Il admet des signaux d’entrées de nature analogique et délivre souvent en sortie  des 

signaux analogiques. 

2.1.3 Système linéaire 

 Un system  est dit linéaire, ou relève du principe de superposition si et seulement si : 

1. A la somme de deux entrées quelconques correspond la somme des deux sorties correspondantes, 

c.à.d: 

si  
   
   

1 1

2 2

v t u t

v t u t





     


    
  alors :        1 2 1 2v t v t u t u t                             (2.4) 

2. A un multiple (amplification) d'une entrée quelconque correspond le même multiple de la sortie 

correspondante, c.à.d: 

Si     v t u t     alors :    Kv t Ku t                                        (2.5) 

 où K est un scalaire, appelé gain d’amplification. 

 Nous pouvons réunir les deux conditions (2.4) et (2.5) en une seule, et définir la linéarité d’un 

système d’entrée-sortie par : 

Si  nous avons : 
   
   

1 1

2 2

v t u t

v t u t





     


    
 alors :        1 2 1 2v t v t u t u t                        (2.6) 

où : ,   sont des scalaires quelconques. 

 En pratique, nous intéressons aux systemes linéaires car en régime permanent,  la réponse forcée 

est de la même forme que l’excitation. Ainsi, si en entrée nous avons une excitation de type sinusoïdale, 

alors pour un système linéaire, la sortie est forcement une sinusoïde avec un certain gain d’amplification 

(multiplication par un scalaire) et un déphasage (retard). C’est le principe de l’analyse fréquentielle que 

nous étudierons dans les séquelles qui suivent. 

2.1.4 Système stationnaire 

 Un système  est dit invariant dans le temps ou stationnaire, si et seulement si : 

   v t u t      alors    0 0v t t u t t                                         (2.7) 

où 0t est un retard quelconque. 

Si nous considérons l’operateur  de translation par 0t , nous avons donc:    0u t t u t      et 

   0v t t v t     . 
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 Le système  considéré est stationnaire, si et seulement si, nous avons:   

     v t u t                                                                    (2.8) 

Nous disons alors que le système est stationnaire si et seulement si les deux operateurs  et  sont 

commutatifs. 

Exemples : 

Soit un système d’entrée-sortie amplificateur (Figure 2.2), tel que :      y t x t Kx t      

Ce système d’amplificateur est linéaire et invariant dans le temps. 

 

 

                              Figure 2.2. Système d’amplificateur par un gain constant K 

Le système d’entrée-sortie défini par :      2
y t x t x t      n’est pas linéaire. 

Le système d’entrée-sortie défini par :      y t x t tx t     n’est pas stationnaire. 

2.1.5 Filtre analogique 

Un filtre analogique est un système continu, linéaire et invariant dans le temps. 

2.1.6 Système réel 

 Un système  est dit réel, si pour tout signal d’entrée  u t réel, le signal de sortie  v t est réel. 

Nous avons donc : 

Si  u t  alors    v t u t                                            (2.9) 

2.1.7 Réponse impulsionnelle 

Si l’excitation du filtre analogique est une distribution de Dirac  t , la réponse du système est appelée 

réponse impulsionnelle. Elle est désignée par  h t . Nous avons, donc :  

   h t t                                                                          (2.10) 

2.2 Relation d’entrée-sortie pour le cas d’un filtre analogique 

 Soit un filtre analogique, défini par la relation d’entrée-sortie (2.1):    v t u t    .  

Si  h t est la réponse impulsionnelle du système, nous avons l’équation (2.10):    h t t       

Système  

amplificateur 

    

x(t) y(t)=Kx(t) 
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Puisque  t est un élément neutre pour l’opération de convolution, nous avons donc : 

         *h t h t t h t d       . 

De l’autre part, la relation d’entrée–sortie (2.1) peut être exprimée par : 

           *v t u t u t t u t d                     
   

Puisque est linéaire, nous avons :      v t u t d          

De plus,  est stationnaire, donc avec un retard de  , nous avons selon (2.10):    h t t         , et 

la réponse du filtre analogique s’écrit :  

         *v t u h t d u t h t                                              (2.11) 

Où : * : est l’opération de convolution. 

Il est clair que l’operateur mathématique   est un convolueur pour un filtre analogique. C.à.d. :  

         : *h v t h t u t h u t d       .  

Un filtre analogique est donc complètement défini par  h t , car dès que le signal d’excitation  u t est 

connu, la réponse  v t du filtre l’est aussi [2]. 

Il découle de l’expression (2.11)  et la définition (2.9) que si la réponse impulsionnelle  h t est réelle 

alors le système  est réel. 

2.3 Représentation d’un filtre analogique par équations différentielles 

 Une classe importante des filtres analogiques est celle où les signaux d’entrée  u t et de sortie 

 v t sont liés par des équations différentielles linéaires et à coefficients constants. Les équations de ce 

type permettent la description d’une grande variété de filtres analogiques.  

Sans perte de généralités, une équation différentielle, linéaire et à coefficients constants d’ordre N est de 

la forme [4]: 

       
0 0

k m
N M

k mk m
k m

d v t d u t
a b

dt dt 
                                                    (2.12) 

Avec généralement, M N . 

L’ordre N est celui de la dérivée la plus élevée du signal de sortie  v t . La solution de cette équation 

différentielle (2.12) est une superposition entre une solution sans second membre dite réponse au régime 
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libre, désignée par  Lv t , et une solution avec second membre, dite réponse au régime forcé, désigné par 

 Fv t . 

La réponse au régime libre  Lv t est la solution de l’équation : 

   
0

0

k
N

k k
k

d v t
a

dt
                                                          (2.13) 

La résolution de l’équation sans second membre (2.12) exige dans le cas général des conditions initiales à 

0t t , et qui correspondent aux valeurs :  0v t , 
 

0t t

dv t

dt


 
 
 

, 
 

0

2

2

t t

d v t

dt


 
 
  

,…,  

0

k

k

t t

d v t

dt


 
 
  

,…,

   
 

0

1

1

N

N

t t

d v t

dt







 
 
  

.  Généralement, elles sont nulles au repos. Nous avons donc :  0 0v  , 
 

0

0

t

dv t

dt


 
 

 
, 

 2

2

0

0

t

d v t

dt


 
 

  
,…,  

0

0

k

k

t

d v t

dt


 
 

  
,…,

   
 

1

1

0

0

N

N

t

d v t

dt







 
 

  
. 

La solution générale de l’équation (2.13) est obtenue en considérant une solution de la forme :  

  Kt
Lv t e                                                                     (2.14) 

Où : K est une constante complexe. 

Nous avons après substitutions des différentes dérivées : 

0 1 .... 0N

Na a K a K                                                        (2.15) 

Ce polynôme en K est appelé équation caractéristique. Le nombre de solutions possibles est égal au 

degré N de l’équation caractéristique. La solution de l’équation caractéristique iK  ne dépend que de la 

nature de ses racines (réelle, complexes, double,.., etc.). si nous avons par exemples : une racine mK  

multiples d’ordre q et  N q racines distinctes 1K , 2K , …,  N q
K  . Alors, la solution libre  Lv t peut 

être écrite sous la forme : 

       
 

1

1 2
1

2 1 1... ...
1 ! 2 !

N qm

q q
K tq q K t K t

L N q

r t r t
v t r t r e C e C e

q q



 




 
        

   
             (2.16) 

Où les coefficients 1r ,…, qr , 1C ,…,  N q
C   peuvent être calculés par les conditions initiales. 

La solution du régime forcé  Fv t est de la même forme que le second membre

   
0

mM d u t
b
m m

dtm



. 
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2.4 Régime permanent et régime transitoire 

 Comme nous l’avons expliqué auparavant, la réponse d’un système peut être composée d’une 

réponse libre   Lv t , qui dépend des éléments intrinsèques du système et les conditions initiales de 

fonctionnement (généralement au repos), et la réponse forcée  Fv t  qui dépend de l’excitation  u t  et 

ses dérivées. D’après l’équation (2.16), la réponse libre  Lv t est une réponse courte; car  lim 0L

t

v t


 . 

Nous parlons alors du régime transitoire ; contrairement à la réponse forcée  Fv t qui présente un régime 

permanent. 

2.5 Représentation d’un filtre analogique par fonction de transfert et réponse fréquentielle 

2.5.1 Définitions : fonction de transfert et réponse fréquentielle  

 Nous considérons un filtre analogique défini par la relation d’entrée-sortie (2.10): 

     *v t h t u t . Nous désignons respectivement par:  U p ,  V p et  H p les transformée de Laplace 

des signaux :  u t ,  v t et  h t . Aussi, nous désignons respectivement leur transformée de Fourier par : 

 U f ,  V f et  H f . 

Nous avons en appliquant respectivement les transformée de Laplace et Fourier: 

   
 

V p
H p

U p
                                                            (2.17) 

Et 

   
 

V f
H f

U f
                                                            (2.18) 

Les équations (2.17) et (2.18) sont appelées respectivement fonction de transfert et réponse fréquentielle 

du filtre analogique. 

La fonction de transfert  H p caractérise le filtre analogique dans le domaine complexe p. La réponse 

fréquentielle le caractérise dans le domaine des fréquences f. 

Notons que la notation usuelle  U f ,  V f et  H f n’est qu’une écriture simplifiée de  2U j f , 

 2V j f et  2H j f  ; où la variable complexe p intervenant dans la transformée de Laplace est 

substituée par 2 j f . Ceci, reste un cas particulier lorsqu’il s’agit des signaux représentés par des 

fonctions causales. 

2.5.2 Amplitude et phase d’une réponse fréquentielle 

 La réponse fréquentielle  H f est une fonction complexe, qui peut être exprimée en fonction de 

son amplitude  A f et sa phase  f telle que : 
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     j f
H f A f e

                                                         (2.19) 

   A f H f                                                            (2.20) 

   f Arg H f                                                            (2.21) 

Si  H f est exprimée en parties réelle  Re f et imaginaire  Im f telle que : 

     Re ImH f f j f                                                  (2.22) 

Alors, nous avons : 

     2 2Re ImH f f f                                                           (2.23) 

Et  

   
 

Im

Re

f
f Arctg

f


 
  

  
                                                               (2.24) 

 

2.5.3 Propriétés d’une réponse fréquentielle pour un système réel 

 Notons pour le cas d’une réponse impulsionnelle  h t  réelle, nous avons une amplitude 

   A f H f paire et une phase  f  impaire: 

   
   

H f H f

f f 

  


  
                                                               (2.25) 

2.5.4 Représentation graphique d’une réponse fréquentielle 

 La réponse fréquentielle  H f peut être représentée par trois manières différentes, à savoir : 

2.5.4.1 Le diagramme de Bode 

Il consiste en deux tracés indépendants, l’un pour le module (l’amplitude), l’autre pour la phase. Le 

module est exprimé en dB (      1020A f dB Log H f    ), l’axes des abscisses est souvent en échelle 

logarithmique. 

2.5.4.2 Le diagramme de Nyquist 

Il consiste en un seul tracé dans le plan complexe de l’affixe  2H j f pour f variant de 0 à l’infini. Ce 

diagramme permet d’obtenir indifféremment à l’aide d’une courbe unique le module et l’argument de 

 2H j f , ou encore ses parties réelle et imaginaire. 
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2.5.4.3 Le diagramme de Black 

Il consiste en un seul tracé dans le plan défini par une échelle en abscisse par l’argument et en ordonné 

par le module en dB. 

2.5.5 Temps de propagation de groupe 

 Dans certains cas, il est préférable de parler du temps de propagation de groupe g  que de parler 

de la phase  f , il est exprimé par la formule : 

 
1

2g

d f

df



                                                                (2.26) 

2.5.6 Expression de la fonction de transfert et la réponse fréquentielle d’un filtre analogique 

 En appliquant la transformée de Laplace à l’équation différentielle et à coefficients constants 

(2.11), nous avons : 
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0

M
m

m
m

N
k

k
k

b p
V p

H p
U p

a p





 



                                                        (2.27) 

Si les coefficients ka et mb  sont réels, avec :  0 k N  et  0 m M  alors la fonction de transfert 

 H p est une fraction rationnelle à coefficients réels. 

Nous appelons zéros les racines du polynôme  
0

M
m

m
m

N p b p


  , et pôles celles du polynôme 

 
0

N
k

k
k

D p a p


  . 

Si 2p j f , nous avons la l’expression de la réponse fréquentielle : 
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                                       (2.28) 

2.6 Filtre analogique causal ou physiquement réalisable 

 Nous disons qu’un filtre analogique est physiquement réalisable ou causal si et seulement si sa 

réponse impulsionnelle  h t est causal. Nous avons donc :   0h t   pour 0t  . 
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2.7 Filtre analogique stable 

 Un filtre analogique est dit stable si à tout entrée bornée correspond une sortie bornée. 

2.7.1 Théorème  

Nous disons qu’un filtre analogique défini par sa réponse impulsionnelle  h t  est stable si et seulement 

si :  h t est absolument sommable. C.-à-d. :  h t dt  existe. 

2.7.2 Autre condition de stabilité  

Si la fonction de transfert d’un filtre analogique est exprimée en fraction rationnelle à coefficients réels
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m
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k

b p
N p

H p
D p

a p





 



, alors une condition de stabilité est que ses pôles soient à partie réelle 

strictement négative. 

2.8 Distorsions linéaires 

 Un filtre analogique est sans distorsion linéaire lorsque la réponse  v t a la même forme que le 

signal d’entrée  u t ; autrement dit, nous avons : 

     0v t u t Ku t t                                                            (2.29) 

Où : K est un scalaire, c’est le gain du filtre ; et 0t  est un déphasage (translation temporelle). 

Les propriétés d’un filtre analogique sans distorsion linéaire sont facilement déterminées en examinant le 

spectre de sortie : 

    02 j ft
V f KU f e

                                                        (2.30) 

Nous avons donc, la réponse fréquentielle :  

   
 

02 j ftV f
H f Ke

U f

                                                     (2.31) 

 D’une façon générale, si  la bande des fréquences est limitée en bande dite passante BP, et si 

l’amplitude  est constante et égale à K (    A f H f K  ), nous parlons alors d’un filtre sans distorsion 

d’amplitude. Si la phase est une fonction décroissante et linéaire, telle que :   02f ft   alors le filtre 

est sans distorsion de phase [4]. 

NB : Ces distorsions sont dites linéaires pour les distinguer des distorsions dues à la non linéarité des 

systemes. 
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2.9 Filtre analogique idéal 

 Un filtre analogique idéal est système continu, linéaire et stationnaire, qui transmet sans 

distorsion toutes les fréquences d’un signal d’entrée comprises dans un intervalle appelé « bande 

passante », et rejette complètement les fréquences situées en dehors de cet intervalle de fréquences, 

appelé « bande coupée » ou « bande d’atténuation ». Donc c’est un filtre analogique ayant une réponse 

fréquentielle d’amplitude constante, de préférence avec un gain égal à 1 dans la bande passante, et nulle 

dans la bande coupée. Le déphase souhaité par ce filtre idéal est nul. Cependant, un déphasage linéaire 

engendrant un retard constant peut être toléré. Ces filtres idéaux peuvent être classés en quatre types à 

savoir : passe bas (figure 2.3), passe haut (figure 2.4), passe bande (figure 2.5) et coupe bande (figure 

2.6). Nous pouvons aussi ajouter le cas de filtre passe-tout (figure 2.7), où son effet se réduit à un simple 

décalage du signal [4]. 

2.9.1 Caractéristiques fréquentielles d’amplitude et de phase des filtres analogiques idéaux 

Si nous désignons cf  la limite supérieure de la bande passante BP d’un filtre idéal, appelée aussi 

fréquence de coupure. Nous avons donc pour un filtre analogique réel une bande passante  ,c cBP f f 

en considérant les fréquences négatives engendrées par les propriétés de parité (§-2.5.3).  

2.9.1.1 Filtre passe-bas idéal 

 Un filtre passe bas idéal peut être défini par sa réponse fréquentielle  H f telle que : 

   02
,

0

j ft

c ce si f BP f f
H f

ailleurs

    


                                                  (2.31) 

Où, 0t  est un décalage temporel toléré. 

L’expression (2.31) peut être exprimée en amplitude  H f et phase  f telle que : 

    1 ,

0

c csi f BP f f
H f

ailleurs

    


                                              (2.32) 

Et  

   02 ,

0

c cft si f BP f f
f

ailleurs




    


                                          (2.33) 

2.9.1.2 Filtre passe-haut idéal 

 Par le même raisonnement, nous pouvons définir un filtre analogique idéal passe-haut par sa 

réponse fréquentielle  H f telle que : 

 
 

02

0 ,c c

j ft

si f BP f f
H f

e ailleurs


    


                                           (2.34) 



Chapitre 2 : Analyse et synthèse des filtres analogiques                                                          Dr. MOUFFAK Adnane                    

 

43 

 

Ou bien en forme d’amplitude  H f et de phase  f telle que :  

   0 ,

1

c csi f BP f f
H f

ailleurs

    


                                         (2.35) 

Et 

    
0

0 ,

2

c csi f BP f f
f

ft ailleurs




    


                                                     (2.36) 

 

Figure 2.3. Caractéristiques fréquentielles du filtre passe-bas idéal.  

(a) : réponse en amplitude (b) : réponse en phase 

2.9.1.3 Filtre passe-bande idéal 

 Pour un filtre passe-bande idéal, nous définissons deux limites de la bande passante BP : une  

limite inferieure 
1c

f et une limite supérieure
2cf . Dans ce cas, 

2 1 1 2
, ,c c c cBP f f f f          . Cette 

nouvelle bande peut être ramenée à la bande passante d’un filtre passe-bas idéal  ,c cf f , telle que : 

2 1c c cf f f                                                                     (2.37) 

 Le filtre passe bande idéal est défini alors par sa réponse fréquentielle  H f telle que : 
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0

2 1 1 2

2
, ,

0

j ft

c c c ce si f BP f f f f
H f

ailleurs

             


                          (2.38) 

Ou bien en forme d’amplitude  H f et de phase  f telle que :  

  2 1 1 2
1 , ,

0

c c c csi f BP f f f f
H f

ailleurs

             


                            (2.39) 

Et 

 
0

2 1 1 2

2
, ,

0

j ft

c c c ce si f BP f f f f
f

ailleurs




             


                         (2.40) 

 

Figure 2.4. Caractéristiques fréquentielles du filtre passe-haut idéal 

2.9.1.4 Filtre coupe-bande idéal 

 Par le même raisonnement, un filtre analogique idéal coupe-bande peut être défini par sa réponse 

fréquentielle  H f telle que : 

  2 1 1 2

02

0 , ,c c c c

j ft

si f BP f f f f
H f

e ailleurs


             


                          (2.41) 

Ou bien en forme d’amplitude  H f et de phase  f telle que :  
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  2 1 1 2
0 , ,

1

c c c csi f BP f f f f
H f

ailleurs

             


                            (2.42) 

Et 

  2 1 1 2

02

0 , ,c c c c

j ft

si f BP f f f f
f

e ailleurs





             


                         (2.43) 

 

Figure 2.5. Caractéristiques fréquentielles du filtre passe-bande idéal

 

Figure 2.6. Caractéristiques fréquentielles du filtre coupe-bande idéal 
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2.9.1.5 Filtre passe-tout idéal 

Un filtre passe tout idéal se réduit à un simple décalage temporel de 0t , et peut être défini par sa réponse 

fréquentielle  H f telle que [2]: 

  02 j ft
H f e

                                                       (2.44) 

L’expression (2.44) peut être exprimée en amplitude  H f et phase  f telle que : 

   1H f                                                            (2.45) 

Et  

  02f ft                                                           (2.46) 

 

Figure 2.7. Caractéristiques fréquentielles du filtre passe-tout idéal 

2.9.2 Caractéristiques temporelles des filtres analogiques 

 Sans perte de généralité, la réponse impulsionnelle d’un filtre passe-bas idéal peut être calculée 

par la transformée de Fourier inverse. Nous avons ainsi : 

 
 

 
0

0

sin 2
2

2

c

c

c

f t t
h t f

f t t




  


                                                  (2.47) 

Il est clair que cette réponse impulsionnelle n’est pas causale, car elle n’est pas nulle pour 0t  . Donc, ce 

filtre n’est pas réalisable, car l’effet ne peut précéder la cause. Ainsi, les filtres idéaux ne sont pas 
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physiquement réalisables, et ne peuvent servir qu’à des modèles pour approximer les caractéristiques 

souhaitées. 

2.10 Gabarit d’un filtre analogique réalisable 

 Bien que les filtres idéaux soient des systemes irréalisables, les filtres réalisables doivent être 

conçus de manière à approcher les caractéristiques des filtres idéaux. Cependant, quel que soit l’art du 

concepteur, les filtres réalisables possèdent une réponse fréquentielle d’amplitude avec distorsion, où une 

tolérance maximale de p  est permise en bande passante BP ; et une tolérance maximale de a  est 

imposée en bande coupée (ou atténuée) BA. La transition entre les deux bandes : passante et coupée n’est 

pas raide, ce qui impose aussi une bande de transition ou intermédiaire. Les spécifications d’un filtre 

réalisable peuvent être illustrées par un schéma imposé par un cahier  de charge, appelé gabarit (Figure 

2.8).  

 

Figure 2.8. Gabarit d’un filtre analogique réalisable 

Dans certains cahiers de charge, ce gabarit est exprimé en atténuation, nous distinguons pA et aA

respectivement les atténuations en bande passante BP et en bande d’atténuée BA. La relation entre pA , aA

et p , a  peut être exprimée par : 

 1020 1p pA Log                                                          (2.48) 

et  

 1020a aA Log                                                            (2.49) 

Nous définissons aussi les gains pG et aG  respectivement en bandes passante BP et atténuée BA en 

fonction des paramètres d’ondulations p et a tels que : 
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                                                    (2.50) 

20
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1
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1

aA

a

a

G


 


                                                     (2.51) 

NB :  

Par définition, la fréquence de coupure cf correspond à une diminution de la puissance du signal d’entrée 

de 50%, ce qui correspond à une atténuation de 3 dB. Dans certain cahier de charge pour la conception 

des filtres physiquement réalisables, les performances sont beaucoup plus exigées, et la limite de la bande 

passante peut être décalée à une limite p cf f  . Dans ce qui suit, la limite de la bande passante est 

désignée par pf . 

Nous définissons les paramètres de conception k et 1k  respectivement la sélectivité et la discrimination 

tels que : 

2

2

p p p

a a a

f f
k

f f





  


                                                       (2.52) 

Et  

1

p

a

k



                                                                    (2.53) 

Notons qu’une bande de transition étroite implique 1k  , cependant, une atténuation importante 

correspond à 1 1k . 

Nous pouvons aussi mesurer la raideur de coupure cR d’un filtre analogique telle que [6]: 

 2

p a

c

a p

f f
R

f f





                                                          (2.54) 

2.11 Transformations de fréquence 

 La plupart des filtres analogiques sont conçus à la base du filtre passe-bas. Les autres types de 

filtres passe haut (highpass : HP), passe bande (bandpass : BP) et coupe bande (bandstop : BS) s’appuient 

sur la transposition des résultats de calcul d’un filtre passe bas par transformation dans le domaine 

fréquentiel. 

Supposons que p  est la variable complexe équivalente lorsque nous transformons un filtre de type 

quelconque à un filtre passe-bas, telle que [5,8,9]: ṕ = f(p)                                                            (2.55) 
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Les spécifications des filtres passe haut, passe bande et coupe bande peuvent être ramenées aux 

spécifications d’un filtre passe-bas équivalent {Ωp,́ Ώa , Ap, Aa} (figure 2.9), nous avons : 

1. Pour un filtre passe-haut 

p = 1ṕ
 , Ωp =́ 1Ωp et Ωa =́ 1Ωa                                              (2.56) 

2. Pour un filtre passe-bande, avec les spécifications :   

BP = [Ωp1Ωp2  ]  ,  ΔΩ = Ωp2 − Ωp1 et Ω0 = [Ωp1Ωp2]12                  (2.57) 

Nous avons la transformation : 

ṕ = p + Ω02ṕ
 , Ωp =́ ΔΩ et Ωa =́ min(|Ώa1|, |Ωa2́ | )                            (2.58) 

Avec : 

Ώa1 = Ωa1 − Ω02Ωa1  et  Ώa2 = Ωa2 − Ω02Ωa2                                    (2.59) 

3. Pour un coupe bande avec les spécifications : 

  ΔΩ = Ωa2 − Ωa1 et Ω0 = [Ωa1Ωa2]12                            (2.60) 

Nous avons la transformation suivante : p =́ 1p+Ω02p      ,   Ωp =́ max(|Ώp1|, |Ωp2́ | )   et Ώa = 1ΔΩ                 (2.61) 

Et : Ώp1 = 1Ωp1− Ω02Ωp1  et  Ώa2 = 1Ωa2− Ω02Ωa2                                              (2.62) 
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Figure 2.9. Spécifications équivalentes des filtres passe haut, passe bande et coupe bande en filtre passe-

bas. 

2.12 Filtres analogiques classiques 

 L’approximation des caractéristiques du filtre idéal par un filtre réel montre qu’en matière de 

réalisation, il convient de fixer un compromis entre les différentes performances du filtre. Ainsi, selon que 

nous portons intérêt à une réponse en fréquence plate, raide à la cassure, à déphasage linéaire,…, etc. 
nous trouvons des filtres spécifiques mieux adaptés que nous présentons ci-dessous [5]. 

2.12.1 Les filtres du 1e et 2e ordre 

 Les filtres du 1
e
 et 2

e
 ordre sont les plus simples à mettre en œuvre. Aux performances moyennes, 

ils présentent l’avantage d’être des filtres de références. 

2.12.1.1 Filtre du 1
e
 ordre 

 Il s’agit d’un filtre de fonction de transfert : 

 
1

K
H p

p



                                                                (2.63) 

Où : K et  désignent respectivement le gain statique et la constante de temps. 

 L’interprétation des coefficients K et  est simple. Le gain statique K correspond à la valeur 

finale pour une entrée de type échelon unitaire. La constante de temps  est le temps nécessaire pour 

aboutir à 67% de la valeur finale. Nous avons 3 est le temps nécessaire pour avoir 95% de la valeur 

finale. 
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Figure 2.10. Diagramme de Bode d’un filtre passe-bas du 1
e
 ordre 

2.12.1.2 Filtre du 2
e
 ordre 

 Il s’agit d’un filtre de fonction de transfert : 

 
2

2
0 0

1 2

K
H p

p p
m
 


 

                                                                (2.63) 

Où : K , m et 0 désignent respectivement le gain statique, le facteur d’amortissement et la pulsation 

propre non amortie.. 

 Le gain statique K correspond à la valeur finale de la réponse du filtre à une entrée de type 

échelon unitaire. 0  est la pulsation qui correspond à un comportement oscillatoire non amorti.  

Si 0 1m   le filtre se comporte oscillatoire sous-amorti. La pulsation de résonnance 2
0 1 2r m  

correspond à la valeur maximale de la réponse fréquentielle. La pulsation propre du filtre est 

2
0 1n m   . Si 0.7 1m  , les oscillations sont presque invisibles. 

Sinon pour 1m  , le filtre a une réponse plate, sans dépassement de la valeur finale de la réponse d’un 

échelon unitaire.  
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Figure 2.11. Diagramme de gain d’un filtre passe-bas du 2
e
 ordre 

 

Figure 2.12. Diagramme de phase d’un filtre passe-bas du 2
e
 ordre 



Chapitre 2 : Analyse et synthèse des filtres analogiques                                                          Dr. MOUFFAK Adnane                    

 

53 

 

2.13 Filtres passe-bas analogiques usuels 

 Les filtres analogiques les plus courants sont les filtres polynomiaux, où leur fonction de transfert 

se ramène à l’inverse d’un polynôme en variable complexe p. Parmi ces filtres, nous distinguons les 

filtres passe-bas de Butterworth et de Tchebychev (type I et II). Les filtres elliptiques de Cauer 

appartiennent à la famille des filtres non polynomiaux, où ils possèdent des zéros. Ils présentent 

l’avantage d’avoir la pente la plus raide et l’ordre le plus petit pour les mêmes spécifications en amplitude 

[8,9]. Pour ces différents filtres, les procédures de conception sont parfaitement connues et intégrés dans 

la plupart des logiciels de conception, notamment le Matlab. Nous pouvons recourir aux formules de 

transformations en fréquence pour retrouver les autres types de filtres (passe-haut, passe-bande et coupe-

bande). 

2.13.1 Formulation mathématiques 

Soit  H  la réponse fréquentielle en amplitude d’un filtre analogique passe-bas, qui peut être de type 

Butterworth, Tchebychev ou elliptique telle que : 

 
 

2

2 2

1
,

1 pp N

H w
F w


  


                                             (2.64) 

Avec : 

N  est l’ordre du filtre analogique,   est la pulsation analogique en radian par second et  NF w est une 

fonction de la pulsation normalisée w  donnée par : 

 
 

 
   

1
1 1

1

1 1

1

2

, , ,

N

N

N

N

w Butterworth

C w Tchebychev type

F w
k C k w Tchebychev type

cd NuK k w cd uK k Elliptique


 




    


                 (2.65) 

Où :  NC x est un polynôme de Tchebychev d’ordre N, tel que : 

   1cos cosNC x N x
                                                        (2.66) 

Et :  ,cd x k est la fonction Jacobéenne elliptique cd avec un module k et un quarts de période K [???]. 

Nous notons que : 

  1 1
a p p ak w

          et 1
1a pk                              (2.67) 

D’où pour le cas de Tchebychev type-2 : 

     
2

2 22 2 2 1 1
1

1 1

11 a N ap N

H
Ck C k w    

  
  

                          (2.68) 
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 La pulsation normalisée 1w   correspond à la pulsation de la bande passante p  , tandis que 

1a
a k

p

w


 


correspond à la pulsation de la bande atténuée a  . Selon le gabarit imposé en figure 2.8, 

nous avons les conditions suivantes : 
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2 2 2

2 1

22 2 1
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1 1
1 1

1 1 1

1 1 1

11

p N

p N p
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a N

pap N

H F
F

H F k
kF k

 







       

      
 

                         (2.69) 

Donc pour les quatre types de filtres analogiques, le degré de la fonction normalisée  NF w peut être 

calculé par l’équation suivante : 

 1 1
1NF k k

                                                            (2.70) 

Par la suite, le degré N sera arrondi à la valeur entière la plus grande. Nous distinguons trois cas selon le 

type de filtres analogiques : 

1. Pour le filtre de Butterworth, nous avons : 

 
 

 
 

1
11

1 1

ln ln

lnln

a pN

a p

k
k k N

k

 
 


   

 
                                 (2.71) 

2. Pour le cas des filtres de Tchebychev type-1 et 2 : 

   
 

 
 

1
11 1

1 1

cosh cosh

coshcosh

a p

N

a p

a k a
C k k N

aa k

 
 


   

 
                       (2.72) 

Le filtre de Tchebychev type-1 conduit à des ondulations équidistantes en bande passante, tandis que le 

filtre de Tchebychev type-2 conduit à des ondulations équidistantes en bande atténuée. Ceci peut être 

interpréter par (2.65) en remplaçant  NC w par
 1 1

1

1

Nk C k w
 

. Ainsi, un filtre de Tchebychev type 1 est 

transformé en type-2 et vis versa. 

3. Si nous tolérons à la fois des ondulations en bandes passante et atténuée, nous obtenons un degré le 

plus petit, et qui correspond au cas de filtre elliptique. Dans ce cas, nous avons : 

   1 1
1

1
N

N

F w
k F k w

 
                                                    (2.73) 

Ceci est équivalent à la formule : 

   p N p a N aF F                                                (2.74) 
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Où la réponse fréquentielle peut être écrite par l’équation suivante : 

     
2

2 22 2

1 1

11 a N ap N p

H
FF 

  
    

                            (2.75) 

Le calcul du degré N au cas d’un filtre elliptique est relativement complexe, et fait appel à la fonction 

Jacobéenne cd. Si nous considérons la fonction caractéristique d’un filtre analogique de type 

elliptiqueFN(w) telle que : FN(w) = cd(NuK1, k1)                                                      (2.76) 

 Et                w = cd(uK, k)                                                          (2.77) 

Nous avons d’après (2.77) : 

k−1w−1 = 1kcd(uK,k) = cd(uK + jK, ḱ ) = cd ((u + j ḰK) K, k)              (2.78) 

De plus, en considérant l’équation (2.76), nous avons : 

FN(k−1w−1) = cd (N (u + j ḰK) K1, k1) = cd (NuK1 + j NḰK1K , k1)           (2.79) 

D’autre part d’après (2.77), nous avons:  1k1FN (w) = 1k1cd(NuK1,k1) = cd(NuK1 + jK1, k1́ )                           (2.80) 

D’après l’équation (2.70)  qui calcul le degré N en cas de filtre elliptique, nous avons : 

cd (NuK1 + j NḰK1K , k1) = cd(NuK1 + jK1, k1́ ) 

D’où l’équation de degré: 

N ḰK1K = K1́                                                          (2.81) 

2.13.2 Caractéristiques fréquentielles 

 Les figures 2.13-16 illustrent les réponses fréquentielles respectivement des filtres analogiques de 

Cauer, Tchebychev I, Tchebychev II et Butterworth. Les spécifications en amplitude sont, à savoir : 

l’atténuation en bande passante Ap=10 dB, l’atténuation en bande atténuée Aa=35dB, wp=1, et wa= 

1.2027.  Un filtre de Butterworth engendre un degré N=16,  le plus grand avec une réponse plate et 

monotone en bande passante et atténuée. En revanche, un filtre elliptique conduit au degré le plus petit 

(N=4), donc optimal ; en tolérant une réponse fréquentielle avec des ondulations en bandes passante et 

atténuée. Les filtres de Tchebychev type I et II conduisent à un degré N=6. Le filtre de Tchebychev I 

engendre une réponse avec des ondulations uniquement en bande passante. Un filtre de Tchebychev II a 



Chapitre 2 : Analyse et synthèse des filtres analogiques                                                          Dr. MOUFFAK Adnane                                     

 

56 

 

une réponse plate en bande passante avec des ondulations en bande atténuée. Le filtre de Butterworth a la 

phase la plus régulière en bande passante par rapport aux autres types de filtres. 

 

Figure 2.13. Caractéristiques fréquentielles d’un filtre elliptique d’ordre 4, avec les spécifications : 

Ap=10 dB, Aa=35dB, wp=1, et wa= 1.2027.   

En récapitulation, nous avons : 

2.13.2.1 Filtre de Butterworth 

La réponse fréquentielle d’un filtre de Butterworth présente les caractéristiques suivantes : 

-décroissance monotone en fonction de w (pulsation normalisée), d’où l’absence d’oscillation. 

- valeur maximale atteinte pour 0w  et correspond à 0 dB. 

- atténuation asymptotique de 20N dB/décade. 

- un temps de propagation régulier. 

- un ordre du filtre le plus important pour les mêmes spécifications en amplitude. 
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Figure 2.14. Caractéristiques fréquentielles d’un filtre de Tchebychev type I, d’ordre 6, avec les mêmes 

spécifications : Ap=10 dB, Aa=35dB, wp=1, et wa= 1.2027.   

 

Figure 2.15. Caractéristiques fréquentielles d’un filtre de Tchebychev type II, d’ordre 6, avec les mêmes 

spécifications : Ap=10 dB, Aa=35dB, wp=1, et wa= 1.2027.   
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  Figure 2.16. Caractéristiques fréquentielles d’un filtre de Butterworth, d’ordre 16, avec 

les mêmes spécifications : Ap=10 dB, Aa=35dB, wp=1, et wa= 1.2027.   

2.13.2.2 Filtre de Tchebychev type-1 

Sa réponse fréquentielle présente les caractéristiques suivantes : 

- présence d’oscillation en bande passante, la fréquence d’oscillation augmente avec l’ordre du filtre. 

-décroissance monotone en bande d’atténuée. 

-atténuation asymptotique de 20N dB/décade, comme le cas de filtre de Butterworth. 

-un temps de propagation peu constant. 

-un ordre de filtre intermédiaire pour les mêmes spécifications en amplitude. 

2.13.2.3 Filtre de Tchebychev type-2 (inversé) 

Sa réponse fréquentielle présente les caractéristiques suivantes : 

-présence d’oscillation en bande d’atténuée 

-réponse plate en bande passante. 

-décroissance rapide en bande d’atténuée. 
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- un temps de propagation peu constant. 

-l’ordre de filtre égal à celui d’un filtre de Tchebychev type -1 pour les mêmes spécifications en 

amplitude. 

2.13.2.4 Filtre elliptique de Cauer 

Sa réponse fréquentielle présente les caractéristiques suivantes : 

-présence d’ondulation à la fois en bandes passante et atténuée. 

-décroissance avec une pente la plus raide. 

-un temps de propagation de groupe le plus médiocre. 

 

2.14 Conclusion 

 Dans ce chapitre 2, nous avons présenté les filtres analogiques, leurs méthodes d’analyse et de 

conception. Nous distinguons, les quatre types de filtres analogiques à savoir : le filtre de Butterworth, les 

filtres de Tchebychev type-1et 2 et le filtre elliptique. Ce dernier est optimal en caractéristique 

d’amplitude, cependant sa caractéristique de phase est la plus médiocre. Nous verrons que l’utilisation 

d’un filtre analogique passe bas que nous appelons filtre anti repliement du spectre est essentiel dans le 

processus d’échantillonnage et de numérisation. Ce passage du monde analogique au monde numérique 

est de plus en plus primordial à cause des avantages de la numérisation, notamment la protection de 

l’information temporelle contre les éléments d’atténuation  et les moyens de stockage en capacité de plus 

en plus importante. Le processus d’échantillonnage et de numérisation sera abordé en détail au chapitre3. 
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Chapitre 3: Echantillonnage des signaux et numérisation 

 

3.1 Introduction 

 L’étude des grandeurs physiques, qui sont de nature analogique, s’effectue presque exclusivement 

au mode numérique, surtout avec le développement d’une part, de la micro-électronique et les techniques 

d’acquisition numérique ; et de l’autre part, la mise en œuvre des algorithmes robustes et rapides de 

traitement numérique du signal exigeants que le signal soit converti en une suite de nombres (codes 

numériques en 0 et 1) (figure 3.3). 

 L’échantillonnage est une opération primordiale en amont (figure 3.1), pour transiter du mode 

analogique au numérique. Elle permet d’observer et mesurer un signal analogique à des instants donnés, 

appelés instants d’échantillonnage. Elle est schématisée par un simple interrupteur (figure 3.2), qui 

s’ouvre et se ferme à une période bien définie, appelée période d’échantillonnage eT . Généralement, elle 

est suivie par une numérisation effectuée par des Convertisseurs Analogique/Numérique (CAN), et qui 

permettent de quantifier et codifier ces différents échantillons analogiques (figure 3.3). Le système 

électronique permettent cette transition du mode analogique au mode numérique est souvent appelée 

chaine d’acquisition numérique. 

Le processus d’échantillonnage et de numérisation permet de transformer un signal analogique à un code 

numérique de nature abstraite indépendant de la nature physique du signal analogique. Ce code 

numérique est plus protéger aux facteurs d’atténuation du signal ; ce qui permet de mieux préserver 

l’information temporelle contenue dans ce signal. 

 

 

Figure 3.1. Principe d’échantillonnage et numérisation  

https://fr.wikipedia.org/wiki/Traitement_du_signal
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Figure 3.2. Principe d’un échantillonneur  

 

(a)-échantillonnage 

 

(b)- numérisation : quantification et codage 

Figure 3.3. Illustration des différents signaux engendrés par échantillonnage et numérisation 

3.2 Définitions et notations 

 L’échantillonnage est une opération permettant de transformer un signal analogique  s t en une 

suite de valeurs continues (analogiques) et discrètes dans le temps   k k
s t


, appelée signal 

échantillonné (figure 3.3.a). Cette opération peut être réalisée par discrétisation de la variable continue et  

indépendante le temps t , en des instants discrets  k t
t


. Nous obtenons un ensemble d’échantillons 

analogiques à temps discrets   k k
s t


, où l’amplitude  ks t est toujours analogique et continue.  

 Dans la pratique, l’échantillonnage est souvent suivi par une numérisation (figure 3.1), où ces 

échantillons analogiques   k k
s t


peuvent être quantifiés et codés (numérisés) par un convertisseur A/N 
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(CAN) (figure 3.3.b). Nous obtenons ainsi le signal numérique    Q k
k

s t


qui a une amplitude discrète 

sous forme de code numérique et qui dépend de la précision du convertisseur A/N (CAN) en nombre de 

bits. Dans ce qui suit, la notation  ks t peut être confondue avec  Q ks t car au point de vu mathématique 

l’échantillon analogique et sa valeur numérique sont à temps discret, et vont être traités avec les mêmes 

outils. 

 Donc, l’échantillonnage permet de transformer un signal analogique  s t en un signal 

échantillonné   k k
s t


. Si l’échantillonnage s’effectue avec un pas constant, appelé période 

d’échantillonnage 1 1e k k k kT t t t t     , nous parlons ainsi de l’échantillonnage équidistant. Nous avons 

donc, le signal échantillonné sous forme de  suite de valeurs   e k
s kT


. Nous appelons 1

e
e T

f   

fréquence ou cadence d’échantillonnage. 

3.3 L’échantillonnage idéal 

 Avec l’échantillonnage idéal, l’échantillonneur est considéré comme un simple interrupteur 

instantané (figure 3.2). Dans ce cas, nous associant le signal échantillonné, qui est une suite de valeurs 

  e k
s kT


 à une distribution  

ee t kTs kT   appelée signal échantillonné associé  es t  (figure 3.4).  

 

Figure 3.4. Illustration du signal échantillonné (suite de valeur à temps discret k, et le signal 

échantillonné associé (distribution). 

3.3.1 Préambule 

 Nous démontrons que le spectre d’un peine de Dirac    t t k   est un peigne de Dirac 

dans le plan des fréquences d’où :    f f k   (voir la démonstration au §-1.11.3).   

Nous avons donc : 

   F t f                                                                 (3.1) 
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3.3.2 Modélisation de l’échantillonnage idéal 

 La modélisation de l’échantillonnage idéal consiste à trouver un modèle mathématique permettant 

de construire le signal échantillonné associé  es t  à partir du signal analogique  s t . A La base de 

résultat (3.1) au §-3.3.1, nous démontrons par les propriétés de distributions que le signal échantillonné 

associé  es t peut être écrit en fonction du signal analogique  s t , tel que: 

         1

e e

t
e e e T T

s t s kT t kT s t                                            (3.2) 

Le multiplieur  1

e e

t
T T
  est appelé échantillonneur idéal. 

Démonstration 

Nous avons : 

           1 1 1 1

e e e e e e

t t
eT T T T T T

s t s t k s t t kT                                         (3.3) 

Avec les propriétés de la distribution de Dirac, (3.3) s’écrit : 

           1 1

e e e

t
e e eT T T

s t s t T t kT s t t kT                                       (3.4) 

D’où : 

         1

e e

t
e e eT T

s t s t s kT t kT                                               (3.5) 

3.4 Interpolation ou restitution idéale 

 L’interpolation idéale pose le problème inverse de l’échantillonnage. Elle consiste à reconstruire 

ou restituer, d’une manière exacte, le signal analogique à partir du signal échantillonné   e k
s kT


, ou sa 

version associé  es t , sous conditions idéales, et qui sont souvent irréalisables en pratique. Généralement, 

les conditions de restitution ne sont pas uniques. Nous présentons dans ce qui suit, celles de Shannon. 

Nous verrons qu’elles ne peuvent pas être réalisées en pratique. 

 3.4.1  Conditions de restitution de Shannon 

 Nous posons le problème inverse, où nous avons la suite   e k
s kT


, ainsi que le signal 

échantillonné associé  es t  ; et nous essayons de trouver les conditions idéales permettant de restituer 

exactement le signal analogique  s t . Pour que l’interpolation soit exacte, nous imposons que le spectre 

du signal analogique  s t soit à support borné. Donc, son spectre est limité à la bande passante, c’est-à-

dire :    S f F s t    est à support borné et    max maxsup ,p S f BP f f      . Avec maxf est la grande 

fréquence contenue dans le signal  s t . 
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L’idée de restitution de Shannon est simple, et peut être exacte si les deux signaux  s t et  es t ont le 

même spectre dans la bande passante  max max,BP f f  . 

Au départ, nous calculons le spectre du signal échantillonné associé  es t , nous avons : 

           1 1 *
e e e

t
e e eT T T

G f F s t F s t S f T T f           
                                     (3.6) 

En appliquant les propriétés de la distribution de Dirac, nous avons : 

               1* * *
e e e

k k
e e e T T T

G f F s t S f T f k S f T f S f f                                 (3.7) 

D’où : 

             1 1 1* *
e e e e e e

k k k
e T T T T T T

G f F s t S f f S f f S f                      (3.8) 

Donc l’échantillonnage a ainsi pour effet, à un facteur d’amplitude prés, de dupliquer à l’infini le spectre 

du signal continu. 

Nous avons donc deux possibilités : 

1. Si 1
max max

eT
f f   d’où : 1

max2
e

eT
f f   :  

Le recouvrement des spectres latéraux   
e

k
T

S f  rend impossible la restitution du spectre initial  S f , 

malgré l’utilisation d’un filtre passe-bas numérique dans le but d’éliminer les spectres latéraux (figure 

3.5). 

2. Si 1
max max

eT
f f   d’où : 1

max2
e

eT
f f   :  

Il est théoriquement possible de restituer le spectre initial  S f , en supprimant les spectres latéraux

 
e

k
T

S f   *
k  à l’aide d’un filtre passe-bas idéal (figure 3.6). 

 

Figure 3.5. Illustration du phénomène de recouvrement (repliement) du spectre d’un signal 

échantillonné. La restitution exacte du spectre du signal analogique n’est pas possible. 
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Figure 3.6. Illustration le cas où la restitution exacte soit possible du spectre du signal analogique à 

partir du spectre du signal échantillonné. 

Théorème de Shannon 

Lorsque nous échantillonnons un signal continu, nous ne perdons aucune information si :  

1. son spectre est à support borné (limité). 

2. la fréquence d’échantillonnage est supérieure au moins au double de la plus haute fréquence contenue (

maxf ) dans ce signal continu. 

3.4.2   L’expression du signal restitué 

 A partir du spectre du signal échantillonné :    1

e e

k
T T

G f S f  , le spectre  S f du signal 

analogique  s t peut être restitué par multiplication avec la réponse fréquentielle  d’un filtre passe-bas 

idéal de fréquence de coupure max maxc ef f f f     (figure 3.7), nous avons : 

     2 c

f

e f
S f T G f                                                     (3.9) 

 

 

Par transformée de Fourier inverse, nous avons : 

         1 1

2 2c e c

f fk
e f T f

s t F T G f F S f
               

                  (3.10) 

Avec les propriétés de la transformée de Fourier, nous avons: 

             sin 2 sin 2
* *c c

e e

f t f tt t
T t T t

s t s t s t k
 
       

                      (3.11) 

D’où : 
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sin 2 c e

e

f t kT

e e t kT
s t T s kT




  
                                                 (3.12) 

C’est la formule d’interpolation, permettant de restituer un signal analogique continu  s t à partir des 

échantillons  es kT . Il est clair que la restitution exacte s’effectue sur un nombre infini d’échantillons. Ce 

qui justifie encore le caractère idéal de l’interpolation proposée. En pratique, nous limitons l’interpolation 

sur un nombre fini d’échantillons correspondant à la durée d’observation du signal. 

 

Figure 3.7. Illustration la technique de restitution du spectre initial à partir du spectre multiple par 

filtrage passe-bas idéal (dans le cas de satisfaction des conditions de Shannon). 

 Notons que l’interpolation exacte de Shannon reste idéale et irréalisable en pratique, car la 

restitution du spectre  S f est effectuée grâce au filtrage du spectre multiple  
e

k
T

S f   par un filtre 

passe-bas idéal (figure 3.7) ; où, nous conservons uniquement le spectre initial  S f et nous éliminons 

les spectres latéraux  
0e

k
T

k

S f


 . Il est clair que ce filtre passe-bas idéal ne peut pas être réalisé 

physiquement, car sa réponse impulsionnelle n’est pas causale (plus de détails ont été exposées en §-

2.9.2). 

3.5  Filtre analogique anti-repliement (anti-aliasing) du spectre 

 Les conditions de restitution de Shannon restent idéales et ne peuvent pas être réalisées en 

pratique, car en plus que le filtre analogique passe-bas idéal en aval n’est pas réalisable, le spectre d’un 

signal continu n’est jamais à support (bande)  borné. Par exemple, même dans le cas du spectre borné 

d’un signal analogique,  le fait de limiter sa durée d’observation (pour des raisons pratiques) conduit à 

une convolution de son spectre avec un sinus cardinal non borné, ainsi le spectre résultant n’est plus à 

support borné. Par conséquent, la restitution ne peut pas être exacte et le phénomène de repliement du  

spectre est inévitable. 

 En revanche, si l’information contenue dans les composantes de hautes fréquences est supposée 

peu importante, elles peuvent être négligées et le spectre peut être considéré à support (bande) borné. Afin 

d’éviter qu’une haute fréquence se replie en bande passante, nous limitons volontairement le spectre du 

signal analogique par un filtre passe-bas analogique dit anti-repliement ou anti-aliasing, qui s’implémente 

en amont avant l’échantillonneur (figure 3.1). Ce filtre peut être de type : Butterworth, Tchebychev type-1 

ou 2, ou bien elliptique. 



Chapitre 3 : Echantillonnage des signaux et numérisation                                                       Dr. MOUFFAK Adnane                   

 

67 

 

 En pratique, le signal à échantillonner est le plus souvent entaché de bruit, dont le spectre 

fréquentiel est plus étendu que celui du signal. L’opération d’échantillonnage  a pour effet de superposer 

au spectre basse fréquence du signal utile, certaines parties du spectre du bruit ; en particulier les 

composantes du bruit au voisinage de ef sont repliés sur la fréquence centre du signal utile. Pour éliminer 

cet effet perturbateur, il est nécessaire d’éliminer la partie hautes fréquences de ce bruit à l’aide d’un filtre 

passe-bas anti-repliement, où la fréquence de coupure est réglée à la demi-fréquence d’échantillonnage

2

ef .  

 La restitution du signal analogique à partir de ses échantillons peut être aussi effectuée par un 

bloqueur d’ordre zéro, où les valeurs des échantillons sont maintenues constantes durant la période 

d’échantillonnage eT jusqu’à le prochain échantillon. Nous utilisons à nouveau un filtre analogique passe-

bas de type Butterworth, Tchebychev type-1ou 2), ou elliptique. Il est clair que la restitution n’est jamais  

exacte. 

3.6  Echantillonnage réel 

 L’échantillonnage idéal décrit ci-dessus en §-3.3 est théorique comme nous l’avons expliqué. En 

effet, les échantillonneurs réels possèdent un certain temps d’ouverture, l’échantillonnage n’est donc pas 

réalisé avec une impulsion infiniment brève, mais au contraire par une impulsion de largeur finie , 

assimilable à une fonction porte
t


  
 

. En pratique, nous citons différentes techniques permettant de 

tenir compte de cette largeur [3]. 

3.6.1 L’Echantillonneur moyenneur 

 Dans ce cas, la valeur moyenne de  s t  est considérée pendant la durée  de l’impulsion. Chaque 

échantillon  es kT est alors obtenu par le calcul suivant : 

   
2

1

2

e

e

kT

e

kT

s kT s t dt










                                                        (3.13) 

L’équation (3.13) peut être écrite sous la forme : 

       1 1 1 *

e

e e
e

t kT

t kT kT t t
s kT s t dt s t dt s t    

 

  

                         
        (3.14) 

Dans ce cas, le signal échantillonné associé  es t peut être exprimé sous la forme : 

     1 *m
e e

k

t
s t s t t kT 







           
                                           (3.15) 

Ainsi le spectre du signal échantillonné associé s’écrit : 
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         1
sin

*
e e

m k
m e T T

f
G f F s t S f f

f

 


 
 

     
 

                           (3.16) 

Donc, l’échantillonnage ou la restitution par des impulsions de largeur   peut être traité comme un 

échantillonnage idéal ou une interpolation idéale à condition de multiplier le spectre  du signal analogique 

par le spectre de l’impulsion élémentaire de largeur  . 

D’après l’équation (3.16), la durée de l'échantillonnage  pondère donc l'amplitude du spectre du signal 

échantillonné. Il est donc important de prendre ce phénomène en compte, et éventuellement de le 

compenser par filtrage. Si nous intéressons au cas eT   ; alors, nous constatons qu'en fréquence de 

Nyquist 
2

ef  , l’affaiblissement est d’environ -3.9 dB. Pour éviter ce genre de désagrément, nous 

chercherons à prendre une fréquence d'échantillonnage la plus éloignée possible de la fréquence de 

coupure du filtre anti-repliement. Ainsi l'affaiblissement se ressent beaucoup moins. 

3.6.2 L’Echantillonneur bloqueur 

 Il s’agit d’échantillonner le signal  s t à l’instant et kT , et de mettre en mémoire cette valeur 

pendant une durée  (souvent eT  ), pendant cette durée, une numérisation peut être effectuée avec un 

convertisseur Analogique/ Numérique (CAN). 

Dans ce cas, le signal échantillonné associé peut avoir la forme : 

         1* *
e e

h t
e e e T T

t t
s t s kT t kT s t

 
                      

                   (3.17) 

Le spectre  hG f du signal échantillonné associé  h
es t est donc : 

     
1

sin

e e

k
h T T

f
G f S f

f

 
 

    
                                             (3.18) 

L’équation (3.18) montre que le spectre multiple  
e

k
T

S f  , à une constante d’amplification prés, est 

multiplié par une fonction de type sinus cardinal centré, ce qui a l’effet d’un filtre atténuateur des spectres 

latéraux  
0e

k
T

k

S f


  (figure 3.8). 

Un échantillonneur-bloqueur d’ordre zero (BOZ) a pour action de maintenir constante, et égale à  es kT

l’amplitude de l’impulsion entre les instants ekT  et  1 ek T . La fonction de transfert d’un tel dispositif 

est donnée par : 

  1 eT p

BOZ

e
F p

p


                                                        (3.19) 
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Figure 3.8. Illustration de l’effet de l’échantillonneur bloqueur d’ordre zero sur l’atténuation  de 

l’amplitude des spectres latéraux par multiplication avec un sinus cardinal. 

3.6.1 Principe de réalisation 

 La réalisation d’un échantillonneur bloqueur consiste à associer un interrupteur analogique à une 

capacité C. La capacité joue le rôle d’élément mémoire, l’interrupteur est là pour réactualiser la valeur 

mémorisée ou bien l’isoler vis à vis de l’entrée. Le principe de réalisation est illustré en figure 3.9. 

 

 
Figure 3.9. Principe de réalisation d’un échantillonneur bloqueur. 

3.7 Quantification et codage- conversion Analogique/Numérique 

 L’échantillon  es kT  est une quantité analogique, pour la rendre sous forme de code numérique 

indépendant de l’aspect analogique, il faut passer par une numérisation qui consiste à effectuer deux 

opérations d’une manière conjointe à savoir, une quantification et un codage. Le rôle de la numérisation 

est donc d’associer une image binaire à un signal analogique. Nous avons les associations suivantes : 

 

Mode analogique Mode numérique 

Signal continu Signal discret 

tension Chiffre (code) 

Tableau 3.1 Comparaison entre les modes analogique et numérique. 
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Cette opération de numérisation peut être réalisée par un dispositif électronique appelé Convertisseur 

Analogique/Numérique (CAN), en anglais, nous disons : Analog/Digital Converter : ADC. 

3.7.1 Principe de quantification 

 A chaque niveau de tension est associé une valeur binaire codée sur N bits. Ils vont permettre de 

distinguer 2N  niveaux de tension repartis de mV à mV . Nous avons ainsi un pas de quantification: 

2

2

m

N

V
q  . Le pas de quantification est appelé aussi quantum. 

La caractéristique d’entrée-sortie d’un CAN est une caractéristique en marche d’escalier (figure 3.10). 

Chaque palier a une largeur d’un pas de quantification q. Le passage d’un palier à un autre correspond à 

une variation de ‘1’ du code à partir du bit le moins significatif (LSB : Least Significative Bit).  

 

Figure 3.10 Caractéristique d’entrée-sortie d’un CAN 

3.7.2 Type de quantification- bruit de quantification 

 Nous distinguons deux types de quantification à savoir, par troncature et par arrondissement. 

Selon chacun de ces deux types, nous définissons le bruit de quantification engendré en fonction du pas 

de quantification (quantum). 

3.7.2.1 Quantification par troncature 

 Nous représentons la valeur analogique ‘x’ par la valeur discrète et quantifiée  ‘xT’ adaptable par 

troncature à la taille de mot binaire fini. La figure 3.11 illustre la fonction de troncature. Ce type de 

quantification est appelé aussi quantification linéaire par défaut. 
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Figure 3.11 représentation de la fonction de troncature 

Nous avons :  

    xT = q.ENT[x/q]                                                   (3.20) 

Avec : ENT désigne la partie entière. 

L’erreur ou bruit de troncature est défini par:   

 eT = xT – x                                                             (3.21) 

Nous avons : 

     -q <eT <+q                                                            (3.22) 

3.7.2.2 Quantification par arrondissement 

 Nous représentons ‘x’ par la valeur discrète ‘xA’ adaptable par arrondi à la taille de mot binaire 

fini. La figure 3.12 illustre la fonction d’arrondie. Ce type de quantification est appelé aussi quantification 

linéaire centrée. 

Nous avons: 

        xA = q.ENT[x/q + 0.5 Sgn(x)]                                      (3.23) 

Avec : Sgn désigne le signe de x, où : 

 
1 0

sgn
1 0

si x
x

si x

 
  

                                                 (3.24) 

 

xT quantifiée 

q 2q -q -2q x  analogique 
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L’erreur ou bruit d’arrondie est défini par:  

  eA = xA – x                                                               (3.25) 

Nous avons donc : 

     -q/2 <eA <+q/2                                                        (3.26) 

Le deuxième type de quantification est le mieux adapté, car il engendre une puissance de bruit la moins 

faible, et égale à 
2

12

q
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.12 représentation de la fonction d’arrondie 

3.7.3 Choix du nombre de bits de quantification 

 Le choix du nombre de quantification en bits dépend au rapport signal sur bruit (SNR) défini par : 

   max

min
10 1010log 20log

signal

bruit

P A

dB P A
SNR                                    (3.27) 

Telles que : signalP  et bruitP  sont respectivement les puissances du signal et du bruit. 

maxA et minA sont respectivement les amplitudes maximale et minimale contenues dans le signal. 

Ainsi, le nombre N de bits peut être calculé par la formule ci-dessous : 

6 1.76dBSNR N dB                                                   (3.28) 

Ce qui signifie qu’un bit de code rajoute 6 dB de rapport signal sur bruit. 

 

xA quantifiée 

q/2 3q/2 

-q/2 

-3q/2              x analogique 
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3.7.4 Principe du codage 

 Le codage permet d’établir la correspondance entre la valeur discrète ou quantifiée et sa valeur 

binaire sous forme de bits en 0 et 1. Nous distinguons deux type de codage : un codage unipolaire 

permettant de représenter les valeurs sans signe, et un codage bipolaire, qui permet de représenter les 

valeurs signées positives et négatives, en utilisant le complément à 2, où le bit le plus significatif (MSB : 

Most significative Bit) est réservé au signe. La valeur quantifiée xq peut être souvent  retrouvée à partir du 

code binaire en utilisant le binaire naturel, tel que : 

 1 0
1 02 ... 2N

q Nx q b b


                                                   (3.29) 

Si le bit MSB : 1Nb  est à 0 la valeur qx est positive et calculée directement par (3.39) à partir du code 

1 2 1 0.....N Nb b b b  , sinon elle est négative. Dans ce cas, la valeur n’est calculée par (3.39) qu’après avoir 

convertir le code 1 2 1 0.....N Nb b b b   à son équivalent en complément à 2. Le tableau 3.2 illustre 

respectivement les valeurs discrètes associées aux deux codes en binaire naturel unipolaire et bipolaire. 

Code en binaire naturel sur 3 bits Valeur discrète en code unipolaire Valeur discrète en code bipolaire 

avec complément à 2 

000 0 0 

001 1 1 

010 2 2 

011 3 3 

100 4 -4 

101 5 -3 

110 6 -2 

111 7 -1 

Tableau 3.2 Valeurs discrètes associées aux codes binaires : unipolaire et bipolaire 

3.8 Restitution pratique approchée 

 La restitution du signal analogique  s t à partir des valeurs numériques  es kT est généralement 

obtenue à laide d’un convertisseur Numérique/Analogique (CNA) et un filtre appelé bloqueur d’ordre 

zero (BOZ). Dans certains cas exigeants, il est suivi d’un filtre analogique passe-bas pour mieux atténuer 

les spectres latéraux dupliqués, ainsi isoler la composante centrale du spectre. Il est  généralement de type 

de Butterworth, Tchebychev-1 et 2 ou elliptique. Le CNA permet de convertir les codes binaires en 

échantillons analogiques. Ce procéder de reconstruction inverse du signal analogique à partir des valeurs 

discrètes numériques est souvent assuré par une chaine électronique dite chaine de restitution. 

3.9 Conclusion 

 Dans ce chapitre 3, nous avons présenté l’essentiel des deux opérations d’échantillonnage et de 

numérisation, notamment la modélisation mathématique de différentes techniques d’échantillonnage, et 

l’établissement de conditions de restitution de Shannon d’un signal échantillonné. Aussi, nous avons 

abordé les techniques de quantification et de codage lors de la numérisation d’un signal échantillonné. 

Une fois nous avons bien expliqué les différentes étapes de la transition du monde analogique au monde 

numérique, le prochain chapitre 4 portera sur les outils mathématiques nécessaires pour l’étude et 

l’analyse d’un signal numérique et d’un système numérique. Ainsi, les transformées discrètes notamment, 

la transformée de Fourier discrète et la transformée en Z seront bien détaillées dans ce qui suit. 
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Chapitre 4: Transformées Discrètes 

 

4.1 Introduction 

 La Transformée de Fourier Discrète, désignée par TFD. En anglais nous disons : Discrete Fourier 

Transform : DFT, s’introduit quand il s’agit de calculer la transformée de Fourier d’une fonction à l’aide 

d’un calculateur numérique. Nous abordons en premier lieu la transformée de Fourier à Temps Discret 

(TFTD) d’un signal échantillonné ou numérique apériodique. Ensuite, nous étudions la série de Fourier 

pour un signal échantillonné ou discret périodique. Par la suite, nous présentons la TFD et sa version 

rapide : transformée de Fourier Rapide (TFR). Nous étudions aussi les notions engendrées par la 

discrétisation du temps, telles que la convolution linéaire des suites numériques et la convolution 

circulaire. En dernier lieu, nous exposons les transformées en Z monolatérale et bilatérale 

4.2 Spectre d’un signal échantillonné ou discret 

 Jusqu’à présent, nous avons calculé le spectre d’un signal échantillonné ou discret (numérique) 

 e k
s kT


   à l’aide de la transformée de Fourier au sens de distributions et en considérant le signal 

échantillonné associé, qui est une distribution telle que :      e e es t s kT t kT  . Pour des raisons 

pratiques, lorsqu’il s’agit des fonctions d’une variable discrète, nous préférons des outils mathématiques 

propres à cette discrétisation dans le temps, au lieu de recourir à la théorie de distribution. Dans ce 

contexte, nous présentons la transformée de Fourier Numérique (TFN), appelée aussi Transformée de 

Fourier à Temps Discret (TFTD) comme un outil mathématique permettant le calcul de la transformée de 

Fourier d’un signal échantillonné ou numérique apériodique. Nous verrons, dans le cas des signaux 

périodiques (échantillonnés ou discrets) que le calcul du spectre peut être effectué par la série de Fourier. 

Dans ce qui suit, les signaux  e k
s kT


   échantillonnés ou discrets sont confondus et traités de la même 

façon. 

4.2.1 Transformée de Fourier  numérique (TFN) 

 Soit un signal discret ou numérique  e k
s kT


   apériodique. La transformée de Fourier 

numérique  NS f d’un signal échantillonné ou numérique  e k
s kT


   est définie, sous condition de 

convergence,  par [3]: 

    2 ej fkT

N e
k

S f s kT e





                                                          (4.1) 
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 Dans le cas d’un signal  es kT    observé sur une durée limitée T . C.-à-d., nous avons,  la suite à 

support borné :       0 , ,..., 1e es s T s N T    , avec :  1 eN T T  . L’expression (4.1)  est toujours 

convergence, et s’écrit : 

   
1

2

0

e

N
j fkT

N e
k

S f s kT e





                                                  (4.2) 

Exemple : transformée de Fourier d’un signal porte  
m k m

x k
  

   de longueur 2 1N m  , où :  

 
1

0

m k m
x k

ailleurs

  
 


                                              (4.3) 

Nous avons : 

     
 

 
 

2 2
sin 2 1sin

sin sin

m
j fk j fk

N
k k m

f mfN
S f x k e e

f f

  
 


 

 

               (4.4) 

4.2.2 Conditions d’existence 

 La transformée de Fourier numérique  NS f d’un signal échantillonné ou discret  e k
s kT


  

existe si la série   2 ej fkT

e
k

s kT e





 converge [4].  

Nous avons : 

     2 2 2e e ej fkT j fkT j fkT

e e e
k k k

s kT e s kT e s kT e
    

  

  
                    (4.5) 

Comme le module du terme 
2 ej fkT

e


est égal à 1,  nous avons : 

   2 ej fkT

e e
k k

s kT e s kT
 



 
                                                    (4.6) 

Donc, la condition suffisante pour que  NS f existe si la suite  e k
s kT


   soit absolument sommable. 

C.-à-d. 

 es kT



                                                                  (4.7) 

Sachant que : 

   
2

2

e es kT s kT
 

 

     
                                                  (4.8) 
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Nous déduisons que les signaux échantillonnés ou discrets apériodiques à énergie totale finie constituent 

une classe importante de signaux qui vérifient la condition d’existence (4.7). 

4.2.3 Propriété de périodicité 

 La propriété majeur de la transformée de Fourier numérique d’un signal échantillonné ou discret

 NS f est sa périodicité. C’est une fonction de la variable continue f . Elle est périodique, de période

1

e
e T

F  .  Cette propriété découle directement de la définition ci-dessus (4.1). Ainsi, nous avons : 

         122 eTee e
j f kTj f F kT

N e e e
k k

S f F s kT e s kT e
    

 
                          (4.9) 

D’où : 

     2 ej fkT

N e e N
k

S f F s kT e S f





                                       (4.10) 

Puisque  NS f est Fe–périodique, tout intervalle de longueur eF est suffisant pour décrire complètement 

cette fonction. Nous utilisons, souvent l’intervalle
2 2

,e eF F    , appelé intervalle principal ou période 

principale. 

4.2.4 Relation de la transformée de Fourier numérique  avec la série de Fourier 

 Comme toute fonction périodique, il est possible de développer  NS f en série de Fourier sur 

l’intervalle  
2 2

,e eF F    . Dans ce cas, les coefficients de Fourier kC  sont calculés avec l’équation :  

 
2

2

2
1

Fe

e

e
Fe

k
j f

F

k NF
C S f e df

 



                                                (4.11) 

De plus, sous conditions de convergence de Dirichlet,  NS f est développable en série de Fourier, telle 

que : 

  2 ej fkT

N k
k

S f c e





                                                            (4.12) 

En comparaison avec la définition de la transformée de Fourier  numérique  NS f  (4.1), nous 

remarquons que ce développement est la définition elle-même de la transformée de Fourier numérique. 

Ceci revient donc à considérer les coefficients en série de Fourier kC comme les échantillons   es kT du 

signal numérique. Nous avons donc : 

     
1

2 2

1
2 2

22 1

Fe
T fe

Fe e

e
Fe

Te

j kj fkT

e k e N NF
s kT C T S f e df S f e df


 



 

                       (4.13) 

Celle-ci est la formule de la transformée de Fourier numérique inverse [3]. 
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Avec le cas particulier, où 1eT  , nous avons : 

   
1
2

1
2

2 j fk
Ns k S f e df







                                                    (4.14) 

Et : 

    2 j fk

N
k

S f s k e





                                                  (4.15) 

4.2.2 Transformée de Fourier d’un signal périodique échantillonné 

 Un signal échantillonné ou discret   e k
s kT


est dit périodique de périodeT , s’il vérifie la 

condition suivante [4] : 

   e es kT s kT T k                                          (4.16) 

Nous remarquons que l’ensemble des exponentielles complexes défini par : 

 
1 12 2

0, 1, 2,...
eNTe N

j n kT j n k

n k e e n
                                          (4.17) 

sont tous périodiques de période N . 

Par analogie avec les signaux périodiques continus, cet ensemble constitue les fonctions de base pour la 

représentation en série de Fourier des signaux périodiques discrets ou échantillonnés. Par conséquent, le 

développement en série de Fourier d’une suite périodique de période N est donné par [4] : 

  12
N

j n k

e n
n

s kT S e
                                                 (4.18) 

Où : nS  sont les coefficients de série de Fourier. 

Dans l’équation (4.18), les limites de sommation sont obtenues en remarquant que les fonctions de base 

 n k sont périodiques, donc, nous considérons uniquement les distinctes N valeurs successives, car nous 

avons : 

   n n Nk k                                                       (4.19) 

D’où : 

 
 

12
N

j n k

e n
n N

s kT S e
                                            (4.20) 

Les coefficients nS sont obtenus en multipliant les deux membres de l’équation (4.20) par 
12
N

j m k
e


et en 

sommant par rapport à k sur un intervalle  N qui s’étend par exemple de  0 1à N  , nous avons donc : 
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1 1 1 12 2 2 2
N N N N

j m k j m k j n k j n m k

e n n
k N k N n N n N k N

s kT e e S e S e
                           (4.21) 

Le terme 
 

 

12
N

j n m k

k N

e
  est une somme d’une suite géométrique d’argument :

  12
N

j n m
r e

  , nous avons 

donc : 

 

 

 
 

 

1 1
2 2

1
2

0, , 2 ,...,
1

1 1
1 sin

1
1

N
j n m k j n m NN N

k N

j n m
N

N si n m N N
N si r

e r e
si r on

r
e

 



 



    
 

       

    (4.22) 

Finalement, nous avons : 

 
 

1
21 j n k

N
n e

k N

S s kT e
N


                                                        (4.23) 

C’est la formule calculant les coefficients nS pour un signal échantillonné ou discret périodique. 

Remarque : 

La position du facteur d’échelle 
1

N
a été choisie d’une manière que les nS soient les coefficients du 

développement en série de Fourier de la suite   e k
s kT

 eNT périodique [4]. Nous pouvons considérer le 

contraire, où 
e

n
S

NT

  
  
   

soit périodique de période 
1

eT
et donc développable en série de Fourier. Les 

 es kT soient donc les coefficients du développement en série de Fourier, nous avons ce cas : 

 
 

1
2 j n k

N
n e

k N

S s kT e


                                                     (4.24) 

Et : 

 
 

121
N

j n k

e n
n N

s kT S e
N

                                                (4.25) 

4.3 Transformée de Fourier Discrète (TFD) 

 Nous avons vu que la transformée de Fourier d’un signal discret ou numérique, sous conditions 

existence, est une fonction complexe eF -périodique de la variable continue f . Ceci, présente une 

difficulté intrinsèque dans la mesure où le spectre est calculé avec un système de traitement numérique. 

Dans ce cas, la variable continue f  peut être discrétiser sur une période eF , où la transformée de Fourier 

numérique est échantillonné sur un nombre entier N de points. Nous obtenons ainsi, la Transformée de 

Fourier Discrète (TFD) ; en anglais est appelée Discrete Fourier Transform : DFT. 
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Le remplacement de la variable continue f par une variable discrète n peut s’écrire de la manière 

suivante : 

f n f                                                                    (4.26) 

Où : f est le pas d’échantillonnage de la transformée de Fourier numérique  NS f , appelée aussi 

finesse d’analyse. Il est nécessaire de respecter les conditions de Shannon, tel que : 1
f soit supérieur à la 

longueur du support borné  0, 1N T
e

   du signal échantillonné ou numérique    0, 1 e
e k N T

s kT
   

    et 

qui correspond à la durée d’observation du signalT . Il faut donc choisir une finesse d’analyse f , telle 

que [3]: 

  11 1
e

N
ef F

N T 
                                                             (4.27) 

Un choix simple consiste à prendre : 1

e

N
ef F

NT   , d’où : 

1 e

e

F

NT N
f                                                                (4.28) 

Dans ce cas, la transformée de Fourier discrète de N-uplet  
0 e

e k NT
s kT

 
    correspond au N-uplet 

 
10e N

NTe

n
NT

n

S
 

 
 

, telle qu’elle est définie par [2,3,7]: 

   
1 2

0
e

nk
N j

n N
N eNT

k

S s kT e
 


  , avec : 0,1,..., 1n N                  (4.29) 

A partir de l’équation (4.13)  de la transformée de Fourier numérique inverse, nous avons après 

discrétisation : 

   1 12 2
1 1

0 0

( ) e

e e

n nk
N Nj k jFFe nN N

e N NF N N N NT
n n

s kT S n e S e
  

 
    avec : 0,1,..., 1k N    (4.30) 

Si nous notons ( )es kT et  
e

n
N NT

S respectivement par  s k et  S n , nous avons ainsi : 

   
1 2

0

nk
N j

N

k

S n s k e
 


  , avec : 0,1,..., 1n N                         (4.31) 

Et : 

 
1 2

1

0

( )

nk
N j

N
NN

n

s k S n e



  , avec : 0,1,..., 1k N                      (4.32) 
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Remarque : 

Le facteur d’échelle 1
N

est mis pour assurer l’identité :    1 . .TF TF
     [2]. Dans d’autre littérature 

[4,6], ce facteur 1
N

peut être associé à    
1 2

1

0

nk
N j

N
N

k

S n s k e
 


  , avec :  

1 2

0

( )

nk
N j

N

n

s k S n e



  ; ou bien 

réparti d’une façon équitable entre les deux formules, avec :    
1 2

1

0

nk
N j

N

N
k

S n s k e
 


  et 

 
1 2

1

0

( )

nk
N j

N

N
n

s k S n e



  , avec : 0,1,..., 1n N  , 0,1,..., 1k N  [2]. 

4.3.1 Propriété de la TFD 

 La plupart des propriétés de la transformée de Fourier des signaux analogiques examinées en 

chapitre 1 ont leur équivalent dans la transformée de Fourier Discrète. Les principales propriétés sont 

examinées ci-dessous : 

4.3.1.1 Périodicité 

 Nous avons considéré jusqu’à présent que le nombre d’échantillons N contenu dans un signal 

 
0 k N

s k
 

   est égal à celui contenu dans son spectre  
0 n N

S n
 

   . Nous avons vu que la discrétisation 

dans le domaine temporel conduit à un spectre périodique dans le domaine des fréquences. De la même 

façon, une discrétisation dans le domaine des fréquences conduit à un signal périodique dans le domaine 

temporel. Ainsi, les suites d’échantillons  
0 k N

s k
 

   et  
0 n N

S n
 

   sont périodiques de période N. 

Nous avons ainsi : 

   s k N s k   pour 0,1,..., 1k N                                   (4.33) 

   S n N S n   pour 0,1,..., 1n N                                  (4.34) 

Démonstration : 

Nous avons : 

 
 

   
1 12 2

1 1

0 0

( )

n k N nk
N Nj j

N N
N N

n n

s k N S n e S n e s k
 


 

 
                        (4.35) 

Et : 

   
 

   
1 12 2

0 0

n N k nk
N Nj j

N N

k k

S n N s k e s k e S n
 


  

 
                   (4.36) 

D’où la périodicité pour les deux expressions (4.35) et (4.36) ci-dessus. 
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4.3.1.2 Linéarité 

 La TFD est une transformation linéaire. Ainsi, si nous avons : 

Si     0,1,...,
TFD

i is k S n i L          alors :    
0 0

TFDL L

i i i i
i i

s k S n 
 

  , où : i  sont des coefficients 

constants. 

Notons que si iN  est le support borné (durée) de chaque signal  
0 i

i k N
s k

 
   alors sa TFD  iS n   doit 

être calculée sur nombre de points  max 0,1,...,iN N i L  . Dans ce cas chaque signal  is k   de 

durée iN N doit être prolongé par iN N échantillons nuls avant de procéder au calcul de la TFD.  

4.3.1.3 Décalage cyclique temporel (translation) 

 Un décalage cyclique est réalisé lorsque le signal  
0 1k N

s k
  

   de durée N, est considéré comme 

étant une extension d’un signal N-périodique. Dans ce cas, un décalage temporel de 0k  échantillons 

respectivement à droite (ou à gauche), implique 0k échantillons respectivement de la période précédente 

 1N  (ou de la future période  1N  ). 

Nous avons donc : 

Si :    
TFD

s k S n        alors :    
02

0

k

N

TFD
j k

s k k e S n
       

 

4.3.1.3 Décalage cyclique fréquentiel 

 Etant donné que la suite  
0 1n N

S n
  

   est N-périodique, nous pouvons aussi réaliser un décalage 

cyclique dans les fréquences n,  de 0n  échantillons,  nous avons donc l’équivalence dans les temps k  

sous la forme de modulation du signal d’entrée  s k   par l’exponentielle 
02

n

N
j k

e


 : 

   
02

0

n

N

TFD
j k

e s k S n n
       

 

4.3.1.4 Symétrie 

Si  s k   est une suite réelle, alors :    S n S N n   pour 0,1,..., 1n N  . 

Dans ce cas, les échantillons  S n  sont symétriques par rapport à 
2
N . Ainsi, les suites   Re S n    et  

  Im S n    sont respectivement paire et impaire par rapport à 
2
N . Cette propriété permet d’éviter la 

moitié des calculs de la TFD. 
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4.3.1.5 Théorème de Parseval 

Si :    
TFD

s k S n        alors :    
1 12 2

1

0 0

TFDN N

N
k n

s k S n
 

 
   

4.4 Algorithme de calcul rapide de la TFD 

 En 1965, J.W. Cooley et J. W. Turkey ont révolutionné le domaine du traitement numérique du 

signal avec l’algorithme de calcul rapide de la TFD appelé Transformée de Fourier Rapide (TFR), plus 

connu sous l’appellation anglaise Fast Fourier Transform (FFT). 

Nous Considérons l’expression (4.31) de la TFD, telle que : 

     
1 1

2

0 0

kn
N

N N
j kn

N
k k

S n s k e s k W
 

 
                                       (4.37) 

avec : 
2 kn

N
jkn

NW e
 , 0,1,..., 1n N                                           (4.38) 

L’expression (4.37) peut être écrite sous forme matricielle telle que [4]: 

NS W s                                                                        (4.39) 

Avec :  

 
 

 

0

1

.

.

1

S

S

S

S N

 
 
 
   
 
 

  

 , 

 
 

 

0

1

.

.

1

s

s

s

s N

 
 
 
   
 
 

  

 et 

 

   2

0 0 0 0

0 1 2 1

2 10 2 4

2 1 10 1

........

........

........

.

.

....

N N N N

N
N N N N

N

N N N N

N

N NN

N N N N

W W W W

W W W W

W W W W
W

W W W W





 

 
 
 
 
   
 
 
 
  

                (4.40) 

Dans ce qui suit, nous considérons le cas de FFT avec entrelacement temporel,  l’algorithme FFT avec 

entrelacement fréquentiel n’est pas abordé dans ce chapitre. 

4.4.1 L’algorithme FFT avec entrelacement temporel 

 Pour simplification, nous supposerons que le nombre N est pair et une puissance de 2, car il 

conduit à des algorithmes peu complexes et qui sont généralement efficaces. En cas contraire de nombre 

N impair ou un nombre pair qui n’est pas une puissance de 2, nous pouvons ajouter un nombre suffisant 

d’échantillons nul (0) de telle façon que le nombre total des échantillons soit pair et une puissance de 2. 

Dans le cas considéré où N est une puissance 2, tel que : 2L
N  , la suite  

0 k N
s k

 
   peut être 

décomposée en deux suites entrelacées, celle des échantillons d’indice paire  
2

0
2

Nm
s m

 
   et celle des 

échantillons d’indice impaire  
2

0
2 1

Nm
s m

 
    , telle que : 
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       2 2
1 1

2 12

0 0

2 2 1

N N

m nmn
N N

m m

S n s m W s m W
 



 
        avec : 0,1,..., 1n N       (4.41) 

Nous avons la propriété suivante : 

2
2

2

222
mm

NN
N

jjm m
NW e e W

                                         (4.42) 

Donc l’équation (4.41) peut être écrite sous la forme : 

     
2 2

2 2

1 1

0 0

2 2 1

N N

N N

mn n mn
N

m m

S n s m W W s m W
 

 
     avec : 0,1,..., 1n N     (4.43) 

Si nous posons : 

   1 2s m s m  et    2 2 1s m s m   avec : 
2

0,1,..., 1Nm                   (4.44) 

     
2 2

2 2

1 1

1 2
0 0

N N

N N

mn n mn
N

m m

S n s m W W s m W
 

 
    avec : 0,1,..., 1n N            (4.45) 

m est une variable muette, nous pouvons ainsi écrire  (4.45) sous la forme : 

     
2 2

2 2

1 1

1 2
0 0

N N

N N

kn n kn
N

k k

S n s k W W s k W
 

 
    avec : 0,1,..., 1n N               (4.46) 

Nous avons donc : 

     1 2
n

NS n S n W S n   , 0,1,..., 1n N                                  (4.47) 

Avec :  

   
2

2

1

1 1
0

N

N

kn

k

S n s k W



                                                         (4.48) 

    
2

2

1

2 2
0

N

N

kn

k

S n s k W



                                                     (4.49) 

L’équation (4.47) montre que le calcul d’une TFD d’ordre N revient au calcul de deux TFD d’ordre 
2
N  

chacune. 

Pour déterminer les éléments  S n  d’indice supérieur ou égal à 
2
N , nous exploitons la périodicité des 

suites  1S n   et  2S n   , nous avons : 

     2

1 22

NnN
NS n S n W S n
     avec : 

2
0,1,..., 1Nn                          (4.50) 

Sachant que nous avons la propriété suivante : 
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2

2
2 2

N

nN
N

n
j jn nN

N NW e e W
 


                                                    (4.51) 

Nous avons donc : 

     1 22

nN
NS n S n W S n    avec : 

2
0,1,..., 1Nn                           (4.52) 

En résumé, les échantillons  S n  sont déterminés par la paire d’équations suivantes : 

     
     

1 2 2

1 22 2

0,1,..., 1

0,1,..., 1

n N
N

nN N
N

S n S n W S n n

S n S n W S n n

    


    
                                (4.53) 

La figure 4.1 illustre le diagramme de fluence correspondant à la transformation (4.53). Cette structure de 

base est appelée une opération papillon. Les deux nœuds à droite appelés nœuds sources, et représentent 

les échantillons  1S n et  2S n , et les deux nœuds à gauche, appelés nœuds puits sont sollicités par les 

nœuds sources à travers deux branches. Chaque branche est munie d’un coefficient multiplicatif (
n

NW , 

n
NW  et 1), l’absence du coefficient signifie que sa valeur est unitaire. Comme ce diagramme de fluence 

découle directement des relations (4.53), le calcul intervenant dans une opération papillon exige deux 

multiplications et deux additions complexes. Il faut remarquer aussi que le produit  2
n

NW S n est calculé 

deux fois. 

 

Figure 4.1. Diagramme de fluence correspondant à la transformation (4.53) 

Ce diagramme de fluence peut être modifié et optimisé afin d’éviter d’effectuer la multiplication 

 2
n

NW S n deux fois (figure 4.2). Cette nouvelle structure nécessite uniquement une multiplication 

complexe et deux additions complexes, réduisant ainsi le nombre de multiplications complexes de moitié. 

 

Figure 4.2. Diagramme de fluence optimisé pour effectuer  à la transformation (4.53) 
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La paire d’équations  (4.53) permettent de calculer la TFD de  
0 k N

s k
 

   à partir des TFD des suites 

 
2

1 0 Nk
s k

 
    et  

2
2 0 Nk

s k
 

   . Elle constitue la base de l’algorithme de calcul de la TFR en base double. 

En effet, si 
2
N est aussi pair, le procédé de calcul peut être réitéré et nous pouvons ainsi décomposer 

chacune des suites  
2

1 0 Nk
s k

 
    et  

2
2 0 Nk

s k
 

   en deux autres suites de 
4
N échantillons respectivement

 
4

11 0 Nk
s k

 
   ,  

4
12 0 Nk

s k
 

   et  
4

21 0 Nk
s k

 
   ,  

4
22 0 Nk

s k
 

    ; et ainsi de suite tant que le nombre 

d’échantillons reste pair. 

En effet, en faisant la décomposition sur la suite  
2

1 0 Nk
s k

 
   en    

4
11 0 Nk

s k
 

   et         
4

12 0 Nk
s k

 
    , 

nous avons : 

       
2 4 4

2 2 2 2

1 1 1
2 2 2

1 1 1 1
0 0 0

2 2 1

N N N

N N N N

nk mk mk mk

n m m

S n s n W s m W W s m W
  

  
       avec : 

2
0,1,..., 1Nn        (4.54) 

Sachant que : 

2 4

2
N N

m m
W W                                                              (4.55) 

L’équation (4.54) s’écrit : 

     
4 4

4 4 4

1 1

1 1 1
0 0

2 2 1

N N

N N N

mk mk mk

m m

S n s m W W s m W
 

 
     avec : 

2
0,1,..., 1Nn                 (4.56) 

En revenant à la variable n, nous avons : 

     
4 4

4 4 4

1 1

1 11 12
0 0

N N

N N N

nk nk nk

n n

S n s n W W s n W
 

 
   , avec : 

2
0,1,..., 1Nn                 (4.57) 

Avec :  

2

2
N

n n
NW W                                                       (4.58) 

Nous avons donc : 

     2
1 11 12

n

NS n S n W S n  , avec : 
4

0,1,..., 1Nn                          (4.59) 

Nous avons aussi, en analogie avec (4.50), (4.51) et (4.52) : 

     2
1 11 124

nN
NS n S n W S n   , avec : 

4
0,1,..., 1Nn                                   (4.60)              

En récapitulation, les calculs intervenant dans la première opération papillon sont donnés par : 
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2
1 11 12

2
1 11 124

n
N

nN
N

S n S n W S n

S n S n W S n

  


  
 avec : 

4
0,1,..., 1Nn                             (4.61)  

En faisant la même décomposition sur la suite  
2

2 0 Nk
s k

 
   en    

4
21 0 Nk

s k
 

   et         
4

22 0 Nk
s k

 
    , 

nous avons : 

              
     
     

2
2 21 22

2
2 21 224

n
N

nN
N

S n S n W S n

S n S n W S n

  


  
  avec : 

4
0,1,..., 1Nn                             (4.62)    

Si 2L
N  , nous pouvons répéter L fois le procédé de calcul de la TFD, jusqu’à où chaque suite 

d’échantillons contient un seul échantillon. Le diagramme de fluence de la troisième décomposition est 

illustré en figure 4.3 pour N=8. 

Nous remarquons aussi dans ce traitement que les  S n  apparaissent dans l’ordre naturel des indices 

alors que les  s k  se présentent dans un ordre permuté. Cette permutation est due aux entrelacements 

successifs et se traduit par un retournement ou inversion de la représentation des indices. Si le rangement 

initial est codé en binaire naturel sur L bits, le rangement final est obtenu en inversant ce codage. Cette 

méthode est dite : méthode du bit inversé. Le tableau 4.1 illustre le cas où 8N  [2,4,6]. 

 

 s k pour 

1L   

 s k pour 

2L   

 s k pour 

3L   

indices 

naturels en 

décimal 

indices 

naturels en 

binaire 

indices 

inversés en 

binaire 

indices 

inversés en 

décimal 

 0s   0s   0s  0 000 000 0 

 1s   2s   4s  1 001 100 4 

 2s   4s   2s  2 010 010 2 

 3s   6s   6s  3 011 110 6 

 4s   1s   1s  4 100 001 1 

 5s   5s   5s  5 101 101 5 

 6s   5s   3s  6 110 011 3 

 7s   7s   7s  7 111 111 7 

Tableau 4.1. Dédoublement temporel pour N=8, L=3 
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Figure 4.3. Diagramme de fluence de la troisième décomposition (L=3) de la FFT d’une suite de N=8 

échantillons, avec entrelacement temporel.   

4.5 Convolution linéaire – convolution circulaire 

4.5.1 Convolution linéaire des séquences de longueur finie 

 La convolution linéaire dite aussi apériodique s’applique aux signaux numériques à énergie finie. 

Dans ce qui suit,  nous intéressons au cas particulier des séquences de longueur finie. Soient deux signaux 

 
0 1n N

u n
  

   et  
0 1n M

h n
  

   de tailles respectives N et M  ; nous définissons leurs convolution 

linéaire par la séquence  
0 2n N M

y n
   

   de longueur 1N M  , telle que son terme général  y n s’écrit: 

     
0

n

k

y n u k h n k


                                                (4.63) 

Il est facile d’implémenter  l’expression (4.63) sur machine ; cependant pour un calcul manuel à titre 

illustratif, il est préférable d’utiliser des techniques plus simples et pratiques, nous parlons de deux 

méthodes, à savoir : le ruban glissant et la somme de colonnes. 

4.5.1.1 Méthode de ruban glissant 

 Considérons l’exemple de signaux:    1,2,2,3u n     et    2, 1,3h n     , nous gardons la 

séquence  u n   dans le sens direct, et nous déplaçons la version inversée de la deuxième séquence 

   3, 1,2h n      dans le même sens ; en suite, nous ne calculons que la somme des produits des 

échantillons du même indice et qui se chevauchent; nous avons donc le résultat:    2,3,5,10,3,9y n    . 

Le détail des combinaisons de calcul est cité au tableau 4.2, en gras nous illustrons les échantillons qui se 

chevauchent : 
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indice -2 -1 0 1 2 3 

u(n)   1 2 2 3 

 h(-n) 3 -1 2    
produit des échantillons chevauchés   2    

la somme y(0)   2    

 

indice -2 -1 0 1 2 3 

u(n)   1 2 2 3 

h(-n)  3 -1 2   
produit des échantillons chevauchés   -1 4   

la somme y(1)   -1+4   

 

indice -2 -1 0 1 2 3 

u(n)   1 2 2 3 

h(-n)   3 -1 2  
produit des échantillons chevauchés   3 -2 4  

la somme y(2)   3-2+4  

 

indice -2 -1 0 1 2 3 

u(n)   1 2 2 3 

h(-n)    3 -1 2 
produit des échantillons chevauchés    6 -2 6 

la somme y(3)    6-2+6 

 

indice -2 -1 0 1 2 3 

u(n) 1 2 2 3   

h(-n)   3 -1 2  
produit des échantillons chevauchés   6 -3   

la somme y(4)   6-3   

 

indice -2 -1 0 1 2 3 

u(n) 1 2 2 3   

h(-n)    3 -1 2 
produit des échantillons chevauchés    9   

la somme y(5)    9   

 

Tableau 4.2. Calcul manuel de la convolution linéaire par la méthode de ruban glissant. 

4.5.1.1 Méthode de somme de colonnes 

 Elle ressemble à une multiplication à la main, sauf quelle est effectuée de gauche à droite, où les 

résultats de multiplications sont sommés pour chaque colonne, en considérant le même exemple cité ci-

dessus, le calcul de convolution s’effectue en détail au tableau 4.3. 
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indice 0 1 2 3 4 5 

u(n) 1 2 2 3   

h(n) 2 -1 3    

 2 4 4 6   

  -1 -2 -2 -3  

   3 6 6 9 

Somme des colonnes 2 3 5 10 3 9 

 

Tableau 4.3.  Calcul manuel de la convolution linéaire par la méthode de somme des colonnes. 

4.5.2 Convolution des séquences périodiques 

 Il est clair que la convolution linéaire de deux signaux périodiques    p N
u n   et    p N

h n    de 

la même période N  n’existe pas, du fait que leurs énergie est infinie ; cependant leur puissance moyenne  

finie, nous permet de définir une convolution périodique    p N
y n   de la même période N , où son terme 

général  py n se calcul sur une période N tel que :  

     
1

0

N

p p p
k

y n u k h n k



                                                   (4.64) 

Ainsi, nous écrivons pour la convolution périodique:  

           p p pN N N
y n u n h n                                                   (4.65) 

Son calcul sur une période N peut être simplifié par la procédure suivante : 

1. Nous  calculons la convolution linéaire des deux séquences    p N
u n   et    p N

h n   en les 

considérants comme des séquences de longueur finie N . 

2. La réponse est de  2 1N   échantillons ; alors, nous ajoutons un zéro à la fin de la séquence pour avoir

2N échantillons. 

3. Nous coupons cette réponse en deux segments de N échantillons. 

4. Nous calculons la somme des deux segments sur N  échantillons. 

 Afin de mieux illustré le calcul de la convolution périodique, nous considérons l’exemple des 

signaux périodiques:      1,2,2,3p N
u n    et      2, 1,3,0p N

h n     , nous avons le résultat

     5,12,5,10p N
y n    illustré en détail sur tableau 4.4 où la convolution linéaire est calculée par la 

méthode de la somme des colonnes : 
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indice 0 1 2 3 4 5 6 7 
up(n) 1 2 2 3 1 2 2 3 
hp(n) 2 -1 3 0 2 -1 3 0 

 2 4 4 6     
  -1 -2 -2 -3    
   3 6 6 9   
    0 0 0 0  

réponse de la convolution linéaire 2 3 5 10 3 9 0 0 
 3 9 0 0     

résultat de la convolution circulaire 5 12 5 10 5 12 5 10 

 

Tableau 4.4. Calcul manuel de la convolution périodique sur 4 échantillons. 

4.5.3 Convolution circulaire  

 Il est possible de calculer la convolution linéaire  
0 2n N M

y n
   

   des deux signaux apériodiques 

 
0 1n N

u n
  

   et  
0 1n M

h n
  

   de longueurs finies respectivement N et M  en servant de la convolution 

périodique, il suffit de considérer ces deux séquences comme périodiques sur 1CN N M  

échantillons, en ajoutant des zéros au delà de leurs supports respectifs N et M . Nous avons donc les deux 

signaux périodiques  
0 1C

p n N
u n

  
   et  

0 1C
p n N

h n
  

   tels que : 

     0 1

0 1
p

C

u n pour n N
u n

pour N n N

    
  

 et     0 1

0 1
p

C

h n pour n M
h n

pour M n N

    
  

     (4.66) 

Ainsi, la convolution linéaire  
0 2n N M

y n
   

   coïncide avec la convolution périodique    C
p N

y n    sur 

ces  1N M  échantillons. Nous avons donc : 

    0 2

0

py n pour n N M
y n

ailleurs

     


                                   (4.67) 
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 Nous désignons par convolution circulaire la démarche permettant un calcul de la convolution 

linéaire des signaux apériodiques de longueur finie, en servant de la convolution périodique et la 

transformée de Fourier discrète (TFD). En effet, cette dernière transforme le produit de convolution 

périodique en produit direct. Il en découle que la convolution linéaire des deux séquences  
0 1n N

u n
  

  

et  
0 1n M

h n
  

   peut être calculée par la transformée de Fourier discrète (TFD) en servant de 

l’algorithme de la transformée de Fourier Rapide (TFR) en anglais FFT : Fast Fourier Transform, telle 

que : 

              1

0 1 0 1
* .

C C
p pn N n M N N

u n h n FFT FFT u n FFT h n


     
                              (4.68) 

L’intérêt de la convolution circulaire est l’accélération de calcul de la convolution linéaire lorsque 

1N M   est considérable ; ainsi, le nombre de multiplication est de 
 2log 2

2
1

C

C

N

N M

N

 


au lieu de 

1N M  . Bien que la convolution circulaire est valable pour des signaux apériodiques d’énergie finie ; 

généralement, les deux convolutions périodique et circulaire sont confondues, car les deux convolutions 

engendrent le même résultat de calcul sur une durée d’observation de 1N M   échantillons. 

4.6  La transformation en Z 

4.6.1 Définition de la transformée en Z 

 La transformée en Z  U z de la suite numérique  
n

u n


   est définie par la relation suivante [3]: 

    n

n

U z u n z





                                                           (4.69) 

Où : z est une variable complexe. 

Nous écrivons, ainsi :     
n

U z Z u n


    , ou bien :     
n

U z TZ u n


    . Dans certaine littérature, 

nous écrivons sous-entendu que le signal analogique  u t est échantillonné et/ou numérisé: 

   U z Z u t    . 

Cette définition est fréquemment appelée transformée en Z bilatérale, par le fait que la sommation s’étend 

à tous les entiers n  de  au  . Dans le cas particulier des systemes ou des signaux causaux, cette 

sommation ne s’étend plus par définition qu’aux entiers positifs : 

      
0

0

n

n
n

U z Z u n u n z



 

                                               (4.70) 

Nous parlons alors de la transformée en Z monolatérale ou unilatérale. Généralement, les deux 

transformées en Z possèdent les mêmes propriétés, sauf la propriété de l’avance. 
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L’intérêt de la transformée en Z monolatérale est de prendre en compte les conditions initiales d’un 

système LIT et de faire apparaitre les régimes transitoires dans l’étude de la réponse d’un système. 

D’autre part, elle permet de déterminer à partir de  U z , les valeurs extrêmes de la suite  u n   . La 

valeur initiale  0u et la valeur finale  u   (voir tableau 4.6). 

4.6.2 Condition d’existence de la transformée en Z 

 La transformée en Z sous sa forme bilatérale ou monolatérale, introduit une série de Laurent, ce 

qui implique nécessairement une étude de la convergence de la dite série. L’ensemble des valeurs de z 

pour lesquelles la série converge, est appelé région ou domaine de convergence. Il est déterminé en 

utilisant le critère de Cauchy sur la convergence des séries de puissances. Il s’agit en général d’un anneau 

centré sur l’origine, de rayons R1 et R2 (Figure 4.4) dépendent de la suite  
n

u n


   , tels que [3] : 

1 2R z R                                                             (4.71) 

Avec :  

 
1

1 lim n

n
R u n


  et 

 
12

1

lim n

n

R
u n






                               (4.72) 

Démonstration 

 U z peut être écrite sous la forme : 

         
1

1 2
0

n n

n n

U z u n z u n z U z U z
 

 

 
                                 (4.73) 

Avec : 

   
1

1
n

n

U z u n z





   et    2

0

n

n

U z u n z





                                   (4.74) 

En effectuant le changement de variable k n   dans  1U z  : 

     1
0 0

k n

k n

U z u k z u n z
 

 
      (k et n sont des variables muettes) 

L’application du critère de Cauchy conduit à :  

 
1

lim 1
nn

n
u n z


   d’où : 

 
1 2

1

lim n

n

z R
u n



 


 

De même, l’application du critère de Cauchy à la série  2U z conduit à : 
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1

1lim n

n
z u n R


   

En récapitulation, nous avons la condition de convergence de la série  U z  : 1 2R z R   

Remarque :  

Dans le cas d’une transformée en Z monolatérale, la condition de convergence conduit à :  

1z R et la limite 2R s’étale à l’infini                                           (4.75) 

 

Figure 4.4. Anneau de convergence de la transformée en Z. 

Exemple :  

Soit  le signal discret échelon unitaire (Heaviside)  Y n   , tel que :  
1 0

0

si n
Y n

ailleurs


 


 

Nous avons :  

      
1

1
0 0

1
lim lim

1

NN
n n n

n N n Nn n n

z
U z Z Y n Y n z z z

z

  
  

   

                
                    (4.76) 

D’où : 

     1

1

11

z
U z Z Y n

zz
      

                                     (4.77) 

Avec la condition de convergence : 

1 1z
   d’où : 1z                                                    (4.78) 
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4.6.3 Relation avec la transformée de Laplace 

 Nous avons vu qu’une suite discrète  e n
u nT


   peut être associé à une distribution appelée 

signal échantillonné associé      e e e
n

u t u nT t nT



   , avec eT est la période d’échantillonnage. 

La transformée de Laplace peut être appliquée au signal  eu t de la variable continue t, nous avons : 

     e e e
n

L u t L u nT t nT




        
                                      (4.79) 

Les propriétés de linéarité et translation temporelle de la transformée de Laplace permettant d’écrire : 

        enT p

e e e e
n n

L u t u nT L t nT u nT e
 



 
                                  (4.80) 

D’où : 

      e
n

T p n

e e e
n n

L u t u nT e u nT z
  

 
                                    (4.81) 

D’après (4.81), nous avons :  

eT p
z e                                                                      (4.82) 

4.6.4 Calcul de la transformée en Z à partir de la transformée de Laplace 

 Soit un signal analogique  u t , sa transformée de Laplace    L u t F p    et  la suite  eu nT  

obtenue par échantillonnage et/ou numérisation du signal analogique  u t avec la période 

d’échantillonnage  eT . 

Nous avons le théorème de résidus permettant le calcul de la transformée en Z     eU z Z u nT    à 

partir de la transformée de Laplace  F p , tel que [2] : 

     
11 e

k T
k

F
U z sur les poles p de F residus de

e z



 

 
   
                               (4.83) 

Nous distinguons les cas suivants : 

1. Si    
 

N
F

D





 admet des pôles kp  (réel ou complexe) simples et distinctes : 

(4.83) s’écrit sous la forme: 
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  1

1

1 e k
k

k

T p
p k

N p
U z

D p e z


 
                                                    (4.84) 

Avec :    dD
D

d





   (la dérivée). 

2. Si    
 

N
F

D





 admet un pôle kp  (réel ou complexe) multiple d’ordre n, alors le résidu kr peut être 

calculé par : 

 

 

     1

1

1 ! 11 1 e

k

n
n

k k Tn n

p

Fd
r p

e zd











 


         
                                          (4.85) 

Exemple 1: 

Soit :     0

0

at
at e si t

u t e Y t
ailleurs


    


 

Nous avons :     1
F p L u t

p a
     

 

 F  admet un seul pole simple p a  , le résidu qui lui correspond : 

 
 

1
1

1

N p
r

D p
  


 

Donc :     11

1 1

11 e ee
aT aTT a

z
U z

e z z ee z
  

  
 

 

Exemple 2: 

Soit :     
1

F p
p a p b


 

 

Nous avons :    
 

N p
F p

D p
  , avec :   1N p  et     D p p a p b    

D’où :   2D p p a b     

Nous avons donc : 
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 1 1

1 1

1 1e eaT bT

N a N b
U z

D a D be z e z
  

 
 

   
 

D’où : 

  1 1

1 1

1 1

1 1e eb a a baT bT
U z

e z e z
    

 
 

Exemple 3: 

Soit le signal rompe    
0

0

t si t
R t tY t

ailleurs


  


  

Nous avons  
2

1
F p

p
 , elle admet un seul pole double à l’origine. Son résidu peut être calculé par : 

   

12
21

1! 2 21
1

0
0

1 11

e

e
e

T

e e

T
T

T e z T zd
r

d e z ze z



 









 




                    

 

Puisque nous avons un seul et unique pole multiple, alors la transformée en Z  
 2

1

eT z
U z

z



 

4.6.5 Transformée en Z de quelques signaux usuels 

 

 s t   es nT     LS p   S z  

 t   enT    1

p
 1

1

1 1z

z

z




 

  at
t e

  et a    eanT
enT e

    et 

a  

1

p a
 

1

1

1
aTe

eaTe z

z

z e
 



 

 t t   e eT n nT    
2

1

p
 

   

1

2 2
1 11

e eT z T z

zz







 

   0cost t     0cose enT nT    
2 2

0

p

p 
    1

0 0

1 2 2
0 0

1 cos cos

1 2 cos 2 cos 1

e e

e e

z T z z T

z T z z z T

 
 



 

 


   
 

   0sint t     0sine enT nT    0

2 2
0p




 
1

0 0

1 2 2
0 0

sin sin

1 2 cos 2 cos 1

e e

e e

z T z T

z T z z z T

 
 



  
   

 

 

Tableau 4.5 Transformée en Z de quelques signaux usuels. 
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4.6.6 Principales propriétés de la transformée en Z 

 La transformée en Z peut être calculée à partir de ses propriétés. Nous citons en premier lieu 

celles de la transformée en Z bilatérale : 

Signal échantillonné ou discret Transformée en Z 

bilatérale 

 

 

 

 

désignation de la 

propriété 

 s t  

 es nT    

 1 es nT    

 2 es nT    

   LS p L s t    , 

    eS z Z s nT     

    1 1 eS z Z s nT     

    2 2 eS z Z s nT     

   1 2e es nT s nT        , ,       1 2S z S z   linéarité 

 es t KT , K   K
z S z


 translation temporelle 

0K   : retard 

0K   : avance 

 eanT

ee s nT
   , a   eaT

S ze  
translation complexe 

 n
ea s nT   , *

a  z
S

a

 
 
 

 
Similitude ou changement 

d’échelle (homothétie) 

 ens nT     
.
dS z

z
dz

  
Multiplication par n 

 
0

n

e
k

s kT

   

1

z
S z

z 
 

sommation 

   1 2e e e
k

s kT s nT kT




   
     1 2S z S z  convolution 

   
0

lim lime
n z

s nT S z
 

  Théorème de la valeur 

initiale 

     1

1
lim lim 1e

n z
s nT z S z



 
   

Théorème de la valeur 

finale 

     
1 2, 1 2s s

k

n s k s k n



    , 

    
1 2 1 2, ,s s s sZ n R z     

Et 

      
2 1, 2 1s s

k

n s k s k n



   , 

    
2 1 2 1, ,s s s sZ n R z     

   
1 2 2 1

1
, ,s s s sR z R z

  
Corrélation 

 

Tableau 4.6 Principales propriétés de la transformée en Z 

Ces mêmes propriétés sont valables pour la transformée en Z monolatérale, sauf la propriété de l’avance 

qui s’écrit : 

      
1

0

K
K K k

k

Z u n K z U z u k z





       , avec : *

K                             (4.86) 
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4.6.7 Transformée en Z inverse 

 La transformée en Z possède une transformée inverse, où à partir de  U z , nous retrouvons 

 eu nT   . Nous écrivons, ainsi :      1
u n Z U z TZI U z

             . 

Soit Γ un contour fermé contenant tous les points singuliers, ou pôles de  U z , ainsi que l’origine ; nous 

pouvons écrire d’après le théorème des résidus : 

   11

2

n
u n z U z dz

j



                                                  (4.87) 

Démonstration : 

A partir de la définition de la transformée en Z, nous multiplions  les deux membres par 
1

2

k
z

j



, et nous 

intégrons le long d’un contour fermé  , entourant l’origine et contenu dans la région de convergence, 

nous avons : 

   1 11 1
2 2

k n k

j j
n

U z z dz u n z dz 


   

 


                                      (4.88) 

L’intégrale étant calculée dans une région de convergence, la série est convergence, ce qui permet 

d’intervertir l’intégration et la sommation : 

   1 11 1
2 2

k n k

j j
n

U z z dz u n z dz 


   

 


                                   (4.89) 

Nous avons d’après le théorème de Cauchy sur l’intégration le long  d’un contour fermé dans le plan 

complexe : 

11
2

1 0

0 0

k

j

si k
z dz

si k





  

                                                  (4.90) 

Par conséquent, il vient : 

11
2

1

0

n k

j

si k n
z dz

si k n
  




  

                                              (4.91) 

D’où l’équation (4.87):     11
2

n

j
u n U z z dz
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Généralement, le calcul de 
1

Z


 s’effectue par plusieurs techniques, à savoir : 

4.6.7.1 Calcul par développement en éléments simples 

 Nous décomposons  U z  en éléments simples dont les transformée en Z inverse sont connues à 

l’avance, tout en servant de la propriété de linéarité de la transformée en Z et sa version inverse. Il existe 

plusieurs techniques de décomposition, à savoir : 

1. Une première méthode consiste à écrire  U z en fonction de la variable complexe 1
z
 sous la forme : 

 
 

1

1

N z

D z




, où  1

N z


et  1
D z


sont des polynômes en 1

z
 , généralement le degré M de  1

D z


est 

supérieur à celui de  1
N z


. 

Sans perte de généralité, nous supposons que  1
D z


admet  M q pôles simples np et un pole multiple 

d’ordre q . Nous avons donc : 

 
 
   

1

11 11 1

M q q
n m

m
n mn

kn k

N z A B
U z

z pD z z p




  


  
 

                                      (4.92) 

Le calcul de nA  et mB  peut être effectué par le théorème des résidus, nous avons donc : 

   
 

1

1

1

1

n

n n

z p

N z
A z p

D z









                                                          (4.93) 

 
 

 
     

 
1

1

1

1
1

1

!
q m

k

q m
q

m k

z p

N zd
B z p

q m D zd z












 
  

   
                                       (4.94) 

2. Une deuxième méthode consiste à développer d’abord la fonction 
   

 
U z N z

z D z
 en fractions 

élémentaires en fonction de la variable complexe z .Si  D z admet  M q pôles simples np et un pole 

multiple d’ordre q , nous avons : 

   
   1 1

M q q
n m

m
n mn kn k

U z N z A B

z D z z p z p



 


  
 

                                       (4.95) 

Avec : 

   
  1

n

n n

z p

N z
A z p

D z  

                                              (4.96) 
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  1

1

!
q m

k

q m
q

m k

z p

N zd
B z p

q m D zdz








 
  

   
                          (4.97) 

Enfin la décomposition de  U z s’écrit sous la forme : 

   
   1 1

M q q

n m m
n mn kn k

zN z z z
U z A B

D z z p z p



 


  
 

                            (4.98) 

Après décomposition avec les deux méthodes ci-dessus, le calcul des transformée en Z inverse est 

immédiat, il suffit de consulter la table des fonctions usuelles en servant des propriétés de la transformée 

en Z et sa version inverse. 

4.6.7.2 Calcul par division suivant les puissances croissantes de z
-1

 

 Si  U z  s’écrit sous la forme 
 
 

1

1

N z

D z




en fonction de la variable complexe 1

z
  . Le 

développement en série selon les puissances croissantes de 
1

z


 en équation (5.6)   n
e

n

u nT z






 
  
 peut 

être obtenu par division en puissances croissantes des deux polynômes  1
N z


sur  1

D z


. Ainsi, la 

valeur de  eu nT est obtenue immédiatement selon la définition de la transformée en Z. 

4.6.7.3 Calcul par intégration directe par les résidus 

Nous appliquons le théorème des résidus tel que : 

    1n

eu nT residus deU z z
 sur un contour fermé                           (4.99) 

Le calcul des résidus dépend de la nature des pôles simple ou multiple d’ordre q . Nous avons pour le cas 

d’un pole simple np  : 

     1e lim
n

n
n n

z p
r sidu p U z z z p




                                    (4.100) 

Pour le cas d’un pole kp multiple d’ordre q : 

   

     
 

1 1

1

1 ! 1
e lim

n

qq n

k

n q qz p

d U z z z p
r sidu p

dz

 

 

                              (4.101) 

4.7  Conclusion 

 Dans ce chapitre 4, nous avons expliqué les transformées discrètes, notamment la transformée de 

Fourier à temps discret et la transformée de Fourier discrète, ainsi que la transformée en Z. Ces outils sont 

primordiaux pour l’étude, l’analyse des signaux et des systemes numériques. Dans le chapitre prochain 5, 

nous présentons les filtres numériques et leurs méthodes d’analyse et de conception. 
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Chapitre 5: Analyse et synthèse des filtres numériques 

 

5.1. Introduction 

 Les systèmes de traitement des signaux peuvent être classés de la même manière que les signaux. 

Ainsi, des systèmes opérants sur des signaux analogiques sont des systèmes  continus ou analogiques et 

fournissent en sortie des signaux analogiques. Les systèmes agissants sur des signaux échantillonnés 

décrivent des systèmes échantillonnés et produisent des signaux échantillonnés. De la même façon, des 

systemes numériques ou discrets opèrent sur des signaux numériques et délivrent en sortie des signaux 

numériques (discrets). 

Les systèmes linéaires discrets invariants dans le temps (LIT) constituent un domaine très important du 

traitement numérique du signal, qui est celui des filtres numériques à coefficients fixes. Ces systèmes se 

caractérisent par le fait que leur fonctionnement est régi par une équation de convolution. L’analyse de 

leurs propriétés  se fait à l’aide de la transformation en Z, qui joue pour les systèmes discrets le même rôle 

que la transformée de Laplace ou de Fourier pour les systèmes analogiques. 

5.2  Définitions et propriétés 

 Un système discret ou numérique est un système dont toutes les grandeurs variables sont à double 

discrétisation à la fois en temps appelée échantillonnage et en amplitude appelée quantification ; et qui 

convertit une suite de données d’entrée  
n

u n


   , appelée signal d’excitation en une suite de sortie 

 
n

v n


   appelée réponse du système. Dans ce cas précis, les échantillons  u n et  v n peuvent avoir 

des valeurs limitées et discrètes à cause de la discrétisation en amplitude (quantification). 

 Notons qu’un système échantillonné est un système où les grandeurs variables sont en temps 

discret ; cependant, les amplitudes sont analogiques et peuvent être associées à des valeurs d’une manière 

continue et infinie.  

Au point de vu mathématiques, ces deux systemes (discrets et/ou échantillonnés) sont étudiées par les 

mêmes outils mathématiques (transformée en Z). Ils sont souvent décrit par un operateur mathématique 

(fonctionnel) appelé , qui agit sur un signal d’entrée  
n

u n


   et le transforme en un signal de sortie

 
n

v n


   . Formellement, il vient : 

    v n u n                                                                   (5.1) 
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 Généralement,  l’échantillonnage est suivi systématiquement par une quantification des 

amplitudes, et un codage ; donc dans ce qui suit, nous confondons entre les systemes (et/ou signaux) 

échantillonnés et ceux discrets ou numériques. 

 Un système discret est dit linéaire si la propriété de superposition des effets de l’excitation sur la 

réponse du système soit valable. 

Ainsi, si nous avons par le système discret   : 

    1 1v n u n         et     2 2v n u n         

alors :               1 2 1 2 1 2. .u n u n u n u n v n v n                               

Avec : ,   (des scalaires). 

Un système discret est dit invariant dans le temps si la translation temporelle du signal d’excitation 

implique la même translation dans le temps de la réponse obtenue par ce système. 

Donc, si nous avons :     v n u n         alors :     0 0v n n u n n          

Avec : 0n  . 

D’une manière générale, un filtre numérique est un système discret linéaire et invariant dans le temps, 

d’où la confusion entre les deux appellations filtre numérique et système discret LIT. 

Soit  
n

n


   la suite de Dirac définie par l’équation : 

 
1 0

0 0

pour n
n

pour n



  

                                                    (5.2) 

Toute suite  
n

u n


   peut se décomposer en une somme de suites de Dirac convenablement décalées, 

telle que : 

     
m

u n u m n m



                                                     (5.3) 

D’autres part, soit  
n

h n


   la  réponse du système à une suite de Dirac  
n

n


   .  

En raison de l’invariance temporelle, à la suite de Dirac décalée   
n

n m


    correspond la réponse

 
n

h n m


    .  

D’après la linéarité, la relation d’entrée/sortie (5.1) peut être exprimée en fonction des termes généraux, 

telle que: 
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m m

v n u m h n m h m u n m
 

 
                                        (5.4) 

(5.4) s’écrit sous la forme condensée :  

     *
n n n

v n h n u n
  

                                                         (5.5) 

C’est l’équation de convolution qui caractérise le système linéaire invariant dans le temps (LIT). Un tel 

système est donc complètement défini par la donnée de la suite  
n

h n


   , qui est appelée réponse 

impulsionnelle du système. Nous parlons ainsi, de filtre numérique convolutif. 

Un système possède la propriété de causalité, appelé aussi système causal si la sortie à l’indice 0n n ne 

dépend que des entrées aux indices 0n n .  

Cette propriété implique que la réponse impulsionnelle soit causale ; c’est-à-dire que   0h n  pour 0n  . 

Dans ce cas, la sortie  
0n

v n


   est donnée par son terme général suivant : 

     
0m

v n h m u n m



           pour     0n                                       (5.6) 

Dans ce cas l’échantillon  0v n peut être calculée en temps réel, puisqu’il dépend uniquement des valeurs 

d’indice inferieur à 0n . Nous disons alors que le système LIT est réalisable en temps réel. Dans le cas 

contraire, où la réponse impulsionnelle n’est pas causale, nous disons que le système est en temps différé 

ou système non causal. 

Un système LIT est stable si à toute entrée d’amplitude bornée correspond une sortie bornée. Une 

condition nécessaire et suffisante de stabilité est donnée par l’inégalité : 

 
n

h n                                                                   (5.7) 

Les caractéristiques des systèmes discrets LIT dans le plan complexe sont étudiées à l’aide de la 

transformation en Z. 

5.3 Les systèmes numériques LIT définis par fonction de transfert et réponse fréquentielle 

 Soit  U z  ,  V z  et  H z les transformées en Z des suites d’entrée  
n

u n


   , de sortie

 
n

v n


    et de la réponse impulsionnelle  
n

h n


   respectivement. 

En calculant la transformée en Z des deux membres de l’équation de convolution (5.6), il vient : 

         m

m

V z U z h m z H z U z





                                     (5.8) 
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Par suite, la transformée en Z d’un produit de convolution est le produit des transformées. La fonction 

 H z de la variable complexe z est appelée fonction de transfert ou transmittance en z du système LIT 

considéré. 

Si la suite  
n

h n


   représente des échantillons prélevés avec une période d’échantillonnage eT , la 

transformée de Fourier de cette suite s’écrit : 

    2 ej fnT

n

H f h n e





                                                 (5.9) 

Ainsi, pour 2 ej fT
z e

 la transformée en Z de la suite  
n

h n


   coïncide avec sa transformée de Fourier. 

C’est-à-dire que l’analyse d’un système discret peut se faire avec la transformée en Z, et pour connaitre la 

réponse en fréquence, il suffit de remplacer z par
2 ej fT

e


. En raison de la périodicité des réponses 

fréquentielles des systèmes discrets LIT, il suffit de les  étudier sur la plage des fréquences
1 1

,
2 2e eT T

 
 
 

. 

  

La réponse fréquentielle sera notée par l’équation suivante : 

     j f
H f A f e

                                                       (5.10) 

Où  A f est la fonction d’amplitude et  f est la phase. Dans certain cas, il est préférable de parler du 

temps de propagation de groupe  g f  au lieu de la phase  f , tel que : 

   
2

g

d f
f

df





                                                           (5.11) 

La réponse fréquentielle peut être exprimée en pulsations normalisées (en radian) 2 efT  , nous avons : 

    j n

n

H h n e






  avec                                                (5.12) 

Les équations (5.10) et (5.11) peuvent être exprimées respectivement en fonction de la pulsation 

normalisée , nous avons : 

     j
H A e

                                                         (5.13) 

   
g e

d
T

d

 
 


                                                           (5.14) 

Puisque le calcul de la transformé de Fourier se fait sur des machines numériques en utilisant la 

transformée de Fourier discrète (TFD), la formule (5.47) doit être discrétisée en approximant la dérivée 

continue. En pratique, il existe une autre formule plus courante pour calculer le temps de propagation de 
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groupe en servant de la réponse impulsionnelle  h n    et l’algorithme FFT (Fast Fourier Transform), qui 

calcul la transformée de Fourier discrète, telle que : 

 
  
  

eg

FFT nh n
R

FFT h n
 

    
    

                                                  (5.15) 

Nous décrivons dans ce qui suit, les différentes représentations des systèmes LIT : l’équation aux 

différences et représentation par les vecteurs d’états. 

 

5.4 Les systèmes LIT définis par une équation aux différences 

5.4.1 Définitions  

Les systèmes LIT les plus intéressants sont ceux où les deux suites d’entrée  u n   et de sortie  v n  
sont liées par une équation aux différences linéaire à coefficients réel et constants. Il s’agit des filtres 

numériques causaux à coefficients fixes. En effet, d’une part ils correspondent à des réalisations simples, 

et d’autre part ils constituent une excellente modélisation de nombreux systèmes naturels. 

 

Soit un système LIT d’ordre M défini par la relation suivante : 

     
0 1

L M

i k
i k

v n a u n i b v n k
 

                                                 (5.16) 

Les ia et kb sont les coefficients du système, certains coefficients peuvent être nuls ; l’ordre M du système 

est égal au nombre de conditions initiales nécessaire pour calculer  v n . Cette équation aux différences 

exprime en général chaque échantillon de sortie  v n  en une combinaison linéaire des échantillons 

présents et passés du signal d’entrée  u n    , ainsi que des échantillons passés du signal de sortie. La 

réponse impulsionnelle est de durée infinie, d’où l’appellation Réponse Impulsionnelle Infinie (RII). 

Nous parlons aussi de filtre Auto Régressif à Moyenne Ajustée (ARMA) [6].  

En appliquant la transformée en Z aux deux membres de l’équation (5.16), et en désignant respectivement 

par  V z et  U z les transformée en Z des suites  v n   et  u n   , nous obtenons : 

     
0 1

L M
i k

i k
i k

V z a z U z b z V z
 

 
                                           (5.17) 

Soit : 

     V z H z U z                                                           (5.18) 

Avec : 
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1

0 1

1
1

.......

1 .......

L
N

M
N

a a z a z
H z

b z b z

 

 

  


  
                                               (5.19) 

La fonction de transfert  H z  du système est une fraction rationnelle à coefficients réels. Nous 

observons que les fonctions  A  et    (5.13) sont respectivement paire et impaire. Dans ce cas 

précis, la réponse fréquentielle peut être étudiée uniquement sur l’intervalle des pulsations  normalisées

 0,  ou bien 
1

0,
2 eT

 
 
 

sur l’intervalle des fréquences en Hz.  

 Lorsque le numérateur de cette fonction de transfert (5.19) est constant, le système discret LIT du 

type RII est appelé filtre numérique Auto Régressif (AR).  

 Un cas particulier est intéressant lorsque tous les coefficients kb de l’équation aux différences 

(5.16) sont nuls, nous avons simplement : 

   
0

L

i
i

v n a u n i


                                                            (5.20) 

Et 

  1
0 1 ....... L

NH z a a z a z
                                                     (5.21) 

La fonction de transfert  H z ainsi obtenue est un polynôme en
1

z


, et la réponse impulsionnelle est de 

durée finie L. Un système LIT dont la fonction de transfert est de la forme (5.54) est appelé filtre à 

Réponse Impulsionnelle Finie (RIF). Nous parlons aussi de filtre à Moyenne Ajustée (MA). 

5.4.2 Formulations en fonction de cellules élémentaires du 1
e
 et 2

e
 ordre 

 Un cas intéressant où la fonction de transfert  H z s’écrit sous forme d’un quotient de deux 

polynômes  N z et  D z de même degré N, avec comme racines kZ (zéros) et kP (pôles) (1 k N  ) 

respectivement. En mettant en évidence ces racines, une autre expression de  H z apparait : 

   
 

 
 

1

1
0

1

1

1

1

N

k
k

N

k
k

Z z
N z

H z a
D z

P z










 






                                                (5.22) 

Où 0a est un facteur d’échelle ; nous pouvons écrire : 

 
 

 
1

0

1

N

k
k

N

k
k

z Z

H z a

z P













                                                       (5.23) 
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La position des zéros kZ et des pôles kP permet d’analyser la stabilité du système LIT. Elle est assurée 

lorsque les pôles kP en z ont un module inferieur à l’unité ; d’où:  

                             1kP  , (1 )k et k N                                                           (5.24) 

La fonction de transfert  H z (5.55) du filtre RII de type ARMA peut être exprimée à partir de cellules 

élémentaires du 1e et 2e ordre, tel que : 

   
1 2

1 2
0 01 2

1 11 2

1

1

Q Q
k k

k
k kk k

a z a z
H z a a H z

b z b z

 

 
 

 
 

 
                                        (5.25) 

Avec : 

 
1 2

1 2

1 2
1 2

1

1

k k
k

k k

a z a z
H z

b z b z

 

 

 


 
                                                   (5.26) 

Où : 
2
NQ   si N est pair ; 

2
1NQ   si N est impair. 

Si  , 0 1,2ik ika b i  ,  kH z représente une cellule élémentaire elliptique de 2e ordre (biquadratique), 

regroupant les zéros et les pôles en paires complexes conjuguées, tel que : 

 
  
  

 
 

1 1 1 2

21 1 1 2

1 1 1 2Re

1 1 1 2Re

k k k

k

k k k k

Z z Z z Z z z
H z

P z P z P z P z

   

   

   
 

   
                              (5.27) 

Avec : 

21 1
2 12

4
2

k
k k k

b
P j b b    ,  21 1

2 12
4

2

k
k k k

a
Z j a a     et  

2
2 1

2
2 1

4 0

4 0

k k

k k

b b

a a

  


 
        (5.28)                  

Le filtrage fréquentielle conduit à des cellules biquadratiques avec des zeros situés sur le cercle unitaire, 

d’où la condition :
2

1kZ  , ce qui aboutira à: 2 1ka  . 

Si 1 2 2, , 0k k ka a b  ,  kH z représente une cellule élémentaire de 1e ordre, avec un zéro  et un pole réels, 

tel que : 

 
1

11

1

1
k

kk

z
H z

z bb z
 


                                                  (5.29) 

0kZ   et 1k kP b                                                         (5.30) 

L’expression (5.25) permet la réalisation des filtres RII avec des structures les plus immunisées aux bruits 

de quantifications et à l’arithmétique en virgule fixe [6,7]. 
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Ainsi, Le carré du module de la réponse fréquentielle  H  est égale au produit des carrés du module des 

fonctions élémentaires  kH   ; le temps de propagation de groupe  g  est la somme de contributions 

des cellules élémentaires  
kg  . 

   2 2

0
1

Q

k
k

H a H 


                                                     (5.31) 

Et : 

    
1

k

Q

g g
k

   


                                                           (5.32) 

 

5.4.3 Interprétation graphique de la fonction de transfert et réponse fréquentielle 

 Dans le plan complexe, z est l’affixe d’un point courant M, kP et kZ (1 )k N  sont les affixes 

des pôles et des zéros de la fonction de transfert  H z . Nous pouvons écrire : 

kj

k kz Z MZ e
   et kj

k kz P MP e
                                           (5.33) 

 

Ainsi, la fonction de transfert  H z s’exprime aussi par : 

 
 

1

0
1

N

k k
k

jN
k

k k

MZ
H z a e

MP

 







                                                  (5.34) 

 Il en résulte une interprétation graphique dans le plan complexe. La réponse en fréquence du 

système est obtenue quand le point courant M parcourt le cercle unité (Figure 5.1). Le module de la 

réponse en fréquence est ainsi égal au quotient du produit des distances du point courant M aux zéros kZ  

par le produit des distances de M aux pôles kP . La phase est égale à la différence entre la somme des 

angles que font les vecteurs kP M


avec l’axe réel et la somme des angles que font les vecteurs kZ M


avec 

l’axe réel. La position des zéros kZ et des pôles kP permet d’analyser la stabilité du système LIT. Elle est 

assurée lorsque les pôles en z kP ont un module inferieur à l’unité. C’est-à-dire : 

1kP  , (1 )k et k N                                                    (5.35) 

 Cette interprétation graphique offre une visualisation très simple de la forme de la réponse 

fréquentielle du filtre numérique. En effet, l’analyse d’un système par sa réponse en fréquence correspond 

à un fonctionnement au régime permanent ; elle est suffisante dans la mesure où les phénomènes 

transitoires peuvent être négligés. Si ce n’est pas le cas, il faut introduire les conditions initiales, 

traduisant par exemple l’état de contenu de ses mémoires à la mise en sous tension. 
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Figure 5.1. Interprétation graphique de la réponse fréquentielle. 

 Soit à étudier pour les valeurs de l’indice 0n  , le comportement du système défini par l’équation 

aux différences (5.16), auquel est appliquée la suite causale  u n   , nulle pour 0n  . La réponse 

temporelle  v n   est complètement déterminée si les valeurs  v k avec (1 )k N  sont parfaitement 

connues. Ces dernières correspondent aux conditions initiales, et pour les introduire, il faut faire appel à la 

transformation en Z monolatérale ( voir chapitre 4, §-4.6).  

En tenant compte l’équation aux différences (5.49), nous aurons : 

     
   

1 1

1

1

N k
k i

k
k i

N
k

k
k

b v i z

V z H z U z

b z

 

 






 



 


                                               (5.36) 

La réponse du système à l’indice n, est obtenue par transformation en Z inverse. Les valeurs  v k  

représentent l’état du système à la mise en fonctionnement. 

 Une étude approfondie des filtres numériques à coefficients fixes RIF et RII va être exposée dans 

ce qui suit, où un intérêt particulier portera sur les méthodes de calcul de la fonction de transfert, désigné 

souvent par le problème d’approximation. La résolution de ce problème ne préjuge en rien de la façon 

dont le filtre sera réalisé et de l’arithmétique qui sera utilisée. La fonction de transfert est obtenue avec 

une précision en principe infinie, nettement supérieure à celle qui sera nécessaire lors de la réalisation du 

filtre. Nous présentons dans ce contexte les structures de réalisation des filtres numériques. 
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5.5 Les filtres numériques à Réponses Impulsionnelles Finies (RIF) 

5.5.1Introduction 

 Les filtres RIF présentent une réponse impulsionnelle de durée finie. Ils se caractérisent par une 

fonction de transfert polynomiale ; donc, ils sont toujours stables. Nous montrons qu’ils peuvent être 

calculés de façon à présenter une phase strictement linéaire. Ces filtres sont du type « à mémoire finie », 

c’est-à-dire qu’ils déterminent leur sortie en fonction d’information d’entrée d’ancienneté limitée. Ils sont 

fréquemment désignés par filtres non récursifs, en raison de leurs structures de mise en œuvre, car ils ne 
nécessitent pas obligatoirement de boucle de réaction dans leur réalisation. Dans le présent chapitre, nous 

abordons  la synthèse des filtres RIF à phase linéaire. Ceci consiste à approximer au mieux la réponse 

fréquentielle d’un filtre ; nous nous limiterons aux filtres RIF à phase linéaire de Parks et McClellan 

optimaux au sens de Tchebychev [6].  

5.5.2 Condition de linéarité de la phase pour les filtres RIF 

 Soit un filtre numérique de réponse impulsionnelle causale  
0 n N

h n
 

   de N échantillons réels. 

Sa fonction de transfert  H z est un polynôme en 1
z
  tel que [6,7]: 

   
1

0

N
n

n

H z h n z





                                                             (5.37) 

La réponse fréquentielle en pulsations normalisées qui lui correspond est un polynôme trigonométrique 

périodique de périodique 2   telle que : 

   
1

0

N
j n

n

H h n e






                                                 (5.38) 

Si nous imposons une  phase    exactement linéaire, nous avons : 

  0m       avec       et m                                (5.39) 

Ainsi, la réponse fréquentielle peut être écrite sous la forme : 

     0j m
H A e

                                                     (5.40) 

D’où : 

     0

1

0

N
j mj n

n

h n e A e
  

  


                                               (5.41) 

La résolution de l’équation  (6.5) aboutie à deux solutions distinctes : 

Soit : 
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0

1

2

1 , 0 1

0

N
m

h n h N n n N



 
      
 


                                       (5.42) 

Pour chaque valeur de N, une seule valeur de m assure une phase strictement linéaire dont la réponse 

impulsionnelle est symétrique. Lorsque N est impair, m est un nombre entier. Le temps de propagation de 

groupe est un nombre entier d’échantillons et le centre de symétrie de la réponse impulsionnelle coïncide 

avec un échantillon. Si N est pair, m n’est pas entier et le centre de symétrie est situé entre deux 

échantillons (figure 5.2).  

D’autre part, nous avons comme deuxième solution : 

   

0

1

2

1 , 0 1

2

N
m

h n h N n n N



 
       

  


                                    (5.43) 

La réponse impulsionnelle est alors antisymétrique (figure 5.2). La réponse impulsionnelle est symétrique 

par rapport à l’origine. Si N est impair, le point de symétrie coïncide avec un échantillon, sinon, il est 

situé entre deux échantillons. 

 En résumé, selon la valeur de N et le type de symétrie de la réponse impulsionnelle, nous avons 

des filtres RIF avec une phase exactement linéaire. Nous distinguons les quatre types possibles:  

Cas I : N est impair ( 2 1N L   ), avec une réponse impulsionnelle symétrique (figure 5.2.a) .Le filtre 

RIF a un temps de propagation de groupe eLT   et un déphasage   Te
j

e


 


 . 

Cas II : N est pair ( 2N L  ), avec une réponse impulsionnelle symétrique (figure 5.2.b). Le filtre RIF a 

un temps de propagation de groupe
1

2
eL T    

 
et un déphasage   T e

j
e

   . 

Cas III : N est impair ( 2 1N L   ), avec une réponse impulsionnelle antisymétrique (figure 5.2.c). Le 

filtre RIF a un temps de propagation de groupe eLT   et un déphasage    2Te
j

e
 

 
 

 . 

Cas IV: N est pair ( 2N L  ), avec une réponse impulsionnelle antisymétrique (figure 5.2.d). Le filtre RIF 

a un temps de propagation de groupe
1

2
eL T    

 
 et un déphasage    2Te

j
e

 
 

 
 . 

 A partir des conditions de symétrie des filtres RIF à phase linéaire (équations 5.42 et 5.43), nous 

pouvons localiser les zéros de leur fonction de transfert  H z . En effet par la transformée en Z, nous 

avons la relation : 
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   1 1N
H z z H z

                                                           (5.44) 

Cette dernière montre que les zéros de  H z sont aussi les zéros de  1
H z

 . C’est-à-dire qu’ils se 

présentent par paires opposées et conjuguées. En résumé, ils sont soit situés sur le cercle unité      

 1k kZ   , Ou ils se présentent en symétrie quadrantale  1k   (Figure 5.3). 

 Notons que les figures 5.2a, 5.2b, 5.2c et 5.2d sont obtenues avec les spécifications suivantes: 

fréquence de coupure fc=50Hz, fréquence atténuée  fa=70Hz, fréquence d’échantillonnage fe=200Hz, 

atténuation en bande passante : Ap=0.02 dB, et atténuation en bande atténuée Aa=50 dB. 

 

  
(a)                                                     (b) 

  
(c)                                                     (d) 

 
Figure 5.2. Réponses impulsionnelles symétriques et  antisymétriques des filtres RIF à phase linéaire 

(a) Type I (N=31), (b) Type II (N=30), (c)Type III (N=31) et  (d) Type IV (N=30) 
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Figure 5.3. Interprétation graphique de placement des zéros des filtres RIF à phase linéaire. 

5.5.3 Synthèse des filtres RIF à phase linéaire 

 Le problème de synthèse consiste à calculer les coefficients  h n de filtres de telle façon à mieux 

approximer la réponse fréquentielle à un gabarit donné. Dans le cadre de la synthèse des filtres RIF à 

phase linéaire, nous intéressons aux méthodes suivantes : 

1. La méthode de calcul par fenêtres (Rectangulaire, Triangulaire, Hanning, Hamming, Blackman). 

 

2. La méthode optimale de Parks et Maclellan. 

 Nous verrons que la méthode optimale de Parks et McCllelan délivre un filtre avec un ordre 

nettement inferieur par rapport aux deux premières méthodes de synthèses par fenêtres et par 

échantillonnage en fréquence. De plus, les ondulations dans la bande passante BP et l’affaiblissement 

minimal dans la bande d’atténuation  BA sont configurables séparément. Comparativement à la méthode 

d’optimisation au sens des moindres carrés, la méthode de Parks et McCllelan reste privilégiée car la 

bande de transition est beaucoup plus étroite et la raideur de coupure est plus large.  

 Cette méthode est une variante de l’algorithme de Remez. Les ondulations sur l’ensemble de la 

bande passante BP et la bande atténuée BA sont distribuées uniformément. La recherche des coefficients 

de pondération  h n  s’effectue itérativement. Les coefficients obtenus sont optimaux aux sens de 

Techebychev. Le maximum de l’erreur est  minimisé sur l’ensemble des bandes passantes BP et atténuées 

BA.  
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5.5.3.1 Spécifications de gabarit et terminologie 

 Les spécifications de calcul de filtre RIF sont imposées uniquement en amplitude. La linéarité de 

la phase est obtenue systématiquement si les conditions de symétrie (cas I et II) ou antisymétrie (cas III et 

IV) soient respectées. Les bandes passante 0, pBP f    et atténuée 1
2

,
e

a T
BA f     peuvent être définit 

par les fréquences limites pf et af en Hz. Nous pouvons aussi les exprimer en fonction des fréquences ou 

pulsations normalisées. Nous distinguons deux type de normalisation de fréquences, celle par rapport à la 

fréquence d’échantillonnage 1

e
e T

f  , nous avons donc : 0, npBP f     et  ,0.5naBA f , avec :  

np p ef f T et na a ef f T                                                     (5.45) 

ou bien celle par rapport à la fréquence de Nyquist 1
2 e

Nyquist T
f  , nous avons donc : 0, pBP     et 

 ,1aBA  , où :  

2p p ef T  et 2a a ef T                                                 (5.46) 

Avec les pulsations normalisées p et a , nous avons : 0, pBP      et  ,aBA    où :  

2p p ef T  et 2a a ef T                                           (5.47) 

p est l’erreur permise dans la bande passante BP et a est l’erreur tolérée en bande atténuée BA , dite aussi 

bande d’affaiblie. pA et aA sont les affaiblissements en dB respectivement en bande passante et atténuée.  

 

Figure 5.4. Gabarit d’un filtre numérique. 

 Sans perte de généralité, nous considérons un gabarit d’un filtre passe-bas ; où  dH  est sa 

réponse fréquentielle idéale (figure 5.4). L’intervalle a p      est appelé bande de transition. La 

raideur de coupure est désignée par le paramètre cR  tel que : 

2

p a

cR
 







                                                            (5.48) 
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Le calcul des coefficients des autres types de filtres (passe-bande, passe-haut et coupe bande) peut être 

effectué par l’intermédiaire des transformations en fréquences (voir chapitre 2). 

5.5.3.2 Synthèse des filtres RIF par fenêtres 

 Cette méthode est dite aussi  par développement en série de Fourier.  En effet, le spectre d’un 

signal échantillonné ou discret est périodique. Ainsi, les coefficients  dh n peuvent être obtenus par 

développement en série de Fourier de la fonction idéale  dH  2 périodique à approcher. Il vient alors : 

    1

2

jn
d dh n H e d





 





                                             (5.49) 

Avec : n  . 

Il est clair que  dh n   est une réponse impulsionnelle infinie. Pour que nous avons une réponse 

impulsionnelle  h n   d’un filtre RIF, il suffit de tronquer  dh n   par une fenêtre rectangulaire  w n   , 

telle que : 

 
1 0 1

0

si n N
w n

ailleurs

  
 


                                                (5.50) 

Et : 

     dh n w n h n                                                    (5.51) 

La réponse fréquentielle  H  du filtre RIF peut être calculée par une convolution de la réponse 

fréquentielle du filtre idéale  dH  et le spectre de la fenêtre de troncation  W  , telle que : 

     1

2
dH H W d




    

 
                                        (5.52) 

Pour une fenêtre rectangulaire, nous avons : 

 
1

1
2

0

sin
2

sin
2

N
jN

jn

n

N

W e e









     



 
 
  
 
 
 

                                        (5.53) 

L’impact de troncation est visible sous forme d’ondulation aux extrémités du filtre à cause de la 

convolution avec le spectre de la fenêtre de pondération  W  . Ce phénomène est connu par le 

phénomène de Gibbs, et peut être traduit par l’importance des ondulations des lobes secondaires par 

rapport à lobe principal (centrale). Cet effet peut être atténué si nous faisons tendre  w n   graduellement 

vers 0 à chaque extrémité de la fenêtre, où l’importance des lobes secondaires est diminuée par rapport à 

lobe central. Cependant, cette diminution est au détriment de la largeur de ce lobe qui devient plus large. 
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Les fenêtres les plus utilisées sont exposées ci-dessous. Leurs caractéristiques sont  illustrées au tableau 

5.1 [7]. 

5.5.3.2.1 Fenêtre de Bartlett 

 

2 1
0

1 2

2 1
2 1

1 2

0

n N
si n

N

n N
w n si n N

N

ailleurs

   
    





                                          (5.54) 

5.5.3.2.2 fenêtre de Hanning 

 
1
2

2
1 cos 0 1

1

0

n
si n N

w n N

ailleurs

             



                         (5.55) 

5.5.3.2.2 fenêtre de Hamming 

 
2

0.54 0.46cos 0 1
1

0

n
si n N

w n N

ailleurs

         


                (5.56) 

5.5.3.2.2 fenêtre de Blackman 

 
2 4

0.42 0.5cos 0.08os 0 1
1 1

0

n n
si n N

w n N N

ailleurs

                  


         (5.57) 

 

fenêtres Rapport des 

amplitudes du lobe 

principal et secondaire 

Largeur du lobe 

principal 

Affaiblissement 

maximal en bande 

atténuée 

Rectangulaire -13 4

N


 

21 

Bartlett -25 8

N


 

25 

Hanning -31 8

N


 

44 

Hamming -41 8

N


 

53 

Blackman -57 12

N


 

74 

Tableau 5.1. Etude comparative des fenêtres de troncation 
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 L’utilisation de ces fenêtres pour l’approximation du filtre RIF montre aussi que l’affaiblissement 

obtenu dans la bande d’atténuée est indépendant de N, à l’opposé de la largeur de transition. 

 L’approximation des filtres RIF par l’utilisation des fenêtres, quoique simple de principe. Elle 

présente en fait certaines difficultés, où le calcul des coefficients  dh n de la série de Fourier est délicat 

lorsque  dH  est une fonction compliquée ou lorsqu’elle n’est pas donnée sous une forme analytique. 

L’utilisation d’une fonction fenêtre n’offre aucune garantie sur le caractère optimal du degré de la 

fonction de transfert selon les spécifications du cahier de charge. 

5.5.4 Estimation du nombre de coefficients en fonction des spécifications du gabarit de filtre 

 Dans la technique de calcul qui a été exposée, le nombre de coefficients N du filtre a été supposé 

donné à priori. Or dans la pratique, N est un paramètre important, à titre d’exemple dans les projets où il 

faut évaluer la capacité de calcul nécessaire à la mise en œuvre d’un filtre numérique satisfaisant à un 

gabarit donné.  

En analysant les résultats de calcul d’un grand nombre de filtres avec des spécifications très variées, nous 

constatons qu’en première approximation, le nombre de coefficients d’un filtre RIF est proportionnel au 

logarithme de 
1

p
et

1

a
, ainsi qu’au rapport de la fréquence d’échantillonnage ef  et à la bande de 

transition f . Par ajustage des paramètres, nous obtenons alors [6]: 

2 1 4 1
log log

3 10 3 10

e

p a p a

f
Ne

f


    

   
    

       
                                           (5.58) 

Cette estimation particulièrement simple est suffisante dans la plupart des cas rencontrés en pratique. Elle 

met en évidence l’importance relative des paramètres. La bande de transition 
2

eff 


   est le facteur le 

plus sensible ; les ondulations en bandes passante et affaiblie ont une contribution secondaire, par 

exemple une division par deux de l’une des valeurs de p ou a entraine seulement une augmentation de 

10% de l’ordre de filtre. De plus, il est remarquable de constater que selon cette évaluation, la complexité 

du filtre ne dépend pas de la largeur de la bande passante. 

 Cependant, il faut noter que des écarts non négligeables peuvent apparaitre entre la valeur N 

réellement nécessaire et la valeur estimée eN , quand les limites de la bande de transition approchent les 

valeurs 0 et 0.5 ou encore quand N prend des valeurs de quelques unités. Une formule plus élaborée est 

illustrée ci-dessous [7] : 

   
,

, 1
p a

e p a

D
N g

 
  




   


                                        (5.59) 

Avec : 
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2

2

, 0.005309 log 0.07114log 0.4761 log

0.00266 log 0.5941log 0.4278

p a p p a

p p

D     

 


     

     

            (5.60)  

Et 

 , 0.51244log 11.01
p

p a

a

g


 


 
  

 
                                         (5.61) 

L’expérience montre que l’estimation (6.46) fournit des degrés dont la valeur eN  est très voisine de la 

valeur exacte N. Nous pouvons donc utiliser eN comme valeur de départ du degré dans un programme 

itératif. 

5.6 Les filtres numériques à Repenses Impulsionnelles Infinies (RII) 

5.6.1 Introduction 

 Les filtres numériques à réponse impulsionnelle infinie sont des systèmes linéaires discrets 

invariants dans le temps dont le fonctionnement est régi par une équation de convolution portant sur une 

infinité de termes. En principe, ils conservent une trace des signaux qui ont été appliqués pendant une 

durée infinie, ils sont à mémoire infinie. Une telle mémoire est réalisée par une boucle de réaction de la 

sortie sur l’entrée, d’où la dénomination courante de filtres récursifs. Chaque échantillon de la sortie est 

calculé par sommation pondérée d’un certain nombre d’échantillons d’entrée et d’un certain nombre 

d’éléments précédents de la sortie. 

 Le fait d’avoir une réponse impulsionnelle infinie permet d’obtenir en général des fonctions de 

filtrage beaucoup plus sélectives que celles des filtres RIF à quantité de calculs équivalente. Cependant, la 

boucle de réaction complique l’étude des propriétés et la conception de ces filtres et amène des 

phénomènes parasites lors de leurs mises en œuvre sur une machine dédiée au traitement du signal. 

 L’étude des cellules de filtres RII élémentaires du premier et du second ordre est donnée en 

premier lieu. L’intérêt de ces structures simples va bien au-delà d’une introduction aux propriétés des 

filtres RII, car elles constituent la forme de réalisation la plus courante et la plus immune aux bruits de 

quantification et de calculs, notamment lorsqu’il s’agit d’une arithmétique en virgule fixe [6]. 

5.6.2  Expressions générales pour les caractéristiques 

 Un filtre RII général est un système qui, à la suite de données  u n   fait correspondre la suite 

 v n   telle que : 

     
0 1

L K

l k
l k

v n a u n l b v n k
 

                                                 (5.62) 
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La fonction de transfert en Z de ce système s’écrit : 

  0

1

1

L
l

l
l

K
k

k
k

a z

H z

b z















                                                          (5.63) 

C’est un quotient de deux polynômes en z, qui sont souvent de même degré. Les coefficients la et kb étant 

des nombres réels.  H z est un nombre complexe tel que : 

   H z H z                                                          (5.64) 

La réponse fréquentielle du filtre s’écrit en fonction des pulsations normalisées  : 

     j
H H e

                                                    (5.65) 

Le module et la phase s’expriment à partir de  H z par les expressions suivantes : 

     2 1

j
z e

H H z H z


 


                                            (5.66) 

   
 1

1
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2
jz e

H z

j H z


 




 
 
 
 

                                          (5.67) 

En dérivant la fonction  z par rapport à la variable complexe z, nous obtenons : 

 
 

 
 

1

2 1

1 1

2

H zH zd

dz j H z z H z






   
 
 

                                           (5.68) 

D’où l’expression du temps de propagation de groupe pour j
z e

  : 

   Re ln
j

g

z e

d d d
jz z H z

d dz dz 

  
 

          
                        (5.69) 

Les expressions (5.66), (5.67) et (5.69) constituent les équations qui calculent les principales 

caractéristiques des filtres RII d’ordre quelconque. 

5.6.3 Calcul des coefficients d’un filtre RII par développement analytique 

 Les filtres récursifs ont des propriétés qui se rapprochent de celles des filtres analogiques ; et les 

techniques utilisées pour calculer leurs coefficients sont déduites de celles qui servent à déterminer les 

paramètres des filtres analogiques. Ainsi, nous considérons dans notre démarche une méthode de 

conception des filtres numériques RII qui consiste à transposer les résultats de calcul des filtres 

analogiques par transformation bilinéaire. Un intérêt particulier se focalise sur les filtres elliptiques 

conçus selon le critère de Tchebychev, car d’une part, ils ont un ordre optimal en tolérant des ondulations 

à la fois en bandes passante et atténuée ; de plus, ils ont une pente raide et une bande de transition étroite 



Chapitre 5 : Analyse et synthèse des filtres numériques                                                                                       

 

120 

 

par rapport aux autres types de filtres pour le même ordre. En revanche, leur temps de propagation de 

groupe est médiocre en bande passante. Pour un filtre passe-bas par exemple, il est possible de calculer la 

transmittance  H z par développement analytique pour autant que les spécifications soient suffisamment 

simples. Les autres types de filtres passe-haut et passe-bande, …etc. peuvent être dérivés du filtre passe-

bas par application de transformation de fréquences que nous avons abordé en chapitre 5. 

5.6.3.1 Transformation bilinéaire 

 Comme les fonctions de transferts  aH p et  H z des filtres respectivement analogique et 

numérique s’obtiennent en faisant décrire p sur l’axe imaginaire du plan P et z sur le cercle unitaire du 

plan Z, une transformation dite bilinéaire permettant de transposer les résultats de calcul d’un filtre 

analogique à la conception du filtre numérique équivalent, cette transformation est peut être formulée  

par : 

         p g z                                                              (5.70) 

Nous avons donc : 

       a ap g z
H z H p H g z


                                           (5.71) 

Si nous considérons que : p j   et j
z e

  ; avec :   et  sont respectivement la pulsation analogique 

et la pulsation normalisée. Nous distinguons : 

1. Pour un filtre passe-bas (Low Pass : LP) 

1

1

1

1

z
p

z









et tan

2

    
 

                                                     (5.72) 

2. Pour un filtre passe-haut (High Pass : HP) 

1

1

1

1

z
p

z









et cot

2

     
 

                                                  (5.73) 

3. Pour un filtre passe bande (Band Pass : BP) 

    
1 2

0

2

1 2

1

c z z
p

z

 



 



 et 0 cos

sin

c 



                                           (5.74) 

4. Pour un filtre coupe bande (Band Stop: BS) 

2

1 2
0

1

1 2

z
p

c z z



 




 
 et 

0

sin

cosc




 


                                                  (5.75) 

Avec : 0 0cosc  où 0 est le centre des filtres passe bande ou coupe bande. 
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5.6.3.2. Transformation des spécifications fréquentielles 

 Généralement, les spécifications fréquentielles sont données pour le cas de filtres numériques. 

Nous serons obligés de transformer ces spécifications en ses équivalents pour un filtre analogique. Nous 

distinguons les cas (figure 5.5) [5,8]: 

1. Pour le cas d’un filtre passe-bas, nous avons : 𝑓𝑝𝑎𝑠𝑠 < 𝑓𝑠𝑡𝑜𝑝 < 𝑓𝑠2  et les pulsations normalisées : 𝜔𝑝𝑎𝑠𝑠 = 2𝜋 𝑓𝑝𝑎𝑠𝑠𝑓𝑠  , 𝜔𝑠𝑡𝑜𝑝 = 2𝜋 𝑓𝑠𝑡𝑜𝑝𝑓𝑠  

Et : 

 𝛺𝑝 = 𝑡𝑎𝑛 (𝜔𝑝𝑎𝑠𝑠2 )   et  𝛺𝑎 = 𝑡𝑎𝑛 (𝜔𝑠𝑡𝑜𝑝2 )                                (5.76) 

2. Pour le cas d’un filtre passe-haut, nous avons : 𝑓𝑠𝑡𝑜𝑝 < 𝑓𝑝𝑎𝑠𝑠 < 𝑓𝑠2  et les pulsations normalisées : 𝜔𝑝𝑎𝑠𝑠 = 2𝜋 𝑓𝑝𝑎𝑠𝑠𝑓𝑠  , 𝜔𝑠𝑡𝑜𝑝 = 2𝜋 𝑓𝑠𝑡𝑜𝑝𝑓𝑠  

Et : 

 𝛺𝑝 = 𝑐𝑜𝑡 (𝜔𝑝𝑎𝑠𝑠2 )   et  𝛺𝑎 = 𝑐𝑜𝑡 (𝜔𝑠𝑡𝑜𝑝2 )                                (5.77) 

3. Pour le cas d’un filtre passe bande, avec les spécifications en bande passante [𝑓𝑝1  𝑓𝑝2] et celles en 

bande atténuée [𝑓𝑎1  𝑓𝑎2] ; nous aurons : 

Les pulsations normalisées : 𝜔𝑝1 = 2𝜋 𝑓𝑝1𝑓𝑠  , 𝜔𝑝2 = 2𝜋 𝑓𝑝2𝑓𝑠  , 𝜔𝑎1 = 2𝜋 𝑓𝑎1𝑓𝑠   et 𝜔𝑎2 = 2𝜋 𝑓𝑎2𝑓𝑠  

Nous pouvons nous baser  sur les spécifications en bande passante, nous aurons : 

𝑐𝑜𝑠𝜔0 = 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑝1+𝜔𝑝2)𝑠𝑖𝑛𝜔𝑝1+𝑠𝑖𝑛𝜔𝑝2 , Ω𝑎1 = 𝑐𝑜𝑠𝜔0−𝑐𝑜𝑠𝜔𝑎1𝑠𝑖𝑛𝜔𝑎1  , Ω𝑎2 = 𝑐𝑜𝑠𝜔0−𝑐𝑜𝑠𝜔𝑎2𝑠𝑖𝑛𝜔𝑎2                 (5.78) 

Et : 𝛺𝑝 = 𝑡𝑎𝑛 (𝜔𝑝2−𝜔𝑝12 ) , Ωa = min(|Ωa1|, |Ωa2| )                                (5.79) 

Un deuxième choix peut se faire sur les spécifications en bande atténuée, nous aurons : 𝑐𝑜𝑠𝜔0 = 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑎1+𝜔𝑎2)𝑠𝑖𝑛𝜔𝑎1+𝑠𝑖𝑛𝜔𝑎2 , Ω𝑝1 = 𝑐𝑜𝑠𝜔0−𝑐𝑜𝑠𝜔𝑝1𝑠𝑖𝑛𝜔𝑝1  , Ω𝑝2 = 𝑐𝑜𝑠𝜔0−𝑐𝑜𝑠𝜔𝑝2𝑠𝑖𝑛𝜔𝑝2                 (5.80) 

Et : 𝛺𝑎 = 𝑡𝑎𝑛 (𝜔𝑎2−𝜔𝑎12 ) , Ωp = max(|Ωp1|, |Ωp2| )                                (5.81) 
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Figure5.5. Spécifications fréquentielles des filtres numériques et leurs équivalents en filtre passe-bas 

analogique 

4. Pour le cas d’un filtre coupe bande, avec les spécifications en en bande atténuée[𝑓𝑎1  𝑓𝑎2], et en bande 

passante [𝑓𝑝1  𝑓𝑝2] ; nous aurons : 

Les pulsations normalisées : 𝜔𝑝1 = 2𝜋 𝑓𝑝1𝑓𝑠  , 𝜔𝑝2 = 2𝜋 𝑓𝑝2𝑓𝑠  , 𝜔𝑎1 = 2𝜋 𝑓𝑎1𝑓𝑠   et 𝜔𝑎2 = 2𝜋 𝑓𝑎2𝑓𝑠  

Nous pouvons nous baser  sur les spécifications en bande passante, nous aurons : 

𝑐𝑜𝑠𝜔0 = 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑝1+𝜔𝑝2)𝑠𝑖𝑛𝜔𝑝1+𝑠𝑖𝑛𝜔𝑝2 , Ω𝑎1 = [𝑐𝑜𝑠𝜔0−𝑐𝑜𝑠𝜔𝑎1𝑠𝑖𝑛𝜔𝑎1 ]−1
 , Ω𝑎2 = [𝑐𝑜𝑠𝜔0−𝑐𝑜𝑠𝜔𝑎2𝑠𝑖𝑛𝜔𝑎2 ]−1

                (5.82) 

Et : 𝛺𝑝 = 𝑐𝑜𝑡 (𝜔𝑝2−𝜔𝑝12 ) , Ωa = min(|Ωa1|, |Ωa2| )                                (5.83) 

Un deuxième choix peut se faire sur les spécifications en bande atténuée, nous aurons : 

𝑐𝑜𝑠𝜔0 = 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑎1+𝜔𝑎2)𝑠𝑖𝑛𝜔𝑎1+𝑠𝑖𝑛𝜔𝑎2 , Ω𝑝1 = [𝑐𝑜𝑠𝜔0−𝑐𝑜𝑠𝜔𝑝1𝑠𝑖𝑛𝜔𝑝1 ]−1
 , Ω𝑝2 = [𝑐𝑜𝑠𝜔0−𝑐𝑜𝑠𝜔𝑝2𝑠𝑖𝑛𝜔𝑝2 ]−1

                (5.84) 
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Et : 𝛺𝑎 = 𝑐𝑜𝑡 (𝜔𝑎2−𝜔𝑎12 ) , Ωp = max(|Ωp1|, |Ωp2| )                                (5.85) 

5.6.4 Evaluation des performances des filtres numériques RII 

 Afin d’évaluer les performances des filtres numériques RII et les comparer avec celles des filtres, 

RIF à phase linéaire; nous proposons une conception avec les spécifications en amplitude suivantes: 

l’atténuation en bande passante Ap=0.1 dB, l’atténuation en bande atténuée Aa=60 dB, les fréquences 

normalisées : fp=0.3, et fa= 0.35. Nous aurons pour le cas de filtre RIF à phase linéaire, un ordre de filtre 

N=100, la réponse fréquentielle est illustrée en figure 5.6. Il est clair que la phase est exactement linéaire 

en bande passante. Ce résultat est confirmé par la courbe de retard de groupe (figure 5.7). Cependant, les 

exigences en amplitude demandent un ordre relativement important (N=100), ce qui rend 

l’implémentation relativement couteuse (figure 5.8), à savoir : 101 multiplications, 100 additions et 100 

éléments de retard, avec une implémentation type directe II (1D) qui coïncide dans ce cas avec 

l’implémentation de type directe I (immédiate ou 3D). 

 

 

Figure 5.6. Réponse fréquentielle d’un filtre RIF à phase linéaire  

L’ordre de filtre N=100. 
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Figure 5.7. Temps de propagation de groupe résultant 

 

Figure 5.8.  Détails et coût de l’implémentation 

 Nous proposons en deuxième lieu une conception de filtre numérique elliptique, avec les mêmes 

spécifications citées ci-dessus. Nous aurons un filtre d’ordre N=8, la réponse fréquentielle est illustrée en 

figure 5.9. Nous constatons que la phase n’est pas linéaire, en bande passante, ce qui est confirmé par la 

courbe de temps de propagation de groupe (figure 5.10), elle engendre un pique à la limite de la bande 

passante en fréquence normalisée égale à 0.3. La réalisation est obtenue d’une façon indirecte par cascade 

de 04 cellules biquadratiques, où chacune est implémentée en structure directe canonique (1D). Nous 

remarquons qu’avec un cout drastiquement réduit en nombre de multiplications (17/101), additions 

(16/100) et éléments de retard (8/100) (figure 5.11), nous avons des performances en amplitude similaire 

par rapport à celles du filtre RIF à phase linéaire d’ordre 100  
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Figure 5.9. Réponse fréquentielle pour un filtre elliptique numérique d’ordre N=8 

 

Figure 5.10. Temps de propagation de groupe engendré pour le même filtre numérique elliptique d’ordre 

N=8 
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Figure 5.11. Détail et coût de l’implémentation du filtre RII elliptique. 

 A titre indicatif et afin de démontrer l’efficacité des filtre numériques elliptiques en sélectivité 

(caractéristiques d’amplitude par rapport au coût de réalisation), nous illustrons les réponses 

fréquentielles des filtres de types Tchebychev I, Tchebychev II et Butterworth. Les résultats sont illustrés 

en figures 5.12, 5.13, 5.14, 5.15 et 5.16. Nous remarquons que la caractéristique d’amplitude présentant la 

pente la plus raide en bande de transition, est celle de filtre de Cauer par rapport aux deux filtres RII de 

Tchebychev I et II. De plus que le cout d’implémentation est le plus réduit. Le filtre de Butterworth 

engendre la performance en amplitude la moins bonne (pente moins raide en bande de transition) (figure 

5.17) et la plus couteuse au point de vue réalisation (figure 5.18) parmi les quatre types de filtres RII.  

Cependant, il présente une phase acceptable (approximativement linéaire) en bande passante. 

 

Figure 5.12. Temps de propagation de groupe pour un filtre numérique de type Tchebychev I d’ordre 

N=16 
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Figure 5.13. Réponse fréquentielle d’un filtre numérique de type Tchebychev I d’ordre N=16 

 

Figure 5.14. Temps de propagation de groupe pour un filtre numérique de type Tchebychev II d’ordre 

N=16 
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Figure 5.15. Réponse fréquentielle d’un filtre numérique de type Tchebychev II d’ordre N=16 

 

Figure 5.16. Détails et coûts de réalisations des filtres de Tchebychev I et II 
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Figure 5.17. Réponse fréquentielle de filtre numérique de type Butterworth d’ordre N=48 

 

Figure 5.18. Détails et coût de réalisation de filtre numériques RII de type Butterworth d’ordre N=48 
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5.6.5. Conclusion 

 Les  filtres RII présentent les avantages suivants : 

1. Construction facile par transformation  simple de filtres analogiques connus. 

2. complexité  de calcul faible  par rapport aux filtres RIF. 

3. Ils peuvent être très sélectifs surtout pour les filtres elliptiques. 

 En revanche, ils présentent les inconvénients suivants : 

1. Pas de phase linéaire. 

2. Moins flexibles que les filtres RIF dans le cas de réponses fréquentielles non standards. 

 Aussi, les filtres RIF présentent de nombreux avantages : 

1. Ils peuvent avoir une phase exactement linéaire. 

2. Ils sont toujours stables. 

En revanche, ils présentent les inconvénients suivants : 

1. Leur implémentation est complexe. 

2. Il est nécessaire d’avoir recours à des filtres d’ordre élevé pour obtenir des performances similaires à 

celles des filtres RII. 

3. Ils génèrent des retards importants. 
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Semestre: 1 

Unité d’enseignement: UEF 1.1.1 
Matière 1: Traitement du signal  
VHS: 45h00 (Cours: 1h30, TD: 1h30) 
Crédits: 4 
Coefficient: 2 

 
Objectifs de l’enseignement: 
Maîtriser les outils de représentation temporelle et fréquentielle des signaux et systèmes analogiques et 
numériques et effectuer les traitements de base tels que le filtrage et l'analyse spectrale numérique. 

 
Connaissances préalables recommandées:  
L’étudiant devra posséder les connaissances suivantes : 

 
 Théorie du signal 

 Les bases mathématiques 

 

Contenu de la matière:  
 

Chapitre 1. Rappels des principaux résultats de la théorie du signal             (2 Semaine)  

Signaux, séries de Fourier, transformée de Fourier et Théorème de Parseval, la convolution et la 
corrélation.  
Chapitre 2. Analyse et synthèse des filtres analogiques                 (4 Semaines) 

Analyse temporelle et fréquentielle des filtres analogiques, filtres passifs et actifs, filtres passe bas du 
premier et second ordre, filtres passe haut du premier et second ordre, filtres passe bande, autres filtres 
(Tchebyshev, Butterworth). 
Chapitre 3. Échantillonnage des signaux                               (1 Semaines) 

Du signal continu au signal numérique Échantillonnage, reconstruction et quantification. 

Chapitre 4 : Transformées discrètes et fenêtrage :De la Transformée de Fourier à temps discret 
(TFTD) à la Transformée de Fourier Discrète (TFD), la Transformée de Fourier rapide (FFT)   (3 

Semaines) 

Chapitre 5 : Analyse et synthèse des filtres numériques                                       (5 Semaines) 

    Définition gabarit de filtre, 

    Les filtres RIF et RII 

    Les filtres Lattice 

   Synthèse des filtres RIF : méthode de la fenêtre 

   Synthèse des filtres numériques RII : Méthode bilinéaire 

Mode d’évaluation: 
Contrôle continu:   40 % ;    Examen:   60 %. 
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