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Avant-propos

Ce polycopié présente de maniere pédagogique et rigoureuse tous les éléments
nécessaires a la compréhension et a l'application des théoremes fondamentales de la
théorie des fonctions d’une variable complexe. Il donne les principales définitions et les
résultats fondamentaux illustrés par des exemples et des exercices avec solutions bien
détaillées.

Le polycopié est destiné aux étudiants de la deuxieme année licence des filieres
sciences et techniques.



Chapitre 1

Rappels sur les nombres complexes

L’ensemble des nombres complexes a été étudie dans les classes précédentes. Il s’agit
dans ce chapitre de donner un petit rappel.

Définition 1.0.1 On appelle nombre complexe tout couple de I’ensemble produit R x R.
L’ensemble des nombres complezes z = (a, b) est noté C.

On définit les lois de composition interne suivantes :

1. Addition :
(a,8) + (c;d) = (a+c,b+ d).

2. Multiplication :
(a,b).(c,d) = (ac — bd, ad — bc).

Exemple 1.0.1

(b,0).(0,1) = (0b— 0L, 1b+ 00)
= (0,b).

On a les propriétés suivantes :

1. 747 est associative
V(z1,29,23) € C° (214 29) + 23 = 21 + (22 + 23).
2. "+7 est commutative
Y(z1, 29) € C? 21+ 29 = 29+ 21.
3. Elément neutre pour 'addition

VzeC z+(0,0) = z.



4. Elément symétrique pour 1’addition : tout nombre complexe non nul z = (a,b)
admet un symétrique noté —z = (—a, —b), en effet,

2+ (—2) = (a,b) + (—a,—b) = (0,0).
5. 7.7 est associative
V(21, 22, 23) € C? (21.20).23 = 21.(22.23).
6. 7.7 est commutative
Y(z1, 20) € C? 21.29 = 29.21.

7. Elément neutre pour la multiplication : le nombre (1,0) est élément neutre pour
la multiplication, en effet, soit z = (a,b) € C

(1,0).(a,b) = (L.a — 0b, 1b + 0a) = (a, b).

8. élément symétrique pour la multiplication : tout nombre complexe z = (a,b)
admet un inverse, noté z~! défini par

Z_]'— CL _b
o\ a2+ 02 )

9. Distributivité par rapport a ’addition

V(Zl, 22, Zg) € CS Zl.(ZQ -+ 23) = 21.29 + 21.23.

Conclusion : Les propriétés précédentes permettent de conclure que 'ensemble (C, +, .)
est un corps commutatif. On introduisant le nombre complexe (0,1), noté i, on
trouve

(0,1).(0,1) = (1,0).
donc i? = —1 de plus
z = (a,b) = (a,0) 4+ (0,b) = (a,0) + (b,0).(0,1) = a + ib.

a est appelé partie réelle de z et noté Re(z).
b est appelé partie imaginaire de z et noté I'm(z).

Définition 1.0.2 On appelle nombre complexe conjugué de z = a + ib le nombre noté
Z défini par Z = a — 1b.

Proposition 1.0.1 Soient z;, zo deux mombres complexes, on a les propriétés sui-
vantes :
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1+ 22 :Z_1+_2.

1) - 1
z1 )] T EZC

5. 21+ 71 = 2Re(z).

’.K.Q’@.l\").“‘
N
A\
N
)
N|
=
N

Définition 1.0.3 Le module d’un nombre complexe z = a + ib est définie par
|z| = Va? + b2

Remarque 1.0.1 Le module de nombre complexe z = x + iy représente la distance de
point (x,y) a lorigine dans le plan.

Proposition 1.0.2 Soient z1, 2o deux nombres complexes on a :

1. ’21.22| = |21H22’.

2—; :% avec zy # 0.
3. ’Zl + 22| < ’Zl| + ’2’2‘.
4- M) = |zel| < |2- 2]
5. 2z = |z]%

1.1 Représentation géométrique

Dans le plan muni d’un repere orthonormé, nous pouvons représenter le nombre
complexe z = x + ¢y par un point M de coordonnées x et y.
Voir la figure 1.1.

|

~

FIGURE 1.1 —
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Exemple 1.1.1 1. L’ensemble C = {z € C, |z| = R} est le cercle de centre 0 et de
rayon R.

2. L’ensemble des points z qui vérifiant ’équation |z — zg| = R est le cercle de centre
2o et de rayon R.

Définition 1.1.1 On appelle argument du nombre complexe z I’angle polaire du vec-
——
teur OM . On note

arg(z) =60 + 2wk = (Ox, _07\_)4)(m0d27r), kel

f est une valeur parmi les différents valeurs de 'argument de z.
Pour tout z € C*, il existe un unique « (argument de z) tel que —m < o < 7, noté
Arg(z), il est appelé la valeur principale de 'argument de z.
Il est évident que
x =rcosb, y =rsinf.

On en déduit que
z=rcosf +irsiné.

L’écriture précédente définit la forme trigonométrique d’'un nombre complexe.

On pose :

cosf +isinf =: e,

alors la forme trigonométrique devient :
z=re".

Proposition 1.1.1 Soient zy, zo deux nombres complexes on a :
1. arg(z1.22) = argz; + argzs.
2. argZ = argz — argzs.

1t

Exemple 1.1.2 Calculer le module et ’argument de z = 1

2. argz = arg (1) = arg(1 +1i) —arg(l —i) = § — (=F) =

ol

Proposition 1.1.2 (Formule de Moivre) Soient z; = ri(cosf; + isinfy) et zo =
ro(cosfy + isinby), on a :

1. z1.z9 = 11719 (cos(0y + 03) + isin(0; + 65)).

2. 2 =t (cos(bh — 0r) + isin(f; — 6s)).

3. 21 =1} (cos(nby) + isin(nby)).

La derniere formule appelée formule de Moivre.
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1.2 Racines n-iemes d’un nombre complexe

Définition 1.2.1 On appelle racines n-iemes de nombre complexe w les nombres com-
plexes solutions de ’équation z™ = w.

Soit w = pe’®, pour que z = e’ soit solution de ’équation précédente il faut et il suffit
que :

r'=p et nf = o+ 2nk
d’ou
1
r=pn et 0=—+
On obtient donc n racines distincts

zk:p%ei(%Jr%) k=0,1,....,n—1.

Exemples 1.2.1 1. Racines sixiemes de —1 :
on|—1] =1 etarg(—1) =7, donc les racines siziéme du —1 sont :

s s L PR 3 9m 11w
Zp=€e6, ZzZp=¢€e2, Zg=€e66, z3g=e€e66, zZg=e€e6, Zz=e€ 6.

2. Racines quatriemes de i :
On ali|l =1 et arg(i) = 5, donc les racines quatriemes de i sont :

= (3HE) £ =0,1,2,3.

1.3 Exercices avec solutions

Exercice 1 :
Montrer que pour tout z,w € C, on a

1. |z +w|* = |z]* + 2Re(zw) + |w]*.
2. |z| < |Re(z = |+ |Im(2)].
3. [Re(2)| + | Im(2)] < Vel

Solution :

lz+wf* = (z4+w)(z+w)

= (z+w)(z+w)
2Z + 2w + Zw + ww
12|° + 20 + 2w + |w|?
2|2 + 2Re(2w) + |w|?.



1.3 Exercices avec solutions

2. Soit z=x+1iy. On a
2]* = 2 +y’
= |z + [y
<z A+ Jyl? + 2[z]ly]
(J] + ly)*

ainsi
|z| < |Rez| + [Imz|.

3. Soit z =z + 1y, on a (|z| — |y[)* > 0, alors
2 + |yl* > 2[z|ly|-

Donc on a
(el +1yD)* = |ol* + |yl* + 2|[]y]
< ol 4 [yl + 2+ Jyl?
= 2(Jz]* + [y[*).
D’ou
o] + 1yl < V2v/]a]? + [y[?
ie

|Rez| + |Imz| < V2|z).

Exercice 2
Montrer que si |z| = 2, alors

L [22+22—1] <09.

1 1
Solution :
1.
|22—|—2z—1| < |z2|—|—|2,z|—|—|1|
= |z|2—|—2|z|—|—1
= 444+1
= 0.
2. On a
2% =1 > ||z°] = [1]|
= [8—1]
7.
Donc
1 1
- <=
|23 =1 = 7
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Exercice 3
Résoudre 1'équation :
|z +i]* = Im(z + 2i).

Solution : Soit z = x + 1y, alors 1’équation devient

|z + iy +i|* = Im(x + iy + 21)

ie
P+ (1+y)’=2+y
ie
P4y +2y+1=2+y
ie
?+y +y—1=0
ie ] .
2 22
x +(y+2) 1

Donc I'ensemble des solutions de ’équation est le cercle de centre (0, —%) et de rayon
V5

E%xercice 4
Donner une interprétation géométrique de I’équation suivante :
|z — 2i| = |z + 2i].
Solution : Soit z = x + 1y, alors ’équation

|z — 2i| = |z + 21

devient
|z + iy — 24| = | + iy + 24|
le
P4 (y -2 =2+ (y +2)?
ie
v —dy+4=y  +4y+4
ie
4y =0
ie
y=0

et ceci est ’équation de I'axe réel.
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Remarque 1.3.1 L’ensemble de points z vérifiant l’équation |z—2i| = |z+42i| est l’en-
semble de tous les points du plan complexe équidistants des points zy = 21 et zo = —21,
i.e c’est la médiatrice du segment [z1, zo].

Voir la figure 1.2.

FIGURE 1.2 -

FExercice 5
Clalculer les racines b-iemes des nombres suivants :

i, 1, V2 + 2v/2i, (14 4v/3)!

Solution :
1. On alil =1, argi = §, donc les racines 5-iémes de i sont
i( &y 2km
= (GT%) . k=0,1,2,3,4.
1.€
sy, ; o7 13w, 17w,
/2:126107 Z1:€27 2’226107 2’3:610’ 242610.
2. On a |1| =1, argl =0, donc donc les racines 5-iémes de 1 sont

Z=e€5" k=0,1,2,3,4.

1.€
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3. On a ]2\/5 + 2\/§z| = 4, arg(2x/§ + 2\/52) = 7, donc les racines 5-iemes de
2\/5 + 2\/51' sont
e 2k
o= 46(HHE) £ =0,1,2,3,4.

b Ona|(1+iv3) = [1+iv3]" =21, arg(1+iv/3)1 = 1arg(1+iv/3) = 11%,
donc les racines 5-iemes de (1 +iv/3)' sont

o = 21 () £ =0,1,2,3,4.



Chapitre 2

Fonctions d’une variable complexe

2.1 Fonction complexe

Définition 2.1.1 On appelle fonction complexe une fonction de C dans C
f:C—=C
2 f(2)

Posons z = x + iy. Comme f(z) € C, alors on peut écrire

f(z) = P(x,y) +iQ(x,y)
P(x,y) = Re(f(2)) et Q(z,y) =Im(f(2)).

On est donc ramené a une application
v:R?* 5 R?

(z,y) = oz, y) = (P(z,y), A, y)) .
Exemples 2.1.1 1. La fonction f(z) = 4z — i est définie sur C, on a :
f(2) =4z — 1 = 4o + dyi —i = 4o + (dy — 1)i c’est-a-dire P(z,y) = 4z, et
Qr,y) =4y — 1.

2. La fonction g(z) = 22 + 1 est définie sur C, on a :
f(z) = 22+ 1 = 2% —y* + 1+ 2zyi cest-a-dire P(z,y) = 2* —y* + 1, et
Qz,y) = 2zy.

3. la fonction h(z) = 5 est définie sur C\ {—i,1i}.

4. la fonction k(z) = 25 est définie sur C.

Remarque 2.1.1 Les fonctions f, g, h sont des fonctions uniformes, car l'image d’un
nombre complexe par ces fonctions est unique. Tandis que pour la fonction k est mul-
tiforme car l’image d’un nombre compleze par cette fonction est multiple (5 valeurs).

13
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2.2 Les limites

Définition 2.2.1 Soit f une fonction a une variable complexe définie dans un voisi-
nage de zy. On dit que f admet une limite | en zy et on note lim,_,,, f(z) = L, si et
seulement si

Ve>0, dIn>0, |z—z|<n=|f(z)—L|<e.

Exemples 2.2.1 1. Soit la fonction f(z) = 3z + 1.
Montrer que lim,_o f(2) = i.

On a
lf(2) —i| =[32+1i—1i] = 32| = 3|2

Donc pour € > 0 il suffit de prendre n = %
2. Soit la fonction f(z) =Z

Z.
Montrer que lim,_,¢ f(2) = 0.

Ona:
1f(2) = 0] = [z] = [2].
Donc pour € > 0 il suffit de prendre n = ¢.

Théoréme 2.2.1 Soit f(z) = P(x,y) + iQ(x,y) une fonction uniforme définie dans
un voisinage de zy, alors

lim f(z) = L & { im0 ggx,y) -
e (z,y)—(x0,y0) x, y) —

avec 2y = Xo + 1Yo, 2 = x + 1y et L = a + ib.
Démonstration 2.2.1 D’aprées l’exercice 1 du chapitre 1 on a

[f(2) = LI = |P(z,y) +iQ(z,y) —a —ib]
< |P(z,y) = al +|Q(z.y) — 0
= V2|f(2) - LI

d’ou le résultat.

Exemple 2.2.1 Soit la fonction f(z) = 2* — y* + 2xyi, alors

lim z) = lim 22 =13 +i  lim 2x
z—>1+if( ) (J:,y)—)(l,l)( 4 ) (:c,y)—)(l,l)( y)
= 0+ 2
= 2i.

Lemme 2.2.1 Silim,,,, f(z) = L # 0, alors il existe n > 0 tel que | f(z)| > % quand
|z — 20| < 7.
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Démonstration 2.2.2 Comme lim,_,,, f(2) = L il existe n > 0 tel que pour |z — zy| <

n on a
)

7)1l < &

On a

1Ll = [L=f(z)+f(2)]
< L= f)+1f(2)]

A
|
+
=
&

. . |L]
ainsi | f(2)| > 5.

Proposition 2.2.1 Soient f, g deuz fonctions telles que lim,_,,, f(2), lim,_,., g(2)
existent. Alors,

1. 8i la limite lim,_,,, f(2) existe, alors elle est unique.
lim, ., [f(2) + g(2)] = lim, ., f(2) + lim.,, g(2).
lim . [f(2).9(2)] = lim.—,., f(2).lim. ., g(2).

. 12) _ m avec lim,_,,, g(z) # 0.

z) _ lim.z f(2)

g(z) lim -, g(z)

=

=
I
1
&

avec lim,_,,, g(z) # 0.

Démonstration 2.2.3 1. On suppose que f admet deux limites i.e
lim, ., f(2) = Ly et lim,,,, f(2) = Lo.
Soit € > 0 la définition de la limite donne l'existence de n = min{n;,ne} tel que
pour |z — zp| <m on a :

’f(z)—L1|<g et ]f(z)—L2]<§,
Donc
L~ Ll = |La— () + f(z) — L]
< Lo = f(R)] + | f(2) — L4
e €
S 373
= €.

2. On pose lim,_,,, f(z) = Ly, lim, ., g(2) = Lo. On a :

|f(2) +g(2) = (Li+ La)| = [f(2) — L1 +g(2) — La|
< | f(z) = Li] 4+ |g(2) — Lo
B g 13
- 272

quand |z — zg| < n avec n = min{ny, N }.
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3. On pose lim,_,,, f(z) = Ly, lim,,,, g(z) = Ly. Comme lim,_,,, f(z) = Ly il
existe my tel que |f(z) — Li| < 1 quand |z — zo| < m et d’apres linégalité
|f(2)| = |L1| < |f(2) — L1| on trouve :

[f(2)] < |Laf + 1.
Puisque lim,_,,, g(z) = Lo pour € > 0 il existe ny tel que pour |z — zo| < m2 on
trouve :
£
z)— Lol < ——.
Et comme lim, ., f(z) = Ly pour e > 0 il existe n3 tel que pour |z — zo| < 13 on
trouve :
() = Lil < g
U (L] + 1)

D’apreés ces trois résultats pour |z — zo| < n avec n = min{ny,ne, N3} on obtient :

£(2)9(2) = Ly L [F(2)[9(2) = La] + La[f(2) = Lu]|

< |f(2)llg(z) = La| + Lao| f(2) — L4
< [f(&)lg(z) = La| + (|La2| + 1)| f(2) — L]
€ €
< Li|l+1)———— + (| Lo+ 1) ———
= &.
4. Comme lim,_,, g(z) = Lg il existe iy > 0 tel que pour |z — zo| < m1 on a

lg(2) — Lo| < %5 et d’aprés le lemme précédent il existe ny > 0 tel que pour

|z — 20| <12 om alg(2)] > % Donc pour |z — zg| < n avec n = min{n;, 2} on

trouve :
‘ 1 I ‘9(2)—L2
9(z) Lo 9(2) Lo
_ lg(z) — L
19(2)[| La|
L2
< 2
A

= E.
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5. D’apres (3) et (4) on trouve :

1
limm = lim | f(2).—
Z—r20 g(Z) Z—20 g(Z)
1
= lim f(2). lim —
Z—r20 Z—r20 g(Z)
1
— L.—
v,
= I

2.3 La continuité

Définition 2.3.1 On dit que la fonction [ est continue en zy si elle admet une limite
en zy et que cette limite vaut f(z).

7.€

lim f(z) = f(2).

Z—r20

On dit que la fonction f est continue sur un domaine D si elle est continue en tout
point de D.

Proposition 2.3.1 1. Soient f et g deux fonctions continues en zq, alors les fonc-
tions f+g, fg, f et g avec g(z) # 0 sont continues en 2.

2. St la fonction f est continue en zy, alors la fonction |f| c¢’est aussi.

3. la fonction f est continue en zy si et seulement si les deux fonctions Ref et Imf
sont continues en (xq,yo) avec zg = To + iYo.

Proposition 2.3.2 Soit f(z) = P(z,y) +iQ(x,y) une fonction uniforme définie dans
un voisinage de zg = xg + 1Yo, alors :
la fonction f est continue en zy si et seulement si les deux fonctions P et () sont
continues en (g, Yo).
1€ :

. lim P(z,y) = P(x0,%0)

lHm f(2) = f(z) & @ y) = (@o,y0) ’ ’

Z—>Z0f( )= () { M (3,) 5 (w0,90) @ (@, ¥) = Q(x0, Yo)

Exemples 2.3.1 1. la fonction f(z) = 2>+ 1+i(y + x) est continue sur C car les
fonctions P(x,x) = 2% + 1 et Q(x,y) = y + x sont continues sur R?.

2. La fonction f(z) = Z n'est pas continue en zy = 0 car la limite lim,_o f(2)
n’existe pas. En effet,
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(a) La limite suivant le chemin v, : y =0, v — 0. Voir la figure (2.1).
limzﬁo71 = lim, ;o7 = 1.
(b) La limite suivant le chemin vy : x =0, y — 0. Voir la figure (2.1).
lim, o, = lim, o _Z—ij = —1.
Et puisque les deux limites sont différentes, la limite lim, o f(z) n’existe pas.

Y
L
o 8,4 i
FIGURE 2.1 -

2.4 Fonctions holomorphes

Définition 2.4.1 Soient U un ouvert de C, zy € U et f une fonction sur U.
1. On dit que la fonction f est dérivable en zy st la limite
WOEIE)
Z—20 z — ZO

existe. Cette limite notée f'(zy), est appelée dérivée de f en z.

2. On dit que la fonction f est dérivable sur U si elle est dérivable en tout point de

U.
Définition 2.4.2 Une fonction f est dite entiére si elle est dérivable sur C tout entier.

Exemple 2.4.1 Les fonctions polynémes f(z) = an,z"+...4a12+ag sont des fonctions
entieres.

Remarque 2.4.1 Si on pose z — zy = h, alors la limite précédente devient :

lim f(zo+h) — f(20)
h—0 h .
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Définition 2.4.3 Soient U un ouvert de C, zy € U et f une fonction sur U.

1. On dit que la fonction f est holomorphe en un point zy si elle est dérivable en z
et en voisinage de 2.

2. On dit que la fonction f est holomorphe sur U si elle est holomorphe en chaque
point de U.

Notations 2.4.1 On note par H(U) [’ensemble des fonctions holomorphes sur U. i.e
HU)={f:U—C, f holomorphe sur U}
Proposition 2.4.1 Soit f une fonction holomorphe en zy, alors

f(2) = f(20) + f'(20)(z = 20) + (2 — 20)

lim e(z) = 0.

2—20
Démonstration 2.4.1 Soit %ﬁéz(’) — f'(20) = € donc

f(2) = f(20) + f'(20)(2 — 20) + (2 — 20)

et comme f est holomorphe en zy, on trouve :

lim (M - f’(zo)) = lim ¢ = 0.

Z—r20 Z — ZO Z—20

Exemples 2.4.1 1. La fonction f(z) = z est dérivable sur C donc elle est holo-
morphe sur C. En effet, soit zo € C on a

lim M —  lim %
220 Z— 20 z2=20 2 — 20
= 1.

2. La fonction f(z) = Z non dériwable en zg = 0 donc n’est pas holomorphe en
20 = 0. En effet,

lim flzo+h)—f(2) . h

h—0 h h—0 h’

(a) La limite suivant le chemin vy, :y =0, x — 0

. h .
lim — = lim—
h—0~, h =0 I



2.4 Fonctions holomorphes

20

(b) La limite suivant le chemin vo : x =0, y — 0

. h .y

lim — = lim—=

h—04, h y—0 1y
= —1.

Donc la limite n’existe pas.

3. La fonction f(z) = ZImz n’est pas holomorphe en zy = 0.
On va montrer que la fonction f est dérivable seulement en zo = 0.

(a) Pour z =0 : soit h = re'

o St FE) o fEah) - f()
h—0 h h—0 h
S~ F(0)
h—0 h
0y
o 1€ = 50)
r—0 re
. re Wrgind
= hm—.a
r—0 rev
= lir%re_zwrsine
= 0.

Donc f est dérivable en 0 et on a f'(0) =0
(b) Pour z # 0, soit h=x + 1y

flz+h)— f(2) 2+ hIm(z + h) —zImz

lim = lim

h—0 h h—0 h
. zZImh + hIm(z + h)
= lim
h—0 h
= L.

. On calcule la limite L suivant le chemin vy .e y =0, v — 0 :

I — lim zZImh + him(z + h)
h—0-, h
xImz

= lim
z—0 €x

= Imz.
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1. On calcule la limite L suivant le chemin vo i.e x =0, y — 0 :

zZImh + hIm(z + h)

I —
h—lgiz h
. zy—iy(Imz +y)
= lim -
y—0 Y
o zy —iylmz + iy?
= lim :
y—0 Y
. zZz—ilmz+ 1y
= lim——=
y—0 ?
= 1z+ Imz.

Puisque les limites ne sont pas égauz, donc la fonction f n’est pas
dérivable en z # 0.

4. Trouver f'(z) pour z € C avec f(z) = 23.

, (2t h)? — 23
fz) = Jim h
. 23+ 322h+3zh%2+ K3 — 23
~ Al h
_ 32°h + 3zh? + h3
— h
= 322

5. Montrer que f(z) = Rez n’est pas dérivable pour tout z € C.
Soit z € C, alors,

. Re(z+h)— Rez . Reh
lim = lim —.
h—0 h h—0 h

(a) On calcule la limite suivant le chemin ~y,, on trouve :

Puisque les limites ne sont pas égaux, donc la fonction f n’est pas dérivable en
z.
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6. Montrer que f(z) =Z + 1 n’est pas dérivable pour tout z € C.
Soit z € C, alors

limf(z+h>_f(z) _ limz—l—fH—l—z—l
h—0 h h—0

_ h

=

(a) On calcule la limite suivant le chemin 7, on trouve :

. h
pmy =L

(b) On calcule la limite suivant le chemin ~y,, on trouve :

Puisque les limites ne sont pas égauz, donc la fonction f n’est pas dérivable en
zZ.

Théoreme 2.4.1 Si une fonction f est dérivable en 2y, alors elle est continue en z.

Démonstration 2.4.2 Comme la fonction f est dérivable en zy alors la limite
o F) = ()
Z—20 z — ZO

existe et vaut f'(zy), donc

lim (f(2) — f(20)) = lim (M.(z—zo))

z—20 z2—r20 Z— 20
= lim (M> im (2 — z)
Z—r20 z — ZO Z—r20
_ g : _
= [(%0)- Zh_glo(z Z0)
= 0.

D’ou la fonction f est continue en zy.
Remarque 2.4.2
[ continue en zy # f dérivable en z

Démonstration 2.4.3 [Remarque]
La fonction f(z) = || est continue pour tout z € C mais elle est dérivable en zy = 0
seulement.
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Théoreme 2.4.2 Soit ¢ une constante complexe, et soient f, g deuz fonctions dérivables
en z € C, alors on a :

1. djz =nz""', neZetn#-12z+#0.

2. (cf(2)) = cf'(2).

3. (f(2) £9(2) = f'(2) £ ¢'(2)

4 (f(2).9(2)) = f(2)9(2) + f(2)g'(2)

5. <EZ;>/— ()()(f)() 9(2) avec g(z) #0
6. (9o f)(2) =9 (f(2).f'(2).

Exemple 2.4.2 Trouver f'(z) telle que f(z) = %

1 22)2 .

(1—-2)24+2(1+2)(1-2)

f'(z)

(1—2)
222243
o (1=2)

Théoréme 2.4.3 [La régle de L’Hépital] Soit f et g deux fonctions holomorphes
en zy et supposons que f(zo) = g(zo) = 0 avec ¢'(z) # 0. Alors,
/
o 1) TG
== g(2)  g'(%0)
Démonstration 2.4.4 D’aprés la proposition (2.4.1) on obtient :

f(2) = f(z0) + f'(20)(2 — 20) + €1(2 — 20)
et
9(2) = g(20) + ¢'(20) (2 — 20) + €2(2 — 20)

lime; =0 et limey =0
Z—Zz0 Z—Z20

et comme f(z9) = g(20) = 0 les deux équations précédente devient :

f(2) = f'(20)(2 — 20) +e1(z — 20)

et
9(2) = g'(20)(z — 20) + €2(2 — 20)
D’ou
i £ [Tz = 20) + ez — 20)
e=z0 g(2) ==20 g'(20)(2 — 20) + €2(2 — 20)
— lim (f'(20) +e1)(2 — 20)
220 (¢'(20) + €2)(2 — 20)
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Exemple 2.4.3 Calculer la limite
21941
im )
z—i 20 4+ 1

On pose f(z) =204+ 1 et g(z) =254+ 1, on a alors,

f(i)=g(i) =0
dot 1041 102° 5 5
lim f(z) = lim G = lim S lim —2* = =.
z—1 g(z) 2—i 20 +1 z—1 625 2= 3 3

2.5 Les conditions de Cauchy-Riemann

Soient f(z) = P(x,y) 4+ iQ(x,y) une fonction et zy un point, dans cette section on
va donner la relation entre l'existence de f’ en 2y = x¢ + iyo et 'existence de P, P,
Qs et Qy en (zo,yo), ot P, est la dérivée partielle de la fonction P par rapport a z, i.e
P, = % et idem pour P, Q, et Q.

Théoréme 2.5.1 [Condition nécessaire] :
Si la fonction f(z) = P(x,y) +iQ(x,y) est dérivable en zy = x¢ + iyo. Alors

1. Les dérivées partielles P,, P,, Q. et Q, sont existent en (zo,yo), et on a les
équations de Cauchy Riemann suivantes :

{ Px(xo,yo) = Qy(%,yo),
Py(l’o,yo) = —Qx(xo,yo)-

2. De plus f'(20) = Pu(0, y0) + iQx(70, v0)-
Démonstration 2.5.1 Soient zy € C et h = x + iy, d’aprés Uhypothése f'(zy) eziste,

donc
i SRR = M) o, Heth) = )

h—0-, h h—0-, h

= ['(z).
1. La limite suivant le chemin v, (i.ey=0etx —0) et on a :

. f(zo+h) — f(20) ~ lim f(z0+2) — f(20)

h—0., h =0 x

P(zo + 2,y0) +iQ(x0 + x,y0) — P(x0,y0) — iQ (%0, Yo)

= lim
x—0 X

~ lim [P(mo +x,y0) — P(z0,yo) . Z.Q(l'o +x,Y0) — Q(l’o,yo)]
x—0 T xXr

— lim {P(xo + 2, 90) — P(x(),yo)} n hr% {Q(:Co +2,90) — Q(xo,yo)]
X T— T

= Pw(l’(),yo) + iQw(x07y0)'

x—0
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Donc

f'(20) = Pu(o, yo) + iQx (0, yo)- (2.1)

2. La limite suivant le chemin v, (i.e x =0 ety —0) et on a :

lim fzo+h) — f(z0) _ lim f(z0 + iy) — f(20)

h—04, y—0 Yy

~ m P(zo,y0 +y) +1iQ(z0, 4o +y) — P(0,y0) — iQ (%0, Yo)

y—0 Y
— lLm [ P(z0,yo + y) — P(z0,0) i Z.Q(JUO,yo + 3/) - Q(v??o;yo)]
y—=0 | 1y 1y
— lim _P(ZC(J,Z/O + Z/) - P(l‘o;yo)} 4 i lim [Q(% + %Z/o.) — Q(%,yo)]
y—0 | (47 y—0 1Y
— lim [Q (w0 + 7, y0) — Q(x07y0):| —ilim |:P('r07y0 +y) - P(x(),?/o)]
y—=0 | Y y—0 Y
= Qy(xoyyo) - iPy(iUm yo)-
Donc
f,(20> = Qy(xmyO) - iPy(an y0)7 (22)

et d’apres (2.1) et (2.2) on trouve :

{ P.(70,40) = Qy(T0,%0),
Py(w0,90) = —Qx(70, o).

Exemple 2.5.1 Soit la fonction f(z) = 2°.
On a:

flz) = 2
= (v +1y)’
= 2+ 3izy — 3xy® —iy?
= 2° =32y +i(32%y — ),

donc f(z) = P(z,y) +1Q(z,y) avec P(x,y) = 2* — 3xy? et Q(x,y) = 3z°y —y> on a :

{ Px<=7fay) = Qy(Ihy)a
Py(l',y) = _Qac(xay)‘

Car :
Py(x,y) = 32* — 3y°
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P,(z,y) = —6zy
Qu(z,y) = Gzy
Q, (7, y) = 32> — 3y°.
De plus

f(z) = Pulz,y) +iQu(z,y)
= 32% — 3y +ibzy
= 3(z% — y* +i2zy)

= 322

Exemple 2.5.2 La fonction f(z) = Z est non dérivable pour tout z € C car :

f(z) =% = —iy alors f(z) = P(z,y) +iQ(z,y) telle que P(z,y) =z, Q(z,y) = —y
et pour tout (z,y) € R? on a :

Piz,y)=1 et Quz,y)=—1.

Donc les conditions de Cauchy-Riemann ne sont pas satisfaits pour tout (z,y) € R?,
alors f'(z) n’existe pas pour tout z € C.

Remarque 2.5.1 Les conditions du théoréme précédent sont nécessaire mais non suf-
fisantes. i.e
les conditions #  la fonction dérivable.

Démonstration 2.5.2 [Remarque (2.5.1)]

Soit la fonction
=2
[ 2, si 240
f(z)_{ 0, si. z=0.
La fonction f satisfait les conditions de Cauchy Riemann mais n’est pas dérivable en
20 = 0. En effet,
on peut écrire f(z) = P(x,y) +iQ(z,y) avec :

23 —3xy? .
Play) =4 Fado b (@) #0.0
7y 07 Si} (mjy) —

Qley) = 4 it s (0.y) #(0,0)
0, St ({L',y): .
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1. Le calcule donne :

P(z,0) — P - 3
P;(0,0) = lim (z,0) (0.0 _ im 22 = lim — = 1
z—0 x x—0 2

Donc

P,(0,0) = Q,(0,0)
par la méme méthode on trouve :
P,(0,0) = —Q.(0,0).
2. La dérwabilité de f au point zy = 0.

o L) SO 0y P

m —.
h—0 h h—0 h h—0 h2

(a) La limite suivant le chemin v, (y =0, x —0) :

-2
1.2

lim — = lim — = 1.
h—=0 h2 250 12

(b) La limite suivant le chemin v, (y =z), © — 0 :
7?2 2 2
1—
lim — = lim — (1=

——— = —1.
h—0 h?  2—0 x2(1 +1)?

Et comme les deux limites sont differentes alors la fonction n’est pas dérivable en
20 = 0.

Théoreme 2.5.2 [Condition suffisante]

Soit f(z) = P(z,y) +iQ(z,y) une fonction définie dans un voisinage V-(zo) du point
20 = Xy + yo. Supposons que les dérivées partielles P,, P,, Q, et Q, existent partout
dans V.(zy) et sont continues au point (x¢,yo), alors,

: { Py (xo,y0) = Qy($07y0)7
Py(0,y0) = —Qx(0,Y0),

alors, f'(zo) existe.
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Démonstration 2.5.3 On pose h = hy +ihy et Af = f(z0+h) — f(20) = AP +iAQ
avec
AP = P(xo + h1,y0 + ha) — P(z0,%0)

AQ = Q(zo + hi,yo + ha) — Q(x0, o)

et comme les dérivées partielles P,, P,, Q, et Q, existent et continues au point (%o, yo),
alors,

AP = Py(xo,y0)h1 + Py(x0, yo)ha + €1]h/,

et
AQ = Qu(zo, yo)h1 + Qy(xo, Yo)he + £2]h|,

tels que e — 0 et e9 — 0 quand (hy, ha) — (0,0).
Donc

Af = Py(xo,y0)h1 + Py(zo, yo)ho + €1|h] + i (Qz (20, Yo) 1 + Qy(0, yo)ho + £2|h]) ,

En utilisant les conditions de Cauchy Riemann on trouve :

Af = Pu(wo,y0)h1 — Qu(0,90)h2 + £1]h]
+1 (Qz (o, Yo)h1 + Pu(xo, yo)ha + 2| h|)
= P.(z0,%0)h + 1Qu(z0,y0)h + (€1 + ig2)|h]

Nous divisons les deux membres sur h et on obtient :

A . . h
L b0, ) + i (0,0 + (61 +i22)
D’ou
/ . Af ‘
f'(20) = lim —= = P,(x0,v0) + 1Qx (0, Yo),
h—0 h
car ‘%‘ =1.

Exemple 2.5.3 Soit f(z) = sinx coshy + i cos x sinh y.
Montrer que f est dérivable pour tout z € C et trouver f'(z).
On a P(z,y) = sinz coshy, Q(z,y) = cosxsinhy, alors

P,(z,y) = cosx coshy, (QQy = cosx coshy
P,(x,y) = sinzsinhy, Q.(x,y) = —sinxsinhy.
Donc les dérivées Py, Py, Q. et Q) existent et vérifient les conditions de Cauchy Rie-

mann et sont continues pour tout (x,y) € R2. De plus on a

1'(2) = Pu(x,y) +iQ.(x,y) = cosx coshy — i sin x sinh y.
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Exercice : [ Les conditions de Cauchy Riemann en coordonnées polaires].
Montrer que en coordonnées polaires les conditions de Cauchy Riemann s’écrivent :

Solution :
On va montrer que :
Les conditions de Cauchy-Riemann en coordonnées cartésiennes <—=- Les conditions de

Cauchy Riemann en coordonnées polaires.

1. =
Soient x(r,0) = rcosf et y(r,d) = rsinf, donc les dérivées partielles des fonctions

composées donne :
P, = cos0P, +sin0P,,
Py = —rsin0P, +rcostP,,

Qo = —rsinfQ, + rcos0Q),,

et d’apres les conditions de Cauchy Riemann en coordonnées cartésiennes, on

{ Qr = cos0Q), + sin 6Q),,

obtient :
Pr %QO?
Qr = _%PG
2. &=
Soient x(r,) = rcos@ et y(r,0) = rsinf, alors r = /2% + y? et 0 = arctan ,
donc on a :
or 00
P, = YL Y
Ox - 0w
z -y
- p——r _4p Y
V2 +y? i a2+ y?
1
= P.cos — —PFysind,
r
et

or 00
Q, = Qra—x-i‘Qe%
x
- Qe+ Qi

Vi +y? 2+ y?

1
= Q,sinf + ;Qo cosf.

On utilise les conditions de Cauchy Riemann en coordonnées polaires on obtient :
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Par la méme méthode on obtient :

Corollaire 2.5.1 La formule polaire de la dérivée d’une fonction dérivable f est donné
par

fl(2) = (P +iQ,) e ™.

Théoréme 2.5.3 Soit f(z) = P(r,0) +iQ(r,0) une fonction définie dans un domaine
qui ne contient pas le point z = 0. Alors la fonction f est holomorphe dans ce domaine
si et seulement si les dérivées partielles premieres P., Py, QQ, et Qg existent et sont
continues sur le domaine et vérifient :

Pr = %Q%
Qr - _%PH-

Exemple 2.5.4 Montrons que la fonction f(z) = + est dérwable pour tout z € C\ {0}

et f'(z) = —%.
Solution :
Soit z # 0, tel que z = re”, alors, on a :
f(z) = L 1i9 = le_ie = 1(:050 - ilsinﬁ.
z re r r r
Donc on a f(z) = P(r,0) +iQ(r,0) avec

1 1
P(r,0) = = cosf Q(r,0) = —sinb.

T T

Les calcules donnent :

1 1
P, = —— cos?, Qo = ——cosb
r r
1 .
Qr = — sind, Py = ——siné.
r r

D’ou
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Donc f'(z) existe pour tout z € C\ {0} et on a :
f(z) = (P +iQ.)e™™
1 1 .
= (—— cosf + i— sin 0) e ¥
r

72

1 .
= —— (cosf —isind) e ¥
,

Théoreme 2.5.4 Soit f = P + 1Q) une fonction telle que les deux fonctions P, Q)
admettent des dérivées partielles premiéres continues par rapport a x et y sur 2. On
pose F(z,Z) = f(x +iy), alors
or  _
f est holomorphe dans Q <= ?(2, zZ) =0, Vzel.
Z

Démonstration 2.5.4 Montrons que

8F—O<:>{ Po = Qy,

9z Py = Q..
On a . .
x(z,2) = Z;Z et y(z,z) = 22—22
Alors
F(z,2) = f(z +iy) = P(x(2,2),y(2,2) +iQ(x(2,2), y(2,2))-
Donc

OF _ 000  0yOP  0:0Q  0y0Q

0z 0z 0x 0z0y 0z0r 0z 0y
10P 10P ,(18@ 18@)

_ i (28 9%

20r  2idy 20r 2 Oy

1 /oP 0Q i (0Q ~OP
- 5(%‘@)*5(%*@)'
Exemple 2.5.5 1. Soit la fonction f(z) = 2% +1, on a F(z,Z) = 2> +1i et comme
aa—l; =0, alors la fonction [ est holomorphe.
2. Soit la fonction g(z) = Z, on a G(2,Z) = Z et comme %—g =1 # 0, alors la
fonction g n’est pas holomorphe.

8. Soit la fonction h(z) = Imz, on a H(z,Z) = 5= car Imz = y = %% et comme

%—g = —% # 0, alors la fonction h n’est pas holomorphe.
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2.6 Fonctions harmoniques

Définition 2.6.1 Une fonction f de domaine Q C R? dans R e2st ditze de cla2sse C? sur
Q (f € C%(Q)) si pour tout (z,y) € Q, les dérivées partielles L, ZL et gTi existent

’ 0%z’ Oxdy
et sont continues.

Théoréme 2.6.1 [Théoréme de Schwarz]
Soient Q un ouvert de R? et f une fonction de Q dans R de classe C* sur 2. Alors,
pour tout (x,y) dans U on a :

At s I
Oxdy Y - Oyox Y

Définition 2.6.2 Soit f une fonction de Q C R? dans R de classe C? sur Q2. On dit
que f est harmonique si pour tout (x,y) € Q on a :

o*f o*f B
82—x($,y) + aTy(l‘,y) =0.

Notations 2.6.1 L’opémteur + 52y €st noté A est appelé L’opérateur de Laplace.

Autrement dit une fonction f est harmonique si son laplacien est nul, i.e

82f o0 f
Af =55+ g, =0
Exemple 2.6.1 1. La fonction f : R? — R telle que f(x,y) = cosye® est de classe
C? etona :
82f< ) = cosye” aZf( ) cos ye”
x,y) = e —(z,y) = — e
g (Y ve', g5, (0 y

alors, pour tout (x,y) € R* on a :

0? 0?
8T£(1‘,y) agf(rc y) =0.

D’ot la fonction f est harmonique.

2. La fonction g(x,y) = 2% — y* + 2zy est harmonique dans Q = R
Théoréme 2.6.2 Soit f(z) = P(z,y) + iQ(x,y) une fonction holomorphe, si les
PP 9’P P 02Q

0%z’ Oxdy’ 0%y 7 03z
sont continues dans un ouvert Q C R2, alors, P et Q sont des fonctions harmoniques.

dérivées partielles secondes de P et Q) (i.e ¢ gQ—gy) existent et
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Démonstration 2.6.1 On va montrer que :

P _ &P 9Q_ _0%Q

Pr - y O 2 oy

Nous utilisons les conditions de Cauchy Riemann et le théoréme de Schwarz on obtient :

o (0P
5 (a)
0 (0Q
-5 (%)
o (0Q
3 (50)

(

0*P

P

_ 9 (or
Iy \ 9y
__op
— 7y

De la méme maniére on trouve :
rQ _ 2
02x 0%

2.7 Exercices avec solutions

Exercice 1 :
Montrer que I'image de I'ensemble {z € C, Rez > 0} par la fonction f(z) =
le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1 i.e I’ensemble :

z—1

por) est

{z€C, |z]<1}.

Solution :

On pose w = 221, alors on trouve z = ¥

z+17? IS
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Et d’autre part, on a :

1
Rez = 5(2—1—5)
114w [1+w
= = +
2 11—w 1—w
114w 14w
= — —+ —
2/1l-w 1-w
1 +w)(d-—w) + (1 +w)(1 —w)
2 (1 —w)(1—w)
1201 — wuw)
2 1 —w]?
e
- wf

et puisque Rez > 0, cela signifie que 1 — |w|*> > 0 i.e |w| < 1.
Exercice 2 :
Soient la fonction f(z) = 2% et le domaine D = {z = z +4, 0 < z < 2}. Donner
I'image de D par la fonction f.
Solution :
On pose w = f(z) = 22 Soit z € D, alors,

w=2>=(x+i)? = (2 — 1) + 2xi

donc w = u + v avec u = 22 — 1 et v = 2z, on va trouver maintenant une relation
entre u et v, comme u = 22 — 1 alors 22 = u + 1 ainsi * = v/u + 1 d'ot1 v = 2y/u + 1.
Finalement I'image de D par la fonction f est le graphe de la fonction g dans le plan
complexe telle que g(u) = 2v/u + 1 avec u € [—1, 3]. Voir figure 2.2

FIGURE 2.2 —
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Exercice 3 :

Trouver 'image de 'ensemble D = {z € C, |2—2| < 1} par lafonction f(z) = -%;.
Solution :
On pose w = u + v = f(z), alors on a :
z= % + 1, donc

2
z—2|<1 = ‘——1 <1

w
N ’2_—“] <1

w
12 —w| < |w|
2 = wf” < Jwf?
(u—2)+v<u®+v°
—4u+4<0
u>1

S A A

Voir la figure 2.3

FIGURE 2.3 —

Exercice 4 :
Soit la fonction f définie par
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Montrer que lim,_,; f(z) = —1.

Solution :
Soit € > 0, on va montrer l'existence de n > 0 tel que :

|22 +1| <e quand |z—1i| <n.
On peut choisir < 1, alors n*> < n et on a :

2% + 1

(= +14)(z —9)
= |z+i||lz — 1]
nlz — i+ 24
n(lz =il + [21])
n(n+2)

7’ + 21

n+2n

3n.

A IA A

A\

Donc on peut choisir n < min{1, $}.

Exercice 5 :
Soit la fonction f définie par f(z) = = + i(x + 2y). Montrer que

lim f(z) = 2i.

zZ—1

Solution :
Soit € > 0, on va montrer 'existence de n > 0 tel que

|f(2) —2i| <e quand |z—i| <n.
Silz—il <nie, |z+ily—1)| <n,alors, || <net|y—1] <n, doncon a :

1f(2) —2i] = |z+i(z+2y)— 2i
|z +i(x + 2y — 2)|
|z +ix + 2i(y — 1)

< o] + Jiz| + [2i(y — 1)
= o[+ |z[ + 2]y — 1
< n+n+2n

= 4n.

Ainsi on peut prendre n <
Exercice 6 :

£
1
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1. Soit la fonction f(z) = 75> Montrer que lim._, f(z) n’existe pas.

2. Soit la fonction f(z) = %, Montrer que lim, o f(z) n’existe pas.

Solution :

1. On va calculer la limite suivant deux chemins différents :
(a) La limite suivant le chemin ~; :
71 3y:0,1‘—>0+»

Ly = lim f(z)= lim T

2=y 0 z—0t X

(b) La limite suivant le chemin ~y :
72iy:O,$—>07»

Ly = lim f(z) = lim Lo

2o 0 z—0~- —XT

Comme L; # Ly donc la limite n’existe pas.
2. On va montrer par la méme méthode avec les deux chemins suivants :
M y=0 z—0

et
Y2 - r=0 y—0.

Exercice 7 :
Etudier la continuité des fonctions suivantes au point zg.

1.
21 G 2 £1
w=1 f(z):{fl si Z:l.
2. , _
z4, sl, z#14
==t g(z):{o si zji.
3.
Rez i 240
2=0 h(z):{oz si ziO.
4.

2244 : ;
5, s, z#2
3+ 41, si z= 2.
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Solution :

1. La fonction f est continue au point zy = 1, car

2% —

lim f(z) = lim

z—1 z—1 2z —

1
=limz+1=2= f(1).
1 z—1
2. La fonction g n’est pas continue au point z = ¢ car
lim g(z) = lim 2* = —1 # g(i) = 0.
Z—1 ZzZ—1
3. On va calculer la limite lim, .o h(2) suivant les chemins 7 et s :

(a) Suivant y; :y=0et 2 — 0 :

lim A(z) = lim T

2=, 0 z—0
(b) Suivant yo :x=0et y — 0:
. .0
lim A(z) = lim — = 0.
250 y—0 2y

Donc la limite n’existe pas, d’ou la fonction h n’est pas continue au point zg = 0.

4.
. . 2244
lim j(z) = lim

— lim (z —2i)(z + 2i)
2—2i z—

= lim(z + 2i)
z2—21

= 4.

Et puisque lim,_,9; j(2) # j(2i) alors j n’est pas continue au point zy = 2i.
Exercice 8 :
Montrer que la fonction f(z) = =

3

est holomorphe sur C et que
f'(z) =nz""1.

Solution :
Soit zg € C, on a :

flzo+h)— f(z0) = (20+h)" =2z
k=n

= chzg*khk — 2y

k=0
= CO%R +C 20t h .+ O — 2
= Clzt7th4 ..+ O™
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Donc

L fth) = f() L Ch TR+ CRR o+ Ol
h—0 h h—0 h

= lim (Clzf "+ Clzg°h+ ...+ CPh" )
h—0

_ n—1
= Nz

Exercice 9 :

Trouver les dérivées des fonctions suivantes :

1L f(z) =22+ (1 —i)z —i.
2. 9(2) = (2 — 24)(iz + 1).

3. h(z) = %

4. j(z) = ((24+19)z+ 3+ 1i)*
5. k(z) = (iz +2)7%

Solution :

_i(z=20)—iz __ iz42—iz __ 2
(2—29)2 = (2—29)2 ~ (2—20)%"

(
J(2)=32+)((2+1)z+3+14)>
K(z) = —2i(iz +2)73.

A e
=
—
I\
~—
|

Exercice 10 :
Montrer que la fonction f(z) = zI'mz est dérivable seulement en zy = 0 et trouver f’(0).

Solution :

Soit z = x + iy € C, alors on peut écrire :
f(2) = zImz = (x +iy)y = vy + i,

donc
f(2) = P(z,y) +iQ(z,y),
avec P(z,y) = zy et Q(z,y) = y? et on a pour tout (z,y) € R?

Px(l’,y):y, P?J(x?y) =, Qw(x,y):O et Qy(l‘,y)=2y
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Il est clair que les conditions de Cauchy Riemann sont verifiées seulement pour (0, 0)
et que les dérivées partielles P,, P,, Q, et @, sont continues pour tout (z,y) € R?
alors f est dérivable seulement en 2 =0 et on a :

f(0) = P,(0,0) +iQ,(0,0) = 0 + 0 = 0.

Exercice 11 :

Soit la fonction f(z) = |z|?. Montrer que la fonction n’est holomorphe au point
zZ0 — 0.
Solution :

On va montrer que la fonction f est dérivable seulement au point zg = 0.

1. Méthode (1) :
Voir ’exercice 10.
2. Méthode (2) :
Soit z € C on peut écrire :
flz) = |2 = 2z,

Alors, %(z) = z. Donc
%(z) =0 & z=0.

Exercice 12 :
Déterminer le domaine D ou la fonction f(z) = (Rez)? soit holomorphe.

Solution :
On peut écrire :

f(2) = Rz = <z;5)2.

Alors,
g( )7Z—|—§
oz T 2

Donc la fonction f est holomorphe si et seulement si Rez = 0, D’ou

= Rez.

D={ze€C, Rez=0}.

Exercice 13 :
Soit la fonction f définie par :

zRez :
_ a2 £ 0
/) { 0, s, z2=0
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Montrer que la fonction f est continue en z = 0 mais n’est pas dérivable en z = 0.
Solution :

1. La continuité de f en z =0 :
On va montrer que lim, o f(2) = f(0) = 0. Soit € > 0, on a :

zRez
2]

11 suffit de prendre n = ¢, donc la fonction f est continue au point z = 0.

[f(2) = F(O)] = [f(0) = O] =

= |Rez| < |z].

2. La dérivabilité de f en z = 0, soit z = = + 1y,
f(z) = f(0) zRez .. Rez

lim = lim = lim —.
2—0 2—0 2—0 z’z‘ z—0 ‘z|

(a) La limite suivant le chemin v : y =0 et x — 0T,

5 Rez . T

im — = lim —

z=,0 |2| 20+ /72
= 1.

(b) La limite suivant le chemin 75 : 2 =0 et y — 0,

i Rez . 0

m —F— = 1m

2=y, 0 ’Z‘ Yy— /y2
= 0.

Donc la limite dépend de chemin choisi alors, elle n’existe pas, d’ou f n’est pas
dérivable au point z = 0.
Exercice 14 :

Donner un exemple d'une fonction qui verifie les conditions de Cauchy Riemann et qui
n’est pas dérivable.

Solution :
Soit la fonction f telle que :

| #Es sh (7y)
f(z)_{0,+ si, (@)

(0,0)
(0,0).

I~

On remarque que f(z) = P(x,y) + iQ(z,y) telle que

T A

P — $2+y27
e ={ 7 T
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et
Q(z,y) = (0,0) pour tout (r,y) € R

Nous calculons les dérivées partielles premieres des fonctions P et ) au point (0,0).

oP . P(0+h,0)— P(0,0)
2700 = lim h
o P(h0) = P(0,0)
h—0 h
i, 00
= h
- 0

et par la méme méthode on trouve :

oP 0Q oQ

—(0,0) =0, —(0,0)=0 t —(0,0) =0.

8y(7> ) 81’(,) Y € ay())
Donc les conditions de Cauchy Riemann sont satisfaites au point (0, 0), mais la fonction
n’est pas dérivable en 0, car elle n’est pas continue, en effet,
soient les chemins {vx, vy = kxz k € R*}, alors, le calcul de la limite lim, o f(2)
suivant le chemin v, donne :

lim f(z) = lim ke
25, 0 20 12 + k212
B k
R

et comme la limite dépend de £ alors n’existe pas.

Exercice 15 :
Montrer que la fonction f(z) = i\/zy, avec z = x + 1y, x > 0, y > 0, satisfait aux
équations de Cauchy-Riemann au point z = 0 mais n’est pas dérivable en ce point.
Solution :
On a

f(z) = P(x,y) +iQ(x,y)

P(l‘,y) =0, Q(:c,y) = \/@

Par définition, on a
P(h,0) — P(0,0)

P,(0,0) = lim - =0,
P(0,R) — P(0,0
%&mzhm(’) 0.0 _,

h—0 h
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Par la méme maniere on obtient :

QJE(O: 0) = 07 Qy(o, 0) =0.

Donc les équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites. Cependant, la fonction f n’est
pas dérivable en z = 0. En effet, pour z — 0 selon les chemins définis par z = = + iy
avec y = kx, k réel positif, on a :

limw = lim Ty

2—0 z =0 1 4 1y

v xkx
im
e—=0 x + tkx
1 VE
o0 ki + ik
Cette limite dépend de k, c-a-d, du chemin choisi, donc la limite n’existe pas.
D’otu la fonction f n’est pas dérivable en z = 0.

Exercice 16 :

Trouver la fonction holomorphe f dont la partie imaginaire est Q(x,y) = 2x — 2xy et

(i) = 0.

Solution :
La fonction que nous cherchons est écrite sous la forme :

f(z) = P(x,y) +iQ(x,y)

il suffit donc de trouver la fonction P.
Comme la fonction f est holomorphe alors, les dérivées partielles sont existes et conti-
nues et vérifieés les conditions de Cauchy-Riemann, donc on a :

1. Py(z,y) = Qy(z,y) = —2z, alors,
P(z,y) = —2* + g(y).
2. D’une part, on a :
Py(z,y) = g'(y)
et d’autre part on a :
Qu(z,y) =2—2y
et comme Py (z,y) = —Q.(x,y), alors, ¢'(y) = —2 + 2y et donc

gly) = -2y + y2 +c, avec c¢ constante réelle.

D’ou P(z,y) = —2* — 2y + y* + ¢ et pour déterminer ¢ on utilise la condition
f(@) =0.

ie—2414+c+1x0=0

qui donne ¢ = 1.

Finalement, on trouve : f(z) = —2% — 2y + y? + 1 +i2z(1 — y).
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Exercice 17 :

Trouver la fonction holomorphe f dont la partie imaginaire est Q(x,y) = # et
f(2)=o.
Solution :

Comme la fonction f est holomorphe alors, les dérivées partielles existent et sont conti-
nues et vérifient les conditions de Cauchy Riemann, donc on a :

(1)

2zy
Py(ﬂ?,y) = _Qx(xvy) = (1132 +y2)27
donc _
P(z,y) = FE + g(z).
(2) Puisque P,(x,y) = Qy(z,y), alors,
2% —y? 2% — 2
2 | .22 +9'(x) = 2 1 ,2)\2
(% +y?) (#* +9?)

donc ¢'(z) = 0, alors g(x) = ¢ avec ¢ constante, ainsi

—x .y -+ 1y —Z -1
2)=———=+c+1i = c=-—+c=—+c
/) :1:2+y2+ * x? + y? | 2|2 * z2+ z *

Et comme f(2) = 0, avec substitution, on trouve ¢ = 3 d’olt

Exercice 18 :
Montrer que si P(z,y) est la partie réelle d’une fonction holomorphe f, alors la fonction
xP, + yP, est la partie réelle de la fonction z f/(z) et qu’elle est harmonique.
Solution :
Comme la fonction f = P + i@) est holomorphe, alors, on a :

P,=Q, et P,=—-Q,.
Soit z = x + iy, par calcul on trouve :
2f'(2) = (w+iy) (Po(a,y) +iQu(2,y)) = 2 Pu(w,y)~yQu(w,y)+i (2Qu (2, y) + yPe(z, y))
et d’apres les conditions de Cauchy-Riemann on obtient :
2f'(2) = xP(z,y) + yPy(z,y) + i (2Qu(x,y) + yPu(z,y))

et puisque la fonction zf'(z) est holomorphe (car la fonction z — 2z est holomorphe et
la fonction f’ est aussi holomorphe), donc sa partie réelle est une fonction harmonique,
i.e la fonction P, + yP, est harmonique.



Chapitre 3

Les fonctions élémentaires

3.1 Fonction exponentielle

Considérons la fonction f définie par :

f:C—=C

o _k
2o [ =Y
k=0
le rayon de la convergence de cette série vaut oo, car d’apres la regle d’Alembert, on a
k!
’ (k+1)!

D’otu la fonction f est une série qui est absolument convergente pour tout z € C, i.e, la
fonction f est définie sur C.
On pose pour z € C,

Qp+1
Qg

k—+o0

lim
k—+o0

k

= 2
ef = E —.
k!

k=0

Soit y € R, alors

P

1 1
= 1+2y+5(@y)2+-~-+g(w)k+
2 4 2k
vy K Y
= (1L
( ST S o Ta i )
3 5 2k+1
¥y Y _1)k_Y
i Z(y st ) e )

= cosy +isiny.

45
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D’otu la formule d’Euler : pour tout y € R, on a :
e = cosy + isiny.
Et on a aussi e = ¢~ %, car
e =cosy +isiny = cosy — isiny = cos(—y) + isin(—y) = e~

Il y a des propriétés de la fonction e* similaires a la fonction e* (z € R) et il y a des
propriétés différentes.
Proposition 3.1.1 [ propriétés communes]/
1. 2 =1.
CefrtR = efe®2 Yy 20 € C.
()t = e,

2
3
4. eF=21
5

Démonstration 3.1.1 1. D’apres la définition.
2.

efle®2 = E cL 22
k! k!
0

k=0 =
400 [/p=k k—
-2 (Eend)
— ) pl
=\ (k=) p
+o0 =k
- 3 (S 2)
1 (k — p)pl
+oo [ 1 p=k
k
— Z o (C’,le pz@)]
k=0 L p=0
. f(zl+22)k
= 1
k=0
= eAlta

3. Par récurrence et en utilisant la propriété (2).
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4. Soit z = x +iy € C d’aprés la propriété (1) et (2) on trouve :
e ? = efzfiy

— T

1 e~ WeW
er e
1 e°
v ety
11
e ety
1
etel
1
ety
1

e’

5. Soit z =x + 1y € C, d’aprés la formule d’Euler on a :
eF = e = " cosy + ie¥ siny.
On pose P(x,y) = e"cosy et Q(x,y) = e*siny. Alors,
P.(z,y) = " cosy, et Qy(z,y) = €e*cosy

P,(xz,y) = —e"sinvy, et Q.(z,y) = € siny.

Donc les dérivées Py, P,, Q. et Q, existent et sont continues sur R? et on a pour
tout (z,y) € R?

Py(xvy) = _Qx(aj?y)'

D’ot la fonction e* est dérivable sur C et on :

(ez)/ = Plb(xvy)_'—ZQl"(m?y)
= e"cosy +ie’siny

{ Py(z,y) = Qy(z,y),

= ¢~

Proposition 3.1.2 [propriétés différentes.]
1. €* # 0 pour tout z € C.

2. e = e*.

3. La fonction exponentielle est périodique et de période 2mi.
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Démonstration 3.1.2 1. On suppose qu’il existe z € C tel que e =0,

z

mais comme e~ est fini, alors

C’est une contradiction.

e = e*cosy+ietsiny

e’ cosy — e’ siny

e” (cosy —isiny)

_ exe—iy
— 6ac—iy
= e?
3. Soit ze€ C, on a :
e® = e’ (cosy+isiny)
= e”(cos(y + 2mk) +isin(y + 27k)), keZ
_ eazei(y+27rk)
— €x+iy€27rki
— €z+27rki'

3.2 Fonction logarithme
Soit z € C*, on définit la logarithme de z et on écrit Inz le nombre complexe

w = In z qui vérifie e* = z.

Définition 3.2.1 On définit logarithme du nombre compleze z # 0 par :
Inz =1In|z| +iargz.

Remarque 3.2.1 On remarque que la fonction logarithme est une fonction multi-
forme, en effet,

Inz={ln|z|+i(Argz+27k), ke€Z} avec —7<Argz<m.
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Définition 3.2.2 La détermination principale du logarithme d’un nombre complexe
non nul est définie par :
Lnz =1In|z| +iArgz.

Remarque 3.2.2 On remarque que la fonction In z est une fonction multiforme mais
la fonction Lnz est une fonction uniforme.

Exemples 3.2.1 1. Si le nombre z est un réel positif, alors
Argz =0 et |z] = z, donc Lnz =1Inz (lnz c’est la logarithme de cas réel).

2. Si le nombre z est un réel négatif, alors
Argz =m, donc Lnz = In|z| +iw

8. Ln(1+41i) =In|l +i|+idrg(1+14) = Inv2 +iZT

3.3 Fonction puissance

Soit a € C, la fonction 2 est définie par :

L0 — 6alnz
Exemple 3.3.1

(1+40) = im0+
_ 6i(ln |14-t|+iarg(1+47))
(3 m2+i(§+2mk))

LIn2—F 427k

= e2 avec k€7

3.4 Fonctions trigonométriques et hyperboliques

Ce sont des fonctions uniformes définies a partir de 'exponentielle.

3.4.1 Fonctions trigonométriques

Pour tout y € Ron a :

e =cosy+isiny et e " =cosy—isiny

Donc , . . ,
eV +e eV —e
cosy=———, et siny=——
2 2
Par analogie pour tout z € C, on définit sin z et cos z par :
eiz _ e—iz eiz + e—iz
sing = —— et cosz=—0—

21 2
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On définit aussi

sin z T .
tan z = , avec z# —+kr ou ke,
COS 2 2
CoS z .
cothz=——, avec z#kr ou keZ.
sin z

D’apres la définitions de cos z et sin z, on donne le développement en série entiere par :

o . Z2k: o . Z2k’+1
= -1 i = 1) .
€on e kzzo( TSI ;f N oTn

Soit z € Z, on a les propriétés suivantes :

cos? z +sinz = 1.

sin(z 4 27) = sin z, cos(z 4 2m) = cos z.
sin(—z) = —sin z, cos(—z) = cos z.

cos z = cos(Z), sin z = sin(z)

sin(z; + z2) = sin 21 €os z3 + €os 21 sin zs.

cos(z1 + 2z3) = €oS 21 €Os 2y — sin 21 sin 2,.

A

Soit z = x + iy, alors
(a) sinz = sinz coshy + 7 cos x sinh y.

(b) cosz = cosxcoshy — isinxsinhy.

3.4.2 Fonctions hyperboliques

1. Cosinus hyperbolique : pour z € C,

cosh z = e
2
2. Sinus hyperbolique : pour z € C,
sinh z = S
2

3. Tangente hyperbolique : pour z € C,

the sinh z

m
(= +k Z.
coshz ’2%2(2_'_ m), ke

4. Cotangente hyperbolique : pour z € C,

h
cothz = C,OS Z, 2z # kmi, k€ Z.
sinh z
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D’apres la définition de cosh z et sinh z, on donne le développement en série entiere
par :

> ZQk & Z2k+1
COShZ:Zm, SlnhZ:Zm.
k=0 k=0

I1 est facile de prouver les relations suivantes :
Soient z, 2’ € C.

1. cosh? z — sinh?z = 1.

2. cosh(—z) = cosh z, sinh(—z) = —sinh 2.

3. cosh(z 4 im) = — cosh z, sinh(z + i) = —sinh z
4. cosh(z +i5) = isinh 2, sinh(z + %) = i coth .
5. cosh(z 4 z’) = cosh z cosh 2’ 4 sinh z sinh 2/,

sinh(z + z") = sinh z cosh 2’ + cosh z sinh 2.

6. (sinh z)" = cosh z, (cosh z)" = sinh z.

La proposition suivante donne le lien entre les fonctions trigonométriques et les fonc-
tions hyperboliques.

Proposition 3.4.1 Soit 2z € C on a :

1.

sin(iz) = isinh z.
2.

cos(iz) = cosh z.
3.

sinh(iz) = isin z.
4.

cosh(iz) = cos z.

Exemple 3.4.1 Calculer cos(2i), sinh(%4).

. 62 672
1. cos(2i) = cosh2 = &=££—.

2. sinh(Zi) = isin(%) = “2i,
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3.5 Fonctions trigonométriques et hyperboliques in-
verses

Définition 3.5.1 1. La fonction f(z) = arcsin z est appelée la fonction inverse de
la fonction sin z i.e sin(f(z)) = z. De la méme facon, on peut définir arccos z,
arctan z.

2. La fonction g(z) = argshz est appelée la fonction inverse de la fonction sinh z
i.e sinh(g(2)) = z. De la méme fagon, on peut définir argchz, argthz.

On peut exprimer ces fonctions au moyen de la fonction logarithme par :

. arcsinz = —iLn (iz +v1— 22).
. arccos z = —iLn (z + /22— 1).

=)

1
2
3
4. argshz = Ln (z + \/m)
5
6

. arctanz = —%Ln (

. argchz = Ln (z + V2% — 1).

. argthz = %Ln (}fj)

3.6 Exercices avec solutions

Exercice 1 :
Calculer les nombres complexes suivants :
5 e oldim

Solution :

] .. .

I. €2 =cos 5 +ising =i.

2. €™ =cosm+isinT = —1.

3. e = e = e(cos(—3m) + isin(—37)) = —e.
Exercice 2 :
Calculer les nombres complexes suivants :
cos 1, sin 4, sin(§ + 1), sinh(%1), cosh(%1).
Solution :

1. cosi = 3(e

1
2
2. sini = (et —e)=—
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3.
sin(g—ki) = sin(g)cosz'qLcos(g)sini
3 1
= %(6_1 -+ 6) — [__L(e_l — 6)7/
4.
. . 1 .
sinh(-i) = §(e3Z—e 5%)
= isin(=)
V3
= i—.
2
D.
h(ﬂ',) - 1(%+ _%i)
cosh(z1) = o (e e
T
= cos(a)
= 0.
Exercice 3 :
1. Calculer
|cosz|, |sinz|, |sinhz|et |coshz|.

2. Déduire que les fonctions cos z,
Solution :

1. Soit z =z + 1y.
(a) On a :

COs z

Donc

|cosz| =

sin z, ne sont pas bornées sur C.

cos(z + 1y)
cos x cos(iy) — sin x sin(iy)

cos x coshy — isinx sinh y.

cos? z cosh? y + sin? zsinh? y

cos? x cosh? y 4 (1 — cos? x) sinh® y

v
v

_ \/COS2 z(cosh? y — sinh?®y) + sinh?y
v

cos? z + sinh? y.
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(b) On a :

sinz = sin(z +iy)
= sinx cos(iy) + cos z sin(iy)

= sinx coshy + i cos x sinh y.

Donc

|sinz| = \/ sin? z cosh? y + cos? z sinh? y

- \/(1 — cos? x) cosh? y + cos? 2 sinh? y

= \/ cosh? iy — cos? z(cosh? y — sinh? y)

= \/cosh2 y — cos? .
(c) On a:

e? — e—z)

em—Hy o e—z—zy)

—_~ o~ o~

e"(cosy +isiny) — e “(cosy — isiny))

((e" — e *)cosy +i(e” + e ) siny)

N RN RN DN -

= sinhxzcosy + ¢ cosh x sin y.

Donc

|sinh z| = \/ sinh?® x cos? y 4 cosh? xsin y

= \/ sinh® z cos? y + cosh? z(1 — cos? )

= \/ cos? y(sinh? 2 — cosh® ) + cosh? x

= \/cosh2 x — cos?y.

(d) Par la méme méthode on trouve :

| cosh z| = v/ cosh? z — sin® z.

2. (a) Comme |sin z| = v/cosh? y — cos? z, alors pour z fixé et y — 400 on trouve :

| sin z| — +o0.
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(b) Comme | cos z| = \/cos? z + sinh? y, alors pour z fixé et yy — +00 on trouve :
| cos z| — +o0.

Exercice 4 :
Montrer que pour tout z € C, on a :

Ny . . . .
sin(iz) = i cosh z, sinh(z + 52) =i cosh z.
Solution :
1. sin(iz) = o) eTioet _jetme _jginhy
: - 2i — T u U T :
2.

sinh(z + gz) = sinhz cosh(zg) + cosh z sinh(z’z)

(\V]

— sinhz COS(g) + cosh z(i sin(g))

= 4coshz.
Exercice 5 :
Calculer .
z—é€'s . z—sinz
lim lim 3
zoels 2 1 z—0 <
Solution :
1.
T
z —¢e's . 1
lim 3 = lim )
2—el3 R +1 z—e'3 3z
1
= 2
3e'3
%
3
2.
. z—sInz . 1 —cosz
Im — = lim —
20 23 2—0 322
. sinz
= lim
2—0 62
. cosz
= lim
z—0 6
1
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Exercice 6 :
Montrer que sinz et cosZ ne sont pas holomorphes.

Solution :

1. Soit z =2z + 1y, on a :

sinz = sin(z + iy)
= L (e i)
21
1 . .
— _ (pm,my Ty
5 (e™e e "eY)
1
= 5 (e7¥(cosz +isinz) — e(cosz — isinx))
i
1
= 5 (e cosz +ie Ysinw — e’ cosx + ie! sinx)
i
1
= 5 ((e7¥ + e’)isinz + (e ¥ — €¥) cos )
i

. e’ +e ey —eY
= ST\ ——— ) —CoSx | —(——
21 21

= sinx cosh y + i cos x sinh y,

et comme sin z = sin z, alors,

sinz = sin z cosh y + 7 cos x sinh y = sin x coshy — 7 cos x sinh y
i.esinz = P(x,y) +iQ(x,y) avec
P(z,y) =sinz coshy et Q(z,y) = — cosxsinhy

et on a :
P, = cosxcoshy et )y = —coszcoshy

et
P, = sinxsinhy et Q) = sinx sinh y,
et puisque P, # @, et P, # —(), donc sinz n’est pas holomorphe.
2. Par la méme méthode on montre que cosz n’est pas holomorphe.

Exercice 7 :

Calculer les déterminations principales des logarithmes complexes suivants :
In(—2), In(z + 1), In4, Iné?, In(—1 +14), In(—1 +4)?, In(1 — 7).

Solution :
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1. Ona|—2|=2et Arg(—2) = =, alors,

In(—=2) =In2 + im.
2. Ona|l+i]=v2et Arg(1+1i) = Z, alors,

T 1 ™
In(z+1)=hv2+i—=-In2+i—.
n(i+1) n\/—+z4 52 +iy

3. On a |i| =1 et Argi = 7, alors,
lni:lnl—i—iz =il
2
4. On a i? = —1, alors |i?| = 1 et Argi®> = 7, donc,
Ini* = in.
5. O0nal|—1+4il=+v2et Arg(—1+1) = 2, alors,

1 3
In(—1+1i) = §1n2+zf.

6. On a (—1+14)* = —2i, alors |(—141)%| = 2, et Arg(—141)* = —7%, alors,
In(—1+14)>=In2 — zg
7. Ona |l —i| =v2et Arg(—1+i) = —1 alors,
1
In(—1+i)* = 51112 - z%

Exercice 8 :
Résoudre les equations suivantes dans C :

e* =4+ 3i, e =1—1, sinz = 1, €% = (—1+1i)e .

Solution :

1. Soit z = = + 1y.

e =4+ 31 < e’cosy + e’ siny = 4 + 3,
donc
e’ cosy = 4,
esiny = 3,

3
siny”

alors tany = % donc y = arctan% et x =1In
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2. Onal|l—i =+v2etarg(l—i)= %’, donc,
1—i=+2eFH0 ez

et comme e* = e = e%e™, on obtient :

e =1—i& e = /2T 2

alors .
e® =2 et Y= Iﬁ + 2k
ie 2 .
n s
= — t = — 42k
T 5 e Y 1 + 2km
donc,
In2 7
z:nT i(—ﬂ—l—2k57r), keZ
3.
] eiz _ efiz
sinz=1 & : =1
. 2/[/ .
& - =2
& e¥F 1 =2ie”
= ¥ —2e” —1=0.
On pose €* = w, alors 'equation €*? — 2ie** — 1 = 0 devient w? — 2w — 1 = 0
qui possede une solution double w = i, alors e = i = e!(3+27k), k € Z, donc,
z:g+27rk, kel
4.
€% = (—141i)e ™ & = —1 +1,
donc
1 3
2iz =In(—1+1) = 511124—2’ (Zﬂ—l—%rk) , keZ
d’ou

7 1 /3nm 7 3T
z——é—lln2+§(1+2k7r)——Zln2+§+lm avec keZ.

Exercice 9 :
Déterminer toutes les valeurs de i, 1v2,
Solution :

1 i = gilmi — i(i(5+2mk)) _ e*(%”“k), ke Z.
0. 1V2 = VEnl _ Virk  p 7,



Chapitre 4

Intégration d’une fonction a
variable complexe.

4.1 Les chemins

Définition 4.1.1 Soit l'application ~ : [a,b] — C telle que y(t) = x(t) + iy(t) ot z,y
sont deuz fonctions réelles d’une variable reelle.

1. 7y est dite chemin continu (ou arc continu) si x ety sont continues.

2. v est dite chemin de classe C' si x et y ont des dérivées continues dans [a, b].
3. v(a) : L’origine du chemin.

4. v(b) : L’extrémité du chemin.

Définition 4.1.2 On appelle chemin de classe C' par morceauz dans C une applica-
tion 7y : [a,b] — C continue sur [a,b] telle qu’il existe une subdivision a =ty < t; <
ty < ... <ty =Db, dela,bl telle que la restriction de v a [ty, ty+1], pour k € {0,...,m—1}
soit de classe C*. C’est-a-dire un chemin formé d’un nombre fini d’arcs de classe C*.

Exemples 4.1.1 1. y(t) =t +it?, te€[-1,2]
2. Y9 : [0,27] = C avec y2(t) = €™ = cost + isint,
12([0,27])) = {z € C, |z| = 1} = C(0,1) c’est le cercle de centre O et de rayon 1.
7o est un chemin C* par morceau.
1+t —1, si, —1<t<0
g 73@_{ 1+ (t—1)i, si; 0<t<1.

ta 87;,' OStSl
4ot = 2—t+(t—1)i, si; 1<t<2
(3 —t)i, si. 2<t<3.

Voir la figure 4.1.

29
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FIGURE 4.1 —

Définition 4.1.3 Un chemin «y est dit fermé si les extrémités de ce chemin coincident
c’est-a-dire si y(a) = y(b).

Exemples 4.1.2 1. Les chemins o, 4 sont fermés.

2. Les chemins 1, v3 ne sont pas fermés.

Définition 4.1.4 Un chemin fermé qui ne se recoupe pas est dit un chemin fermé
simple.

Exemple 4.1.1 Les chemins 3, 3 sont fermés simples.

Définition 4.1.5 [Chemin opposé |
Soit v un chemin de [a,b] dans C, on appelle chemin opposé a v, et on note vy~ le
chemin de [a,b] dans C tel que v~ (t) =v(a+b—1t).

Remarque 4.1.1 On a v~ (a) = v(b), v (b) = v(a).
v~ et le chemin vy sont parcourus en sens inverse.

Définition 4.1.6 [Longueur d’un chemin]
Soit v un chemin tel que y(t) = z(t) +iy(t), t € [a,b]. La longueur de de ~ est donnée
par :

b
L= / (1) dt,

avec 7' (t) = &' (t) + /' (t) et [ (1) = /a(t) + y(t).
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Exemple 4.1.2 Soit y(t) = Re® tel que t € [0,27] le cercle de centre 0 et de rayon R.
On a +/(t) = iRe™, alors,

27
L= [ ol
0

2w ]
= / i Re™|dt
0
2m
= / Rdt
0

= 27R.

Définition 4.1.7 Une fonction f est dite bornée s’il existe M > 0 tel que |f(z)| < M
pour tout z € C.

4.2 Intégrale curviligne d’une fonction

Soit 7 : [a,b] — C un chemin continu, on partage l'intervalle [a,b] en n parties
égales a = tg < t; < ... <t, =0b, on note P, = y(t;) et Az la longueur du segment
PP, 1 avec i = 0,...,n — 1. Voir la figure 4.2.

FIGURE 4.2 —

Définition 4.2.1 Soit v un chemin continu et f une fonction définie sur~y. L’intégrale
curviligne de f le long de ~v est la limite si elle existe de

1=n

=0
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On note cette limite, alors,

Lf@ﬂzzgggégﬂﬂﬂk@
Proposition 4.2.1 Soit v un chemin de [a,b] dans C de classe C' par morceaur et

soit f une fonction de y([a,b]) dans C continue sur y([a,b]).
Alors

b
/}wwszwwwww

Exemple 4.2.1 Soient le chemin v : [0,27] — C tel que y(t) = € et la fonction f
telle que f(z) = 1.

Le chemin «y de classe C donc il est de classe C' par morceauz et la fonction f continue
sur C* donc elle est continue sur y([a,b]) = C(0,1), alors on a :

[ e - [ seon

ie
- / it dt
0 €

= um.

Exemple 4.2.2 Soit la fonction f(z) =y —x — 3iz* ol 2 = x +iy ety est le segment
0,14 1], dl est clair que y(t) =t +it, avec t € [0, 1]

Lf@ﬂzzzlfﬂwwwﬁMt
= /1 —3it?(1 + i)dt

0
3

= —3i(1+1) {g};
= 1-i.

Proposition 4.2.2 1. Soient v : [a,b] = C, v : [¢,d] — C deux chemins de classe
C' par morceauz, tels que v1(b) = a(c).

Alors,
dz = dz + dz.
lwwﬂdszLf@)zLLf@)z

2. Soient \,u € C et f, g sont deux fonctions continues sur un chemin 7.
Alors,

L/Qﬂ@+uﬂ@ﬂzzkﬂf@Mz+uLg@M&

Y
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3. Soit v un chemin et v~ le chemin opposé a 7.

Alors on a :
/ f(z)dz = —/f(z)dz.

Exemple 4.2.3 Soient les deux chemins 1, 7o tels que :

mn(t) =€, tel0,n
et

1(t)=t te[-1,1]
C’est-a-dire

1([0,7)) ={z€C,|z| =1 et Im(z)>0}
et
12([-1,1]))={2€C,|2| <1 et Im(z)=0}.

Voir la figure 4.3.

FIGURE 4.3 -

Soit la fonction f(z) = Z>.
Les chemins 7y, o sont de classe C' donc le chemin v, Uy, est de classe C par
morceaux et la fonction f est continue sur C donc elle est continue sur vy, U 7s.
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Alors on a :

/muwf(z)dz - /f dz+/f
— / (e” ze“dt+/ltdt

1
Zitiet dt + / t2dt, eit = e,
1

#3711
ie dt + [ }
-1

- s

= 1—COS7T—iSin7T+§

NN

W] oo

On peut présenter vy par yo(t) = (1 —t)zy +tzo, t € [0,1] avec z; = —1 et 25 = 1
c’est-a-dire yo(t) = 2t — 1 et on trouve le méme résultat.

4.3 Théoreme de Cauchy

Définition 4.3.1 Soit D un ensemble ouvert, D est dit simplement connexe si l'intérieur
de tout chemin fermé simple tracée dans D est inclus dans D c’est-a-dire D n’a pas de
trous.

Dans le cas contraire est dit multiplement connexe.

Voir la figure 4.4.

( N
! 8
{ o (
g ‘b& EV\S&MJQL (oL EWMML
W (Onn e y i 2 A
s MO won AAV*?QWU‘* S\w‘g(cmc»\l (s
(onnore

FIGURE 4.4 -
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Théoréme 4.3.1 [Théoréme de Cauchy pour un overt simplement connexe/
Soit fune fonction holomorphe sur un ouvert D simplement connexe et soit v un che-
min fermé simple de classe C* par morceaux dans D. Alors,

/7 F(2)dz = 0.

Corollaire 4.3.1 Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert D simplement connexe
et soit v un chemin inclus dans D d’extrémités A et B, alors l'intégral f7 f(z)dz ne
depend que des extrémités A et B.

Voir la figure 4.5.

» Y .
J A 4
' / |
T |
N R
FIGURE 4.5 —

Théoreme 4.3.2 Soit f une fonction holomorphe dans un domaine simplement connexe

D. Si A et B sont deuz points quelconques de D et si F'(z) = f(z), alors on obtient
la formule :

/A f(2)dz = F(B) — F(A).

Démonstration 4.3.1 Soit v : [a,b] — C un chemin quelconque inclus dans D tel
que y(a) = A et y(b) = B, d’aprés la définition on a :

/AB f(z)dz = /vf@dz = /’YF/(Z)dZ — /ab Fy(0)y (t)dt.

Et comme

OO _ oo,
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alors

= [F(Y®).
= F(y(b) — F(v(a))
— F(B) - F(A).

Exemple 4.3.1 On va calculer [intégrale :

2+1
/ (32% 4 22)d>.
1

—1

Comme la fonction f(z) = 32% + 2z est holomorphe sur C et F(z) = 2* + 22, alors

—1

2+i "
/1 (322 +22)dz = [F(z)]lfi

2+1

- [Zg + 22} 1;

= 7+ 19:.

Théoréme 4.3.3 (Théoréme de Cauchy pour un ouvert multiplement connexe)
Soit [ une fonction holomorphe dans domaine limité par les chemins fermés simples

Yy Yis---s Yo qui ne se chevanchent pas tels que les chemin vy,..., v, sont a l'intérieur

de 7y et sur ces chemins, alors,

/Wf(z)dz _ é/v F(2)d.

Avec 7, Y1,..., 7o ont le méme sens.

Voir la figure 4.6.

FIGURE 4.6 —
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Corollaire 4.3.2 Soit f une fonction holomorphe dans D limité par deux chemins
simples v, v1 ou 7y, est a lintérieur de v et sur ces chemins, alors

/vf(z)dz:/m F(2)dz.

Avec 7y et vy ont le méme sens.

Voir figure 4.7.

FIGURE 4.7 —

Exemple 4.3.2 dz 7

v z2—a

ot yest un chemin de classe C' fermé simple et a est un point a lintérieur de 7.

La fonction f(z) = == est holomorphe sur C\ {a}, soit v le cercle de centre a et de
rayon r [c’est-a-dire y1(t) = a + re' et t € [0,27] ] tel que y1 est & Uintérieur de .
Voir la figure (4.8).

Donc La fonction f(z) = :161 est holomorphe dans le domaine D limité par les deux
chemins simples v, v, et sur ces chemins. Le corollaire précédent donne :

/dz _/ dz
yZ—a N w2 a
2w it
ire
:/ gt
o ret
27
_ / idt
0

= 2mi.
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FIGURE 4.8 —

Le théoreme suivant donne la version réciproque du théoreme de Cauchy.

Théoréme 4.3.4 [Théoréme de Morera]
Soit f une fonction continue dans un ouvert simplement connexe D si [ f(z)dz = 0
pour tout chemin v fermé simple de D, alors la fonction f est holomorphe dans D.

Théoréme 4.3.5 [Théoréme de Liouville]
Si f est une fonction holomorphe et bornée sur C, alors elle est une fonction constante.

4.4 Formule intégrale de Cauchy

Théoreme 4.4.1 Soient f une fonction holomorphe dans un domaine simplement
connezxe D, v un chemin fermé simple dans D et w un point a lintérieur de .

Alors,
fw) = o [ L

271 N2 W

dz

ou bien
&dz = 2mif(w).

,yZ w

Exemple 4.4.1 On va calculer l'intégrale f7 %dz ou vy le cercle de centre 0 et de
rayon 2.

On remarque que f(z) = €* et w = —i, comme f est holomorphe sur C qui est
simplement connezxe et —i est a l'intérieur de vy, alors on a :

/zeﬂ — omif(—i)
:

= 2mie.
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Théoréme 4.4.2 [ Formule intégrale de Cauchy généralisée]
Soient f une fonction holomorphe dans un domaine simplement connexe D et v un
chemin fermé simple dans D et w un point a lintérieur de .

Alors,
v

27 )., (z — w)"H!

ou bien

/@Ldz— 27TZ'f(”)(w), n € N.

_ w)nJrl YR

Exemple 4.4.2 On va calculer l'intégrale f7 (212{752 dz ot y est le cercle de centre 1 et
de rayon 1.

On a :

/ sinz g - / sin 7z "
L@ T G-y

ey
Y
/7(2— 127

On prend f(z) = (S;i;r)zz, w=1etn=1.

Comme f est holomorphe sur C\ {—1} alors elle est holomorphe sur D. Donc

sinmz 2m ,
[—<z2_1>zdz AR

= ——1

2

Exemple 4.4.3 On va calculer l’intégrale f7 Z4(;iz;j6 dz ou vy est un chemin tel que —1

est a l'intérieur de .

On a f(z) = z* — 32% + 6 holomorphe sur C, w = —i et n = 2, alors on obtient
. (z+1) 2!
= 7i[122% — 6].—_;
= —18m.

4.5 Exercices avec solutions

Exercice 1 :

Soit 7y le cercle de centre 0 et de rayon 1. Calculer les deux intégrales suivantes,
1. dz

v 20
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2. [(2)%dz

solution :
Comme 7 le cercle de centre 0 et de rayon 1 c’est-a-dire y(t) = € = cost + isint

avec t € [0, 27, alors ¥/(t) = e donc 7/ existe et est continu sur [0, 27r] d’olt 7y est de
classe C* alors il est de classe C'* par morceaux.

1. La fonction f(z) = 1 est continue sur C* donc elle lest sur ([0, 27]). Alors,

(/f@ﬁk L

2. La fonction g(z) = 2% = (x — iy)? = 2% + y* — 2zyi avec z = z + iy est continue
sur C donc elle I'est sur ([0, 27]). Alors,

[otert: - [ ot

2
/ et ieit
0

2m o
/ —tazeztdt eit — e—zt
0

/ —ztdt
0

= [y
= 0.
Exercice 2 :

Soient f : Q — C une fonction continue et v : [a,b] — C un chemin C' par morceaux
telle que la fonction f est bornée sur 7.

A F(2)dz

ou M > 0 et L est la longueur du chemin ~.

1. Montrer que :
< ML.

2. Appliquer la formule de majoration ci dessus au cas de l'intégrale | 4z ot 7 est
vy z
un cercle de centre 0 et de rayon 2.
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Solution :

b

f(v(t))v/(t)dt‘

< [Irawnr o
= [ 16 ol
< [ Myl

b
- M / /(1) dt
ML

2. Sur le chemin v : [0,27] — C tel que y(t) = 2¢, on a |%| = | =

joue le role de M. De plus, la longueur de v est 47. On obtient donc,

[ e
Y
Exercice 3 :

Soit z1, 2z deux nombres complexes et soit 7 le segment [z, z5]. Calculer fy e*dz.
Solution :

Comme 7 est le segment [z, 25|, alors Y(t) = (1 — t)2z1 + tz9 avec t € [0,1] donc

v (t) = 22 — 21, t € ]0,1]. D’ott le chemin ~ est de classe C'' par morceaux et comme la

fonction f(z) = e* est continue sur C (donc elle est sur ([0, 1]), alors

1
/ezdz = / Um0t (5 — 2y)dt
0% 0

1
0

_1 1
= 1, alors ;

<.

— e [et(@—zl)}

29 z1

= e — e,
Exercice 4 : Calculer I'intégrale j; 2%dz ol 7 est le segment de droite reliant le point
z1 = —1 au point 2o = 2 + 4, orienté de z; a 2o.

Solution :
On av(t) = (1 —t)z; +tzg = 2t + (2t — 1)i avec t € [0,1]. Posons z = z + 1y, alors,
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pour le chemin ~, on a la relation y = x — 1. On a alors,
2
/zzdz = / (z + (z — 1)i)?(dx + idy)
¥ 0
2
— / (° + (# — 1)* + 2iz(z — 1)) (1 +i)dx
0
14
= 2+ ?z
Exercice 5 : [Théoréeme de Cauchy:.]
Tz —6
/ 22 dz
y 25— 22

avec 7 le cercle de centre 0 et de rayon 1.

Calculer I'intégrale

Solution :
On a
7z—6  7z—6 3 4
22 -2z z(z—2) BEREET)
Alors,

Tz —6 3 4
/ 22 dz = /(—+ )dz
y 7 — 2z 4+ \ 2 z—2
1 4
= 3/—dz—|—/ dz.
v ? 72—2

1
/—dz = 271,
v 2

et d’apres le théoreme de Cauchy on obtient :

4
/ dz =0,
72—2

car la fonction f(z) = —%5dz est holomorphe sur C \ {2} donc elle est holomorphe &
Iintérieur de v et sur . Alors,

D’apres I’exercice 1, on a :

22 — 2z

/ﬁdz — 3% 2mi40
Y

= 0mi.

Exercice 4 : [La formule intégrale de Cauchy.]
Calcules les intégrales suivantes :
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—_

N ol e W N

f7 1dz avec y(t) = acost + ibsint t € [0, 2].

z|=3 z+i
sin 27z

f7 o dz, vy le cercle de centre 0 et de rayon 3.

f‘ L_dz.

2|=3 2241

f7 %dz, v le cercle de centre 0 et de rayon 3.

f'y _(Zi 2)2 dz, 7y le cercle de centre 0 et de rayon 2.

cosh z
f7 mdz, v le cercle de centre 0 et de rayon 3.

Solution :

1.

2.

Comme 7 est un chemin fermé simple et la fonction f(z) = 1 est holomorphe sur
C qui est un domaine simplement connexe et le point a = 0 est a l'intérieur de
v, alors d’apres la formule intégrale de Cauchy on obtient :

/%dz = 2mi f(0) = 2mi.

~

On a le chemin v donné par |z| = 3 c’est le cercle de centre 0 et de rayon 3, la
fonction f(z) = €'* est holomorphe sur C qui est un domaine simplement connexe
et le point a = —i est a l'intérieur de ~. Alors d’apres la formule intégrale de
Cauchy on obtient :

z+1

/ 4 = 2mi f(—i)
v

= 2riet*(=D)

= 2mie.

. 1 .
/sm 27T2dz _ / 3 sin QZTZdz.
~ 32 —1 5 Z — 3

Comme la fonction f(z) = 3 sin(27z) est holomorphe sur C et le point a = 3 est

a 'intérieur de ~y, alors d’apres la formule intégrale de Cauchy on obtient :

. 1 .
/ sin 27z g = / 3 sin 2zrzdz
. 3z —1 y 273

21 2
= in(

3 3

= —T.

3
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4. On a:
z+2

/7 (= — ;)j(in 4)2dz = /7 (%) dz.

La fonction f(z) = ﬁ est holomorphe sur C\ {—4} donc elle est holomorphe
sur (par exemple) le domaine limité par le cercle de centre 0 et R = % qui est
un domaine simplement connexe et le point a = 2 est a 'intérieur de . Alors

d’apres la formule intégrale de Cauchy on obtient :

242

z+2 (=+4)2
A(Z—Q)(z+4)2dz - /7<z—2)d2
= 2mif(2)
_ 2m{ 242 }
(24 4)?
_2m
9
5. Comme —'— = 1 =L L 1.1 jlors,

22+1 (z—i)(2+3) ~— 22— 2i 2+i

1 1 1 1 1
/—2 dz = — -dz — — -dz.
v Z +1 21 N2 21 N2t

La fonction f(z) = 1 est holomorphe sur C et les points i et —i sont a I'intérieur
de , alors 'application de la formule intégrale de Cauchy a la fonction f(z) =1
donne :

1 1 1 1 1
/ 5 dz = — -dz — — -dz
y 7 +1 21 y 2= 21 N2t

1 1

= 2—ZQ7mf(z) — 2—2,27rif(—i)
1 ) 1 )

= —2mx1—=—2m x1
21 21

= 0.

6. On a f(z) = € holomorphe sur C et le point —i est & lintérieur de -, alors
I’application de la formule intégrale de Cauchy généralisée donne :

e 211
4 = Ty,
/W(z—i—i)? © TRARR
= —2mes.

7. Papplication de la formule intégrale de Cauchy pour un domaine multiplement

connexe a la fonction f(z) = % et les chemins 7y, v; et v_; ou
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1 le cercle de centre 1 et de rayon %
~v_1 le cercle de centre —1 et de rayon %
donne :

/ cosh z ds — / cosh z s+ / cosh z "
L (2 +1)3(z—=1) o (2 +1)3(2—1) v 2+ 1)3(2—1)
On va calculer les deux intégrales, on pose

g(z) = (‘;‘ﬂ)‘zg et h(z) = bz

z—1
cosh z
cosh z (z+1)3
dz = / dz
/71 (z4+1)3(z—1) b 72— 1
= 2mig(1)

e+et
= m .

et

cosh z coshz
dz = =1
/7_1 Cripz—1" /7_1 RS
o
= TEh(-1)

Et donc,

/ cosh z p e4et N —3el—e¢
2 = i i
Gt 1)iz—1) 8 8

¥
de’
Exercice 5 :

En considérant I'intégrale fv L avec y(t) = acos(t)+ibsin(t) avec t € [0, 2x]. Démontrer
que

/2” dt 2
o a?cos?t+b2sin’t  ab’
2m )
costsint
/ __dt=o.
o a?cos?t+ b?sin“t
Solution :

Il est clair que le chemin 7 est de classe C! alors il est de classe C'! par morceaux et
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la fonction f(z) = L est continue sur ([0, 2x]). On pose z = acost + ibsint, nous
concluons que dz = (—asint + ibcost)dt, alors

d - t+ibcost
dz / asint + b cos gt
0

z acost + ibsint

Y

B / —asmt—l—zbcostxacost—z'bsint
b acost—i—zbsmt acost —ibsint

B / )costsint + iab it
n a? COS2 t + b2sin’t
T costsint 2 dt
= (¥ —a / dt + tab / .
( ) o aZcos?t 4 b2sin’t o a?cos?t+b2sin?t

Et comme f7 % = 2mi d’apres ’exercice 4 question 1, il vient

27 :
costsint
b2 — a2 / dt =0
( ) o a2cos?t 4 b2sin’t

et o "
ab/o a?cos?t + b2sin®t 2.
D’ou
2m dt 27
/0 a?cos?t + b2sin?t  ab
et

2T :
costsint
/ ——dt = 0.
o a?cos?t+ b?sin”t
Exercice 6 :

Calculer les deux intégrales suivantes :
1. fo% cos? tdt.

2. fog cos* t cos 2tdt.

Solution :

1. On pose z = €' et « le cercle de centre 0 et de rayon 1. Donc dz = ie'dt et
dt = %, Comme z = €' = cost + isint et 27! = e = cost — isint, alors

cost = 1(z+271), donc, on a :
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2 1 td
/ cos*tdt = / {—(Z + zl)] =
0 5 12 1z

1 1
= T6i (z 44237 1622272 442273 + 274) dz
)
1 1 4 1
= — [ = (A +424+6+—+—)dz
16i /., 2 22 A

1 6 4 1
= — Prdrt -+ —+—]dz
16i J., z 23 2P

1 d d d
= — /(z3+4z)dz+6/—z+/—z+/—z :
164 \ /., 4 2 723 725

Comme la fonction f(z) = 23442 est holomorphe sur C, alors d’apres le théoréme

de Cauchy, on obtient :
/(23+4z) dz =20
v

et la formule intégrale de Cauchy pour la fonction f(z) = 1 et le point @ = 0
donne :

9= — 27 f(0) = 27i, n=0, f(0)=1L1.

v oz

e =2m0)=0 n=2 f"(2)=0

~ 23 2!
) Zs _ 27”](.(4)( ) n=4 f(’ﬂ(z) = 07 f(4)(0) =0
D’ou

21
1 3m
4
tdt = — X 6 x 2 —
/0' COS 16@ X X 27 = 4

2. 11 est facile de remarquer que

3 1 (% 1 7
/ cos* t cos 2tdt = 3 / cos* t cos 2tdt = §Re ( / 2 cog? tdt) )
0 _z _z

2 2

On pose z = €*, alors dz = 2ie*"dl = 2izdt et puisque ¢ varie dans [—7, 3], alors
2t varie dans [—, 7], donc le point z parcourt le cercle de centre 0 et de rayon 1.
Comme 2z = e** = cos 2t + isin 2t on peut conclure cos 2t = % (z+271).

On a:

cos2t = cos’t—sin’t
= cos’t — (1 — cos®t)
= 2cos’t —1,
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alors

9 cos2t +1
cos“t = ,
2
donc )
2t +1
COS4 t — (%) ,

et d’apres les calculs on trouve :

+1\* [1+iG+20\" 1
costt = (S8 LY 3 ) = (z+ 1%
2 2 1622

D’ou

™

2 1 1 4
/ cos*tcos2tdt = =Re / M %
0 2 e 1627 2iz

4
_ lhe L/ (CRD AN
2 321 |z|=1 22

I'application de la formule intégrale de Cauchy & la fonction f(z) = (2 + 1)*
(f'(z) = 4(z + 1)3) et le point a = 0 qui est & lintérieur du cercle |z| = 1. On

obtient :
2 1 2me
4 /
tcos2tdt = —Re|-——f"(0
/0 cos™ t cos 6(32Z_ T ( ))

Exercices supplémentaires :
Exercice 7 :
Calculer les intégrales suivantes :
it

1. fv Zdz avec v le chemin défini sur [0, 7] par y(t) = e".

2. f,y Zdz avec 7 est le segment de droite [—i,1].

w

: fw(z + 1)dz avec v le chemin défini sur [0, 1] par v(t) = (1 + i)t.

4. f7 ngrl avec 7y le chemin défini sur [0, Z] par v(t) = e™.

Indication : On pose comme un changement de variable u = sint.
Exercice 8 :
Calculer les intégrales suivantes :

z+1
L. f\z|:1 244223 dz.
iz

2. f\z+z‘\:1 (Z;T)?dz‘
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3. f\Z|=% (2% + €7) dz.

Exercice 9 :
En utilisant la formule intégrale de Cauchy. Calculer les intégrales :

2

/ C _dx, k=123,

2 _
e Z 6z

avec
L.m:|z—2=1
2. ¥ ]z —2|=3.
3. 73]z —2|=5.



Chapitre 5

Série de Laurent et Théoreme des
Résidus

5.1 Série de Laurent

Définition 5.1.1 On appelle série de Laurent une série de la forme :
+oo
Zanz” = .. 4asz  4a 1z Fag+arz+az? + ...

Théoreme 5.1.1 Soient zy € C, Ry et Ry deux réels tels que Ry > Ry > 0 et
D(zo, Ry, Rs) la couronne :

D(ZQ,R1, Rg) = {Z € C, R, < |Z — Zol < RQ}

Soit f une fonction de D dans C holomorphe sur D.
Alors f est développable en série de Laurent en zy c’est-a-dire :

f(z) = Z an(z — 29)".

Et pour tout r €|Ry, Ra[, on a :

1
Apn = . / f(Z)n—l—l dZa
2mi J., (2 — 20)

ou vy le cercle de centre zy et de rayon r.

Voir la figure 5.1.

80
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FIGURE 5.1 —

Exemples 5.1.1
1. Soit la fonction f(z) = e%, f est développable en série de Laurent au voisinage

du point zy = 0.
On a:

Soit u = %, z € C*, alors,

_ 3 1 1
R TR
on remarque que a_; = 1

2. Soit la fonction f(z) = Si%, f est développable en série de Laurent au voisinage
de 0.
On a :

_1)
sin z = Z ﬁz2"+l, pour z € C.
>0
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Alors,

sin z

z
_ 1 3 D" s
z (2n+1)!
—1)»
S i
= (2n +1)!

C’est-a-dire :

+oo
f(z) = Z apz®

telle que :
(é;-ly):)u si; k=2n, n>0
ar =4 0, si; k=2n+1 n>0
0, si. k<O.
3. Soit la fonction f(z) = m et la couronne D(0, %, g)

La fonction f est holomorphe sur C\ {—1,—3}, alors elle est sur la couronne

D(0, %, g) Donc f est développable en série de Laurent au point zy = 0.

Olnam:%(zil—ﬁ),On sait que 7 = >, 5(—1)"2" pour |2| < 1,
alors,
111
1+z 21—1—%
1 1 1
= N (=)=, |7 <1
20
n 1
- ;<_1) ontl’

Donc pour |1 <1 c’est-a-dire 2| > 1 on a:

et
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1 11
z4+3 3141
]_Z( 1)n 1 n z <1
= - — —z, —
3@0 3 3
n 1 n
- Z(_l) 1~
n>0
Donc pour |£| < 1 c’est-a-dire |z| < 3, on a :
1 1
= (1) g™
z+3 = 3o+l
D’ou
1 1 1
1) = §(z—|—1_z+3)
- 5( (=1) on+l _Z(_l) I+l ” )
n>0 n>0
1 /1 1 1 z+22
o2\ 277 \3 9 21 7
B 1 1 1 N z 22 .
B 222 2z 6 18 54
On remarque que a_; = %

5.2 Les points singuliers

Définition 5.2.1 On dit que le point zy est un point singulier de la fonction f (ou
une singularité de f) si la fonction est holomorphe au voisinage de zy a l’exception en

20-

Exemple 5.2.1 1. Soit la fonction f(z) = ==, f est holomorphe sur C\ {—1}

z+17
donc z = —1 est un point singulier de la fonction f.
2. Soit la fonction f(2) = 255, [ est holomorphe sur C\ {—i,+i} donc z = —i,

z =1 sont des points singuliers de la fonction f.

3. La fonction f(z) = e* ne posséde aucun point de singularité.

Définition 5.2.2 Le point zy est appelé singularité isolée, si l’on peut trouver un cercle
|z| = r ne contenant pas d’autre point singulier que zy, si l’on ne peut trouver un tel
cercle |z| = r on dit que zy est une singularité non isolée.
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Exemple 5.2.2 Soit la fonction f(z) = ==, Les points singuliers de f sont

sin T
z

1 1
0,1, = —
Y 727 n?

g ey

W

)32 5, s = . sONE singuliers isolés.

2. Le point 0 est un point singulier non isolé.

1. Les points 1

5.2.1 Classification des singularités

Il est possible de classer les singularités isolées d’une fonction f par I'examen de sa
série de Laurent.
Soit f une fonction developpable en série de Laurent en 2, c’est-a-dire :

f(z) = Zan(z —z)" = _Z: an(z — 20)" + Z an(z — z0)".

— La partie :
“+oo
Z an(z — 29)"
n=0

est appelée la partie analytique de la série de Laurent.
— La partie :

—00

Z an(z — 29)"

n=-—1
est appelée la partie principale de la série de Laurent.

1. Si f a la forme :

f(z) = Z an(z — z0)" + Zan(z —2z)"
n=-— n=0
dans laquelle la partie principale ne possede qu’un nombre fini de termes donnés
par :
a_1 a_o A_p
+ it —, avec a_n # 0,
z—2zp (22— 20)? (z — z)" v 7

alors, z = zy est appelé un pole d’ordre n.
Remarque 5.2.1 (a) Sin =1, alors, z = zy est appelé un péle simple.
(b) Siz = zy est un pdle de la fonction f, alors, lim,_,,, f(2) = co.

(c) Le coefficient a_y dans la série de Laurent est dit Tésidus de la fonction f
au point zg.
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Exemples 5.2.1 (a) Soit la fonction f(z) = 4%,

(d’ordre 1), car :

(b) Soit la fonction f(z) =

f(z)

2. Si f a la forme

f(2)

le point O est un pole simple

0<|z] <o0

1 (_1)71 2n+1
=D 2n+1)l°

sin z

o, le point O est un pole d’ordre 3, car

sin z

A

% %22“1, 0<|z| <0

n>0

3 (D" anes

= (2n +1)!

1 1 z 23

S 610 W

o oo

Z an(z — z0)" + Z an(z — z0)"
n=—1 n=0

dans laquelle la partie principale est nulle c¢’est-a-dire,

f(z) = Zan(z — 2p)".

Alors, z = zy est appelé singularité apparente de f.

Remarque 5.2.2 Si z = 2y est un point singulier apparente de la fonction f,
alors la limite im,_,, f(z) existe.

Exemple 5.2.3 Soit la fonction f(z) = $22

0 est un singularité apparente

z
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de f car
sin z
fe) = =
1 1"
= —Z%ZQHJFI, O<|Z|<OO
ano( n+1)!
—1)
= Z%z%, 0<|z| < oo
nZO( n+ 1)!
1 1
= 1—6z2+az4—... 0<|z] <o0
et on a :

i 1
lim e lim (1 — =224 EZA — ) =1

3. Si la partie principale du développement de Laurent de la fonction possede une
infinité de termes, alors, le point z = zy est appelé une singularité essentielle
de f.

Remarque 5.2.3 z = 2 est une singularité essentielle de la fonction f si et seulement
si, la limite lim,_,,, f(z) n’eziste pas.

Exemples 5.2.2 1. Soit la fonction f(t) = e%, 0 est une singularité essentielle de
f car d’apres Uezemple (5.1), 1. on a :

1 1
e% =14+21+ 52’_2 + 62_3 + ...

et donc

) 1
limez = oo.
z—0

2. Soit la fonction g(z) = eﬁ, 1 est une singularité essentielle car la limite lim,_,; g(2)
n’existe pas. En effet,

(a) Soit le chemin v, : (y =0 et x — 1%), alors,

limg(z) = lim e*1 = +o0.
7 z—1+

(b) Soit le chemin vo : (y=0 et v — 17), alors,

1
limg(z) = lim e=—1 = 0.
72 z—1—
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5.3 Le théoreme des résidus

Définition 5.3.1 Le coefficient a_, dans la série de Laurent au voisinage de zy de la
fonction f est dit résidus de la fonction f au point 2y, ce coefficient est noté Res(f, zo).

Exemple 5.3.1 D’apres l'exemple (5.1) 1. on a :
Res(e,0) = 1.

5.3.1 Calcule des résidus

On peut calculer le résidu sans passer par le développement de Laurent :

1. Pole simple : Si z; est un pole simple (d’ordre 1), alors,

Res(f, z0) = lim (2 — 29) f(2).
Z—r20
Exemple 5.3.2 Soit la fonction f(z) = % et zp = 1, comme 1 est un
pole simple alors,
Res(f,1) = lim(z~1)f(:)
z—
. z+1
= lim
z—1 2z + 2
2

3

2. Pole d’ordre n : Si zy est un pole d’ordre n, alors,

1

Res(f,z) = O Zlg?() ((z — 20)"f(2) "V

22
Exemple 5.3.3 Soit la fonction f(z) = % et zg = 1, comme 3 est un pole
d’ordre 2 alors,

Res(f,3) = z lim ((z — 3)2f<2)),

1' z—3
. 2

= lim(e” + 2*)
z—3

= lim(2z¢* + 42°)

z—3

= 6e” + 108.

3. Théoreme 5.3.1 Soient P et (Q deux fonctions holomorphes en zy . Si zg est un

pole simple de la fonction f(z) = 58 et Q'(z9) # 0, alors,

P(z0)
Q'(20)

Res(f, z) =
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Exemple 5.3.4 Soit la fonction f(z) = on a :

e’LZ
Z2+1}

PH1l=02=0i Vz=—i,
donc —1, i sont deux poles simples.

On pose P(z) = €% et Q(z) = 22+ 1, comme P(—i) =e#0, P(i) =e ' #0 et
Q'(z) =22z (Q'(i) = 2i et Q'(—i) = —21), alors,
(a) Res(f.1) = 5 = 7
(b) Res(f,20) = -5 =%.
Théoréme 5.3.2 [Théoréme des Résidus]
Soit f une fonction holomorphe a lintérieur d’un chemin v fermé simple et sur~ sauf
en un nombre fini de points z1, za,...,2n, alors,

/f(z)dz = 27 z”: Res(f, zi),
v k=1

ou les points z1, zo,...,2n sont a l'intérieur de .

Voir la figure 5.2.

FIGURE 5.2 —

Exemples 5.3.1 1. f‘z|:2 zz—ﬁdz, on a f(z) = jgﬁ = 28 la fonction f possede

deuz poles simples 1 et —1, alors,
(a) Res(f,1) = PG) _ 1-i . _ 14i

— QG 2 2

. P(—i 7 —141
(b) RGS(f, _Z) = Q’((—z)) - 1__—51 - %
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Comme i et —i sont a lintérieur de chemin |z| = 2 i.e cercle de centre 0 et de
rayon 2, alors

.3
/| i ldz = 2mi(Res(f,1) + Res(f, —1))

z\:2z2+1
_ o _1+i+—1+i
N 2 2

= —2m.
2. f‘z|:7 ;ﬂd = 0 car la fonction f(z) = jzﬁ est holomorphe a ['intérieur de
chemin |z| = 3.

5.3.2 Application du théoreme des résidus

1. Calcul d’intégrale sous forme fo% R(cost,sint)dt ou R est une fonction
rationnelle.
L’idée principale est de convertir 'intégrale fo% R(cost,sint)dt en une intégrale
complexe sur un chemin qui est le cercle unité |z| = 1.
Pour cela on pose z = €' avec y € [0, 27], on obtient

—1 —1

Z—2z z4+z dz
, cost = , dt = —1—.
21 2 z

Donc L’intégrale devient :

27 -1 _ 1 d
/ R(cost,sint)dt :/ —iR (Z+Z ,Z - ) =,
0 |z|=1 2 21 z
Exemples 5.3.2 (a)
2 dt
- / S
o O+ 3sint
Lintégrale I devient :
/27r 1 _ /
o O+3sint  J 5+3Z—2Z[1)
“

B / —ZdZ
) 1022 + 322 —3)

/|Z| 1 322+ 10@2—3

sint =

N

/|Z| 1 (32 —|—2)(z + 3z)d
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Les deux nombres complexes %i, —3i sont deux poles simples de la fonction
f(z) = m et 5 est le seul pole de f qui appartient a lintérieur de
cercle |z| =1 et on a :

Res(f, =) = lm (=4 D)f(2)

Donc d’apreés le théoréme des résidus on trouve :

2 N o
/|21 (32 +1)(z + 30) z = 2miRes(f, 3 ) = 2mi X =5

Donc I = g

(b) .
J:/_W5+3cost

Lintégrale J devient :

J:—Qi/ d=

et comme —% est le seul pole qui appartient a lintérieur de cercle |z| = 1,
alors, on a :

1 1 1
J = —2i x 27iRes ) = —2ix2mix < =
3(z+3)(z+3) 3 8 2

2. Calcul d’intégrale sous forme ffoc;o f(z) cosmxdx ou fj;o f(z)sinmadx

Lemme 5.3.1 Soit [ une fonction avec |f(z)] < 4 sur le demi cercle I' de

centre 0 et de rayon R i.e (z = Re", t € [0,7]) avec M, k sont des constantes
telles que M,k > 0. Alors,

lim /f(z)eimzdz = 0.
r

R—+o00
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Exemple 5.3.5 Soit l'intégrale f0+°° setde.

dz ou ~y désigne le chemin fermé formé du segment

zgz—iz-l
[—R, R] et le demi cercle ' de centre 0 et de rayon R.
le point © est le seul pole simple qui est a l'intérieur de v, et on a :

On considere [intégrale f7

iz RE o1

Res(22+1,i) :£hj%(z—i)22+1 =
Donc Jis .
/7Z2+1dz:27ri><E:g,

d’autre part

iz +R ix iz
/ 26 dz:/ 26 d:v—l—/ 26 dz ="
22+ 1 _p T°+1 rz*+1 e

+R +R : iz
COS T S1in T e s
/ x2+1dx+i/ m2+1dx+/z2+1dzz?
—R —R I

z24+1

ou

Cos T
2

w2y7 st paire, alors on a

est impaire et la fonction

+R
/ s;nx dr — 0
R e +1

+R +R
/ Cgosx dr — 9 / COS ¥ I
_p 241 o r241

0 r24+1 rz2+1 e

et puisque pour z = Re®, on a :

comme la fonction

et

donc

1| 1
241 | R2e?it + 1|
1
< |R2e2it| — [1] |21 + 22| > |21] — |22
B 1
- R2-1
2

alors,
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D’ou

/+°° CcOS T T
5 de = —.
o 2¢+1 2e

3. Calcul d’intégrale sous forme fj;o flz)dz :

Théoreme 5.3.3 Soit f une fonction holomorphe dans le demi plan supérieur
i.e (Imz > 0) et continue sur la droite réelle i.e (Imz = 0) a l’exception en un
nombre finis de poles z1, za,..., z, €t silim, o zf(z) = 0 alors,

+oo n

f(z)dz = 2mi Z Res(f, zx)-
> k=1

Exemple 5.3.6 fj;o —=dr.

On considére l'intégrale fy Z2—1+1dz ou vy désigne le chemin fermé formé du segment
[—R, R] et le demi cercle I' de centre 0 et de rayon R.

On pose f(z) = ﬁ, alors la fonction f posséde deux poles simples —i et 1. Le pole
simple i est le seul qui est a l'intérieur de I' et on a :

Res(f,i) =lim(z — i) f(z) = lim(z — 1) =_ = —

i Z—i 2241 2 2

= 2miRes(f,1) = 2mi x 5t =,

1 1 TR
5 dz = 5 dz + 5 de =,
520+ rz+1 g °+1

_1
2241

+R 1
/ 5 dr = 7.
_R xXr —|—1

5.4 Exercices avec solutions

1
donc f7 el
d’autre part

et comme lim, o 2f(2) = lim,_, 2
D’ou

=0, alors [, Z2—1+1dz =0.

Exercice 1 :

1. Donner le développement de Laurent de la fonction f(z) = COZS% dans le couronne
D={zeC, 0<]|z| <+o0}.
2. Utiliser ce développement pour évaluer l'integrale suivante :
/ COS?Z i
y 2

ol vy est le cercle de centre 0 et de rayon 1.
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solution :

Onacosz = ano(—l)"(z 1 pour [z| < 400 et comme cosh z = cos(iz), alors pour
|z] < +00 on trouve :

coshz = cos(iz)
- \2n
= Sy
= (2n)!
- Y=
= (2n)!
Donc pour 0 < |z| < 400 on obtient :
cosh z
) = 5
_ 1 ZQn
23 = (2n)!
Z Z2n—3
- |
n>0 (271)
R NSNS
= z —z —z4 =23
2 4! 6!
on remarque que a_, = % et comme a, = 5- f7 an(i)l dz pour tout z € Z ou 7 est le

cercle de centre 0 et de rayon 1 donc

= g7 [ S0

/f(z)dz = 2ira_y = im.

Y

D’ou

Exercice 2 :
1

1. Donner le développement de Laurent de la fonction f(z) =

z(z—1)"
(a) Dans le domaine D; ={z € C, 0<|z] <1}
(b) Dans le domaine Dy ={z€ C, 0<|z—1|<1}
2. Donner le développement de Laurent de la fonction f(z) = Wl(z—% Dans le

domaine D ={z € C, 1< |z|<2}.

solution :

1. Soit la fonction f(z) = Z(zl_l).
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(a) Pour z€e Dy ={z€C, 0<]|z]<1}:

On remarque que zp = 0, et on a ﬁ = 1:1,2 = = a0 2" pour [z < 1.
Donc pour 0 < |z| < 1 on trouve :
1 1
z) = -—.
f(2) o
n>0
R
n>0

(b) Pour z€ Dy ={2€C, 0<|z—1|<1}:
On remarquer que zp = 1 et pour [z — 1| <1lona:

I 1
2 1-(1-2)
= ) (1—2)"
= > (=D"=-1",

et donc pour 0 < |z — 1| <1

1 1
1
= S CCRE
z—1 =
= Y-y
n>0
2. Soit la fonction f(z) = m7 pour le développement pour 1 < |z| < 2, on
remarque que zg = 0 et on a :
1 a b
- = -+ )
(z4+0)(z—2) z4+i 2z2-2
alors,
=a(z—2)+b(z+1).
On prend z = 2 on trouve b(2 + i) = 1 donc b = 3= = 24,
On prend z = —i on trouve a(—i —2) = 1 donc a = —2* = —b.
D’ou

2—1 1 1
/() = 5 (z—2_z+i)7

et on a :
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— pour |z| <2,
11
Z-2 212
1 2"
- _527
n>0
ZTL
= = n+1
n>0
— pour |z| > 1,
I 1
z+1 z(l—(—é))
1 i,
- 1YY
n>0
=
o Zn-i—l
n>0

2 — n i
f(z) = 5Z[—§2i+1—§>%<zni)l

Exercice 3 : Calculer :
1. Res [Sinz,()].

22

2. RGS [ﬁ, 1:|

z—

3. Res | o 1

Solution :

1. On a:
sin z 1 .
& = psinz
_ %Z (=" o
2 = (2n+1)!
- (=" an
= (2n +1)!

donc Res [Si“f, O] =1

z
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2. Pour la fonction ﬁ, 1 est un pole d’ordre deux, donc
R A i [ (2 - 12 |
es | ——— = —lim|(z—-1)"——
(z —1)% 121 (z—1)%
= lime?
z—1
= e.

3. Pour la fonction —1 est un pole d’ordre 1 (simple) donc

(z+1)(z+4)2(2—1)2"

Fes | e Y < e Ve e e
= GG
B 1
-

Exercice 4 : Calculer les intégrales suivantes :

zdz
b e

2 Jis 5
Solution :

1. La fonction f(z) = (e T
possede deux poles :
1 pole d’ordre deux qui est a l'intérieur de v : |z| = 2 (cercle de centre 0 et de

rayon 2)
et 3 pole simple qui est a l'extérieur de v : |z| = 2. Voir figure (5.3)
et on a:
Res - } _ 1 lim {(z —1)? - /
(z=1)2(2—-3)’ 1! ==1 (z—1)%(z — 3)
— 1 < ,
) fﬂhz—@}
= lim =5
21 (Z — 3)2
B 3
= -7
Donc
z , z
R e L e e
= 2m X T
3 .
= ——Ti.

2
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2. m est un pole d’ordre 3 qui est a U'intérieur de v : [z =5 et on a :

O

(z—m (z—m7

Donc

/ et? . 1 .
g — 4T1 — = T.
|z|=5 (Z - W)3 2

Exercice 5 : Calculer les intégrales suivantes :

(27 dt
L I= 0 3—2cost+sint”

_ (27 costdt
2. ‘]—fo 54cost”

Solution :

1. Soit z = €' avec t € [0, 27], alors on a :

241 21 d
Cost:Z + , sint:Z —, dt -
2z 21z z

donc l'intégrale devient :

I = / —iT
B =1 3+ 254 4 ==L

2iz

I
|
~.

2dz
N /|Z:1 (1 — 20)2% + 6iz — (1 + 2i)
_ / 2dz
|z|=1 (z —21)(z — )’

ouz=—-2—1ietzg= % sont les solutions de I’equation :

(1—2i)2% +6iz — (1+2i) =0

et on a z; est a 'extérieur de v : |z| = 1 et 25 est a l'intérieur de 7 et comme

2 . 2
R“Lz—zn(z—@)“?} A Py
T
2=z (2 — 21)

3—1
1
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D’ou

2
I = 27w X Res ) 2
{(2—21)(2—22) 2}

(1 + 3i)
5

/ T costdt / T ettt

T — Re -
o 9D-+cost o 9D-+cost
et on a

/2” etdt / z —idz

o D+ cost |Z‘:15-|-Z22—JZF1 z
B 2/ zdz
i 2102+ 1

2 zdz
- g/z|:1 (2+5—2v6)(z + 5+ 2V6)

2. On remarque que :

2 z
= - X 27miRes . —5+2V6
v {(2+5—2\/6)(z+5+2\/6)
z
= 47 lim 24+5—2V6
H_mm( )(z+5—2\/6)(z+5+2\/6)

—5+ 26
m—
V6

T costdt T eitdt —5+ 26
J = = Re =7 .
54 cost o D+ cost V6

Exercice 6 : Calculer I mtegrale suivante par la méthode des résidus :

27 t
/ cos(3t) "
0

5 —cost

Donc

Solution :
Soit z = €', alors,

d -1 3, ,-3
dt = = ,cos(t) = & +22 et cos(3t) = i)
iz

2 1
/ cos(3t) L, _ ——,/f(z)dz,
g ©O—cost 2 J,

donc
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ou f(z) = W et v le cercle unité.

La fonction f a trois poles :

1. z; = 0 pole d’ordre 3.
2. zp = % et z3 = 2 deux poles simples.

Les poles qui se trouvent a l'intérieur de v sont z; et z5. Par conséquent,

T cos(3t) 1
—dt = —— d
/0 5 —cost 22./7]”(2) :
1

= —?27% (Res(f, 0) + Res(f, %))

1
™

E.

Exercice 7 : Calculer 'intégrale suivante :

/+oo dx
oo X1

Solution :

Soit la fonction f(z) = ' les poles (simples) de la fonction f sont les racines sixieme
du —1 i.e,
iT s PReus ks ;9T T
202667 212627 22266’ 232667 24266’ 25266

On considere 'intégrale j; ﬁdz ol v désigne le chemin fermé formé du segment
[—R, R] et le demi cercle I" de centre 0 et de rayon R.

Les poles simples 2z = €6, 2, = ei3, 2y = ¢'6 sont les seuls qui sont A l'intérieur
de v et on a :

Res(f,e's) = lim_

et de la méme mapiére on trouve :

Res(f,e'2) = _e2

6.

Res(f,ei6) = —<

o

6
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Donc

/ 1 o €' e'a &
= 2m|-—— - — —
- 26 +1 6 6 6

et d’autre part

1 1 L 2m
5 = 5 dz + 5 dr = —
420+ 1 rz®+1 _p 2°4+1 3

: s 1 1 _
et comme lim, o zf(2) = lim,_,o zzg = 0, alors fr wqdz = 0.

Donc
/+R 1 o
5 dr = —.
R T +1 3

—+o00 1 +R 1 2
/ dr = lim dr = —7T
20+ 1 Rotoo | _p a0 +1 3

—00

Exercice 8 : Calculer les intégrales suivantes par la méthode des résidus :

1.
/+°° rsinx
—_(x.
oo 2 —=22+10
2.
/+oo T COST
—_dx.
oo 2 =22+ 10
Solution :

Posons f(2) = -5 et calculons l'intégrale fv f(2)e**dz ou ~y désigne le chemin
fermé formé du segment [— R, R] et le demi cercle I' de centre 0 et de rayon R.

La fonction f a deux poles simple : z; = 1 + 3i et 29 = 1 — 3i. Seul z; appartient au
demi plan supérieur, alors,

/f(z)eizdz = 2miRes (f(z)e”, 1)

= %(cosl —3sinl) + i%(?)cosl +sin1).
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Et d’autre part, on a :
' R
0 —R
R R .
T COST rsinz .
= d ; — = d iz ]
/Rx2—2x+10 x—i_z/Rx?—Zx—i—lO :U+/Ff(z)e :

(cos 1—3sinl) + 23—(3 cos1+sinl)

3¢3
et puisque pour z = Re®, on a :
z _ Re'
22 —22410| | R2e%t — 2Reit + 10
R
< - -
—  |R2e?t| — | — 2Re + 10|
B R
B — |2Reit| — |10
B R
- R2—-2R-10
B R
 R(R-2)-10
B 10R
~ R(R-2)
B 10
- R-2
2
= — R>5 M=20, k=1.
R bl )
Donc
RETwAf(z)e dz =0,
d’ou
/+°° T COST d +,/+°° rsinz T T (cos 1—3sin 1)+ 3 |sin1).
——dx+1 _ COos sin z— cos 1+sin
e T2 —2x+10 - 372—2.7:+10 T 363 3e3
C’est-a-dire : .
T COS X T .
/oo m €r = @(COS]_ —?)Sln]_>
oo rsinz T .
/_OO mdl’ = @(30081 4+ sin ].)
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