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4 TABLE DES MATIERES

Avant Propos

Ce cours d’Analyse et Algebre est destiné surtout aux étudiants de premiere années
LMD Sciences et Technologie, ainsi qu’aux étudiants de premieres années LMD Sciences
de la matiére et mathématiques et informatique.

Il couvre le programme officiel d’Analyse et d’Algebre, a savoir :

> Matrices et déterminants.

> Systemes d’équations linéaires.

> Les intégrales.

> Les équations différentielles.

> Les fonctions a plusieurs variables.

Chaque chapitre remet en place les bases indispensables pour aborder des études scienti-
fiques, et introduit quelques notions nouvelles, qui seront pour la plupart traitées au cours
de cette année.

Ce cours est traité en détail avec de nombreux exemples. La plupart des théorémes et
propositions sont démontrés.

A la fin de chaque chapitre nous proposons une liste des exercices avec leurs solutions.

Ainsi que des cours que j’ai enseigné de 2017 a 2021 pour les étudiants de premiere
années LMD Sciences et Techniques au sein du Département tronc commun Sciences et
Techniques de la Faculté des Sciences et Technologie.

Enfin, des erreurs peuvent étre relevées, priere de les signaler a ’auteur.

L’auteur



Chapitre

Matrices et déterminants

Dans ce chapitre, (K, +, ) désigne un corps commutatif, en pratique K =R ou K = C.

1.1 Généralités sur les matrices

Définition 1.1.1. Une matrice m xn est un tableau de nombres a m lignes et n colonnes.
Les nombres qui composent la matrice sont appelés les éléments de la matrice (ou aussi
les coefficients). Une matrice a m lignes et n colonnes est dite matrice d’ordre (m,n) ou
de dimension m X n.

a1 a2 ... Q15 ... Qin
a921 Q2 ... Q25 ... Q2
A = (aij)1<i<m
1<j<n a1 a2 cee Qg o Qp
m1 OGm2 .. Qpmj ... Gmnp
Notation 1.
(¥) L’ensemble des matrices @ m lignes et n colonnes a coefficients dans K se note

(%) Sim =n, la matrice A est dite matrice carrée d’ordre m et l’ensemble des matrices
carrées d’ordre m est noté M,,(K).

(%) Une matrice carrée dont tous les éléments en dehors de la diagonale sont nuls
(certains éléments de la diagonale pewvent aussi étre nuls) est appelée matrice dia-
gonale.

(%) Pour tous (m,n) € (N*)2,1 < i <m,1 < j <n, la matrice de M,,,(K) dont le
(17)™¢ terme vaut 1 et tous les autres sont nuls est appelée matrice élémentaire, on
la note ;.

(*) On définit la trace de la matrice A, notée tr(A) par : tr(A) = ay.
i=1

5



6 CHAPITRE 1. MATRICES ET DETERMINANTS

Exemple 1.1.1.

1
4 5 -1 0
A= -1 0 2 0
V2 0 5 -3
est une matrice de 3 lignes et 4 colonnes, A € M34(R), et on a : a;3 = —1 et
asp = \/§
2
4 -1 0
B=|2 -7 3
0 V5 —6
est une matrice carrée. La diagonale de la matrice B est la suite des éléments en
gras.
3
4 0 0
C=10 =5 0 est une matrice diagonale.
0 0 V3
4
—4 2 1 3
D= 0 5 \/7 :>t7’(D):Zaii:an—i—agg—l—agg:—4+5—|—3:4.
1 4 3 =1

1.1.1 Opérations sur les matrices

> Egalité de deux matrices : soient A = (a;;) et B = (b;;) € M, ,(K), on dit que
A = B si tous les éléments de A sont égaux aux éléments correspondants de B :

Exemple 1.1.2. On donne,

(243 5 (-1 5
E_( 3 Qy_g)em_<3 5).

Déterminons x et y pour que les deux matrices E et F' soitent égau.

B 20 +3=-1 T = -2
EF<:>{2y_3:5 <:>{y:4

> Somme de deux matrices : soient A = (a;;) et B = (b;;) € M, »(K). On définit
la somme de A et B et on note A + B la matrice :

A+ B = (¢;5) € My, n(K) tel que ¢;j = a;; +bij, V1 <i<m,V1<j<n.
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Exemple 1.1.3.

4 =10\, (-3 -1 4\ _(1 24
2 -3 7 0 2 -1) {2 -16)

> Multiplication d’une matrice par un scalaire : soient A = (a;;) € M,,,(K)
et A € K. Le produit de A par A est la matrice de méme dimension que A et dont
chaque élément est le produit de A par 1’élément correspondant de A :

Exemple 1.1.4. Soit

b bA  —A

A= ( 4 _al ) et A € R, alors, NA = < A ak >

Remarque 1.1.1. En prenant A = —1, on peut définir la matrice opposée d’une
matrice A. C’est la matrice (—1) x A qu’on note aussi —A. De méme, on définit la
soustraction de deux matrices A et B: A— B = A+ (—1) x B.

Exemple 1.1.5. Soit A et B les matrices définies par :

2 —1 0 1
A (2 ) an (% 1),

0 -1 2 =2

L’opposée de B : —B = 5 3 et la différence de A et B: A— B = A

—1 1 5
Soit X € My(R) telle que 2X + 3A = B. Déterminer la matrice X.

Exemple 1.1.6. On donne : A = < L _11 ) et B = < b3 ) .

2X4+3A=B <— 2X=B-34A
1
> X:§(B—3A)

1/ -2 0 -1 0
<:>X—2<4 2>_<2 1).

> Produit de deux matrices : soient A = (a;;) € M, ,(K) et B = (b;),) € M, ,(K).
(C’est a dire le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B). On
définit alors le produit A x B la matrice de dimension m X p obtenue en multipliant
chaque ligne de A par chaque colonne de B. Plus précisément, le coefficient de la
1€ ligne et de la j™¢ colonne de A x B est obtenu en multipliant la "¢ ligne de A
par la 7€ colonne de B.

p
C = (cix) € Mpn(K)=Ax B e M,,(K) tel que C = (ci,) = Zaijbjk.
=1
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Exemple 1.1.7. Soient

10
a-(123)5(2 3] we-
4 1

N Ot O
— o =
W W N

Alors,

4x1+5x24+6%x4 4x0+5x3+6x1
B 17 9
o 38 21 /}°

1x14+0x4 1x24+40x5 1x3+0x6
BxA = 2x14+3x4 2x24+3%x5 2x3+3x%x6
4x1+1x4 4x2+1x5 4x3+1x6

1 2 3
= 14 19 24
8§ 13 18

AxB — <1x1+2x2+3x4 1x0+2x3+3x1>

AxO — <1x0+2x5+3x2 Ix1+2x4+3x1 1x2+2x3+3x3>

4x0+5%x5+6%x2 4x1+5x4+6x1 4x2+5x3+6x%x3
_ 16 12 17
o 37 30 41 |-

C x A nlest pas défini car le nombre de colonnes de C' est différent du nombre de
lignes de A.

Remarque 1.1.2.
x 91 le nombre de colonnes de A est différent du nombre de lignes de B, alors le produit
A x B n’est pas défini.
x FEn général, et lorsque le produit est bien défini, on a : A X B # B x A.
x Le produit des matrices carrées d’ordre n est toujours défini.

Définition 1.1.2. Soit A une matrice carrée d’ordre m et soit p un entier naturel non
nul. On note AP la matrice définie par :

AP =Ax Ax---x A.

p fois la matrice A

Attention!!! Le calcul de A?, par exemple, ne consiste pas a élever les éléments de A au
41
carré !
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Exemple 1.1.8. Soit

(12 - (12 12) (7 10 12 92
A‘<3 4)‘:"4_‘4”1_(3 4>X<3 4)‘(15 22)7&(32 42>'

Propriétés 1.1.1. Soient A, B et C' trois matrices. Lorsque le produit est bien défini, on

a:

(i) A+ B = B+ A, la commutativité de l'addition matricielle.

(i1) (A+ B)+C = A+ (B+ (), lassociativité de l’addition matricielle.

(i1i) AM(A4+ B) =AA+AB, (A+XN)A=X A+ XA, ANA) =(N)A.

(iv) Ax (B+C)=Ax B+ Ax C, distributivité a gauche de la multiplication des
matrices sur l'addition.

(v) (A+ B) x C = Ax B+ A x C, distributivité a droite de la multiplication des
matrices sur l'addition.

(vi) (Ax B) x C' = A x (B x C), associativité de la multiplication matricielle.

(vii) tr(A x B) =tr(B x A).

1.1.2 Les matrices particuliéres

Définition 1.1.3. La matrice dont tous les éléments sont nuls est dite matrice nulle :

00 ...0 ...0
00 ...0 ...0
A=100 .. 0 .. 0
00 ...0 ...0

Définition 1.1.4. On appelle matrice identité d’ordre m, la matrice carrée dont tous
les termes diagonaux a;; sont égaux a1 et a;; =0 si i # j. On la note I, et on écrit :

10 ...0 ...0
0 1 0 0
Im=1490 . 1 0
00 ... 0 1

On a : pour toute

Exemple 1.1.9.
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Définition 1.1.5. On appelle matrice triangulaire inférieure d’ordre m, la matrice
carrée dont tous les coeffcients a;; = 0 pour i < j.

Exemple 1.1.10.

0 0
5 0
5 1
0

s
I
|
ﬂ&lwm
—_
oo O O

1

Définition 1.1.6. On appelle matrice triangulaire supérieure d’ordre m, la matrice
carrée dont tous les coeffcients a;; = 0 pour ¢ > j.

Exemple 1.1.11.

-3 2 1
A= 0 V2 0
0 0 3

Définition 1.1.7. Soit A = (a;j) € M, ,(K). On appelle transposée de A la matrice
notée 'A de M, ,,(K) définie par : 'A = (aj;).

Exemple 1.1.12. Soit

4 2
A= 46 -1 . alors, 'A = 6 3
2 3 5 1 s

Définition 1.1.8. Une matrice carrée A d’ordre m est dite symétrique si et seulement

sitA=A.

Exemple 1.1.13. Soit

=W N =
S O N DN

Définition 1.1.9. Une matrice carrée A d’ordre m est dite anti-symétrique si et seule-
ment si ‘A = —A.

Exemple 1.1.14. Soit

0 4 2
A= -4 0 -5
-2 5 0

Définition 1.1.10. Une matrice carrée A d’ordre m est dite inversible si et seulement
si il existe une matrice carrée A" d’ordre m telle que AA' = A'A=1,,.
Si A est inversible alors, A" est unique et appelée inverse de A, notée A1,
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Exemple 1.1.15. Soit

A:

—_ O
S =N
e )

On a: A€ M3(R) donc A~' € M3(R), c’est a dire elle est de la forme suivante :

ailz aiz Aas

-1
A = (21 Q22 (23
az1 azz2 as3

Ona :
1 20 ai; a1 Qi3 1 00
AAT = 13 <~ 011 a91 Q92 G923 = 010
1 01 a31 Q3 ass 0 0 1
a1 + 2az1  aiz + 2az a3 + 2ass 100
— a1 + a3 axptazp axtazgz (=0 1 0
ap + asy a2 + aso a1 + ass 0 0 1
ap + 2&21 =1 a1 + 2&22 =0 ais + 2@23 =0
< (Z) ao1 + Q31 = 0 (ll) 99 + Q39 = 1 (ZZZ) Qo3 + Q33 = 0
a11+a31:0 a12+a32:0 CL1+CL33:1
ay; = % 13 = —§ a13 = %
= ()] an =3 (i1) { az = 3 (id) § Gz = —3
asy = —% asz = % a3z = %
Finalement,
1 1 -2 =2
Al = 3 1 1 -1
-1 2 1

Remarque 1.1.3.
(1) Une matrice carrée non inversible est appelée matrice singuliére.
(ii) Soit A une matrice inversible. Alors A™1 est aussi inversible et on a :

(A = A

Proposition 1.1.1. Soient A et B deux matrices inversibles de méme taille. Alors AB
est inversible et on a : (AB)™' = B71A™!.

Preuve : Il suffit de montrer (B~'A™')(AB) =1 et (AB)(B'A™!) = I. Cela suit de
(B'AYAB)=B Y AA YB=B'IB'B'B=1,

et
(AB)(B'A™) = A(BB")A ' = ATA™' = AA ' = I.
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Proposition 1.1.2.
> VA € M, ,(K),! (*A) = A.
> VAeK,VAean(K) (A ): ( )
> VA, B € M, ,(K),"(A+ B) =" A+
> VA € My, ,(K),VB ean K)t(
> VA € M,,(K) inversible, (A1) =

N —

) —t BA.
(‘A

1.2 Déterminants

Soit A = (a;;) € M,,,(K), le déterminant de A est I’élément de K, noté det(A) ou |A|.
Comment calculer |A|?

o Déterminant d’ordre 2 : soit A = [ " U2 ) ¢ M,(K) alors,
21 Q22

12
21 A22

Al =

| = A11G22 — A12G21.

Exemple 1.2.1.

A:<; _52>:|A|:(1><5)—(—2><3):11.

a1 Q12 A13
e Déterminant d’ordre 3 : soit A = | a9 agn as3 | € M3(K) alors,

as1 @az2 Gsg
> Premiéere méthode : développement suivant la premiere ligne :

airl 19 ai%
G21 A22
’A|: (21 Q22 G23 | = A11

-+ a3
a3; a3z

31 daz2 0ass
> Deuxieme méthode : développement suivant la premiere colonne :

+
a;; Al Az

- a a a a a a
]A|: 4y, am ass | = an 22 (23 — Ay 12 413 T oag 12 413
a;l 3y Gss a32 Aas3 Q32 Aa33 Q22 A23
2 1 4
Exemple 1.2.2. Soit A=| 3 0 5 | € M;3(R) alors,
1 7 6
2t 17 4t
0 5 3 5 3 0
ey~ |5 5 |2af 08|32l 2 0]

1 7 6
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Ou
2t 1 4
i 0 5 14 14
detd) =13 DY :2‘7 6‘_3‘7 6‘+1|0 5|
= 2[(0)(6) — (5)(7)] = 3[(1)(6) — () ()] + [(1)(5) — (4)(0)] = 1.

Remarque 1.2.1. [] est préférablede calculer le déterminant suivant la rangée
(ligne ou colonne) qui contient beaucoup de zéros.
> Méthode de Sarrus : voici la formule pour le déterminant :

det(A) = 11022033 + Q12023031 + Q13021032 — 431022013 — (32023011 — A33021012.

Il existe un moyen facile de retenir cette formule, on recopie les deux premieres
colonnes a droite de la matrice (colonnes grisées), puis on additionne les produits
de trois termes en les regroupant selon la direction de la diagonale descendante,
et on soustrait ensuite les produits de trois termes regroupés selon la direction de
la diagonale montante.

Exemple 1.2.3.

2 1 4 214 21

A= 3 0 5 | € M3(R) alors, 305 30

1 76 176 17

det(A) = (2)(0)(6) + (1)(5)(1) + (4)(3)(7) — (1)(0)(4) = (7)(5)(2) — (6)(3)(1) = 1.

Attention : cette méthode ne s’applique pas pour les matrices de taille supérieure

a 3. Nous verrons d’autres méthodes qui s’appliquent aux matrices carrées de
toutes tailles et donc aussi aux matrices 3 x 3.

e Cas général : on note A;; la matrice d’ordre (n — 1) déduite de A en supprimant la

i ligne et la j™¢ colonne. On appelle déterminant de A développé suivant la ¢™¢

ligne le scalaire :

det(A) = (—1)i+1a,~1det(Ai1) + (—1)i+2ai2det(Ai2) + -+ (—1)’+namdet(Am)
k=1
On appelle déterminant de A développé suivant la ¢ colonne le scalaire :
d@t(A) = (—1)1+ja1jd€t<141j) —+ (—1)2+ja2jdet(A2j) + -+ (—1)"+jamdet(z4nj)

= zn:(—l)kJrjakjdet(Akj).

k=1

Propriétés 1.2.1.
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1/ det(l,,) = 1.

2/ Ya € K,VA € M,,,(K) : det(aA) = a™det(A).

3/ VA, B € M,,,(K) : det(AB) = det(A)det(B).

4/ A est inversible <= det(A) # 0 et det(A™!) = detl(A).
5/ VA € M,,(K) : det(*A) = det(A).

6/ det(A) =0 si A posséde deuz colonnes (lignes) égau.

7/ det(A) =0 si une des colonnes (lignes) de A est combinaison linéaire de plusieures
autres colonnes (lignes).

8/ Le déterminant de A ne change pas de valeur si on ajoute a une colonne (ligne) une
combinaison linéaires d’autres colonnes (lignes).

9/ Un déterminant est nul si l'une de ses colonnes (lignes) est nulle.

Exemple 1.2.4.

2 4 2
(1) |3 4 6 |=0 car Ly = Ls.
2 4 2
2 4 2
(i) | =3 13 =3 |=0 car C,=0Cs.
> =24 5
1 2 3
(t3i) |0 4 5 |=0 car Ls=2L, (Combinaison linéaires).
2 46

Définition 1.2.1. Soit A = (a;j) € M,,(K). On appelle cofacteur de la place (i,7) dans
A et on note ¢;; le nombre ¢;; = (—1)"det(A;;), o Ai; la matrice d’ordre (m—1) déduite
de A en supprimant la 1 ligne et la 7™ colonne.

Définition 1.2.2. Soit A = (a;;) € M, (K). On appelle comatrice de A la matrice
carrée d’ordre m définie par :

Ci1 .. Cm1

com(A) =

Cmi -+ Cmm
Ot ¢;; est le cofacteur de la place (i,7) dans A.

Théoréme 1.2.1. Soit A = (a;j) € M,,(K) inversible, alors

1

At =
det(A)

Hleom(A)].
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Exemple 1.2.5. Soit la matrice A de M3(R) définie par :

1 2 0
A=13 1 2 |.
0 -1 0

Calculer A~Y si elle existe.

1 2 0
|A| 3 1 2|(=2#0, alors, A™' existe.
0 -1 0
1 2 3 2 3 1
oo Tloo] Tlo -1
2 0 =3
com(A) = —_218 +(1)8 —(1)_01 =0 0 1 |.
4 -2 =5
zop frof 12
1 2 3 2 3 1

Finalement,

B 1 1 2 0 4
A :det(A) [com(A)]:§ _03 (1) :? .

1.3 Matrices associée a une application linéaires

1.3.1 Les applications linéaires

On dit que I'application f : R™ — R"™ est une application linéaire si :

V(z,y) € (R™)*,V(a, B) € R: flax + By) = af (x) + Bf (y).

Exemple 1.3.1.
o L’application de R3 dans R? définie par : f(x,y,z) = (x + 2y — 42,22 + 3y + 2) est
une application linéaire car :

> f((2,y,2) + (@9, 2) = fle+ 2"y +y, 2+ 2)

(w+a)+2+y) -4z +2),2+2) + 3y +y) + (2 + )
= ((x+2y—42)+ (@' + 2y —42"), 20+ 3y + 2) + (22" + 3y + 7))

(r+2y —42)+ (2 + 2y — 42), (2 + 3y + 2) + (22" + 3y’ + 7))

((m+2y—4z),(2x+3y+z)) (2" + 2y — 42"), (22" + 3y + 2))
= flz,y,2) + f(@ ), 7).
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> f(M(z,y,2)) = f(Az, Ay, A2)
= (Az+ 2 \y — 44Xz, 2z + 3 y + A2)
= (Mz+2y—42), 2z +3y+2))
= M(r+2y—42), 2z + 3y + 2)) = Af(z,y, 2).
o L’application de R® dans R? définie par :
9(x,y,2) = (z —y,y + 22)
est une application linéaire (a vérifier).
o L’application de R? dans R définie par :
Wz, y) =[x =yl
n'est pas linéaire car h(X +Y) # h(X) + h(Y).

On pourra écrire toute application linéaire f : R™ — R" comme suit :

T a1’y A2 ... Aipdy
f X2 A21T1  A22T2 ... A2pTy
Tn Am1T1 Am2T2 ... Ampdn

1.3.2 La matrice associée

La matrice associée a 'application f est :

ai a12 Ce Q1n
921 929 Ce Qon
A=
Am1 Am2 ... Qmnp
On remarque que :
T ay; Q2 ... Qaip T
f X2 Q21 Q22 ... QA2pn X2
Tp Am1 Qm2 ... Qmpp Ty,
Exemple 1.3.2.
f:R® — RS
T 2z + 3y + 2z
r — fly|= r—y+4z
z Tr — 3z

La matrice associée a l'application f est :

2 3 2
A=11 -1 4
7 0 =3
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1.4 Application linéaires associée a une matrice

Soit
a1 a19 Ce QA1
ag1 Q22 ... Q9pn . ;
A= ] ] ) ] une matrice donnée.
Am1 Am2 ... Qmp

L’application linéaire associée a la matrice A définie par :

xq a1n a2 ... dip T
T2 G21  Qdg2 ... d2p X2
f =
Tn Am1 Am2 .- Gmp T,
Exemple 1.4.1.
2 3 2
A= 1 -1 4
7 0 -3

L’application linéaire associée a la matrice A est :

T 2 3 2 T 20 + 3y + 22
flyl=11 -1 4 y | = T —y+4z
z 7T 0 =3 z Tx — 3z

1.5 Changement de base, Matrice de passage

Définition 1.5.1. Une famille de vecteurs (1, xs,- -, x,) de E est dite libre ou linéai-
rement dépendants si pour tout oy, ao, - - -, a, € K tels que,
a1ty ot + - tar, =0=—= o =ay=---=a, =0.

Exemple 1.5.1. Dans R? les vecteurs 1 = (0,1,3), 22 = (2,0,—1) et 23 = (2,0,1) sont
libres car :
200 + 203 = 0
\V/O./l,OQ,O[g GR,OQJZl—’—O!QZL‘Q—I—O[gZL‘g =0 = a; =10
3041 — Qg+ o3 = 0
— a;+ay+az3=0.

Définition 1.5.2. Une famille de vecteurs (x1,xq,- - -, x,) de E est dite génératrice de
E ou engendre E si tout vecteur x de E est une combinaison linéaire de (z1,xq,- - -, xy)
c’est a dire :

Ve € E,day,a,- -, a, € K tels que x = aqx1 + aog + - - - + Q.



18 CHAPITRE 1. MATRICES ET DETERMINANTS

Exemple 1.5.2. Dans R? les deux vecteurs x1 = (2,3) et zy = (—1,5) est une famille
génératrice car : V(z,y) € R Jay, an € R tel que :

(r,y) = x4+ asxrs = a1(2,3) + as(—1,5) = (209 — g, 30 + Ha)
N 5T + vy
T =200 — Qo 1= 3
e {y:3a1+5062 = a2:—§l‘+2y
13

donc (an, o) existe pour tout (z,y) € R2.

Définition 1.5.3. Une famille de vecteurs (xq,xs, -, x,) d’un K-espace vectoriel (E,+,-)
est une base de E si elle est a la fois libre et génératrice.

Exemple 1.5.3. By = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} est une base de R3, en effet :
(i) By est libre car : a(1,0,0)+/5(0,1,0)+v(0,0,1) = (0,0,0) = (a, 8,7) = (0,0,0) =
(it) By est génératrice de R? car :
V(x,y,2) € R (z,y,2) = 2(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0,1).

Définition 1.5.4. Soient By, By deuz bases de E. On appelle matrice de passage de By
d By la matrice de M, (K) dont les colonnes sont formées des composantes des vecteurs de

By exprimés dans la base By, on la note Pass(By, Bs), c’est a dire, si By = {e1,ea,- -, €.}
et By = {e}, ey, -+ e} alors,
/
€, = a11€61 + ag169 + - - - + An1€n,
/
€y = Q12€1 + a92€9 + -+ An2€Cn,
/
€, = Qip€1 + agpéea + - - -+ Appn,
et
aipr a2 ... Qapi
21 A22 ... QAp2

Pass(By, By) =

A1p A2, --. Gpp
Exemple 1.5.4. Soient E = R?,
Bl = {61 = (17 1,0),62 = (O, ]_, 1)763 = (1, 1, 1)},
By = {e/=1(2,1,0),¢,=(0,2,1), ¢4 = (1,1,1)}

deur base de R® (a vérifier).
Déterminer la matrice de passage de By a Bs, on a :

6/1 = ai1€1 + Q913 + A31€3 6,1 =e1 — ey + €3

6/2 = Q12€1 + A99€9 + Q393 =—> 6’2 =e1; + 2e9 — €3
/ /

€3 = a13€1 + ag3€2 + a33€3 €3 = €3
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Alors,
1 1 0
Pass(By,By) =] -1 2 0
1 -1 1

Propriétés 1.5.1. Soient By, By, B3 trois bases de E, alors,
1 Pass(B1, B3) = Pass(By, By) X Pass(Bs, Bs).
2 Pass(By, By) = I, (matrice identité).
3 P = Pass(By, By) est inversible et P~ = Pass(Ba, By).
1 2 0
3 —1 4 )
Calculer A', A'A, AAY tr(A'A) et tr(AAY).

1 3
Az(é _21 Z)alors,tA: 2 -1 1.
0 4

10 —1 12 5 1
12 —4 16

Exercice 1. Soit A =

Solution :

3 2
tr(A'A) =) a; =104+ 5+ 16 = 31 et tr(AA") =) a; =5+ 26 = 31.

i=1 =1

Exercice 2. Soient A, B et C trois matrices tel que :

1 0 1 0 0 -3 0 1 2
A=|-11 1|, B=|[3 0o -3|, c=|56 1 5
1 1 -1 3 -3 6 3 —2 -2

On pose M = 3A + 2B.
1) Calculer M?, |M?|,tr(M?), f(M) tel que f(z) = 2* + 2z — 15.

2) Déduire que M est inversible et calculer son inverse M~".

Solution :

1 0 1 0 0 -3 3 00
M=3A+2B=3| -1 1 1 +21 3 0 =3 |=1030|=3L.
1 1 -1 -3 =3 6 0 0 3

1) M2 =913, |M?| = 729, tr(M?) = 27, f(M) = M?>+2M —15I5 = 9I3+61;— 155 = 0.
M + 21y

2) Ona: M2+2M — 1513 = 0 = M (M +215) :1513:>M< I

) = I3, donc

1 1
M est inversible et son inverse M ! = B(M +213) = §]3
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Exercice 3. Soient A et B deux matrices tels que :

§ 1 E 5) 0 -1
4 4
16
a=| L2y g1 5
4 3 4
—4
11 0 — 6
0 _
3 3
1
OnposeC’zA—i—ZB.
1) Calculer C*,C*,C™",S = C+ C*+ C? + -+ -+ C"|C? et f(CO) tel que f(z) =
3+ 2 —12.

2) Déduire que M est inversible et calculer son inverse C 1.

Solution :
§11 5 0 -1
4 4 20 0
1 12 1| 1| 4 16 4
C=A+-B=| > 2 = - — (o020 |=25n
1 13 12|71 3 3
011 0;46 00 2
3 2 3

1) 02 — 4[3, C3 — 8[3, Cn — 2”[3,
S est une sommes des termes d’une suite géométrique de terme général U,, = 2" de
premier terme U; = 1 et de raison ¢ = 2, alors,

S=C+C*+C%®+- -+ 0" = 2L;+4l;+8I;+ - +2"I;
= 2+4+8+---+2")I;
= 2(2" — 1)1,

€2 = 64 et f(C) =%+ C? —12I; = 81 + 4I; — 12I; = 0.
c?+C
- ) 1,
1 1
Donc C' est inversible et son inverse C~1 = E(C’2 +C) = 513

2) Ona:C3+C'2—12I3:0:>C'(C'2+C'):1213:>C<

Exercice 4. Soient A, B et C trois matrices tels que :

-1 1 1 =2 1 111 0 001
1 -1 =2 1 1 111 0010
A= 1 -2 -1 1 ’ B = 111 1| ¢= 0100
-2 1 1 -1 1 111 1 000



1.5. CHANGEMENT DE BASE, MATRICE DE PASSAGE

21

1) Calculer C? et déduire C".
2) Montrer que AC' = CA (La commutativité de la multiplication matricielle).
3) Calculer B* et vérifier que B = A+ 21, + 3C'.
4) Déterminer o et 3 tel que A2+ aAC + BI, = 0. (I est une matrice identité d’ordre
4).
5) Déduire que A est inversible et calculer son inverse.
Solution :
1) Calculer C? et déduire C~' :
0001 0001 1 000
5 10010 0010 0100
C=CxC=1 g 100||loto0]| 0010
1000 1 000 0001

On a: C x C~' = I,, alors, par identification, on obtient, C~' = C.

2) Montrer que AC = C'A (La commutativité de la multiplication matricielle) : on a :

1 1 1 =2 000 1 2 1 1
1 -1 -2 1 0010 1 -2 -1
AC=1 1 5 1 3 0o100]| " 1 =1 =2
2 1 1 -1 1000 -1 1 1
et
000 1 -1 1 1 =2 2 1 1
0010 1 -1 -2 1 1 -2 —1
CA=1191 0 0 1 -2 -1 1 | [ 1 -1 =2
1000 2 1 1 -1 -1 1 1

Alors, la multiplication est commutative.
3) Calculer B? et vérifier que B = A + 21, + 3C :

-1 11 1 1111 4 4 4
. 11 111 1| | 444
Bo=bBxB=| 1 1 14 1111|4424
1 111 1111 44 4
On a:
1 1 1 -2 1000 0
1 -1 -2 1 0100 0
A42I,4+3C = S (2 Bl I
2 1 1 -1 000 1 1
1111
1111
= l1111]|"%
1111

-1
1
1
-2
-1
1
1
-2
4
4
4
4
0 01
010
1 00
000
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4) Déterminer « et 3 tel que A% + aAC + BI, =0 :

A2 4 AC + B, =0

7 -6 —6 6 20 a a -« 6 0 0 O
— -6 7 6 -6 n a 20 —a « n 0O B 0 0
-6 6 7 -6 « —a —2a « 00 8 0
6 -5 —6 7 —-a a a 2« 0 0 0 p
0000
10000
10000
0000
7T—2a+p -6+« —6 + « 6— 0000
— —6+a T—-2a+pf 6—a —6+ « 10000
-6+« 6 — T—2a+f83 -6+« 1000 0|’
6— « —6+ « —6+a T7T—2a+( 0000
par identification, on obtient,
7T—2a+5=0 PN a=06
6—a=0 B =5.
5) Déduire que A est inversible et calculer son inverse : on a :
A+6C
A2+6A0+5f4=0<:>A(A+60):—5I4<=>A<— +5 )—14,

donc A est inversible et son inverse

-1 -1 1 4

—1 —1 1 -1 4 1
-1 __ _

AT = . (A+6C) =1 4 1

4 1 1 -1



Chapitre 2

Systemes d’équations linéaires

2.1 Généralités

Définition 2.1.1. On appelle systémes d’équations linéaires de m équations et n incon-
nues un systeme de la forme :

111 + a19T9 + ... + ATy = b1
9121 + A99%o + . .. + AopT, = by
. (2.1)
Am1T1 + QmaXo + . .. + Gy = b

ot les coefficients a;; et b; sont données, et ot les x; sont des inconnues dans R ou C

Peut s’écrire le systeme (2.1) sous la forme matricielle :

AX =B
ou
a1 a2 ... Qip T by
e TS R IS el IV
A1 Qm2 - Gmn T b,
Exemple 2.1.1.
20 4+ 3y + 22 =10 2 3 2 x 10
r—y+4z=-5 <<= |1 -1 4 y |=| —5
Tx —3z =11 7 0 =3 z 11
Ou
2 3 2 T 10
A= 1 -1 4 , X=lvy |, B=| -5
7 0 =3 z 11

23
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2.1.1 Rang d’un systéeme d’équations linéaires

Définition 2.1.2. Soit A € M,,,(K). On appelle rang de A le nombre mazimum de
vecteurs colonnes de A qui sont linéairement indépendants et on a : rg(A) < min(m,n).

Définition 2.1.3. Le rang d’une matrice A est lordre du déterminant non nul, le plus
élevé, extrait de A.

Définition 2.1.4. On appelle rang du systéme linéaire (S) le rang de sa matrice associée
rg(S) =rg(A) = rg(f).
Exemple 2.1.2.

31 2 3

5 -1 =3 4
A= 2 4 9 3|

1 -2 -1 4

on trouve |A| =0, donc A est de rang r < 4. Parmi les matrices d’ordre 3 extraites de A,
on trouve

31 2
Ai=|5 -1 -3 |,
2 4 9

de déterminant égal a 2. Il en résulte que rg(A) = 3.
Exemple 2.1.3.

113 5
B=]1125 9 [,
2 3 8 14
les quatre déterminants d’ordre 3 sont nuls, par contre le déterminant d’ordre 2 extrait de

B, on trouve

11
Bl_<1 2)7

n’est par nul, il en résulte que rg(B) = 2.

2.2 Etude de ’ensemble des solutions

Soit le systéme (2.1) que nous supposons de rang r est écrit de telle fagon que le
déterminant A des coefficients des r premieres inconnues et r premieres équations soit
non nul.

Déterminant caractéristique : on appelle déterminant caractéristique de (2.1) le
déterminant de la forme :

ap; - ap by

Dy=| - 7 - k=r+1r4+2,---,m.
arl '+ G by

g1 - Qg by
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> Sir=m =n, le systéme (2.1) admet une seule solution.

> Sir < m <n,lesystéme (2.1) indéterminé a (n — r) parametres.

> Sir < m et si 'un au moins des déterminants caractéristiques de (2.1) non nul,
(2.1) n’a pas de solution.

> Sir < m et siles déterminants caractéristiques de (2.1) sont nuls, (2.1) réduit aux
r équations et se résout comme dans le deuxieme cas.

Exemple 2.2.1.

TH+Y+22=-2 11 2 . —2
r+2y+3z=a 1 2 3 - a -
3r4+hy+8 =2 ~ |35 8 Y1 2 — AX =B
52+ 9y + 14z = b 3 9 14 b

Les quatre déterminants d’ordre 3 sont nuls, par contre le déterminant d’ordre 2 extrait

1 ; n’est par nul, A est de rang 2.
Les déterminants caractéristiques :
1 1 =2 11
Di=]1 2 a |=-2a+4 et Dy=1]1 2
3 5 2 59

—4a + b+ 2.

QN
I

e Si Dy #0 ou Dy # 0 alors, ce systéme n’a pas de solution.
e Si Dy = Dy =0, dons ce cas ce systeme indéterminé a un parametre z :

r=-32—26
{y:z+4 z € R.

2.3 Les méthodes de résolutions d’un systeme linéaires

2.3.1 Résolutions par la méthode de Cramer

Soit (S) un systeme linéaire carré c’est a dire sa matrice A est carrée, avec l'interpré-
tation matricielle AX = B. Si la matrice A est inversible on peut résoudre ce systéeme par
méthode de Cramer.

Nous noterons A; la matrice A des coefficients dans laquelle on a remplacé la i
colonne par la matrice B.

La résolution du systeme, par la méthode de Cramer, donne

~ det(A)’

T 1=1,--- n.
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Exemple 2.3.1.

(St =(52)0)- (%)

Ca nous donnera

et
' 4 —1’ ’ 3 4 |
-2 2 -5 =2
T = =0, Y= =14
3 -1 3 -1
-5 2 -5 2

Alors, X = ( :; ) = ( 164 > est une solution unique de ce systéme.

Exemple 2.3.2.

20 +3y — 2 =95 2 3 -1 x )
dr+4y—32=3 <+— 4 4 -3 y =13
—2r4+3y—z=1 -2 3 -1 z

Ca nous donnera

5 3 —1 2 5 -1 2 35
Al == 3 4 -3 5 A2 = 4 3 -3 5 A3 - 4 4 3
1 3 -1 -2 1 -1 -2 31
et
5 3 —1 2 5 -1 2 35
3 4 =3 4 3 -3 4 4 3
1 3 -1 -2 1 -1 -2 31
T = =1, Y= =2, z = =3
2 3 -1 2 3 -1 2 3 -1
4 4 -3 4 4 -3 4 4 -3
-2 3 -1 -2 3 -1 -2 3 -1
T 1
Alors, X = | y | = | 2 | est une solution unique de ce systéme.
z 3

2.3.2 Résolutions par la méthode de la matrice inverse

Soit (S) un systéme linéaire carré, avec l'interprétation matricielle : AX = B. Si la
matrice A est inversible on peut résoudre ce systéme par la méthode de la matrice inverse
comme suit :

AX =B X =A"B.
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Exemple 2.3.3.
v —y=4 — 3 -1 T\ 4
—bx + 2y = -2 -5 2 y ) \ =2/

|A| =1 # 0 <= A est inversible.

On a :

On peut calculer A~ comme suit :

com(A) = < L ) = [eom(A) = ¢ . ) .

Ca nous donnera

e () =(5 ) (4

Exemple 2.3.4.

20 +3y —2=5 2 3 -1 x )
dr+4y —32 =3 <<— 4 4 -3 y|l=131].
—2r+3y—z=1 -2 3 -1 z 1

|A| =20 #0, alors, A™' existe.

Alors,

On peut calculer A= comme suit :

NE I A
3 -1 -2 -1 -2 3
5 10 20
3 —1 2 -1 2 3
com(A) = | — a 1| TlZ9 1] 7|29 3 =1 0 —4 —-12 |.
-5 2 -4
n 3 —1 2 -1 n 2 3
4 -3 4 -3 4 4
Finalement,
1 5 0 =5
A7l = eom(A)]=—1| 10 -4 2
det(A) 20 20 —12 —4
Alors,
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2.3.3 Résolutions par la méthode de Gauss

Le principe de cette méthode est de transformer le systéme :

a11x1 + a1pxs + ... + a1, = by
911 + Q999 + ... + AonTy = bQ

(2.2)
Ap1T1 + oo + ... + Ay = bn

a un systéme :
1121 + a19%9 + ... + a1pT, = by
/ / /

/ _ L/
a,,,Tn = by,

Application de la méthode de Gauss : pour simplifier le calcule, on pose n = 3, alors
le systéme (4.11) devient :

a1171 + a19%2 + @133 =by — E)
2171 + Q222 + A23T3 = by — Ey
a31%1 + azaTs + azzxrz = bz — K3

Etape 1 : élimination de z; dans Fs et Ej

El = F, .

pl_p _p a11r1 + apTs + a3r3 = by — Ej

o — L — — L / / 1/ 1

31 / / 3/ 1

El=FE;— —F, (3972 + a3 = by r Es
a1

Etape 2 : ¢limination de xo dans Fi

E2 — El 2
E% . Ell 1121 + Q122 + 1373 = b1 — El
2T — AhoTy + ahax3 = by — E2
Ao 22002 T Qo313 = U 2

B =B - “2p s =t — E3

!
Q99

/7

. : b
On obtient alors la solution, en commengant par : z3 = —#, x5 et ;.
33

Remarque 2.3.1. La méthode de Gauss est applicable dans le cas ou a¥, # 0, Vk <n.

Exemple 2.3.5.
2¢r+3y—z2=5 — E;
do+4y—32=3 — Es
—2x+3y—z2=1 — Ij
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Etape 1 : élimination de x dans Es et Fs
B =B 21 + 3 5 E!
1 a1 - X Yy —z= — 1
EQ*EQ_aTlEliEQ_2E1 — —2y—z=-7 — Ej}
E§:E3—@E1:E3+E1 6y —2:2=6 — Ej
aii
Etape 2 : élimination de y dans E}
2 _ il
E Yot 3y—z=5 — E?
2T = —2y—z2=-7 — E}
E§:E§—CTEZE1:E§+3E21 —5z=-15 — E2
2 5 2 1
Alors, E5 donne z = — = 3, E5 donne y =2 et E5 donne x = 1.
T 1
Finalement, X = | y | = | 2 | est une solution unique de ce systeme.
z 3
Exercice 1. On considére la matrice C' définie par :
o+ 2 1 -1
C= 12 2a+2 2
o 2
1. Calculer le déterminant de C'.
2. Soit P(a) = 2a® + 8a? — 8a — 32. Calculer P(2).
3. Pour quelles valeurs de «, C' est inversible.
4. On consideére le systéme d’équations linéaires suivant :
a4+ 2 1 —1 x 1
12 2a+2 2 y =1 —-11. (2.3)
« 2 « z 0

Résoudre le systéme (4.11) pour a« € R — {—4,—2,2} par la méthode de Cramer.

Solution : on considere la matrice C' définie par :

o+ 2 1 -1
C = 12 2a+2 2
Q 2
1. Calculer le déterminant de C' :
2 o a a 2
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2. Soit P(a) = 2a® 4+ 8a? — 8a — 32. Calculer P(2) : P(2) = 0.

3. Les valeurs de a pour que C' soit inversible :
C est inversible <= |C|# 0.

P(a) =0 <= (a — 2)(ac’® + ba +c) = 0.
Par identification ou division Euclidienne, on trouve :
Pla)=0 <= (a—2)(2a*+12a+16) =0

— (a—=2)(a+2)(a+4)=0
<~ a=2Va=-2Va=-4

Par conséquent, C' est inversible si « € R — {—4, -2 2}.

4. On considere le systeme d’équations linéaires suivant :

a—+2 1 —1 x 1
12 2a+2 2 y =1 -11]. (2.4)
Q 2 o z 0

Résoudre le systéme (4.11) pour o € R — {—4, —2,2} par la méthode de Cramer :

1 1 -1
Ci=| -1 2a+2 2 | =|Ci|=2a+3a—2,
0 2
a+2 1 -1
Cy = 12 -1 2 | =10y =—-a*—13q,
Q 0
o+ 2 1 1
Cs = 12 2a+2 -1 | = |C3) =—-2a° —a+28.
« 2 0
|G 20% +3a — 2 |G —a? — 13«
el (oz—2)(oz+2)(oz+4)7y_ IC]  (a—2)(a+2)(a+4)
o |Cg| . —2(1/2 —a+28

IC]  (a—2)(a+2)(a+4)
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Exercice 2. Soit la matrice suivante :
2 1 0
M=] -3 -1 1
1 0 -1
1 00
1. Caleuler A=1I3— M et B = I3+ M + M?. Rappelons que s =1 0 1 0
0 01
2. Calculer Ax B et B x A.
3. Déduire que B est inversible et donner son inverse.
4. Résoudre le systéme d’équations linéaires suivant :
dr+2y+z2=1
—0r —2y—2=2
20 +y+z2=-—1
(a) en utilisant la question 3.
(b) en utilisant la méthode de Cramer.
Solution :
2 1 0
M=] -3 -1 1
1 0 -1
1. Calculons A=I3— M et B=1I3+ M+ M?:
100 2 1 0 -1 -1 0
A=Ii—-M=(010 |- -3 -1 1 = 3 2 -1
0 01 1 0 -1 -1 0 2
et
100 2 1 0 1 1 1
B=1I;+M+M* = 010+ -3 -1 1 |+|-2 -2 -2
0 01 1 0 -1 1 1 1
4 2 1
= -5 -2 -1
2 1 1
2. Calculons Ax Bet Bx A:
-1 -1 0 4 2 1 1 00
Ax B = 3 2 —-1|x| -5 -2 -1 |=[0120/|=1I
-1 0 2 2 1 1 0 01
et
4 2 1 -1 -1 0 1 00
BxA=] -5 =2 -1 | x 3 2 —-11]=1010]|=I;
2 1 1 -1 0 2 0 1
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3. Déduire que B est inversible et donner son inverse B~! :ona:Ax B = Bx A = I,
donc B est inversible (|B| # 0) et son inverse donné par :

-1 =1 0
Bl'=A=]| 3 2 -1
-1 0 2

4. On va résoudre le systeme d’équations linéaires suivant :
dr+2y+z2=1
—br —2y—z=2
2t +y+z=-1

(a) en utilisant la question 3 :

dr+2y+z2=1 4 2 1 x 1
—Sr -2y —2=2 <= -5 =2 -1 y | = 2
2r+y+z=-1 2 1 1 z —1
x 1
<~ By |= 2
z —1
T 1
= y | =B 2
z -1
T 1
= y | =A| 2
z —1
x -1 -1 0 1
<= y | = 3 2 -1 2
z -1 0 2 —1
x -3
<= y | = 8
z -3

(b) en utilisant la méthode de Cramer :

de +2y+z2=1 4 2 1 T 1
—Sr -2y —2=2 <= -5 =2 -1 y | = 2
2r+y+z=-1 2 1 1 z —1
x 1
<~ By |= 2
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On a : |B| # 0 donc ce systeme admet une seule solution.
Ca nous donnera
1 2 1 4 1 1 4 2 1
By = 2 =2 =11, Bb=| -5 2 —-1|, Bs=| =5 =2 2
-1 1 1 2 -1 1 2 1 -1
et
1 2 1 4 1 1 4 2 1
2 -2 -1 -5 2 -1 -5 =2 2
-1 1 1 2 -1 1 2 1 -1
Tr = g —37 y g g 87 z = g —3
4 2 1 4 2 1 4 2 1
-5 -2 -1 -5 -2 -1 -5 =2 -1
2 1 1 2 1 1 2 1 1
x -3
Alors, X =] y | = 8 est une solution unique de ce systeme.



Chapitre

Les intégrales

L’origine de la théorie actuelle de l'intégration remonte a 'antiquité avec le souci
de la mesure des aires, des longueurs et des volumes, "géometre" signifie en grec ancien
"arpenteur’ c’est a dire "celui qui mesure la terre". Trois idées fondent le concept de mesure,
la premiere est la définition de la mesure pour des ensembles simples : b—a pour la longueur
du segment [a, b], L1 Ly pour 'aire d’un rectangle dont les cotés mesurent Ly et Lo, L1LoLs
pour le volume d'un parallélépipede rectangle dont les c6tés ont pour longueurs Ly, Lo
et L3. La seconde idée est celle d’addition : la mesure de la réunion de deux ensembles
disjoints est égale a la somme des mesures de ces ensembles. La troisieme idée est celle
de continuité de la mesure : ainsi la longueur du cercle est la limite des longueurs des
polygones réguliers inscrits dans ce cercle. C’est cette voie que nous allons suivre pour
construire l'intégrale d’une fonction continue : on commence par définir 'intégrale d’une
fonction constante, puis celle d’une fonction en escalier et enfin celle d'une limite d’une
suite de fonctions en escalier.

La forme moderne de cette construction est due a Georg Friedrich Bernhard Riemann,
1826-1866, et a Jean Gaston Darboux, 1842-1917. La théorie de la mesure trouvera sa
forme achevée grace aux travaux de Henri Léon Lebesgue, 1875-1941.

On cherche dans ce chapitre a construire I'opérateur réciproque de 'opérateur de
dérivation.

3.1 Intégrale indéfinie, propriété
Définition 3.1.1. Soit f une fonction continue sur I. On dit que F : I — R est une

primitive de f sur I si et seulement si la dérivée de F' donne f(F' = f). On prend alors
I’habitude de noter toute primitive de f sous forme :

F(x) :/f({E)dZL‘

et s’appelle aussi intégrale indéfinie de f.

34
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Exemple 3.1.1. Soit f: R —{—3} = R — {3} définie par :
2
S N .
o) ="+ (2x + 3)?

Alors, F:R—{=3} - R —{-3} définie par :

est une primitive de f.
La fonction définie par :

1 1
F(z)= -2+ 1 —
() = 32"+ \/§+2x+3

est aussi une primitive de f.

Remarque 3.1.1. La primitive d’une fonction s’il existe n’est pas unique.

Primitives des fonctions usuelles

3.1.1
f(x) [ f(z)dz f(z) J f(x)dx
", n £ —1 n%rl:c"“ +c e"®, n € R* Len® + ¢
5 —Z+c¢ = In|z|+ ¢
1 f'(@)
7 2\/x + ¢ i 2\/f(x) +c
sin x —Ccosx + ¢ cos T sinx + ¢
sin(ax + b) — 2 cos(az +b) + ¢ cos(ax + b) Lsin(az +b) + ¢
tan z —In|cosz| + ¢ cot x In|sinz| + ¢
tan(az +b) | —LIn|cos(az +b)| + ¢ | cot(ax +b) | 2In]sin(az + b)| + ¢
sinh z coshz + ¢ cosh x sinhz + ¢
tanh = In(coshz) + ¢ coth x In(sinhz) + ¢
— In |tan §| +c — In | tan(% + J)| + ¢
Sin12 - —cotx +c¢ COSIQ - tanx + ¢
Sinihx In|tanh 7| + ¢ CO%M 2arctane” + ¢
v —cotz +c T tanhx + ¢
1:1,2 arctan  + c — sIn [ + ¢
e arcsinx + ¢ o In|x++vVz2+a|+c
f’(x?f"(a:) —f" (@) + ¢ / 1J{f(f()x) arcsin f(z) + ¢
o) In |f(z)| +c Ll o n>2] L4 ceR
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Proposition 3.1.1. Soient f et g deux fonctions continues et A € R, on a :
> /[f($) + g(z)]dx = /f(x)dx—i—/g(x)dx.
> /)\f(x)da::)\/f(a:)dx

Exemple 3.1.2. ¢ est une constante réelle.
]1:/(x4—@+x+¢§)dx = /<x4—x%+x+\/_) x

= 15 - Zp3 4 \Vor e

xt =322 +4
o = [T - ( )
= gx — 3z — % c.
: 1
Iz = /<\/_—\3/ﬁ+4)dx:/(x2—:v3+x_i>da:
o 3
= %x% §§+4x4+c—2\/_ 3\3/_+4\4/§+C-

171
/2 (22 4 5)" dx—2{8(23:+5)8} +c

1] -1
I = /7 / _ =t
o 0 Baz—57 " 6 3952 TG [2(3x2 - 5)2] T

-1
= Ta@E2—z T O

—1
1:/7 / G =3 1| T mEe O
. 4P 3 3:v— ! 3[4(:%—4)4]” 23z 41 €
e 2x+1
[ ) 17: 71’: /7
?2+r—2 ?+x

2z + 1 2¢ + 1
Iy = 2/—dx:2\/:62—|—m+ + c.
— \/x2—|—x+ 2Vt +ax+1

3.1.2 Meéthodes des intégrations

dr =In(z* +2 —2) +c.

1. Intégration par parties :

Théoreme 3.1.1. Soient u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I.

On a :

Preuve : on a : [u(z)v(z)] = v/'(x)v(x) + u(z)v'(x) et on integre, alors,

/[u(m)v(w)]'dm = / x)dx +/

— u(z)v(z) = / dx—i—/
= / z)dr = u(x)v(z) — / (2)v'(z))dz.

Remarque 3.1.2. On utilise ["intégration par parties dans le cas ot la fonction a in-
tégrer est une fonction élémentaire ou produit des fonctions élémentaires suivantes :
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fonctions trigonométriques, polynomes, fonctions inverses des fonctions trigonomé-
triques, In[f(x)],ef @, ...
La méthode de l’intégration par parties s’emploie fréquemment dans le calcul des

intégrales de la forme : /xk sin xd:v,/a:k coS a:da:,/:rk In xdm,/xke”da:.

Ou bien dans les formules de réduction qui introduits pour chaque intégrale une nou-
velle intégrale, de méme forme que l’intégrale initiale, mais ayant un exposant réduit
ou augmenté.

Exemple 3.1.3.
(a) Calculons /x" Inxzdx. On pose :

1 1
:1 / — / — N — ’I’L-i-l.
u(r) =Inz <= u'(x) = V' (z) = 2" <= v(x) 1t
1 1 1
/x” nxdr = ——a™! lnx—/iatnﬂ—d:p
n+1 n+1 T
1 n+1 1 n
= 2" nx /x dx
n+1 n+1
mn—‘,—l
- S R
" 1(n 1) +c, ce
(b) Calculons /xsinxdm. On pose :
wz) =z <= u(z) =1, V'(x) = sinx <= v(x) = — cos .
/msinxdm = — Cosx+/cosxdx
= —xCcosT +sinx+c
= z(sinz —cosz) + ¢, ceR.
(c) /ln(ax—i—b)da:. On pose :
() =1+ = =1 b) = v'(z) = ——.
u'(x) u(z) =, v(z) = In(az + b) v'(x) P
/1( 4 bydr = zln( +w)t/ @
n(ax r = zln(ar PSR

am+b_a:t+b

= xln(ax+b)—/[a$+b b ] x

a
d
axr +b v

= $ln(ax—|—b)—x+b/
a
b

= zln(ar+b) —z+ —In(ax +b) + ¢
a

b
= <x+a>ln(ax+b)—x+c, ceR.
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(d) /arctan:v. On pose :

1
() =1 = = arct ' (x) = )
u'(x) u(r) = x, v(x) = arctan x V' () o
/ arctanxdxr = xarctanz — / dx
2 —|— 1
= garctanz — / ——dx
2/ 2211
1
= xarctanx—§ln]x + 1| +¢, ceR.

2. Changement de variable :

si le calcul de / f(z)dz s’avere difficile, on remplace = par ¢(t) dérivable et donc

[ f@dz = [ fleole @t

(a) Pour calculer l'intégrale /(x + 3)*dx, remplacons x + 3 par t. Ce qui donne
r=t—3=dx=dt. Alors,

dx = ¢'(t)dt et on aura :

Exemple 3.1.4.

1 1
/(x+3)4dx:/t4dt:5t5+c:5(x+3)5+c, ceR.

(b) Calculons /\/sin$cos xdx. On pose :

dt
CcoST

2 2
—/t2dt gg c:§\/Sin3x+c, ccR.

t =sinz < dt = coszdr < dx =

/\/SHI.Z'COSQJd% = /t2 COS ™

cos
sin x
(c) Calculons /tanwdx:/ L dx. On pose :
cos
, dt
t=cosx < dt = —sinxdr <— dox = ——.
sin
i dt dt
/tanxdx:/smx —=— [ —=—In|t|+c=—In|cosz|+¢, ceR.
t —sinx t
sin® 1 — cos® z) si
(d) Calculons /tan?’xdx:/ — xd:v:/( z) 24w, On pose :
cos? cos® x
: dt
t=cosx <= dt = —sinxdr <= dx = ——

sinz’
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2
/tan3xdx _ /(1 t*)sinx  dt _ Cti;f‘i‘ cit

t3 —sinx
+In|cosz|+¢, ceR

1
= ——— +1Inlt =
2t2+n||+c 2cos? x
3

cos® (1 —sin?z) cosz
(e) Calculons/ — dx:/ 1

- dx. On pose :
sin® x sin®* x

dt
CoOST

t =sinx <= dt = cosxdr <= dr =

/ (1 —sin?x) cosT / (1 —t*)cosx dt

sint z 4 COS T
dt dt 1 n 1 n
e PR - = — I
td t2 33 t
1

= ———+ = +¢c, ceR
3sin®x  sinz

3.2 Intégration des fonctions rationnelles
Une fonction fraction ou fonction rationnelle est une fonction f(x) quotient de deux

P(z)
Q(z)

fonctions polynémes f(z) =

Exemple 3.2.1.
1 x+2 x4+ 3
fl(x)_x?’—i-l’ fQ(x>_1137+37 f3($>— (.73‘—1)4(1’2—2%%—3)3.

3.2.1 Décomposition en éléments simples d’une fraction

f(z) = ggg sur R

> 1" cas : si deg (P) < deg (Q).
Soit Q(z) = (x —a)*(x —b)™ -+ (x — )"(@® + pr + @)t - - - (2% + rz + 5)" avec

a,b, - -, csont des racines réelles et les polynomes de deuxiéme dégrés n’admet pas
des solutions (A; = p* —4q < 0 et Ay = 1% — 45 < 0). Alors,
P(z) _ Ay N Ay N As +i
Q(x) r—a (r—a)? (r—a) (x —a)k
B By Bs B,
P ey Ry ey I P AT
Cl Cg Cg Cn
+x—c+ (x —¢)? * (az—c)?’.“—i_(a:—c)”
Mix + Ny Msx + No Msx + Nj Myx + N
2+ pxr +q (x2+px+q)2+(x2+px+q)3“.+(a:2+px+q)é
Uiz + Vi Usx + Vy Usz + V3 Uiz + 'V,

22+rer+s (22 +rx+s)? (1’2—0—7'1'-1—5)3.” (22 +ra + s)t
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Exemple 3.2.2.
1.

B 1 B 1 B 1
J(x) = 25 -2 22(z3—1) 22(z—1)(22+x+1)
a b c dr +e
E+ﬁ+w—1 24+ +1
(a+c+dazt+(b+c—d+e)x®+(—a+c—e)z®—b

25— x2
Par identification, on obtient,
a+c+d=0, a=0,
b+c—d+e=0, — =—1,
—a+c—e=0, c:e:%
—1
Alors,
1 1 r—1
J@) == 3430 3@ r D)
2.
(2) x x
T = =
g @—D)z—-2) (@-Da+)(z—2)
a b c

SE—1+SE—|—1+ZE—2
(a+b+c)x?* + (—a — 3b)r —2a+2b—c

@~ (-2
Par identification, on obtient,
a+b+C:O, a:—%7
—a—3b=1, = b=—g,
—2a+2b—c=0, c:%
Alors,
(2) 1 1 n 2
r)=— — .
g 20r—1) 6(z+1)  3(x+2)
3.
202 -3z +3 222 -3z +3
h<I> = 3 9,2 - _1)2
=222+ x(r—1)
a b c

S rti it ey

(a+b)x®> + (—2a—b+c)r +a
3 =222+ '
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Par identification, on obtient,

a+b=2, a =3,
—2a—b+c=-3, <= ¢ b=—-1,
a=3, c=2.
Alors,
3 1 2
h(z) = —

x :c—1+(:c—1)2'
Donc il suffit de connaitre les valeurs des intégrales de ces types pour déduire celles
des intégrales des rationnelles.

> 2™¢ cas : si deg (P) > deg (Q).
On dévise P(z) par Q(z) de telle sorte que le reste R(x) ait deg (R) < deg (Q). Si
S(z) la solution de la dévision, alors, P(x) = Q(x) - S(x) + R(x). Finalement,

P(x) R(x)
=S(z) + )
o ")
. R(x :
ou se traite comme 17 cas.
Q(z)
Exemple 3.2.3.
1.
23+ 322 + 50+ 7 3z +1
f(z) P T+ +x2+2
2.
() 28+ 224 4+ 223 — 1 +2a:3—a:2—1
x) = =r4+ —F
g x(x? +1)2 z(z? +1)2
20 —a* -1 a. bx+c+ dr + e
(22 +1)2 x 22+ 1  (22+1)2
_ (a+b)at+ e’ + (2a+b+d) 2P+ (c+e)z+a
B x(x? 4 1)2 ‘
Par identification, on obtient,
a+b=0, a=—1,
c=2, b=1,
20a+b+d=-1, <= c=2,
C + e = 07 d = s
a=—1, e=—2.
Alors,
1 x42 2

9(3”):95_;"'1:2_1_1_(:624_1)2'
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3.
41 a2 —6x + 1
hz) = 3 2 - 3 2
3 — bx? + b6x 3 — bx? + 6
522 — 6x + 1 522 — 6x + 1 a b c

25— 512+ 6 z(r —2)(x — 3) :E+x—2+x—3

(a+b+c)x? + (—ba — 3b — 2¢)x + 6a

x3 — bx? + 6x
Par identification, on obtient,
a+b+c=05, a=g,
—5a —3b—2c = —6, <= =22
6a =1, c= %.
Alors,
1 9 28
h(x) =1+ — —
6x 2(x—2) 3(z—3)
4.

xt —32%2 -2

(r) = —© g Tt L
(z) x4+ 322+ 2 +x4+3x2+2

-3z -2 —3x? -2 _ar+b  cr+d

o+ 32242 (224 1)(@2+2) 22+1  a2+2
_ (a+ce)@P+ b+ d)a*+ 2a+c)x+2b+d
B xt + 322 + 2 '

Par identification, on obtient,

a+c=0, a=0,
b+d= -3, PN b=1,
2a+c =0, c=0,
2b+d=-2 d= —4.
Alors,
1 4
k(x) =1 — )
@) =1+ 7~ e

d d
3.2.2 Intégration du type / & ,/( . G
r—a’ (r—a

+c, sik>2.

In|z —al+ec, sik=1
/ dz = -1 ceR.
(z —a)f

(k—1)(x —a)k1!



3.2. INTEGRATION DES FONCTIONS RATIONNELLES

43

Exemple 3.2.4.
x

1. Calculons / = 1)@ =2) dx

/(x2—1:§(x—2)dx - _/Qxd: _/6;111 +/3jdj—62)
) E /:L’—i—l /x—i—Q

1
= —71n|:1:—1\—fln]$+1]+fln]x+2]—|—c

2 _
2. Calculons/w)dx.

3 — 222 + 1
/2x2—3x+3dx B /Sdaj_/ / 2dx
3 =22+ N z—1 (x —1)2

- 3/ /:p—l /xix1)

2
= 3ln|z|—Injz - 1|+ — +¢, ceR.
x_

1

3+ 1
— dx
3 — Hx? + 6z

2+ 1 52 —6x + 1
—_—dx = /d / —_dx
/x3—5x2+6x$ + — 512 + 6
B /d:c+/ / 9dm / 28dx
N 2(x 3(x
dx 28 dx
_ /dx /*_* 38
6 r—2 3 r—3

9 28
= x+61n|m|—51n|x—2|+§ln|x—3|+c,

3. Cualculons /

ceR.

c € R.

) )
4. Calculons _ant dr = / ST dx. (Par changement de variable).
coS T

1+ cosx (14 cosx)
On pose :

dt

t=cosx <= dt = —sinxdr <= dx = — .
cos T

/ sin x ir — _/
cosz(1 + cosx) B tt+1)

dt dt
_ _/?+ =t + |t + 1]+

t+1

+1 1
’+C—ln‘1+
cos

= In +c¢, ceR
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Mx+ N
3.2.3 Intégration du type /zf—i_de:z:
N )

On remarque que 2 +pr+q = (:H—%)Q—l—(q—%), sionpose r+5 =tet q—% =a?>0,

/ Mz + N ir — /M(t—’z’)Jrth
22 4 pr + ¢ 2 4 a?
tdt
- (V50 [
2 + a? t?2 + a?
2N M
= —ln|t2 |+7parctan—+c
2ce «

M 2N — M 2
= —Inl2® +px+q\+7parctanu+c, ceR.
2 200 200
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Exemple 3.2.5.
23+ 3x% +5r+ 7

1. Caleul / da.
Calculons o T

5 +322+5 7 3 1
/:c+x+:c+dx:/($+3d+/:c+ d
% 42

1 3 2 2
= fx2+—1n|$2+2|+£arctanQ+c, ceR.
2 2 2 2
d
2. C’alculons/ < 5
0 —x
/ dx / / / z—1
— dzx
zd — 12 r—1 3J) 22+x+1

1 1 1 V3 V3(2x +1)

— E+§ln|a:—1|+61n]x2+x+1\+?arctan 3 +c, ceR.

.I'4

3. CGZCUZO’HS/QMMCZI’

/ZE4 d /d +/ 3t 2
T et T SL‘
x4+ 3224+ 2 x4—|—3x2+2

Jar [ g it
= X
241 x2+2

2
= 2+ arctanz — 2v/2arctan \/;x + c, ceR.

Mx+ N
3.2.4 Intégration du type /( . +«%’ -l-+ )£d$
L2 T pr T+ q

. . 2 .
Si on pose comme ci-dessus, v + 5 =t et ¢ — & = a? > 0, on obtient :

/ Mx + N J M/ tdt +2N Mp/
—_—Ar =
(2 +px +q)° (t2 + a?)* t2+a2)

Etudiions séparément les deux intégrales obtenues dans le second membre.
La premier se calcule de maniere tres simple :

/ / 2tdt B -1
(12 + 042 ‘= 2 (12 + a2)f a 200 — 1)(t2 + a?)t-1

le calcule de la seconde intégrale est un peu plus compliqué. Soit

dt
[:/7, (=1,2,3,---
)2+
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Si on integre par parties, en posant,

1 20t
On obtient :
t t2
I = (2 + a2)! +2£/ (2 +a2)e+1dt

2

t (1 + a?) — «
= (2 + a2)! +2€/ (2 + a2)fH dt

t dt ) dt
= @ray T V @2 +a2)f / (2 + oﬂ)“l] te  ceR

C’est a dire

+ 201, — 2002, .

L= ——
T2+ a?)

Ainsi, on obtient la relation de récurrence :

1 t 20 -1

A | P
17 2002 (12 + a?)! T 2 ()

qui nous permet de calculer I, pour ¢ > 1, sachant que I; est facile a calculer (I; =
arctan £ ).

Exemple 3.2.6.

64224 4+ 22% — 1
1) Calculons/x rer Ter dx
r(x? +1)2
/x6+2x4+2x3 /:Bdsn—/dm /x+2 / dx
z(z? +1)? 241 (22 +1)%
On a :

T+ 2 T 2
dr — / d / d
/xQ—I—lx 2wt e

1
= §1n|x2+1|+2arctanx+c, ceR.

On peut calculer

1
I :/765
SRACE

par lutilisation de la relation de récurrence (%) avec

1
I :/ dr = arctanx + ¢, c € R,
241
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on obtient,

1 1 1 2
Jp=-—" 4+ 7] =
2= 521 ol

1
§x2+1+§arctanm+c, ceR.

Finalement,
/x6+2x4+2x3—1 / p /dw+/x+2d 2/ dx
= raxr — R T — —
z(x? 4 1)2 x 2 +1 (24 1)2

x? In |22 + 1

T
5 + 2arctan x + m
arctan x

2
z? In|z? +1| Harctanz
= — —In|z|+

2 2 2

+ ’ + eR
—— +t¢ c .
2(x2+1) 7

c

3r+6
S 5, ar
(22 + 2 + 1)

/ 3r + 6 J 3/ T+ 2 / 2v 4+ 4
_—ax — F—
(22 4+ 2+ 1)2 (a:2+:c+1 2 (22 4+ 2+ 1)?

/ 2v +1 + 1 J
= - 5 ax.
2 (224 x+1)2 2) (2242 +1)2

2) Calculons /

2 1
> Calculons / I dz :
(22 4+ 2+ 1)2

20+ 1 u' () -1
e = [ = R.
/(x2+x—|—1)2x x +c, cE

1
> CalCUlonS /de J

[ermrt = eyt

16 1
- /[waHﬂd 9 K%V+Hﬂt

16 2 d 2t
T par changement de variable s = —=.
V3

03/ (s2+1)2

= o=

On peut calculer

1
1:/4——7
2 <$2—|—1)2d8
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par lutilisation de la relation de récurrence (x) avec

1
11:/7ds:arctans+c, ceR,
s2+1
on obtient,
1 s 1
L, = ——— I
2 2211 2"
1 s 1 ) n
= ——— 4+ —arctans+c¢
2s2+1 2
1 2t +1 ; 2t n
= ———————— + —arctan—= +c¢
23 (48 +1) 2 V3
20 + 1 2+ 1
= . + —arctan ——— +c, ceR.
2\/‘((70-1— +1> V3
Finalement,
/ 3r+6 J —1 20+ 1 +1 . 2:1:—1—1+ cR
———dx = —arctan ———+c¢, ¢ :
(22 +z + 1) V3

22+x+1 2\/—< (z+1)2 1) 2

3.3 Intégration des fonctions exponentielles et trigo-

nométriques

3.3.1 Intégration des fonctions exponentielles

> Calculer les primitives de la forme / f(e®)dx, on peut choisir le changement de

variable e = t,dx = — donc

[ ez = [ s

(&

Exemple 3.3.1.

- 1
L[ de= f—dt
) er 42 tt+2

dx
5 cosh +3 sinh +4

Injt+2|+c=In|e*+2|+¢, ceR.

/ dx / e’ d
—x T —x - ua
55— ) +3(5=—) +4 462w+em+ 1

t
et~ [ b
/t4t2+t—|—1 2+1)2 2 2t—|—1
—1

1/ —1
1 _ R.
2<2t+1>+c ¢<

4ex+2+c’
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> Calculer les primitives de la forme I, = / x"e®dz, on utilise 'intégrale par partie

comme suite :

u(z) = 2" <= u'(z) = na" V'(x) =" <= v(x) = €.
Alors,
I, =x"e" —nl,_;.
Exemple 3.3.2. Calculons /xQGxdx. (Intégration par partie). On pose :
u(z) = 2° <= u'(z) = 2, V(z) =" <= v(z) = ¢".
Alors,

/xQeIdm = z2e%dr — Q/xe”:dx.

Calculons maintenant / xe“dxr. On pose :

wz) =z <= u'(z) =1, V(x) =" <= v(x) = €.
Alors,
/:z:exdx = zxe’ — /ezdx = /xe:”dx =zxe’ —e" +c
= /:r;exdx =(x—1)e" +¢, ceR.
Finalement,

/xQBxdx = 2%e"dr — 2[(z — )e*] +c= (2 =22+ 2)e* +¢, cER.

3.3.2 Intégration des fonctions trigonométriques

Le calcule des primitives des fonctions trigonométriques nécessite une bonne connais-
sance des formules de trigonométrie.

sin(2x)

Exemple 3.3.3. Calculons I :/ —5 - dr. On a :
sin“x — 5sinx + 6
7 :/ _ sin(2.$) da :/ . 2251nxc.osx s
sin®x — 5sinz + 6) sinx — 5sinx + 6

Posons :
dt

cosx

t=sinz = dt = coszdr = dx =
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Alors,
P -
12 —5t+6
= dt /7d
/t2—5t—i—6 o t2—5t+6
1
= In|* —5t+6 5/[ ]ﬁ
n | +6| + - + 3
= In|t? = 5t+6| —5In|t—2| +5In|t —3| +c
3
= In|sin?2 — 5sinz + 6|+ 51n Sm2’+c ceR.
> Calculer les primitives de la forme / f(sinz, cosx, tan x)dz :

on peut choisir le changement de variable ¢ = tan 5, donc on obtient :

2
dz = dt
1+
) 2t
sinx =
1+ ¢
11—
cosx = .
1+t
Alors,
20 1—¢* 2 2
sin x, cos x, tan x)dx :/ , , dt.
/f< ) f<1+ﬁ]4¢21—ﬁ>1+ﬁ
Preuve :
e Ona:
x x
t= tan§ <~ 5= arctant
<= x = 2arctant
2
— dr = ——dt.
T e
e Ona:
r =2arctant <= sinz = sin(2arctant)
<= sinx = 2sin(arctant) cos(arctant)
<= sinx = 2tan(arctant) cos®(arctant)
<= sinx = 2t cos®(arctant)
) of < 1 ) 2t
< sinz = =
1+¢t2 1+t
car

sin(2a)) = 2sin a cos «,
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sin o )
tana = = sin o« = tan «a cos «,
COS &
et
9 sin? o 1 9 1
l+tan“a=1+ 5 = 5 = 08" = ——.
cos? o cos? o 1+ tan
e On a:

2 1—t2
cosx—\/l—sm x—\/l— m = .

1+¢2
Exemple 3.3.4.

d
1. Calculons/ ::f :
sin® x
/ dl‘ - 2/ 1122
3. 9 \3
sin® x <1+tt2)
1 1 2\2
- /( )
4 t3
1 2
= - — 4+ —+t)dt
(i)
1 1 1,
= 4<—2t2+21n|t|—|—2t>+c, ceR.
0 d
2. Calculons/ 796 :
~I]1—sinx
ona:t=tang, doncszx—%, alorst = —1 et si x = 0, alors 0.
/0 de 2/ 1+t2
~I1—sinx N 1-— 1+t2
- 2/ dt
71(1—15)
—1
R
1—t

> Calculer les primitives de la forme / sin" z cos™ xdx :

dt
on peut choisir le changement de variable sinz = t,cosz = /1 —t?,dx =

donc on obtient :

/sin"xcosm xrdr = /t”(l - tQ)mgldt.

1 1
Exemple 3.3.5. /sin2 x cos® xdr = /t2(1 —tH)dt = §t3 — 5755 +c¢, ceR

cosz’
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3.4 L’intégrale des polynomes

Définition 3.4.1. Un polynome a coefficients dans K(K = R ou K = C) est une expres-
sion de la forme :

2 2
s AT +a1x+ao,

P(z) = apn2™ + ap12™ ' + a,_o1"
avecn € N et ag,aq,- -, a, € K.
> L’ensemble des polyndmes est noté K[ X].
> Les a; sont appelés les coefficients du polynome.
> On appelle le degré de P le plus grand entier i tel que a; # 0, on le note degP.

na:

)
/P(x) = /anx" +ap 12" ay0x™ T Fasz? + arx + ag

an n+1 An—1 p az 3 ap o
= —=x T o +—x —z“ + agr + C, ceR.
n+1 + n + n—1 + 3 * 2 + G0 +

An—2 n—1

1 1
Exemple 3.4.1. /(953 — 2%+ 22 + 3)dw = 13:4 — 53;3 +2°+3zx+¢, ceR

3.5 Intégration définie

Définition 3.5.1. Soit f une fonction continue sur I = [a,b]. L’intégrale définie de f
entre a et b est le nombre réel défini par :

ou F' est une primitive de f sur I.

Propriétés 3.5.1. Soient f et g sont des fonctions en escalier positive sur |a,b], on a :

o /abf(x)dx > 0.

/abf(x)dx < /ab \f ()] da.

b
Si k est un réel positif vérifiant |f(x)| < k sur [a,b], alors, / flz)dz| < k(b—a).

Si f > g, alors, /bf(a:)da: > /bg(x)d:c.
Si ¢ € [a,b], alors, /b f(z)dx = /ac f(z)dz + /Cb f(z)dz.

a
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Exemple 3.5.1.
I
1. C’alculons/ cos(2x)dx :
0

I
4

/ cos(2z)dx =

1 II
= sin(2
; 5 sin(2x)

o 22 2

II .
ST

2. Calculons /§ dx
0

cos? x

5 sinz

3
/ 5 dr = —
0 COS*x

Interprétation géométrique :

> Aire d'un domaine compris entre deux courbes : soient f et g deux fonctions conti-
nues telles que f(x) < g(x) sur Uintervalle [a,b]. L’aire algébrique du domaine
délimité par les courbes Cy et Cy et les droites d’équations x = a et © = b est

[ T
N cosd " cosO|

3

A= [ lo(o) - s

> Calcul de volumes, dans ’espace muni du repére orthogonal (Oj,j’, E), I'unité de
volume est le volume du pavé droit construit a partir des points O, I, J et K avec

> ST =
07 =1, 07 =j et OK = k. Soit ¥ un solide limité par les plans d’équations z = a
et 2 =bavec a <b.
Si l'intersection de Y avec un plan de cote 2z est une surface dont I'aire est donnée

par S(z), alors le volume de ¥ est

b
V:/ S(z)dz.
Exercice 1. Soient
I I
L :/ (z cos z)?dx, 12:/ (zsinz)?dx.
0 0
1. Calculer I + 15 et I; — I5.

2. Déduire Iy et I,.

Solution :

1. Calculons I1 + Iy et I; — I :
> Calculons I + I5 :

I I
L+, = /O(xcosx)2dx—|-/0 (zsinz)?dr

II 1 II H3
= / widx = 3l = —
0

—X —

3 Jo 3
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> Calculons I} — I :
I I 1
L —1,= / (z cosx)?dx — / (zsinx)dr = / 2% cos 2xdz.
0 0 0
Par I'intégration par partie deux fois, posons :

1
u=x?=du=2z, dv=cos(2r)=v= 5 sin(2z).

1 1 11
L —1,= {x2 sin(2x) —/ x sin(2z)dz,
2 0 0
posons :
1
u=r=du=1, dv=sin(2z)=v= —icos(Qx).
1 1 1 q
L -1 = [mQ sin(2z)| + |zxcos(2x)| — 7/ cos(2x)dx
2 0 2 0 2 0

1 1 1 T
= [mQ sin(2x) + —x cos(2x) — —sin(2z)| = —
2 2 4 0
2. En déduire I et I, :
{11+12 % :{11 %i+%
hen—t Tln-tod
Exercice 2. On pose :
¥ ¥
H= / T cos(2x)dx, I = / e ¥ cos®(z)dr et J= e” ¥ sin’(x)dx.
0 0

1. Calculer H, I + J et I — J.
2. Déduire I et J.

Solution : on pose :
%
H= / ? cos(2z)dz, I:/ e 2 cos*(x)dr et J = / sin®(z)dx.
0

1. Calculons H, I + J et I — J :
e (Calculons H par intégration par partie, on pose :

U=e* =dU = —2e %, dV =cos(2r) = V = —sin(2z).

=)

1 3 2 g
H— [26235 sin(2z)| + /8 e~ 2% sin(2x)dx = \{l_eff + /8 e~ " sin(2x)dw.
0 0

0
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Par intégration par partie, on pose :

1
U=e?=dU = —2¢%, dV =sin(27) =V = —5 cos(2x).

2
H = £6 + = e‘chos(Qx)] —/ e ** cos(2x)dx
4 2 0 0
\/§ I \/5 I 1
— Yo i Yo iy H
4 € ¢ Ty
1 1
—2H=-—H=-
2 4
e Calculer I + J :
1T
8

I+J = /0 e ¥ [cos?(z) + sin’(x)]dx

e Calculer I — J:

I
I—-J = /8 e *cos?(z) — sin®(z)]dx

OH
5 o 1
= / e “*cos(2z)dr = H = —
0 4

2. En déduire I et J :

I+ =3(1—cH) [=3-31



Chapitre I

Les équations différentielles

Dans ce chapitre nous allons apprendre a résoudre les cas les plus élémentaires des
équations différentielles du premier ordre et du second ordre a coefficients constantes.

4.1 Les équations différentielles ordinaires

Définition 4.1.1. Soient I un intervalle ouvert de IR, Ag,- - -, A, et f des fonctions
continues sur I. Une équation de la forme :

Ap(@)y(x) + Ay (2)y/ (2) + - - - + An(2)y"(2) = f(z), =z €, (4.1)
est appelée équation différentielle linéaire. L ’équation homogéne associée est :
Ao(z)y(z) + Ai()y'(2) + - - + Ap(2)y"(2) =0, =z €, (4.2)

La fonction y est l'inconnue des ces équations.
On appelle solution de [’équation (4.1) toute fonction y dérivable dans I qui vérifie
Uégalité Ao(z)y(z) + A1()y'(x) + - - - + An(2)y"(x) = f(x) pour tout z € I.

Exemple 4.1.1.
o y —y?> —x =0 est une équation homogéne du premier ordre.
o ' +ay+ y® = 2? est une équation non homogéne du second ordre.
e yi(x) = x et yo(x) = 5 deux solutions de l'équation y" + y" = 0 alors ys(x) =
z + 5,ys(x) = 10z sont aussi des solutions.
e y = cosx est une solution définie dans IR de l’équation différentielle y" + y = 0.

Proposition 4.1.1. Si Sy est l’ensemble des solutions de (4.2) et y, une solution parti-
culiére (évidente) de (4.1) alors, I’ensemble des solutions de (4.1) est donné par :

S={y,+uyn tel que y, € Sp}.

56
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Preuve : on a y, est une solution particuliere de (4.1) et yj est une solution de (4.2),

alors,
Ao(2)yp(x) + Ar(@)y, () + - - + An(@)yy (2) = f(2),
et
Ao(2)yn(z) + Ar(z)yp () + - + Au(@)yp (2) =0,
donc

Ao(2)[yp(x) + ya(2)] + Ar(@)[yp(2) + yn(@)]" + - - - + An(2)[yp(2) + yn(2)]" = f ().
Ce qui implique que y, + y,, est une solution de (4.1).

Remarque 4.1.1. Résoudre ou intégrer une équation différentielle, c¢’est en trouver toutes
les solutions quand elles existent.

4.1.1 Equations différentielles a variables séparées

Soient I et J deux intervallesde IR, f : I — IR et g : J — IR deux fonctions continues.
Une équation différentielle est dite a variables séparées ou séparables si elle est de la forme :

9(y)y = f(=).
Résolution : on a :
o) = @) = o) =il >
9(y)dy = f(x

/ 9(y)dy = / [z

G(y) = F(z) + C, C est une constante
y=G'[F(x)+C].
Ou G est une primitive de g sur J et F' est une primitive de f sur I.
Exemple 4.1.2.

1) Considérons l’équation différentielle suivante :y' = xy.
Remar’quons que y = 0 est une solution triviale (évidente). On suppose que y # 0,

Mﬂﬂﬂ

donc =z qui est a variables séparées avec f(x) =x et gly) = =. On a
dy
Y =1y — =Y

d

— 9 _ xdx
Y

— Inly|=-2>+C

= |yl = et

= y=der®tC

— y:Ke§m2, K = +e¢
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Finalement, les solutions sont y(x) = Ke%zQ, K € R. Elles sont défnies sur R.

2) Résoudre y' =y*. On a :

dy
y/:y2 d7:y2
x
d
— —gzdx
Y
= —=z+C
)
= y= ! CeR
y_ ‘/E—{—C7
3) Résoudre y =z*+1. On a :
d
y =2 +1 Y24
dx

dy = (z° + 1)dx

111

1
yzgm?’—l—m—l—C’, C eR.

4) Résoudre sur I =|1,00] l’équation différentielle suivante :
zy'lnz = (3lnz + 1)y.

On peut séparer les variables x et y en divisant par yxInx,

" 31 1
zy'lnz=Blnz+1)y < y_z2ner’
Y rlnz
d 3lnz+1
— = dz
Y rlnz
1 3 1
= dy:/<+ )dx
Y r zlnz
<= Inly|=3mnz|+n|lnhz|+C
s y::*:631n|:1:\—‘,—ln|ln:(:|—‘,—C’:[(6[’>ln|z\+ln|ln$|7 K::i:ec.

4.1.2 Equations différentielles homogenes en x et y

C’est une équation de la forme :
r_ )
y=r(2). w0 (43)

ou f: I — R est une fonction continue.
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Résolution : on utilise ce changement d’inconnue z = £ qui donne y' = z + z2’. Par
suite,

(4.3) z+xz = f(2)

z—I—xZ = f(2)

zdx + xdz = f(2)dx
xdz = [f(2) — z]dx
r  f(z)—z
dz dz

dr dz
/? N / f(z)— =
In|z| = ¢(2) + C, ¢ est une primitive de f(z) — z
r =40 = [ K = +¢C,

[ A AN A

puis, on détermine y solution de (4.3) grace a la relation y = zz.

Exemple 4.1.3. Résoudre xyy' = y* — 2%. Elle est de la forme 3y = f (%) avec

7 (y> _l(y_¢=
x 2\z y/)’
Le changement d’inconnue z = £ conduit a I"équation z + 2" = % (z — 1)

, 1 1 dz 1 1
z+:cz:2(z—) = z+ITr—==-2—=2

2 de 2 2
dz 1 1
= T—=—-—2——2—2
de 2 2
— zd 22 +1
zdr = —
2zdz
dx 2zdz
= =
x 2241
2z 9
= ln|;1:]:—/7dz:—ln|z +1|+C
2241
- x:i€71n|z2+l|+C:Kefln|z2+1|7 K:iec
<~ K
T = }
22 +1

D’ou
y(x) = £\/a(K —x).
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4.2 Les équations différentielles d’ordre 1

Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une équation différentielle de
la forme :

a(x)y +b(x)y = f(x), ou  y +ba)y= f(v), (4.4)

ou a,b et f sont deux fonctions réelles définies sur un intervalle 1. (4.4) est dite équation
différentielle non homogene (ou avec second membre).
L’équation différentielle suivante :

a(x)y +b(x)y=0, ou Y +blx)y=0, (4.5)
est dite équation différentielle homogene (ou sans second membre).(4.5) est appelée I’équa-

tion homogene associée a I’équation (4.4).

4.2.1 Résolution de I’équation homogene (4.5)
Soit ¥ + b(z)y =0. Siy #0, on a :
dy

"+b =0 < —=-b
Y +b(x)y o (@)y
d
= Y_ —b(x)dx
)
< Inly|=—-B(z)+C, B estune primitive de b(x)
= y=te B0 = g~ B@) K = +e®.

Remarque 4.2.1. y = 0 est une solution triviale (évidente) de (4.5). Finalement,
y(z) = Ke @), KeR

est la solution homogéne de (4.5).

4.2.2 Résolution de I’équation non homogene (4.4)

Si yp, est la solution homogene de (4.5) et y, est une solution particuliere de (4.4).

Méthode de la variation de la constante : soit y,(z) = Ke 2® la solution
homogene de (4.5). On fait varier la constante K, et la solution particuliere de (4.4) sera
yp(2) = K(x)e @ . On a: yy(z) = K'(z)e 2@ — K(2)B'(z)e~2®). En remplacant y,(z)
et y,(r) dans (4.4), on obtient,

(4.4) <= K'(2)e 2@ — K(2)B'(2)e 8@ + b(z) K (2)e B® = f(x),
on obtient K (z) et finalement, la solution générale de (4.4) et donnée par :

Yo(2) = yn(x) + yp(z).
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Exemple 4.2.1.
1) Résoudre l’équation différentielle :

y/ _ y — ex .......... (E)
L’équation homogéne associée est
Yoy =0 (EH)
Pour y # 0,
d
Y —y=0 <= Y _dr
Y

— y= Ke", K = +¢°.
y = 0 est une solution évidente de (EH). Finalement, la solution générale de (EH)
est y(x) = Ke®*, K € R. On fait varier la constante K et la solution générale de
(E) sera y(z) = K(z)e®. On a :y'(z) = K'(x)e* + K(x)e®. En remplacant y(z) et
y'(z) dans (E), on obtient,
(E) <= K'(z)e" + K(z)e" — K(z)e® = €”

— K'(x)=1

— K(z)=z+d, d e R.
Donc la solution générale de (E) est y(x) = (x + d)e”.

2) Résoudre I’équation différentielle :

Y 420y =2me " (E).
L’équation homogene associée est
AR 7 VI | I (EH)
Pour y # 0,
Y +22y=0 < dyy: —2xdx
= Iy =-2"+C

— y:Ke_xQ, K = +¢°.

y = 0 est une solution évidente de (EH). Finalement, la solution générale de (EH)
est y(zr) = Ke™* K eR. On fait varier la constante K et la solution générale de
(E) sera y(x) = K(z)e ™. On a : y(z) = K'(x)e " — 2eK(z)e . En remplacant
y(x) et y'(z) dans (F), on obtient,
(B) < K'(z)e™ —2K(z)e™ + 22K (z)e™ =2z

— K'(z) =2

— K()=2"+d, deR
Donc la solution générale de (E) est y(z) = (22 + d)e ™.
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3) Résoudre I’équation différentielle :

Pour y # 0,

<~ lly|=n|z|+C
— y= Kz, K = +¢°.

y = 0 est une solution évidente de (EH). Finalement, la solution générale de (E'H)
esty(x) = Kz, K € R. On fait varier la constante K et la solution générale de (E)

sera y(z) = K(z)x. On a : y'(z) = K'(x)x + K(z). En remplacant y(z) et y'(z)
dans (E), on obtient,

1

(F) <— K'(z)r+ K(z)— ;K(a:):c =x
— K'(z)=1
— K(z)=z+d, deR.

Donc la solution générale de (E) est y(x) = (x + d)x.
4) Résoudre sur R* ’équation différentielle :

/ xQ
T E).
2= (E)
L’équation homogene associée est
, 2
Y+ ;y =0 (EH)
Pour y # 0,
2 d 2
y+-y= Yot
x Y x
< Inly|=-2In|z|+C
K
= y=—, K==
x

y = 0 est une solution évidente de (EH). Finalement, la solution générale de (EH)
esty(z) = &, K € R. On fait varier la constante K et la solution générale de (E)
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K'(x)x?—2xK(z)
o

sera y(x) = % Ona :y(x) = . En remplagant y(z) et y'(x) dans

(E), on obtient,

K'(z)2? — 22K () N 2 K(z) x

E < =
(E) xd r a2 2 +1
K'(x) —2K(z) 2K(x) x
= - =
2 3 + 3 2 +1
x3 x
—= K@)=——=10—- "
(z) 241 v 241
1 1
= K(x):§x2—§ln|x2+1]+d, deR.

Donc la solution générale de (E) est

;22 —sfe® +1/+d 1 Infz®+1]+d
x? 2 222 '

y(r) =

4.2.3 Equation différentielle de Bernoulli

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I. Une équation de la forme
Y+ f@y+g@)y* =0, aeRa#0,1, (4.6)

est dite de Bernoulli.

On écarte les cas @ = 0 et a = 1 pour lesquels I’équation est linéaire. La fonction y
sera supposée positive si a est non entier et de plus non nulle si « est négatif.

Pour chercher les solutions de 'équation différentielle de Bernoulli (éventuellement en
écartant la solution triviale y = 0), on divise par y* puis on fait le changement de la
fonction inconnue z = y'=. On aura :

/
i
vy

+g(x)=0

et par conséquent,
Yy~ + f2)y' ™+ gla) = 0.
Cette derniére équation devient en z (du fait que 2’ = (1 — a)y=*y')

Z/

)+ g(@) =0,

qui est une équation différentielle linéaire du premier ordre.
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Exemple 4.2.2.
1) Soit I’équation différentielle de Bernoulli : y' + xy —|— xy* = 0. Elle est de la forme
(4.6) avec a =4, f(z) = g(x) = x. En posant z =y~ pour y # 0, on aura :

2 3rz =31 .. (E)

L’équation homogéne associée a (E) est

d
Y302 =0 = %= 3zds
z
3
= ln\z|:§x2+0
= z:Ke%xQ, K = +e®.

z =0 est une solution évidente de (EH). Finalement, la solution générale de (EH)
est z(x) = Ke%IQ, K € R. On fait varier la constante K et la solution générale de
(E) sera z(z) = K(z)e*. On a : #'(z) = K'(z)e2” + 3K (2)e?*". En remplagant
z(x) et 2'(x) dans (E), on obtient,

2

(E) K'(z)e 4 3xK(x)e%”2 — S:EK(x)e%“ =3z
K’ — 342
K'(z) = 3xe 2
K(z) = ?4d,  deR.
Donc la solution générale de (F) est z(x) = (—e_%xz + d) €2 = —1 + des”

Par conséquent,

5 2 1
=—-14+de?” <= yx)=—F.
y3 () () —1+d e2*

2) Soit I’équation différentielle de Bernoulli : xy' +vy = y?*Inx. Elle est de la forme

(4.6) avec a =2, f(z) =1 et g(x) = 2%, En posant z =y~ poury # 0, on aura :

e s EH
z xz ( )
d 1
2 ——2z=0 —Z:—daj
T z T
<= Inlz|=hz+C
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z = 0 est une solution évidente de (EH). Finalement, la solution générale de (E'H)
est z(x) = Kz, K € R. On fait varier la constante K et la solution générale de
(E) sera z(z) = K(z)x. On a : 2'(x) = K'(x)x + K(x). En remplagant z(x) et 2'(x)
dans (E), on obtient,

1 1
(B) < K'()z+K(z) - ~K(2)x = ——
x x
Inz
Inz
Inx , . .
Calculons /——Qdac (Intégration par partie). On pose :
T
u(z) =lnzr < u/'(z) = = V'(z) = L < v(z) = !
n s g2 W=
/—lnfdx _ Inx —/11d:c
x x T
e lig der
x T

Donc la solution générale de (E) est z(x) = (me + 14 d) r=Inzr+1+d.
Par conséquent,

1

1
— —hrtdrt+le=y)=——.
( nr+dr+ y(z) e —

y()

4.2.4 Solution vérifiant une condition initiale

Les données d’une condition initiale pour ’équation (4.4) sur Uintervalle ouvert I est
les données d’un point zy de I et d'un réel yy. Une solution satisfaisant a cette condition
initiale est une solution y telle que y(xy) = yo.

La condition initiale permet de déterminer la constante exacte de la solution générale
y, de I'équation (4.4), ce qui montre l'existence et l'unicité de la solution vérifiant la
condition initiale.

Remarque 4.2.2. [] eziste une seule solution de l’équation (4.4) sur I satisfaisant a la
condition initiale y(xo) = yo.

, Yy —iy=u
Exemple 4.2.3. Résourdre z
p {mmzo

La solution générale donnée par :

1_1n|x2+1|—|—d

2 T7 dER.

y(z) =
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On a:

1 1
y(l):0<:>§—1n2—|—d=():>d:ln2+§.
Finalement la solution y qui est vérifiée la condition initiale est donnée par :

1 2Infz?+1]+2mn2+1
2 432 '

y(r) =

4.3 Les équations différentielles d’ordre 2
Une équation différentielle du second ordre est du type :
a(z)y"(x) + b(x)y'(z) + c(2)y(x) = f(2), (4.7)

ou a, b et ¢ sont des fonctions données, appelées coefficients de ’équation différentielle et
f est appelée secnod membre de ’équation différentielle. Une solution de (4.7) est une
fonction y de classe C? sur un intervalle I vérifiant (4.7) pour tout z € I.

La solution générale de I’équation (4.7) s’écrivent :

Yg(2) = yn(2) + yp(2),
ou yp, est solution de I’équation homogene associée a 1'équation (4.7) suivante :
a(z)y"(z) + b(x)y'(z) + c(z)y(z) = 0,

et y, est une solution particuliere de (4.7).

4.4 Les équations différentielles ordinaires du second
ordre a coefficient constant

Soient a,b,c € R et f: I — R une fonction continue. L’équation différentielle
ay” +by' +cy = f(z), (4.8)

est dite équation différentielle du second ordre a coefficients constantes avec second
membre. On lui associe I’équation sans second membre

ay” + by’ + cy = 0. (4.9)

Proposition 4.4.1. Siyj, est une solution générale de ’équation homogéne (4.9) et y, est
une solution particuliére de I’équation non homogeéne (4.8), alors, y, +yp est une solution
générale de (4.8).
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4.4.1 Résolution de I’équation homogene (4.9)

On cherche la solution sous la forme y = ¢™,r € R. On a donc vy = re™ = ry et
y" = r?e™ = r?y, donc I'équation non homogene (4.8) devient

y(ar® +br +¢) = 0.

L’équation
ar’* +br +c =0, (4.10)
est dite équation caractéristique de I’équation différentielle (4.9).
Suivant le signe de A = b* — 4ac, on a les résultats suivants :
> SiA < 0:équation caractéristique (4.10) admet deux racines complexes conjuguées

rn=a—1if et rg = a+if,a,f € R, alors la solution générale de (4.9) est de la
forme :

y(z) = (Cy cos B + Cy sin P )e™”.

> Si A = 0 : Péquation caractéristique (4.10) admet une racine double r alors, la
solution générale de (4.9) est de la forme :

y(x) = (Crz + C)e"™.

> Si A > 0 : I'"équation caractéristique (4.10) admet deux racines réelles distinctes
11 # 19, alors, la solution générale de (4.9) est de la forme :

y(x) = Cre™" + Cye™”.
Ou C1, Cy sont deux constantes réelles.

Exemple 4.4.1. Résoudre les équations différentielles suivantes :
1) ¥ +2y +y = 0, Iéquation caractéristique est > +2r+1=0<= (r+1)2=0. On
a: A =0, donc cette équation admet une racine double r = —1, la solution générale
est de la forme :

y(l’) = (Oll’ + 02)6_96, Ol, Cy eR.

2) y" — 4y + 3y = 0, l’équation caractéristique est r*> —4r +3=0. Ona : A =4 >0,
donc cette équation admet deux racines distinctes 11 = 1 et ro = 3, la solution
générale est de la forme :

y(z) = Cre” + Cye™, Ch,C5 € R.
3) y"'+2y +4y = 0, I'équation caractéristique est r*+2r+4=0. Ona: A = —12 <0,

donc cette équation admet deux racines complexes conjuguées ri = —1 — i\/3 et
ry = —1 +iv/3, la solution générale est de la forme :

y(z) = (Cy cos v3z + Cysin v/3z)e 2, C1,Cy € R



68 CHAPITRE 4. LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

4.4.2 Résolution de I’équation non homogéne (4.8)

la solution générale de (4.8) s’écrit sous la forme y = y;, + y, ol y, est la solution
générale de 'équation homogene (4.9) et y, est une solution particuliere de 1'équation
avec second membre.

e Le second membre est la somme de deux termes : une solution particuliere

de
ay" + by’ +cy = fi(z) + fo(x)

est la somme d’une solution particuliere de I’équation
ay” +by' +cy = fi()

et d'une solution particuliere de 1’équation
ay’ +by' +cy = falz).
e Le second membre est un polynéme de degré n : soit a résoudre
ay” + by + cy = P,(x)

ol P, est un polynéme de degré n. On cherche une solution particuliére polynomiale.
On distingue deux cas :

> Si ¢ # 0, on cherche y, sous la forme d'un polynéome de degré n.

> Sic=0etb#0,y, =2Q,(z) avec (), un polynoéme de degré n.

Exemple 4.4.2. Soit a résoudre l’équation suivante :

y”—}-2y/—3y:x3—|—2x+1 .......... (E)

On a :y, = Cre® + Che™3*, ou Cy, Cy sont deux constantes réelles.
Comme ¢ = —3 # 0, on cherche une solution particuliere sous la forme :

Yp = a0x3 + a1x2 + asx + as.
En remplacant y,(x), y,(v) et y,(x) dans (E) et en identifiant, on obtient,

1 2 20 61
0 37 1 37 2 9 ) 3 97

La solution générale est
1 2 20 61
:CCC C—Sx_73_72_7 =
y(x) 1€’ + Cse 3:13 3:1: 5 x4+ 5

e Le second membre est de la forme ™ (m est une constante) : dans la
recherche d'une solution particuliere y,, il y a lieu de distinguer trois cas selon les
valeurs de m.
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> m n’est pas une racine de I’équation caractéristique. On cherche alors une solution

particuliere sous la forme :
Y, = Ke™”.

> m est une racine simple de I’équation caractéristique. On cherche alors une solu-
tion particuliere sous la forme :

yp = Kae™".

> m est une racine double de ’équation caractéristique. On cherche alors une solu-
tion particuliere sous la forme :
_ 2 _mx
yp = Kax“e™.

Exemple 4.4.3.
1) Soit a résoudre l’équation suivante :

Ona :y, = (Cix + C’g)ezx, ou C1,Cy sont deux constantes réelles. On cherche
une solution particuliére sous la forme :

_ 2 2x
yp = Kx“e™,

car 2 est une racine double de I'équation caractéristique. En remplagant y, (), y,(z)
et y,(x) dans (E) et en identifiant, on trouve K = %, donc la solution générale
est

1 1
y(x) = (Crw + Cy)e™ + ~2%e* = (=2 + Cio + Cy)e*, (01,0, €R.

2 2
2) Soit a résoudre ’équation suivante :
y” — 5y/ + 6y — 2€3$ _I_ €4x .......... (E)

On a :y, = Cie®® + C1e3*, ou Cy,Cy sont deux constantes réelles. On cherche
une solution particuliere y, = yp, + Yp, 0U Yp, est une solution particuliere de

y” i 5y/ + 6y — 26393 .......... (El)

et yp, est une solution particulicre de

sous la forme : y, = Kyxe™ et y,, = Kye'. En remplacant yp, (), y, (x) et
yy (x) dans (Ey) et en identifiant, on trouve K, = %, en suite, en remplagant
Ypo (), 1, (1) ety (x) dans (Ey et en identifiant, on trouwve Ky = 2. Finalement,
la solution générale est

1
y(z) = Cre** + O + 5x63$2)e4$, C,,Cy € R.
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e Le second membre est de la forme sinmz (ou cos mz, m est une constante) :
dans cette situation, il y a lieu de distinguer deux cas dans la recherche d’une solution
particuliere.
> m n’est pas une racine de I’équation caractéristique. On cherche alors une solution

particuliere sous la forme :

Yp = Ky cosmx + Kysinmax

et on détermine les constante K; et K, par identification.
> ¢m est une racine de l'équation caractéristique. On cherche alors une solution
particuliere sous la forme :

yp = x(K; cosmz + Ky sinmx)

et comme au cas précédent, on détermine les constante K et Ky par identification.
Exemple 4.4.4.
1) Soit a résoudre I’équation suivante :

y” + 4y/ —COSL e (E)

On a :y, = C} cos 2z + Cysin 2z, ou C, Cy sont deux constantes réelles et on a :
1 n’est pas une racine de [’équation caractéristique, donc

yp = Kjcosx + Kysina.

1

En remplagant y,(x),y,(z) et y,(x) dans (E) et en identifiant, on trouve K; = 3

et Ko = 0. Finalement, la solution générale est
1
y(x) = C} cos 2z + Cysin 2z + 3 cos T, C1,Cy € R.

2) Soit a résoudre ’équation suivante :

On a :y, = C;cos 3z + Cysin 3z, ou Cp, Cy sont deux constantes réelles et on a :
3i est une racine de [’équation caractéristique, donc

yp = x(K; cosz + Kysinz).

En remplagant y,(x),y,(x) ety (x) dans (E) et en identifiant, on trouve Ky = —¢

et Ko = 0. Finalement, la solution générale est
x
y(x) = C cos 3z + Cysin 3x — 5 cos T, C1,Cy € R.

e Le second membre est de la forme P(x)e™ (ot P est un polynéme et m
est une constante) : on cherche la solution particuliere sous la forme :

yp = Q(z)e™".

Ou @ est un polynome. dont on peut préciser le degré :
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> Sim n’est pas une racine de I'équation caractéristique, alors, deg (Q) = deg (P).
> Sim est I'une des deux racines de ’équation caractéristique, alors,
deg (Q) = deg (P) + 1.
> Si m est une racine double de I’équation caractéristique, alors,
deg (Q) = deg (P) + 2.
Exemple 4.4.5.
1) Soit a résoudre l’équation suivante :

On a :y, = (Ciz + Cy)e”, ou C1,Cy sont deuzr constantes réelles el on a :
m =1 est une racine double de [’équation caractéristique, donc y, = Q(x)e” avec
Q(z) = ax® 4+ ba® + cx + d. En remplagant y,(z),y,(x) et y,(x) dans (E) et en
identifiant, on trouwve a = 2, b =1 et c = d = 0. Finalement, la solution générale

6
est .
y(z) = (éx?’ + 22+ Cix+ Ch)e®, Oy, Ch eR.

2) Soit a résoudre ’équation suivante :
y// — 4y/ + 4y = (:);'2 + 1)€$ .......... (E')

On a :y, = (Ciz + Cy)e**, ou Cy,Cy sont deux constantes réelles et on a :
m = 1 n'est pas une racine de l’équation caractéristique, donc y, = Q(x)e® avec
Q(z) = ar®+bx+c. En remplagant y,(x),y,(x) ety (x) dans (E) et en identifiant,
on trouwve a = 1,b =4 et ¢ = 7. Finalement, la solution générale est

y(z) = (22 + 42+ 7+ Ciz + Co)e®,  Cy,Cy € R.

4.4.3 Solution vérifiant des conditions initiales

Etant donnés deux réels yo et y;. Il existe une et une seule solution y de 1’équation
différentielle telle que y(x¢) = yo et y'(x1) = y}.

La condition initiale permet de déterminer la constante exacte de la solution générale
y, de Iéquation (4.4), ce qui montre l'existence et l'unicité de la solution vérifiant la
condition initiale.

Remarque 4.4.1. [l existe une seule solution de l'équation (4.4) sur I satisfaisant d la
condition initiale y(xo) = yo.

y// _ 4y/ +4y — ([L’2 + 1)6:v
y(0) = 1,4'(0) = 0.

La solution générale donnéé par :

Exemple 4.4.6. Résourdre {

y(z) = (2® + 4z + T+ Ciz + Cy)e®, O, Ch € R.

y(()):l 7+02:1 — 01:—5
y'(0) = 0. CL+11+Cy=0. Cy = —6.
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Finalement la solution y qui vérifie la condition initiale est donnée par :

y(r) = (2% —x + 1)e".

Exercice 1. Soit I’équation différentielle du second ordre suivante :

y' =2y +y = (62 +2)e". (4.11)

1. Résoudre l’équation différentielle homogéne associée a (4.11).

2. Déterminer les constantes o et 3 pour que y, = (az® + Bx?)e” soit une solution
particuliere de (4.11).

3. Déterminer la solution générale de (4.11).

4. Trouver la solution de l’équation (4.11) vérifiant y(0) =1 et y'(0) = 2.

Solution :

1. Résolution I’équation différentielle homogene associée a (4.11) : y” — 2y +y =0
I’équation caractéristique est 72 —2r +1 =0 < (r—1)2 = 0. On a : A = 0,
donc cette équation admet une racine double r = 11, la solution homogene est de
la forme :

yn(z) = (Crz + Cr)e”,  C,Ch e R.
2. Déterminer les constantes a et 3 : on a : y, = (aa® + fz?)e”, alors,
y, = [az® + (3o + B)a* + 2Bz]e”
et
Yy = [az® + (6a + B)2® 4 (6a + 458)x + 26]e”.

En remplacant y,(z), y, () et y, () dans I'équation (4.11) et en identifiant, on trouve

a=1et 8=1. Donc on aura y,(z) = (4 z?)e”.
3. Déterminer la solution générale de (4.11) :

Yy (2) = yn(x) + yp(2) = (2° + 2° + Oz + Cy)e”,  C1,Cy € R.

4. Cherchons la solution de 1’équation (4.11) vérifiant y(0) =1 et ¢/ (0) =2 :on a :

{y(0)21 — {02:1

y/(0)22 Cl+02:2
— Cr=1
ci=1

Finalement,
yy(z) = (° + 2% + 7 + 1)e".



4.4. LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES DU SECOND
ORDRE A COEFFICIENT CONSTANT 73

Exercice 2. Soit f une fonction définie par :

1
flx) = m, reR—-{-1,0,1}.

1. Calculer/f(x)dx.

2. Résoudre ’équation différentielle suivante :

6£B

Iy = -
vy z(1l — 2?)

3. Résoudre l'équation différentielle suivante :
y" — 2y — 3y = (8x — 8)e”.

J ( ) ] AN R { ) 07 }

1. Calculer /f(x)dx sona:

1 1 a b c

IO = i~ wi—ai+e) o (-0 (o)

En identifiant dans cette équation les coefficients de méme puissances en x (apres
avoir réduit au méme dénominateur), on trouve :

[ fwar = /;+;/(lix)_;/(1+1x)
1 1

= ln\x]—iln\l—x\—ilnfl—l—x]—kc

= In ¢ +c¢, celR
1 —a?|

2. Résoudre I'équation différentielle suivante :

e$‘

P (4.12)

Y —y=
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e Résolvons I'équation différentielle homogéne : v/ —y =0 :
: dy
Yy —y=0— = =dr=Inly|=x+c¢
Y

=y, =ke", k=xeeR

ex

e Solution particulicre de y' —y = ——
(1 — x?)

: on applique la méthode de variation

de la constante, alors,
Yp = k(z)e” =y, = K'(x)e” + k(z)e”.
En remplagant y, et y,, dans (4.12), on trouve :

,x:71 x) = - =1In G c, c
K(e) = gy = H@) /$(1_$2) 1(|1_x2|>+, e R.

Alors, y, = |In <\/|1x7> + c] er.

Finalement, la solution générale de (4.12) est

In & +c| e”
11— 22|

= |ln & +J|e” d=k+ceR

- 1 - 22| o |

3. Résoudre I'équation différentielle suivante :

Yg = Yn+yp=ke® +

y" — Qy’ — 3y = (8x — 8)635 ................. (E)
e Résolvons I’équation différentielle homogéne :
Y =2y =3y =0 (EH)

I'équation caractiréstique donnée par : 72 — 2r — 3 = 0 admet deux racines réelles
distinctes 71 = —1 et 7o = 3 donc vy, = cie™® + e3*, avec ¢ et ¢y sont des
constantes réels.

e Solution particuliere de I’équation (£) : on cherche une solution particuliere
Yp = q(z)e”.
On a : =1 n’est pas racine de (EH), alors diq = dip = 1.

Yp = (ax +b)e® = y, = [ax + (a + D)]e® = y, = [ax + (2a + b)]e”.
En remplagant y,,y, et y, dans (£), on trouve :

p

l[ax + (2a + b)]e® — 2[ax + (a + b)]e” — 3(ax + b)e” = (8x — 8)e”
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S

a =
:>—4ax—4b—8x—8:>{ b9

Alors, y, = (=2 + 2)e”.
Finalement, la solution générale de (F) est :

Yg =Yn T Yp = cie” " + C2€3x + (—21’ + 2)6CC c1,c € R



Chapitre 5

Les fonctions a plusieurs variables

5.1 Topologie de R"

5.1.1 Norme sur un espace vectoriel

On appelle norme sur un R-espace vectoriel E toute application N de E dans R qui
vérifie :

>VeeE,N(x)>0et Nz)=0< 2 =0.

> Vo € E,VA € R, N(\x) = |A|N(x).

> Ve e E,Vye E,N(x+y) < N(z)+ N(y). (Inégalité triangulaire).
N(z) est souvent notée ||z||, qui rappelle 'analogie avec la valeur absolue dans R ou le
module dans C.

Propriétés 5.1.1.
Vo e E,Vy e B ||| —[lylll < [lz]] +[lyl]-

Normes usuelles sur R" : les trois normes usuelles sur R™ définies pour X =
(1,29, -+, T,) sont :
(0) [ X1oo = sup{|aa], zal, - - [znl}-
n

(@) [1X]l = ; i

(i) (X[l = || 32

5.1.2 Parties remarquables de R"

Boules : dans R” muni d'une norme, on appelle :
e boule ouverte de centre w € R™ et de r > 0, ’ensemble

Blw,r) = {X € R",||X —w|| < r}.

76
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e boule fermée de centre w € R" et de r > 0, I'ensemble
B(w,r) = {X € R",||X —w|| < r}.

Parties bornées : une partie D de R™ est bornée si ’ensemble des réels || X — Y|, ou X
et Y sont des vecteurs quelconques de D est borné.
D est bornée si et seulement si, il existe une boule qui le contient.

5.2 Généralités

Une fonction f définie sur une partie D de R? et & valeurs réelles, fait correspondre a
tout vecteur X = (x,y) de D un réel unique f(X). L’ensemble

S =A{(z,y, f(z,y)), (x,y) € D}

est la surface représentative de f, c’est ’analogue de la courbe représentative de f d’une
fonction d’une variable.

Exemple 5.2.1.
1) La fonction f(x,y) = 2 + xy + y* + 2 est définie sur R
2) La fonction g(x,y) = /1 — (22 + y2) est définie a l'intérieur du cercle x> + 1> = 1.

Soit f une fonction définie sur D C R? a valeurs dans R et A = (a;,a3) € D. On
appelle fonctions partielles associées a f au point A les fonctions :

r1 — f(x1,aq) et ro — f(x9,a0)

définies sur un intervalle ouvert contenant respectivement a; et as.

5.3 Limites, continuité d’une fonction

Définissons la notion d’une limite d’une fonction f(x,y) de deux variables. Supposons
que la fonction f est définie en tout point M (z,y) suffisamment proche de My(a,b).

Définition 5.3.1. On dit que le nombre € est la limite de f(x,y) lorsque M(z,y) tend
vers My(a,b) et on écrit

lim f(x,y) =/, ou lim f(x,y) ="

z—a,y—b M — M
St pour tout € positif donné il existe un o positif tel que :

Remarque 5.3.1. L’existence et la valeur éventuelle de la limite sont indépendantes de
la norme choisie dans R2. On dit que les normes de R? sont équivalentes. Lorsqu’elle
existe, la limite est unique.
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Supposons que la fonction f(z,y) est définie au point My(a,b) et dans tous les points
de My(a,b).

Définition 5.3.2. La fonction f(x,y) est dite continue au point My(a,b) si

m f(z,y) = f(a,b), ou A f(zy) = fa.b).

> Si f est continue en chaque point de D, on dit que f est continue sur D.

> Si f est continue sur D, alors les fonctions partielles associées a f en un point sont
continues sur D.

Opérations algébriques : comme pour les fonctions d’une variable, la somme, le
produit, le quotient (lorsque le dénominateur ne s’annule pas) de deux fonctions continues
sont continues.

2,2
Exemple 5.3.1. Pour (z,y) € R?* — {(0,0)}, on pose f(x,y) = zxf 5+ La fonction f
Ty
est définie sur D = R* — {(0,0)} d valeurs dans R et (0,0) est adhérent @ D. On a :
im  2%y* =0 et lim (2° +y%) =0.
(z,y)=(0,0) Y (x7y)—>(070)< v)

Il y a donc un probleme.
1
Pour (z,y) € R% (|z] — |y|)? > 0 et donc |zy| < 5(.71:2 +y?), (on doit mémoriser

linégalité précédente qui est fréquemment utilisée en pratique). Par suite, pour (z,y) € D,

lzyl 1
= < — .
| f (2, )| |$?J|m2+y2 < 5lzyl
. : 1 , 1 . 2
Maintenant, lim —|xy| =0 car la fonction g : (x,y) — =|zy| est continue sur R?* et
(@,y)—(0,0) 2 2
donc en (0,0) et donc ( l)in%o ) f(z,y) = 0. La fonction f a une limite en (0,0) et cette
x?y ﬁ )

limite est égale a 0.

5.4 Dérivées partielles et différentiabilité d’une fonc-
tion
Soit (xo,y0) € D. Les dérivées partielles de f en (zg,yo) sont :

gi(%v%) ~ lim f(@o + hyyo) — f(xo, Yo) ot al<x0’y0) ~ lim f(xo,y0 + k) — f(«To,Z/o)_

h—0 h oy k—0 k

0
On dit que f est de classe C! sur D si of et of sont continues sur D.
x

Le gradient de f en (zg,yo) est le vecteur dont les composantes sont les dérivées
partielles premieres.
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Définition 5.4.1. Si les fonctions dérivées partielles admettent elles-mémes des dérivées
partielles en (o, Yo), ces dérivées sont appelées dérivées partielles secondes de f en (xq, yo).
On les note :

0? g (0 02 0 (0

alé(ilfoayo) = % <8£> (3507?J0) et ayJ;(%’o,yO) = @ (éj) (370,3/0)-
0? g (0 0? g (0
&L‘éy(xmyO) = 8737 <a,§> (5150790) et ayéfx (x()vy()) = aiy <8£> (x07y0)'

De fagon analogue, on peut définir les dérivées partielles d’ordre supérieur a 2 par
récurrence.

On dit que f est de classe C* sur D si les dérivées partielles d’ordre k sont continues
sur D.

On dit que f est de classe C* sur D si les dérivées partielles de tous ordres existent et
sont continues sur D.

02 f 02 f

Théoréme 5.4.1. 5% 20y ou g0

est continue en (zo,Yo), alors,

ﬁ@ )_ﬁ(x )
D0y 0, Yo _8y63: 0,Y0)-

Définition 5.4.2. On dit que f est différentiable en (xo,y0) s’il existe des constantes
réelles A et B telles que

f(zo+h,yo + k) — f(x0,90) = Ah + Bk + [|(h, k)||e(h, k)

avec  lim e(h,k)=0.
(h,k)—(0,0)

Dans ce cas, on a A = ——(xg,yo) et B = K(xoayo)-
Y

oz

Théoréme 5.4.2. Si f est différentiable en (xo,yo), alors f admet des dérivées partielles
en (xo,y0). Si f est de classe C' au voisinage de (xo,yo), alors f est différentiable en

([13'(), ?JO) .
Les deux réciproques sont fausses.

Exemple 5.4.1. Si pour tout (z,y) de R? f(x,y) = ze® T alors pour tout (z,y) € R?,
on a :

of
—(z,y) = TV L p2pe™ TV — (227 + 1)em2+y2,

ox

et ;

a 2 2
—(z,y) = 2zye® TV,
ay( Y) y
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5.5 Intégrales double, triple

Dans cette section, on donnera uniquement quelques éléments relatifs aux calculs d’in-
tégrales double et triple. Considérons 1’ensemble

A={(z,y) eR*:a <a <bp(r) <y <v(n)}

ou ¢ et ¥ sont deux fonctions continues sur [a, b]. Alors,

//A f(z,y)dzdy = /ab </;S) f(a:',y)dy> dr.

C’est le théoreme de Fubini, qui définit 'intégrale double a I'aide de deux intégrales
simples.

Si f(z,y) = 1, I'intégrale double // dxdy est laire de A.

A
Formule de changement de variables : soit f une fonction continue sur un domaine
D fermé et borné, en bijection avec un domaine fermé et borné A au moyen des fonctions
1
de classe C', x = p(u,v) et y = ¥(u,v), alors,

[ [, sty = [ [ statwonatuon| 502

’ 92 (y,v)  22(u,v)

dudwv.

Le déterminant

D(z,y)| _
D(u,v)

87U<U7 U) %(lh U)
est appelé jacobien.
Cas des coordonnées polaires :

//Df(xay)dxdyZ//Af(pcos&psiné’)pdpde,

De fagon analogue, on peut définir I'intégrale triple

I:///Df(x,y,z)da:dydz

pour une fonction f continue sur un domaine fermé et borné D de R3 & I'aide d’intégrales
simples successives.

Si f(z,y) =1, I'intégrale triple // dxdydz est le volume de D.
D

On peut définir aussi (comme pour les intégrales doubles) les formules de changement de
variables.
Cas des coordonnées cylindriques :

]:/// f(pcos, psinb, z)pdpdhdz.
A
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