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Avant-propos Dr. MOUFFAK Adnane

Avant-propos

Le propos de ce polycopié est d’offrir un cours complet au module de la théorie du signal pour les
étudiants de la 2° année Licence en spécialités de télécommunications, électronique, génie biomédical,
automatique et électrotechnique. Nous avons essayé de présenter les notions essentielles d’une maniere
simple et progressive tout en respectant le programme décrit par le comité pédagogique national du
domaine (CPND). Nous avons aussi insisté sur la rigueur mathématique en ce qui concerne le
développement des différentes thématiques de ce programme, tout en reliant les principaux résultats
obtenus avec la réalité physique.

Ce polycopié présente d’abord les outils classiques de [’analyse d’un signal analogique
déterministe, notamment la transformée et série de Fourier, la convolution et la corrélation. Nous
introduisons aussi la notion de distributions dans un sens pragmatique en premier lieu, ou la distribution
de Dirac est considérée comme une limite de certaine fonction particuliere. Ensuite, nous abordons les
distributions avec le formalisme de Schwartz. Ce dernier outil est indispensable pour modéliser les
signaux discrets et échantillonnés. Aussi, nous présentons la transformée de Laplace comme un outil
primordial pour 1’étude des systemes causaux. Les notions d’échantillonnage et signaux discrets sont
décrites en dernier lieu.



Introduction générale Dr. MOUFFAK Adnane

Introduction générale

La théorie du signal constitue les fondements théoriques de la discipline du traitement du signal.
Cette discipline s’appuie sur des concepts théoriques, souvent mathématiques tels la théorie de
distributions, 1’algebre, I’analyse et I’analyse numérique, I’optimisation, les probabilités et les statistiques.

Le traitement du signal est une discipline actuellement en pleine expansion, dont 1’objet principal est
I’étude, la conception et la réalisation des systemes d’exploitation des signaux. Ces derniers peuvent étre
par exemple, un véhicule d’une information (codage et modulation), récupération d’une information
(décodage et démodulation), systemes de télédétection, systtmes de prospection par satellite de
ressources naturelles, systemes de prévisions météorologiques, ou bien tout simplement diminution de
I’effet des parasites (bruits) sur I’information (filtrage, déconvolution,..., etc.).

Les supports physiques de réalisation de ces systemes ressortissent en général a 1’électronique
et/ou a I’informatique, plus rarement a 1’optique ou 1’acoustique. En effet, les progrés de fabrication des
semi-conducteurs et la microélectronique des circuits VLSI (Very Large Scale Integration), permettent le
développement de diverses solutions technologiques de réalisation telles que les processeurs de traitement
du signal DSP (Digital Signal Processing), les processeurs spécialisés de types ASIC (Application
Specific Integrated Circuits) et les FPGA (Field Programmable Gate Array). Parallelement, les outils de
programmation de ces circuits intégrés, notamment les langages évolués et visuels (C++, VHDL,..., etc.),
ont beaucoup facilité la mise en ceuvre des algorithmes sophistiqués de traitement des signaux.

Le traitement du signal intéresse des domaines tres variés tels que les filieres du génie électrique,
notamment les télécommunications, I’électronique et le génie biomédical. Il peut toucher aussi d’autres
domaines tels que la géophysique, I’astronomie, la physique, la biologie et mé€me 1’économie. Ainsi,
I’existence et I’importance de cette discipline apparaissent clairement dans la diversité des activités
humaines.

Notons qu’il y a des disciplines traitant un objet de méme nature, mais dans un contexte différent
telles que la robotique, I’automatique centrée sur des problemes d’identification et de commande, le
traitement des données s’adressant plutot a des ensembles n’ayant pas le caractére de « signaux », la
reconnaissance des formes, 1’intelligence artificielle et la recherche opérationnelle.

Parmi les taches importantes rencontrées en traitement du signal, nous pouvons citer : I’étude des
signaux engendrés par des phénomenes ou dispositifs physiques et leur modélisation ; 1’étude et la
conception des systemes de traitement du signal ; et le développement et la réalisation des systemes de
traitement du signal et en particulier les outils de base tels que les circuits intégrés spécialisés en
traitement et acquisition des signaux.
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Chapitre I: Généralités sur les signaux

L1 Introduction

Dans ce premier chapitre, nous présentons les principaux fondements de la théorie du signal, nous
focalisons sur des notions essentielles telles que la définition et la classification des signaux, leur
représentation temporelle, les notions d’énergie totale et la puissance moyenne totale, ainsi que les
signaux usuels tels que les fonctions porte et échelon unitaire et la distribution de Dirac, et qui peuvent
étre utilisés en modélisation des phénomenes physiques.

1.2 Définitions et notions de base
1.2.1 Signal

Un signal est le véhicule ou le support physique porteur d’une information utile a I’observateur. 11
représente la manifestation physique d’une grandeur mesurable de nature quelconque (électrique, optique,
acoustique, électromagnétique, température, pression,..., etc.). Il peut dépendre d’une ou plusieurs
variables souvent indépendantes telles que 1’espace, le temps ou la fréquence.

Exemples :

Onde acoustique : propagation de la pression dans un milieu (en air : on parle du son, en océans :
océanogramme, en corps humain : échogramme).

Signaux biologiques : signaux d’ElectroEncephaloGramme (EEG), signaux d’ElectroCardioGramme
(ECG).

Signaux géophysiques ou sismogramme : vibrations sismiques dans les sous-couches terrestres.
Finances : cours de la bourse.

Multimédias : images, vidéos et parole.

1.2.2 Bruit

Un bruit est tout phénomene perturbateur pouvant géner la perception ou I’interprétation d’un
signal. La notion du bruit est relative et dépend de I’intérét de ’utilisateur (ou 1’observateur). Par exemple
les ondes électromagnétiques astronomiques (infrarouge, ultraviolet, rayons X et rayons Gamma) sont
considérés comme bruit en télécommunications, et des signaux utiles en radioastronomie.
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1.2.3 Rapport Signal sur Bruit (Signal Noise Ratio : SNR)

C’est une mesure de la quantité du bruit contenue dans un signal. Il s’exprime par le rapport des
puissances respectivement du signal ( P,) et du bruit ( P ). Il est souvent donné en décibels, tel que :

SNR(dB)=10log,, [%j (L1)

N
1.2.4 Support d’une fonction ou signal s(t)

Le support d'une fonction représentant un signal est la partie de son ensemble de définition sur
laquelle se concentre l'information utile de cette fonction ou signal. Autrement dit, c'est la partie du
domaine ou elle n'est pas nulle.

1.2.5 La discipline : théorie du signal et traitement du signal
1.2.5.1 La Théorie du signal

C’est ’ensemble des théories et outils mathématiques, par exemples : théorie de distribution,
algebre, analyse, méthodes numériques et optimisation, probabilités et statistiques, permettant I’étude et
la conception des systemes d’exploitation des signaux. Nous citons en particulier dans ce contexte,
I’analyse des signaux par transformée et série de Fourier, la théorie des systemes linéaires invariants dans
le temps et la transformée de Laplace, la convolution et la déconvolution, la corrélation et
I’autocorrélation.

1.2.5.2 Le Traitement du signal

Le traitement du signal est une discipline dont 1’objet principal est I’étude, la conception et la
réalisation des systemes d’exploitation des signaux. Ces derniers peuvent étre par exemple, un systeme de
véhicule d’une information (codage et modulation), récupération d’une information (décodage et
démodulation), ou bien tout simplement diminution de 1’effet des parasites (bruits) sur I’information
(filtrage, déconvolution,..., etc.).

Des disciplines traitant un objet de méme nature dans un contexte différent sont nombreuses telles
que la robotique, I’automatique centrée sur les problemes d’identification et de commande, le traitement
des données s’adressant plutdt sur des ensembles n’ayant pas le caractere de « signaux » par exemple les
bases de données et les enregistrements, la reconnaissance de formes, la mise en correspondance,
I’intelligence artificielle et la recherche opérationnelle [1].

1.2.5.2.1 Les supports physiques de réalisation des systemes d’exploitation des signaux

Les supports physiques de réalisation de ces systemes ressortissent en général a 1’électronique
et/ou a I’informatique, plus rarement a 1’optique ou 1’acoustique. En effet, les progrés de fabrication des
semi-conducteurs et la microélectronique des circuits VLSI (Very Large Scale Integration), permettent le
développement de diverses solutions technologiques de réalisation telles que les processeurs de traitement
du signal DSP (Digital Signal Processing), les processeurs spécialisés de types ASIC (Application
Specific Integrated Circuits) et les FPGA (Field Programmable Gate Array). Parallelement, les outils de
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programmation de ces circuits intégrés, notamment les langages évolués et visuels (C++, VHDL,..., etc.),
ont beaucoup facilité la mise en ceuvre des algorithmes sophistiqués de traitement des signaux.

1.2.5.2.2 Les domaines d’application

Les domaines d’application se sont multipliés : les télécommunications, I’image, la parole et les
signaux audio, les signaux géophysiques, la prospections minieres et pétroliere, les signaux biomédicaux,
le radar, le sonar, le guidage et la navigation, les réacteurs nucléaires, la télédétection, la cartographie,
I’économie,.. ., etc.

1.2.5.2.3 Les taches importantes
Parmi les taches importantes rencontrées en traitement du signal, nous pouvons citer :
1. L’étude des signaux engendrés par des phénomenes ou dispositifs physiques et leur modélisation.

2. L’étude et la conception des systemes de traitement du signal. Dans la conception de ces
systemes, nous pouvons distinguer :

e La mise au point des moyens de base de traitement du signal, correspondant a des traitements
plus ou moins standards applicables a des situations classiques : le filtrage linéaire et invariant
dans le temps (LIT), les méthodes de syntheése des filtres analogiques et/ou des filtres
numériques, le filtrage de Wiener, le filtrage de Kalman, les transformations rapides, les
méthodes d’analyse spectrale, 1’échantillonnage, ..., etc.

e [’étude des systemes a modélisation stochastique. Une telle étude peut en particulier concerne
I’extraction de 1’information transportée par un signal lorsque ce dernier est aléatoire ou n’est
observable qu’apres perturbation aléatoires. Les opérations de base a effectuer sont : la détection,
I’estimation, la classification, la déconvolution, le codage, décodage,..., etc.

3. Le développement et la réalisation des systemes de traitement du signal et en particulier les outils
de base tels que les circuits intégrés dédiés au traitement du signal (DSP, ASIC,...etc.).

1.3 Classification des signaux

Nous pouvons envisager plusieurs criteres de classification des signaux selon les caractéristiques
considérées. Nous citons :

1.3.1 Classification phénoménologique (statistique)

Cette classification considere la nature de la description du comportement ou 1’évolution du
signal en fonction d’une ou plusieurs variables indépendantes, souvent le temps et/ou I’espace. Celle-ci
conduit a deux classes de signaux, a savoir : les signaux déterministes ou certains et les signaux aléatoires
ou stochastiques.

1.3.1.1 Signaux déterministes

Leur description est unique, prévisible avec certitude et peut étre parfaitement modélisée par une
fonction ou distribution mathématique de variables indépendantes le temps et/ou I’espace. Ainsi, un
signal déterministe peut tre reproduit d’une fagon rigoureuse et identique. Les signaux déterministes
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admettent une représentation unique, généralement du premier ordre : signal temporel s(t) ou bien

spectre fréquentiel S ( f ) , contrairement aux signaux aléatoires ou leur étude exige une représentation du

second ordre telle que la fonction de corrélation et la densité spectrale.
Parmi les signaux déterministes, nous distinguons les sous-classes suivantes :
1.3.1.1.1 Signaux périodiques

Leur description ou évolution se reproduit infiniment d’une facon réguliere et identique a des
intervalles de temps égaux. Ces signaux sont caractérisés par leur période 7, qui est la plus petite durée au
bout de laquelle 1’évolution du signal peut se reproduire d’une maniere similaire et identique. Si le signal

périodique de période T est représenté par une fonction s(t) , alors nous avons :
Vi s(t+T)=s(t) (1.2)
Exemples : Parmi les phénomenes représentés par des signaux périodiques, nous citons :
Les battements du ceeur (signal ECG) et le mouvement des planétes autour du soleil.
1.3.1.1.2 Signaux apériodiques ou non périodiques

Ce sont des signaux ol il n’existe pas de constante pour laquelle I’expression (1.2) est vérifiée.
Leur évolution dans le temps n’est pas reproduite a 1’infini.

1.3.1.2 Signaux aléatoires ou stochastiques

Leur description n’est pas unique, imprévisible et dépend du hasard. Ainsi, une description
complete de leur évolution en fonction du temps et/ou 1’espace exige la connaissance de leurs propriétés
statistiques qui peuvent étre obtenues par une infinité de descriptions élémentaires, chacune d’elles est
engendrée par une épreuve ou réalisation. Dans ce cas, a chaque point (instant et/ou coordonnées), la
fonction décrivant le signal prend une valeur particuliere parmi un ensemble et ceci d’une maniere
aléatoire (inconnue de I’observateur). En général I’ensemble des valeurs prises par la fonction a un point
donné peut €tre modélisé par une loi de probabilité (uniforme, gaussienne,.., etc.). Ces signaux sont
connus aussi sous I’appellation de processus aléatoires ou stochastiques. Dans cette classe, nous
distinguons les sous-classes suivantes :

1.3.1.2.1 Signaux aléatoires stationnaires

Lorsque leurs propriétés statistiques sont invariantes dans le temps.
1.3.1.2.2 Signaux aléatoires non stationnaires

Lorsque leurs propriétés statistiques dépendent du temps.
1.3.2 Classification énergétique

L’information véhiculée par un signal lors de sa transmission, puis sa réception est liée a une
transmission d’énergie. Donc, pour étudier un signal physique, nous pouvons mesurer son énergie ou sa

puissance moyenne. Pour un signal s(t) déterministe, nous définissons les caractéristiques suivantes [2]:
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L’énergie totale d’un signal s(t) :
+90

gzqungm:zp@fm

—00

L’énergie partielle d’un signal s(t) jusqu’a l’instant ¢, :
I,

E@gziqgangfp@fm

L’énergie d’un signal s(r) entre deux instants 7 et 1, :
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La puissance instantanée d’un signal s(t) :

dE
=—=F
dt

p(7)

La puissance moyenne d’un signal s(t) entre deux instants # et ¢, :
L 2
P(t.1,) = [|s(2)] dt
4

La puissance moyenne d’un signal s(t) sur une durée 7T :

Lo
Bo=%[|s(e)| dr
-3
La puissance moyenne totale :
T
.3 2
By, = lim 7 | s(t)| dr
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(L3)

(L4)

(L5)

1.6)

@.7)

1.8)

1.9)

D’apres 1’énergie totale et la puissance moyenne totale d’un signal, nous pouvons classifier les signaux

en trois catégories:

1.3.2.1 Signaux a énergie totale finie

Ces signaux ont une puissance moyenne totale nulle, nous pouvons citer comme exemple, les

signaux déterministes apériodiques et transitoires.

Exemple :

Soit le signal porte TT(z) centré et normalisé, défini par :
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= 1.10
0 ailleurs (L1
Ce signal a une énergie totale finie E, = T |H(t)|2 dt= f|l|2 dt = f dt égale a 1

Sa puissance moyenne totale est nulle telle que :

1

It |dr—11m;f|1| dr= lim H[dr]', = tim L=0

T~>+oo

= lim
mt)) t T o0

1
T

NH'—.NH

1.3.2.2 Signaux a énergie totale infinie et puissance moyenne totale finie non nulle

Nous pouvons citer comme exemple les signaux périodiques déterministes ou aléatoires, certains
signaux déterministes tels que 1’échelon unitaire Y(t) , appelée aussi fonction de Heaviside telle que

1 t=20
(L11)
0 <0
Ou : I’énergie totale E, =

+o0 s +0 +o0 o
L= I|Y(t)| dt= [ [I| dt = [ dtest infinie
—© 0 0

(1)

Et la puissance moyenne totale :

%
— 1 1
moyl_ hm T.[
_T
2

Y(¢) dr = lim ﬁ|1| dr = lim L[dr]:
0

=1
T—+0 T—>+00 T—+o 2
Aussi, nous avons le signe de t :sgn(t) tel que:
(t) 1 t=20 (L12)
sgn = .
8 -1 <0

0 0
Ou : ’énergie totale E, = | |sgn(t)|2 dr= | |—1|2 dr + +j' |1|2 dt = +o0 + o0 est infinie
e o 0

Et la puissance moyenne totale :

= lim
mo) ! T—>+0

L
T

NH'—.NH

2 . 9
sgn(t)| dt= lim L

i o < 3, -
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1.3.2.2 Signaux a puissance moyenne totale infinie

Ces signaux ont une énergie totale infinie et présentent peu d’intérét sur le plan pratique. A titre
d’exemple, nous citons les signaux aléatoires a bande fréquentielle infinie comme le bruit blanc

stationnaire, le signal déterministe s(¢)=sin (27 f,t)e* Y(r)avec: a >0

1.3.3 Classification morphologique

Selon la nature de I’amplitude du signal (continue ou discrete), et la nature de son évolution dans
le temps et /ou I’espace (continu ou discret), nous distinguons (Figure 1.1):

1.3.3.1 Signaux analogiques

Ce sont des signaux naturels qui existent dans cet univers (lumiere, température, pression, débit,
niveau, tension, courant, charge, concentration,..., etc.). Ils peuvent avoir une amplitude continue avec
une évolution continue dans le temps et/ou I’espace.

1.3.3.2 Signaux échantillonnés

Ce sont des signaux analogiques échantillonnés ou mesurés a des intervalles de temps bien
définis. IIs ont une amplitude continue ou analogique avec une évolution discrete dans le temps. Donc
I’information n’est disponible qu’a des instants déterminés appelés instants d’échantillonnage.

1.3.3.3 Signaux discrets ou numériques

Ce sont des signaux ol I’amplitude et le temps sont discrets. Donc, 1’information n’est disponible
qu’a des instants biens définis, et 1’amplitude est discrete et quantifiée sous forme de code binaire
(numéro en plusieurs chiffres). En pratique ces signaux sont obtenus apres 1’échantillonnage d’un signal
analogique, suivi d’une conversion analogique numérique (CAN) (voir chapitre VI).

1.3.3.4 Signaux quantifiés

Ce sont des signaux a temps continu, mais a amplitude discrete. Cette derniere catégorie présente
moins d’intérét dans la pratique.
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Les signaux analogiques Les signaux quantifiés
dont 'amplitude et le temps dont 'amplitude est discréte
sont continus et le temps continu

Continus Discréte
=t} =(t)
g
it
& [ ot t
|: la} ={e}
T A
| ™ 0 | ™ 0
B 3 [
Les signaux échantillonnés Les signaux numérigues
dont 'amplitude est continue et dont I'amplitude et le temps
le temps discret sont discrets

Figure L.1. Classification morphologique des signaux
1.4 Quelques signaux spéciaux

Nous illustrons quelques signaux spéciaux, souvent utilisés comme outil pour modéliser des
phénomenes physiques tels que les signaux et les systemes causaux, 1’observation de durée finie d’un
phénomene de durée infinie,...ETC.

1.4.1 Signal échelon unitaire ou fonction de Heaviside

Un signal échelon unitaire ou fonction de Heaviside, désigné par Y(r)ou H (¢)(Eq. L11) et définit tel

que:

Y(r)=

1 pourt=0
0 ailleurs

Son allure est illustrée a la figure 1.2. Ce signal peut étre utilisé pour modéliser les signaux et les systemes
causaux.

10
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1.4.2 Signal porte

1.2

L0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

-0.2

Figure 1.2.
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|
|
|
|
|
|
|
|
|

A

-2

-1

0

1

Dr. MOUFFAK Adnane

Signal Echelon unitaire ou fonction de Heaviside Y(t)

Un signal porte centré et normalisé, désigné par I1 (t) (Eq. 1.10) et définit tel que:

Son allure est illustrée a la figure 1.3

1 pour—-Li<r<i
I(r) = o
0 ailleurs
15 —mr—rT1T—T—T—1 T
1.0 |- o o .
- ! ! -
1 1
- 1 1 -
- ! ! -
1 1
05 @ ] —
1 1
i 1 . .
L 1 1 -
- ! ! e
1 1
0.0 O o
_0|5 1 L L l L 1 L l L 1 L l L L 1 l L L L I
-1.5 1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figure 1.3. Signal porte T1(t) centré et normalisé

Le signal porte I1 (t) est normalisé du fait que ses dimensions (largeur et hauteur) sont égales al, son

énergie totale est égale a let aussi sa surface S est égale a 1. Ainsi nous avons d’une maniére générale

pour un signal s(7):

S ZJ:E|S(I)|CZI

11

(1.13)
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Si I’intégrale (I.13) existe alors, nous disons que le signal s(t) est absolument sommable ou intégrable.

Il est clair que le signal porte I1 (t) est absolument sommable et que sa surface

S = +j°°|n(z)| dt = +f|n(z)|dt est égale 1.

Nous avons aussi la relation entre les deux signaux IT()et Y(z) telle que:
(t)="(t+1)-x(r-1) (I 14)
1.4.3 Signal signe de t

Un signal signe de t, désigné par sgn(t) (Eq. 1.12) et définit tel que:

sgn(t)=

1 pourt=0
—1 ailleurs

Son allure est illustrée a la figure 1.4

o ]

1

— 1‘

Figure 1.4. Signal sgn(t)

L5 Représentation temporelle des Signaux et distributions tempérées
L.5.1 Problématiques de représentation temporelle des signaux

Un signal est souvent représenté par 1’évolution de sa puissance ou son amplitude dans le temps
et/ou dans D’espace. C’est la représentation la plus naturelle d’un signal, désignée souvent par la
représentation temporelle. Dans le cas ou cette évolution est continue, la représentation temporelle du
signal est faisable par une fonction continue d’une variable réelle indépendance. Cependant, dans le cas
ou cette évolution présente des sauts et des discontinuités, par exemple le cas d’un signal discret, ce

12
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dernier ne peut pas étre représenté par une fonction du fait qu’il y a des difficultés pour dériver ou
intégrer une fonction discontinue d’une variable réelle indépendante. C’est pour cette raison que le
concept de distributions, appelé aussi fonctions généralisées, a été introduit dans le but de palier les
imperfections et les difficultés rencontrées lors de la dérivation ou I’intégration d’une fonction
discontinue et méme en calcul du spectre d’un signal.

En effet, 1’analyse spectrale d’un signal déterministe au sens de fonctions nécessite la connaissance au
préalable de la nature du signal. Si le signal est périodique par exemple, on a recours a la série de Fourier
pour calculer son spectre ; sinon dans le cas d’un signal apériodique a énergie totale finie et puissance
moyenne totale nulle, on utilise la transformée de Fourier. Nous verrons que le concept de distributions
permet de calculer le spectre d’un signal déterministe sans savoir au préalable sa nature s’il est
périodique, apériodique, discret,.., ETC. [3]. En plus, ce concept de distributions permet aussi de calculer
le spectre des signaux a énergie totale infinie et puissance moyenne finie comme le cas d’un signal
sinusoidal ou échelon unitaire, et méme permet de modéliser certaines opérations sur les signaux comme
I’échantillonnage (chapitre VI).

Nous introduisons la notion de distributions dans un sens pragmatique en premier lieu, ou la distribution
de Dirac par exemple est considérée comme une limite de certaine fonction particuliere. Ensuite, nous
abordons les distributions avec le formalisme de Schwartz. Ce dernier outil est indispensable pour
modéliser les signaux discrets et échantillonnés (voir chapitre VI).

1.5.2 Définition de Distribution de Dirac par approche pragmatique

Soit une fonction porte I, (t) centrée de largeur T et surface égale a 1, telle que :

i —L<r<L
I, (z):%n(ijz{T SR (L15)

Par approche pragmatique, nous définissons la distribution ou fonction généralisée de Dirac (figure 1.5),

notée par &(r)telle que:

5(t)=1irnHT(t)=lim{%l'[(iﬂz{zo =0 (L16)

T—0 T—0 T ailleurs

Avec la surface normalisée S telle que :

5= ]

+00
—00

+00 +0 +®
lim T, (r)‘dr:{oyﬂnr (t)|dt:7{0;ig(1)l‘lr (t)dt=7{05(t)dt:1 (L17)

13
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[y
1)

b 1T

l
l

- - - -

-T/2 T2 ¢ t t t

Figure L.5. Définition de la Distribution de Dirac a partir d 'une fonction porte de largeur T

Nous présentons symboliquement la distribution de Dirac a I’origine par une fleche (du fait que sa
valeur est infinie) d’amplitude 1 (figure 1.6).

08| J

0.6k ]

Figure 1.6. lllustration symbolique utilisée pour représentation graphique d’une distribution de Dirac a
[’origine.

1l est clair que & (t) ne peut pas étre une fonction, car d’une part sa valeur a t=0 est infinie et son support

est presque nul et d’autre part sa surface est égale a 1. L’intégration ne peut pas étre effectuée au sens de
Riemann mais plutot au sens de Lebesgue [2].

Nous définissons aussi une distribution de Dirac translatée a ¢ =7;, désignée par o, (t) , telle que :

o sit=T,

5T0(t):5(t—T0)={ (118)

0 ailleurs

14
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La distribution translatée &, (1)=& (r —T;) peut étre illustrée symboliquement par une fleche a =T,

d’amplitude 1(figure 1.7).

(1] -

Figure L.7. lllustration symbolique utilisée pour représentation graphique d’une distribution de Dirac
translatée a t=T.

1.5.3 Propriétés de la distribution de Dirac

1.5.3.1 Changement d’échelle et distribution de Dirac

Nous définissons la distribution &(at), avec a el "telle que :

5(at)=ﬁ5(t) (1.19)

1.5.3.2 Multiplication de la distribution de Dirac avec une fonction

La multiplication d’une fonction 1//(1‘) a valeur dans U par la distribution de Dirac correspond au produit

de la valeur de cette fonction a ¢t = 0 par la distribution de Dirac. Nous avons donc :
w(1)6(1) = (0)8(1) (120)
Nous disons que la distribution de Dirac se comporte comme un échantillonneur.

De la méme facon, la multiplication d’une fonction y/(t) par la distribution &, (¢) de Dirac translatée a

t =Ty correspond au produit de la valeur de cette fonction a 7 =T; par la distribution &7, (t) . Nous avons

donc :

w(1)o, (1)=w(1)6(1-T,) =y (T,)6(:-T,) 1.21)
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1.5.3.3 Convolution de la distribution de Dirac avec une fonction

Nous verrons au chapitre IV que le produit de convolution d’un signal s(t) par la distribution de Dirac

& (t)correspond au méme signal s(r) . Nous avons donc :
s(1)*8(t)=s(r) 1.22)

Nous disons que la distribution de Dirac & (t) se comporte comme un élément neutre avec 1’operateur de

convolution *.

De la mé&me facon, la produit de convolution d’un signal s(t) par la distribution &7, (¢) de Dirac translatée

a t =T,correspond au signal translaté s(t - To)- Nous avons donc :
s(t)* oy (1)=s(t)*6(1-T,)=s( - T,) (1.23)
1.5.4 Définition rigoureuse de la distribution

Une distribution f peut étre définie comme une fonctionnelle qui associe une fonction go(t) dans

I’espace des fonction indéfiniment dérivable et a décroissance rapide, désigné par S, a un nombre

complexe < f ,(p(t)> , telle que :

f:8S->L

o) (f20(0)) = ] £ ()1

(1.24)

Nous disons alors que la distribution f est une distribution réguliere et tempérée dans I’espace S’ .

Si go(t) appartient a I’espace des fonctions indéfiniment dérivable et a support borné, désigné par

I’espace D, alors la distribution engendrée est dite distribution réguliére non tempérée dans 1’espace D',
elle est définie par 1’expression ci-dessous :

f:D—->LC

() (£0(1)) = [ 1 (1) (1)

(1.25)

Une distribution dans 1’espace S'ou D'est dite singuliere si elle n’est pas réguliere. C’est
I’exemple de la distribution de Dirac, nous pouvons ainsi la définir au sens de distributions par :

(8.0(t))=0(0) VoeDous$ (1.26)

16
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1.5.5 Operations sur les distributions
1.5.5.1 Addition, multiplication par scalaire

f et gétant des distributions. L’addition et la multiplication par un scalaire a sont respectivement

définies par [2]:

(f+2.0(0))=(f-0(1))+(2.0(1)) 1.27)
(af (1)) =a(f.0(1)) (1.28)

1.5.5.2 Translation
(frs0(1)=(f (1 =T).0(2)) = (F. (¢ +T)) (1.29)

Exemple :
(6r-0(1)) =(6(1-T).0(0))=(5.0(t +T)) =p(0+T)=0(T)  (130)
1.5.5.3 Homothétie ou changement d"échelle
(£ (ar).p(1)) = {1 0(2)) (131)
Exemple :
(8(ar).p(1)) = 11(8.0(2)) = 0(0) = (58(0). (1)) (132)
Do ;5 (ar) = £ 5(1)

1.5.5.4 Dérivée d’une distribution

f étant une distribution, nous appelons dérivée de la distribution f , notée par di , la distribution définie
t

par :

4 gt 220)

De la méme facon, nous définissons la dérivée d’ordre n par :

<ﬂ,(p(z)> =(-1)’ <f,d(n)¢’(t)> (134)

dt(”)

17
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1.5.5.5 Dérivée d’une fonction discontinue

Une fonction f qui présente des discontinuités et qui n’est pas dérivable aux points de
discontinuités peut étre dérivée au sens de distributions telle que chaque fonction f peut étre associée a

une distribution f égale a la fonction aux points continus en additionnant aux points de discontinuités
1=1,, les écarts o, entre les valeurs a droite et a gauche [O‘,d =f (t;)— f (t; )} et en les multipliant par

une distribution échelon unitaire Y(t) [2]. Nous avons donc :

l:f(t):ldistrihution - I:f (t)]fonction aux points continues + [f(t; ) -/ (t‘; )J Y(t) (1.35)

point s discontinus t;

Il en découle de (I1.35) que la dérivée de f au sens de distributions peut étre définie par :

L7 ton =L O i st *L ) =1 ()] i 80 136)

Exemple : la dérivée de la distribution échelon unitaire (Heaviside) Y(t)

[Y’ ([):Idistribution - [Y' ([):Ifonction aux points continues + |:Y(O+ ) - (07 ) :| points discontinus O 5(t)
D’ou:

(Y@, =0+(1-0)5(r)=5(z) (137)

18



Chapitre Il : Analyse de Fourier Dr. MOUFFAK Adnane

Chapitre II: Analyse de Fourier

I1.1 Introduction

Généralement a un signal quelconque correspond deux représentations usuelles :

Une représentation temporelle s(t) , elle est souvent considérée naturelle, par laquelle 1’évolution de
I’amplitude du signal s(t) est décrite en fonction de la variable t qui traduit le temps qui s’écoule. Dans

certain cas, il s’agit de la variable de 1’espace x (les abscisses). Alors, le signal s(x) est représenté par

I’évolution de son amplitude en fonction de la variable de 1’espace x.

1

Une représentation fréquentielle qui dépend de la fréquence f, celle-ci est homogene a ;. Le passage de

la représentation temporelle a la représentation fréquentielle dépend de la nature du signal s’il est
périodique ou apériodique. Il s’git de deux outils mathématiques, a savoir : la transformée de Fourier et la
série de Fourier.

I1.2 Transformée de Fourier d’une fonction apériodique
11.2.1 Définition

Soit un signal apériodique définit par sa représentation temporelle sous forme de fonction de la
U —U

1> s(1)

variable indépendante le temps ¢, tel que :
Nous appelons transformée de Fourier de la fonction s(t) , 'intégrale impropre S ( f ) , sous condition de
convergence, telle que :

S(f)=]s(t)e"at (L1)

Nous écrivons ainsi : s(t)ZS ( f ), ou bien : S( f )= F [s(t)] Cette intégrale lorsqu’elle existe est

appelée aussi spectre du signal s(7).
Exemple 1 :

1 pour—5<t<

0=

1
Soit le signal porte I1 (t) centré et normalisé (Eq.1.10), défini par : H(t) = {O " 2
ailleurs
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Ce signal est apériodique a support borné [— , 5 ] 11 est absolument sommable et son énergie totale

égale a 1. Il est aussi centré par rapport a I’origine. En appliquant la définition de la TF (IL.1), nous
avons :

F[TI(1)]= +j: II(t)e > dt =+j262j”ﬁdt =¥7;f) =sinc(f) (L.2)

Dans ce cas, le spectre de H(t) est une fonction de fréquence appelée sinus cardinale normalisé. Cette

normalisation est justifiée par le fait que son énergie égale a 1. La figure II.1 illustre la fonction sinus

sin(;rf) M
f

7 (en bleu) et le sinus cardinal non normalisé
T

cardinal normalisé (en rouge).

1 pourt=0
Exemple 2 : Soit le signal échelon unitaire (fonction de Heaviside) (Eq.I.11) Y (z)= 0 aill
ailleurs

+o
. 7 et g C g g, L ojen | _ : 2 f
Nous avons : F[Y(t)] —LY(t)e It = { e/ tdt—{—me i 0 = 2}.1”‘, —Ilirgo(ﬁe J ’)

L’intégrale ci-dessus diverge car :

lim (zm efzjfrft) Zm hm [cos 27 ft)— jsin(27rf)} e [hm (cos (27rft)) - jtlirgo(sin (27rft))}

t—+0

lim (COS (27[ ft )) et lim (Sin (27[ ft )) ne sont pas uniques et peuvent prendre toute valeur entre
—>+0

t—>+00

[—1, +1] . D’oti les deux limites n’existe pas (la limite doit tre unique et finie pour qu’elle existe).

Donc, la transformée de Fourier de Y(t) n’existe pas au sens des fonctions, nous verrons qu’elle existe au

sens de distribution.

Exemple 3 : Calculez la transformée de Fourrier de e_‘”Y(t) avec:a>0

s +00 +00 . . +00
—at _ —at 2 jrft _ —at 2jrft _ —(a+2jrzf)t _ 1 —(a+2jrf) _ 1
F[e Y(t)] = [ e Y (t)e ™ dt —g e e dr = £ e dt = |:_—a+2j7rf e l) =
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—6r  —4r -2 0 2 47 6r
o I .
0.8 — ) 1|

f
0.6 — bm;—;f) -
0.4
0.2 / g
0 W}‘ Ah r A ‘{,W
JINY

i I I i IR
-20 -1 -10 -5 0 5 10 15 20
Figure I1.1. lllustration du spectre d’une porte : ¢’est un sinus cardinal normalisé (en bleu)

11.2.2 Condition de convergence (d’existence)

La transformée de Fourier S( f)existe si s(r) est absolument sommable, autrement dit :

S = [|s(r)|dt existe (I3)
1

2
Compte tenu de I'inégalité : | |s(t)|2 dt < [j'|s(t)|dt} , les signaux apériodiques a énergie totale finie (a
I

puissance moyenne nulle) ont toujours une transformée de Fourier [3].
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11.2.3 Propriétés de la transformée de Fourier (TF)

Dr. MOUFFAK Adnane

Les propriétés les plus usuelles sont citées au tableau II.1 ci-dessous:

’ ((tt)) z ((ff)) désignation de la propriété

1 1

5 (1) 5,(f)

asl(t)-l-ﬁsz(t) aSI(f)+ﬁSz(f) linéarité

s ( {— a) ,aell e 2imfag ( f) translation temporelle

o2l ( t) Jfo el S ( f- fo) translation complexe

s(at) aecl’ 1g ( I ) Similitude ou changement d’échelle
’ o " \a

g(;) §(_f) parité

S(;) s(—f) symétrie

s'(t), s(oo):O 2j72'f5(f) dérivée

o (t) ’ (2j7zf )” S(f) dérivée nieéme

5(0)=0,5"(0)=0,...,5" " (0)=0

(_2 jﬂ't) S( t) S'( f) Dérivée fréquentielle

(_2].” t)n s ( ¢ ) g™ ( f) dérivée nieme fréquentielle

5, (;) s, (t) S, (f)Sz (f) Convolution (voir §-1.5)

s, (t)s2 (t) S, (f) *S, (f) convolution

Tableau IL.1. Principales propriétés de la transformée de Fourier

NB : Généralement, lorsqu’un signal s(t) est a support borné, il est recommandé que le calcul soit direct

en appliquant la définition de la transformée de Fourier (TF) (II.1). Cependant, dans le cas d’un signal a
support non borné, il est plus facile de déduire la TF par ses propriétés.

Exemple 1 : calcul indirect par propriétés

sin (m)

Calculez la TF du signal x(t)=
7t

Le calcul direct de la TF engendre I’intégrale impropre X (/)= F [x(t)] = T Me_””ﬁdt , ce qui est

7t

difficile a effectuer, car x(t)n’est pas a support borné et les bornes d’intégration demeurent donc de —oo a

o . sin (ﬂ f )
+oo . Cependant, en remarquant la propriété de la symétrie au tableau II.1 et que : F [H(t)] = —f ,
T
sin (71)

] one)-n).

nous avons : F{
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sin(7)

t

Exemple 2 : Calculez la transformée de Fourrier de

En considérant que : s(t)= singrt) et F[s(t)] =S(f)=11(f)

Avec la propriété de similitude, ona : F [s at ] F [gm(gf{))} =L1g (5) =19 (5) = 5H(§) (a>0)

Donc on a: F[Si"(m)}:iﬂ(g).Si: ma=1dou:Ll=7xona: F[Sm()}Zﬂ'.H(ﬂf)

at

Exemple 3 : En considérant le résultat de I’exemple 3 (§-11.2.1) F' [e_‘” Y(t)} = m ; en déduire la
. . —dl . o +o cos (27 ft)
transformée de Fourierde : ¢ ""',Va >0, i ; ainsi que la valeur de I’intégrale : f 1—2 dt
+t 0 +1

Solution :
Ona:e = e Y (t)+e"Y (1)

dou: Fle | =Fle Y (t)+e Y (=) |= F[e ¥ (1) |+ F[e"Y(~1)]

Si on considere : F[ e ( t)] X ( f) = —L— alors on a par propriété de similitude :
Fle"Y(—t)]= [ ] X(~f)=mmn =757

d’oﬁ:F[eiaM]: 141 2 __ 2

a+2jrf a-2jrf & —(Zjﬂf)z A rartf?

En considérant la propriété de symétrie, si on a : F[x(t)] =X (f) alors : F[X (t)] = x(—f)

D’ou : F( +4m) e*a\*f\:e*a\f\:S(f),avec:s(t): _2a

a*+4rx%?

En considérant la propriété de similitude, si on a : F[s(t)] =S (f) alors : F[s(at)] = ‘;1‘ S(%)

D’ou : F[s at] F[a e (m)z}:F(‘Hfﬂ#)_iewa

Pour & >0on adonc: FI:s at] F =F %“ =le7§m
(l+4” a”y ) 1+4’:’—2‘112 @

— _a_ _ﬁ‘f‘
d’otr : F(thazﬁj =e

_2 3
Pour: “ _1,ona: £ =7 et £=27,dou: F(u) i
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1+£2 1+£2

on: F(st)= T e =T icon(2n )t J sin(2m )= e

—o0 —o0

+00
De plus,ona: | #sin(27zﬁ)dt =0 (car il s’agit de I'intégrale sur intervalle symétrique d’une

fonction impaire)

+00 +0
Et: | ﬁcos(Zﬂﬁ)dt =2] #COS(27Z’fl‘)dl‘ (car il s’agit de I'intégrale sur intervalle symétrique
—0 0

d’une fonction paire)

T cos(2 - . . T cos(2 -
Doncona: F( )sz L) gt = re ™! oo le résultat : | Mdtz%e 2/
0 0

1
1+ 1+ 1+

11.2.4 Théoreme de Parseval

L’énergie totale d’un signal est indépendante de sa représentation. Ainsi, nous pouvons la

calculer dans le temps par : [ |s(t)|2 dt et/ou dans le domaine fréquentiel par: I|S ( f )|2 df . Ce théoreme
] ]

peut étre exprimé par la formule :
[s() dr=[|s () dar (IL4)
J C

11.2.5 Transformée de Fourier de quelques fonctions usuelles (Tableau I1.2)

s(1) S(f)
H(t) porte centrée et normalisée Siﬂ(f;f )
sinus cardinal normalisé Sm,(ft) H(f )
AW =(1-M)r1(5)=T1()*11(7) wrlo]
(zf)’
Y(r) fonction échelon unitaire (Heaviside) n’existe pas au sens de fonctions
Y(r)e™ eta>0 1
a+2jrf
Y(t)te™ et a>0 1
(a + 2j7rf)2
Y(r)i"e ™ et a>0 n!
(a + 2j7rf)n+]
e e’

Tableau IL.2. Transformée de Fourier de quelques fonctions usuelles
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11.2.6 Transformée de Fourier inverse

Nous supposons que nous avons S(f)et nous cherchons s(r)au point 7=z, sous conditions

d’existence. Cette transformée s’appelle transformée de Fourier inverse. Sous conditions d’existence de

Dirichlet, ou s(t) admet un nombre fini de discontinuité, et admet a chaque point 7 =¢,une dérivée a

droite et une dérivée a gauche, nous avons:

+fS(f)e+2j7rﬁodf — s(tg);-s(t(;) (H.S)

+

Avec : s(to )=tlig(1) s(r)et s(tg)z tlig(l)s(t)

Si s(t) est continue au pointt =1, , nous avons : st ) =s(ty ) =s(z,) ; d’ou :

jfos( fe?har =s(t,) (IL6)
D’une fagon générale, au point 7, nous avons donc :

s(t)= fo S(f)e?  af (IL7)

Nous écrivons ainsi : F~' [S(f)] =TFI[S(f)] = s(t) .

Exemple : Vérifier la transformée de Fourrier inverse (T.F.l ou F ') avec lafonction H(t) au point :

+o sin (¢
t, =1 ; sachant que : ({ t( )dIZ%

Solution :

T

Ona: F[H(t)] :&;f), ou bien : F‘{sm(ﬁf)} =T1(1)

d’ou pour 7, =1, 0na:

Cmsin(zf) . tesin(zf) L. esin(zf) sosin’ (7 f)
I, —700—ﬂf e df —L—ﬂf e df —L—ﬁf COS(ﬂf)df+],L—7rf df
+0 G f +0 D g f 1+oo 2 f
donc: [, =_{O%cos(ﬂf)df :(j) %ﬂ)cos(ﬁf)df =z g Sm2(7z; )a’(27zf)
. +sin (1)
siona: t=2rxf etsachantque: [ ; dt=%,0ona: [, =12=1=T1(0)



Chapitre Il : Analyse de Fourier Dr. MOUFFAK Adnane

11.3 Série de Fourier d’une fonction périodique

11.3.1 Définitions

Soit un signal 7' périodique s, (t) Nous pouvons ainsi calculer les coefficients de Fourier

définies par les formules :

ay=2 [ s (t)dt
T)
2 [ s (t)cos(Zﬂ%t)dt pour n>1 (11.8)
(T)
b,=% [ s; (t)sin(Zﬁ%t)dt pour n>1
(T)

aﬂ

Notons que les intégrales doivent étre calculées sur une longueur égale a 7, les limites des intégrales
peuvent étre quelconques, par exemple entre : Oer T, ou bien entre : —L er L, et dans le cas générale

entre : aeta+T ,avec aell . Ces limites peuvent étre choisies selon 1’expression du signal périodique

s(t) et sa parité (paire, impaire, ..., etc.).
L est appelée la fréquence fondamentale.

Nous appelons série de Fourier la série définie par :

%+ Y a,cos(2z41)+b, sin(27r$t) (IL9)

n=1
Nous parlons aussi de la forme réelle de la série de Fourier.

Nous disons que le signal 7' périodique s, (t) est développable en série de Fourier s’il vérifie les

conditions de Dirichlet, a savoir :
1. s;(¢)admet un nombre fini de points de discontinuité.
2. sy (t) admet a chaque point ¢ une dérivée a droite et une dérivée a gauche.

Dans ce cas, nous écrivons :

.
2+¥a, cos(27z’T—’t)+bn sin(Zﬂ%t)zw (I.10)
n>1

Avec : s, (F):lim sp(x) et s, (t‘)zlim sp(x)

X——>t X——>t

Si: s;(x)est un signal continu au point ¢, nous avons : s, (t*)z Sy (f) = s, (). Ainsi, le signal s, (x)

continu au point : x =1, s’écrit :
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%+ a,cos(27 1) +b,sin(27%1) = s (1) (L11)

n=1

Exemple 1: Décomposer en série de Fourier la fonction périodique suivante :

X(f)Z{_A vrelzol et x(r+2n7r):x(t) pour tout n €l

A VtelO, 7]

x(t+2n7r)=x(t) pour tout n €Ll Ce qui veut dire que : x(t)est 27 -

(t)— -A Vtel[-x,0]
* A Yt el0, ]

périodique, en plus, x(t) est une fonction impaire (elle est symétrique par rapport a I’origine O). Il

r r
2 2
s’ensuit que les coefficients a, =2 | x()dt et a, =2 [ x(t)cos(%nt)dt sont nuls. Les coefficients

b, =2 T x(t)sin(%&nt)dt =$fx(t)s1n(2?”nt)dt :%Tx(t)sin(i—gnt)dt =%T+Asin(nt)dt
,g 0 0 0

o 14 i n impair
Dou: b, =4"" .
Osinon

Finalement, il vient pour expression de la décomposition en série de Fourier de x(t) :

x(r)=%+ gl[an cos(z?”nt) +b, sin (27”111‘)] = mz 44in (nt)
n impair

Ona:n=2m+1si1<n<+4oo alorsona: 1<2m+1<+ood’ol: O <m <400 en substituant la

variable n par la variable m ona: x(t)z > a4 sin[(2m+1)t] et puisque n et msont des
m.

= 7(2m+1)
variables muettes, on peut exprimer x(t)en fonction de la variable muette de départn. On a donc:

x(1)= rg%sin((bwrl)t)

Il existe une autre forme de la série de Fourier dite forme complexe. Celle-ci peut se manifester
dans la littérature sous plusieurs définitions, nous nous limiterons a celle permettant de mieux voir les
similarités avec la transformée de Fourier. Nous avons donc la forme complexe de la série de Fourier:

= 2 jmlt
e el 11.12)

Avec ¢, sont des coefficients complexes, tels que :
¢, =%(a,—jb,), nel (IL13)

Les coefficients ¢, s’écrient sous la forme intégrale :
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c, =% [ s (t)e_Zj”%tdt, nel (I1.14)
(T)

Exemple 2: Soit x;, (t) =t pour 0Lt <T et T-périodique

1. déterminer I'expression des coefficients de Fourrier a,,a, et b, en donnant son développement en

série de Fourrier.

2. déterminer les coefficients complexes C, en donnant la formule complexe de son développement en
série de Fourier.

Solution :

Ona: x; (t) =t pour 0<t<T et T-périodique. Les coefficients de son développement en série de

Fourier sont :

a():

~ o
oc—~
=
—_
~
~
&

Il
N
o~
~
53
I
N~
(NI
~
(¥
| —

=)
I
~N

a, %Tx(t)cos(%”nt)dt = %?tcos(%”nt)dt = %[[zfm tsin(%”nt)]z —T A" sin(%”nt)dt}
0 0 0
(intégration par partie : [ fdg = fg —[ gdf avec: f =1 et dg =cos(27”nt)dt d'ou: df =dtet

g =[cos(%nt )dt = 5sin(%£nt))

T T

%[[— L tcos(z?”nt)}o (j)—
(intégration par partie: f =t et dg = sin(%” m‘)a’t d'ou: df =dtet

g = in(3 my =L cos (1))

S
Il
~o
Sy
=
—~
-~
N
w
L
=
—_

N
N
S
-~
N—
QU
~
Il
N
o~
-~
w
L
=
—
™
N
S
-~
N—
QL
-~
Il

L cos (2?” nt)dt}

Donc:

T
b, = %[[— st cos (27” nt)]z - (j) -

T

L-cos (% nt)dt} = %[— LT cos(27zn)+ [ 35-cos (% nt)dt}
0

T

=L+ 3 () sin(3nr) | =2

0

Le signal x; (t) a donc pour développement en série de Fourier :

X, (t) =2+ Z[an cos(ZT”nt)+bn sin(%”nt)] =T+ Z(—%)sin(z?”nt) =L %sin(%”nt)

n=1 n=1 n>1
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—Jjb,) pour n =0 —j5= pour n#0
( n J n) p d’ou : Cn — -] 27n p
a, pour n=0 L pour n=0

3
W= o=

Le signal x;, (t) a donc pour développement en série de Fourier en forme complexe :

+0 . . .
_ R2jrdt _ T T 2jrht _ 1 o T A2jmht
'xT (t)_ z Cne _7+ z ( -] 27m)e -2 -] Zx 27me

*
n=—w ne nell

11.3.2 Théoréme de Parseval pour les signaux périodiques

Nous distinguons les deux formes réelle et complexe :

L |s(t)|2 dt :§+%Z(af +b,f) forme réelle

™ L " (IL15)

L1 s() ar=x
T —o

’ I
c, forme complexe

La puissance moyenne sur une période 7 d’un signal T périodique est indépendante de la représentation.
L 2 . . .
Ainsi, nous pouvons la calculer dans le temps par : + ) |s(t)| dt et/ou dans le domaine fréquentiel par
(1)

2
ou bien par la formule : a70+%2(a5 +b; ) , avec les

+00

2 -
Z|cn| , avec les coefficients complexes c
—© n=1

n

coefficients réels a,, a, et b, .

Exemple : En considérant 'exemple 2 du §-11.3.1. Dans le cas, ou seuls les quartes premiéres
harmoniques sont considérées, donner la représentation du spectre des raies pour 7 =1. Dans ce cas,
vérifier la formule de Parseval en calculant la puissance moyenne sur une période dans le domaine
temporel et fréquentiel.

Solution :

Le spectre d’amplitude discret ‘X (% n)‘ (spectre des raies) a pour expression :

1 2 2
1a +b; pourn#0 || pour n=0

.
2

.PourT=1,0na:
D

i pourn=0

pour n=0

1
T Pour n# 0

pour n=0

Pour les 04 premieres harmoniques on a : ‘X (%n)‘ avec: n=4

T 2 T
La puissance moyenne sur une période T: P, = %HXT (t) dt :%Itzdt = T—; (calcul dans le temps)
0 0

Pour T=1,ona: P.=+~0.333

1
T3
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2
a 2 2 2 2
:(%) +% E (an +bn):TT+ E>12:_2nz. Pour T =1 et
nz

n=—o0 n=1

4
_ P Al RS I I £ DU URINS TUPI 1 WUNS R T € SR TS PR B S0
n=4,ona: B ~i+y L =14 2(1+ +44 2)_4+ S(1+4+3+4£)~0322

11.3.3 Comparaison et similarités avec la transformée de Fourier

série de Fourier transformée de Fourier
s(t) est un signal T périodique s(t) est un signal apériodique absolument sommable
¢, =% [ s(t)e?™dt,avec: f=2 nell S(f)=][s(t)e? " ar
(T) 1
+90 . 2jxfi
e, avec: f=2,nel TIS(f)e dt
Théoreme de Parseval permet le calcul de la Théoréme de Parseval permet le calcul de I’énergie
puissance moyenne du signal sur une période T totale d’un signal
2 +00 2 2 2 . 2
| |s(t)| dr=y|c, =T°+%Z(af +an) ]j|s(t)| dt —[”S(f)| df
(T) —00 n=1

Tableau I1.3. Comparaison et similarités entre série et transformée de Fourier

D’apres le tableau I1.3, 1a série de Fourier permet de calculer le spectre discret d’un signal périodique, ol
£ n Y . < <

les fréquences f =; sont discrétes et multiple de la fréquence fondamentale . La transformée de

Fourier, au sens de fonctions, permet de trouver le spectre continu d’un signal apériodique, absolument

sommable.

Le théoreme de Parseval pour la série et la transformée de Fourier présente des similarités. Il permet pour
les deux cas de calculer respectivement la puissance moyenne d’un signal périodique sur une période 7,
ou I’énergie totale d’un signal apériodique, quelque soit la représentation temporelle ou fréquentielle.

I1.4 Les distributions et transformée de Fourier

Jusqu’a présent, nous avons vu que I’analyse spectrale d’un signal déterministe nécessite la
connaissance au préalable de la nature du signal. En effet, si le signal est périodique par exemple, nous
avons recours a la série de Fourier pour calculer son spectre ; sinon dans le cas d’un signal apériodique a
énergie totale finie et puissance moyenne totale nulle, nous utilisons la transformée de Fourier. Dans ce
paragraphe, nous abordons le spectre d’un signal au point de vu distributions. Ce concept de Transformée
de Fourier au sens de distributions nous permettons de calculer le spectre d’un signal déterministe sans
savoir la nature du signal s’il est périodique, apériodique, discret,.., etc [3].

11.4.1 Transformée de Fourier et distribution de Dirac

La transformée de Fourier de la distribution de Dirac est définie comme une limite de la

transformée de Fourier de la fonction porte IT, (t) lorsque 7 tend vers 0.
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Nous avons :
F[T, (1) ]= F[+T1(£)] :% (IL16)
Dol :
F[s(1)]= F[;i_rgHT (t)}:rlirOn{F[HT (1))} = ;i%% =1 (IL.17)

Nous montrons par la propriété de la symétrie de la transformée de Fourier que :
F[1]=6(f) (IL18)
Avec la propriété de la translation temporelle, nous avons :
F[ &, (1)|=F[8(t-T;) | = /" (IL19)
11.4.2 Spectre des fonctions sinusoidales

Le spectre des fonctions sinusoidales cosinus et sinus peut &tre exprimé en fonction de la
distribution de Dirac dans le domaine des fréquences, tel que :

F[Acos(2rfyt+9)|=4[e5(f — f,)+e *5(f + £,)] (I1.20)
Et:

F[Asin(27zfyt+0)|=£[e?5(f - f,)-e *5(f +£,) ] (I.21)
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Chapitre III: Transformée de Laplace

II1.1 Transformée de Laplace d’une fonction causale
111.1.1 Définition

U —-U

Soit un signal causal défini par la fonction:
1> s(t)

Nous appelons transformée de Laplace de la fonction causale s(t) , I'intégrale S ( p), sous condition de

convergence telle que :
S(p)= [ s(t)e™dr (1)

Avec : p=0+2jrf estun nombre complexe.

TL

Nous écrivons ainsi : s(1)—>S(p), oubien: S(p)= L[s(t)]

111.1.2 Condition de convergence (d’existence)

L’existence de I’intégrale de Laplace dépend de la valeur de Re( p) =0

Exemple : soit s(t) = Y(t) , OuSs avons :

S(p)= | Y(t)e "di=] e "dr [=]” (IT1.2)
0 0

! -
Dans ce cas, la convergence de 1’intégrale est sous la condition : Re( p) =0 >0, nous avons ainsi :

S(p)=— (111.3)
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111.1.3 Propriétés de la transformée de Laplace

Dr. MOUFFAK Adnane

Condition de désignation
s (t) S ( p) convergence de la propriété
R
(1) 5.(7) Re(r) s
>
5 (1) 5,(p e(p)> 1
Re(p) > [,
as, (t)+ Bs, (1) aS,(p)+BS,(p) Re( p) > max (4, 1, linéarité
—a), 0 —ap R translation
s(t a) a> e S(p) e(p)>,u temporelle
< - - translation
¢ S(t) cel S(p C) Re(p C)>’u complexe
s(at), a>0 is(ﬁ) Re(p)>au homothétie ou
a4 \a changement
d’échelle
s'(t) pS(p)—s(O+) Re(p)>y dérivée
s (t) p”S(f)—p”fls(OJr)—p”’zs’(O*)__,__S(”*l)(()*) Re(p)>u dérivée nieme
=S’ R multiplication
15(1) (p) e(p)>u i
(_t)n s(t) §m (p) Re(p) > 1 multiplication
par (_t)ﬂ
js(r)dr M Re(p)>max(y,()) intégrale
0 p
s_t) ot TS(u)du division par t
t P
lim[@} existe
t—0
s, (t) *s, (t) S, (p)52 (p) Re(p) > max(,ul ,j, ) convolution
s, (t)s2 (t) ZJL_HSl (p) *S, (p) Re(p) > max(,ul b convolution

Tableau IIL.1. Propriétés de la transformée de Laplace
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111.1.4 Transformée de Laplace de quelques fonctions usuelles

s(t) S( p) condition de convergence
Y(r) - Re(p)>0
Y(r)e™ et a>0 1 Re(p+a)>0
pt+a
Y(t)te ™™ et a>0 1 Re(p+a)>0
(p+a)
Y(t)t”e_‘” eta>0 n! Re(p +a) >0
(p+a)n+l
Y(t)cos(a)ot) pszg Re(p)>0
Y (¢)sin(eyt) p;iowg Re(p)>0

Tableau II1.2. Transformée de Laplace de quelques fonctions usuelles

I11.2 Inversion des transformées de Laplace

Soit S(p)la transformée de Laplace du signal causal s(¢) . C-ad S(p)= L[s(t)] .Le chemin inverse qui

permet de calculer s(t) a partirdu S ( p) est appelé Transformée de Laplace Inverse. Nous écrivons ainsi:

TLI

S(p)—>s(r), ou bien : s(t):L’l[S(p)] ou s(t)zTLI[S(p)]

D’une maniere générale, S ( p)peut étre une fonction rationnelle donnée sous la forme de fraction de

polyndmes en Numérateur et Dénominateur telle que:

Bop"+B1p" '+ +Bp_1p*+B, _ N(p)
aop™+a;p" 1+ +an_1pltan,  D(p)

S(p) = (11L.4)

En fonction des poles de S ( p) , qui sont les racines de D( p) , nous distinguons plusieurs cas possibles, a

savoir :

111.2.1 Pdles distinctes

Quand les pdles de S(p) sont distincts, le dénominateur D(p) peut étre factorisé de la forme suivante :
Dp)=@-rm)—12)..(p — 1) (IIL.5)

L’expansion partielle de S ( p) est de la forme :

K K.
1 4+ =2 4.4
p—11 | S} P—Tn

S(p) = (111.6)
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Avec,
K; =limp,_,. [(p — 1)S(p) (IIL.7)
La transformée inverse est :
s(t) = (Kje"t + Kye™t + - + K, e™")Y(t) (111.8)
Y (t) est la fonction causal échelon unitaire, appelée aussi fonction de Heaviside

111.2.2 Poles répétés

Si dans le dénominateur D(p), il y a des pdles qui se répetent g fois, D(p) sera factorisé de la forme
suivante :

D) =@-nip-r)@—12)..(p —Th-gq) (I11.9)

Dans I’Eq. II1.9, nous considérons que r est un pole multiple de rang ¢, 1y, avec k=1, ....,n-q sont
des pdles simples.

Dans ce cas, I’expansion partielle de S ( p) est de la forme :

Ko K o, Knq

Sp) = (pfi)q * (pii;;‘l T pCTlr * p-T1 DT P=Tn-q (L1
Les constantes de ces fractions sont déterminées comme :
Cq = limy_,.[(p — 1)IS(p)] (IIL.11)
Ca1 = limy e [5 (p = )95 ()] (IIL.12)
Cote = limy_r (25 (0 = 1)IS (D) (I1L13)

La transformation inverse est :

s(t) =

Cqt?" | Cqmat Cat t t t n-qt
([(q—l)! tar Tt Cl] e’ + Kie"t + Kpet + -+ Ky _ge’na )Y(t) (I11.14)

111.2.3 Poles complexes conjugués

S’il y a des poles complexes conjugués dans le dénominateur, D(p) est factorisé comme :
D(p) = [p = (a+jb)][lp — (a=jb)](p =) —72) ... (0 — 1) (IIL.15)

Dans 1’eq. I11.15, nous considérons deux podles complexes conjugués (a + jb) et a — jb, le reste des
poles 1, avec k = 1, ...,n sont des pdles simples.
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L’expansion partielle de S ( p) est de la forme :

K¢ K_¢ K1 K,

S(p) = p-@tn) | pt@jp) T o | prs

La transformation inverse est :

s(t) = (% |K(a + jb)|e% sin(bt + a) + K;e™t + K,e™! + -

Exemple 1 :

p+2

S(p)=—L 7=
= D3

Apres décomposition, nous aurons :

= %_ 2(p1+1> ) 6<p1+3>
D’ou:
s(t) = Y(t)[% —% - e: ) Y(t) est la fonction échelon unitaire.
Exemple 2 :
S(p)=

p(p*+p+1)

Dr. MOUFFAK Adnane

(111.16)

P—Tn

+ Kne’”nf) Y(t) (IL17)

Apres décomposition et mise en forme par rapport aux fonctions usuelles (sin et cos)

ol 5
4
S(p)=—-
RN PR
PH)"+y ﬁ{(p X +4}
D’ou:

vl 1-e2 Q“Li-F
s(t) Y(t)[l e cos(\/;t) \/ge sin( 4[)

I11.3 Théoreme de la valeur finale

Lorsqu’on ne connait pas la fonction s(t), mais qu’on connait sa transformée de Laplace S(p), on
obtient la valeur finale de s(t) directement a partir de S(p) par la formule :

limt_,oo S(t) = lims—)O pS(p)
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Chapitre IV: Produit de convolution

IV.1 Produit de convolution

Nous définissons le produit de convolution ou simplement convolution de deux fonctions u(t) et

v(t) , quand il existe, par :
h(t)=u(r)*v(t)= [u(z)v(t-7)dr (IV.1)

Exemple 1 : Calculez le produit de convolution h(t) = Y(t) * Y(t)

Nous avons : h(t) = Y(t)*Y(t) = +EY(T)Y(t —T)dT = +j?OY(t—z')dr

0
Soit le changement de variable : x=¢—7,d’ou: dx=d (t — z') =—dt

Si: 0<r<+owalors: t=>t—7>-o0dou: t=>x>-—0

Nous avons donc : h(t)= TY(x)(—dx) = j Y (x)dx

t —0

Nous distinguons plusieurs cas selon la valeur de ¢ :

Si r<Oalors : Y(x)zOd’ofJ: h(t)z jt' Y(x)dx=0

—00

0
Si t>0alors : h(t)z j Y(x)dx: ) Y(x)dx+jY(x)dx=}dx=t
e o 0 0

Donc, nous avons en récapitulation : h(r)=rY(r)
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Exemple 2 : Calculez h(t) =H(t)*Y(t)

Nous avons : k(1) :TH(T)Y(t—r)dr =

—

Y(r—7)dr

(N1

Avec le changement de variable : x=¢—7, nous avons :dx =—dt

e 1 1 . 1 _ _1
Si: S ST<+5 alors.t+22t T2t

-1 t+4
Nous avons donc : h(t)= [ Y(x)(-dz)= [ Y(x)dzr

1 1
t+5 =

Nous remarquons que : £ —1 <7+, c’est pour cette raison que notre raisonnement se base sur la position

de ces deux limites par rapport a 0.

Si la plus grande limite 7+2 <0, d’oli: <-4 ; dans ce cas nous sommes sure et certain que la limite

t+5
t— % est aussi strictement inferieure a 0. Nous avons donc : h(r) = j Y(x) dr=0car: Y(x) =0
=3

Si la plus petite limite -3 >0, d’oli: 7> :dans ce cas, nous sommes certain que la limite 7+ est
1+ +
strictement supérieure a 0. Nous avons donc : h(t) = | Y(x)dr =[dr=t+1- (t —l) =1
1

1 -t
t2 tZ

Sinon, nous avons: t+%2 Oet t— Nous avons donc:

W)= [ Y(x)dr=] Y(x)dr+l?Y(x)dr=t+j£d7:t+§

1 1
t =5 0

1
0 pourt<—-
En récapitulation, nous avons : h(t) =qt+3 pour —1<r<1
1
1 pourt>=
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1V.2 Condition d’existence du produit de convolution

D’une maniere générale, nous ne pouvons pas assurer la convergence du produit de convolution,
mais pour certaines classes particulieres de signaux, cette convergence peut €tre assurée. A titre
d’exemple, nous considérons la classe des signaux a puissance moyenne totale nulle et énergie totale finie

L, (oo) Au point de vu mathématiques, cette classe peut étre étudiée dans le cadre d’une structure de

I’espace des signaux de Hilbert H [2].

Nous rappelons qu’un espace vectoriel sur [J , est appelé espace de Hilbert s’il est muni :

1. d’un produit scalaire, noté par : <x, y> ou: x,yeHet <x, y> ell

2. d’une norme définie par : ||x|| = <x, x> ,avec: xeH

Parmi les espaces de Hilbert les plus fréquemment rencontrés, nous citons 1’espace des fonctions a carré

sommables sur U , désigné par L, (oo) et définie par :

+00

(x,y)= [ x(2)¥(r)dt, Vx,y e L, () (IV.2)

—00

Nous pouvons donc définir une norme telle que:

||x|| = <x,x> = \/Tx(t))_c(t)dt = \/+ji|x(t)|2 dt, VxeL,(x) (Iv.3)

Il est clair d’apres (IV.3) que les signaux de cet espace L, (oo) ont une énergie totale finie.

Reprenons la définition du produit de convolution (IV.1) des deux signaux x(t) et y(t)de I’espace

L, () ot : les énergies totales +jfo|x(t)|2 dt et +f0|y(t)|2 dt sont finies.

Nous avons donc : h(t) = +joox(r) y(t— z’)dr

—00

En appliquant I’inégalité de Schwarz, nous avons :

+o0

[ x(z)y(t—7)dr

—00

<x, y>2 S<x,x><y,y> donc :

S\/ij:|x(r)|2 dr ij:|y(t—r)|2 dr

Sachant que la translation n’affecte pas 1’énergie d’un signal, nous avons donc :

< \/T|x(r)|2 dr\/+j?o|y(r)|2 dt ce qui prouve la convergence de 1’intégrale (IV.1), et

‘:j:x(f) y(t-7)dz

I’existence du produit de convolution dans le cas des signaux dans 1’espace L, (oo) .
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IV.3 Relation avec la transformée de Fourier

Une propriété importante de la transformée de Fourier est de transformer le produit de
convolution de deux fonctions dans le temps de 1’espace temps L, (oo) a un simple produit dans 1’espace

des fréquences et vis-versa un simple produit dans l’espace temps est transformer en produit de
convolution dans 1’espace des fréquences, d’ou la propriété ci-dessous au tableau IV.1:

s(1) S(/) N o
5 (t) s, (f) désignation de la propriété
5 (1) 5, (f)

5 (t) *S, (t) S, (f)S, (f) Convolution
5,(2)s, (1) S (f)*S,(f) convolution

Tableau IV.1. Relation entre la transformée de Fourier et le produit de convolution

NB : Généralement, lorsque un des deux signaux s, (¢)ou s, (¢)est a support borné, il est recommandé

que le calcul de produit de convolution soit direct en appliquant la définition (Eq. IV.1). Cependant, dans
le cas ot les deux signaux s, (z)et s,(r)a support non borné, il est plus facile de déduire le produit de

convolution par I’intermédiaire de la Transformée de Fourier et ses propriétés (chapitre II).

Exemple 1:

sin 7zt sin 7zt
Calculez le produit de convolution h(t) = *

Tt Tt

Solution :

Tt Tt wt 7Tt

Ona: F[h(t)]:F(Sinm*smmj=F(smm]-F(smmj:H(f)n(f)=n(f)

sin 7zt

Dou: h(t)=F'[TI(f)]

t
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Exemple 2 :
sinz(1—a) . sinz (1—b)

7(t=a)  #(t=b)
Ona: F[h(t)]:F{Sinﬁ(t_a)*smﬂ(t_b)}:F{Sin”(f—G)}.F{Sinﬁ(t—b)}

z(t—a) z(1-b) z(t—a) z(t—b)

Calculez le produit de convolution h(t) = ,Va,bell

sinz(1—a)

D’une part,ona: F
{ z(t-a)

-m(re

D’ou : F{M}:H(Jc)emﬁf‘a ot F|:Sil'172'(l‘—b)}:l_I(f)ezjﬁﬂ7

z(t—a) z(1—b)

Donc:

FT(0)] = F{sinﬂ(t—a)}.F[sinﬁ(t—b)} L)oo ST ) e

ﬂ(t—a) ﬂ(t—b)

. sinz(t—a—b
D’ou: h(t): ﬂ(t(—a—b) )

V1.4 Quelques caractéristiques des signaux dans l’espace L, (x)

Nous citons quelques caractéristiques des signaux a puissance moyenne totale nulle et énergie
totale finie, a savoir [4]:

1V.4.1 Durée utile d’un signal et Largeur utile du spectre

La durée utile D d’un signal réel s(r) € L, () peut étre définie par :

2 +00
(g) = [ 5% (t)at Iv.4)

—00

Sachant que s(¢) admet une transformée de Fourier S(f), nous pouvons définir la largeur utile L de ce
spectre S(f)par :
L 2 ~+00 5 2
&) -Triserar av.s

1V.4.2 Relation d’incertitude de Heisenberg
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Pour un signal s(t) , hous ne pouvons pas déterminer en méme temps sa durée utile D et la largeur utile L

de son spectre. Nous avons :

pL>E 1 [ |s(o)f ar (IV.6)
T -

V1.5 Produit de convolution pour les signaux a énergie totale infinie et puissance moyenne
totale finie

Le produit de convolution de deux signaux x(t) et y(t) a énergie totale infinie et puissance moyenne
totale finie peut étre définie a savoir :
+T

x(1)*y(t)=lim 5 [ x(v)y(r—7)dz V.7

T —+o0 -T
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Chapitre V: Corrélation des signaux

V.1 Corrélation des signaux

La corrélation C, , (1)de deux signaux x(r)et y(r)peut étre définie a partir du produit de

convolution telle que :

400

C.,(t)=x(t)*y(-t)= [ x(r)¥(r —1)dz (V.1

—00

L’expression (V.1) peut toujours converger dans le cas des signaux dans 1’espace de Hilbert L, (oo) (la

démonstration est similaire a celle illustrée en chapitre IV §-IV.2). En effet, la corrélation de deux

signaux x(z)et y(r)est définit par un produit de convolution de x(¢)et y(—). Dans I’espace L, (), si
y(r)est a énergie totale finie alors y(—f)est aussi a énergie totale finie. D’ol, Pexistence de la

corrélation dans le méme espace de Hilbert L, (o).

La fonction de corrélation représente a chaque instant ¢, la valeur du produit scalaire de x(r)par

y(r —t) . Il s’ensuit que la corrélation a I’instant ¢ sera nulle si les deux signaux sont orthogonaux et sera

maximale si ces deux signaux ont méme direction. La fonction de corrélation permet donc de mesurer
la similitude entre deux signaux, en termes d’orientation et de forme.

V.2 La corrélation n’est pas commutative

1l est clair que la fonction de corrélation n’est pas commutative, cependant, on a le résultat suivant :

C.,(t)=C, . (-t) (V.2)
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V.3 Fonction d’autocorrélation

Un cas particulier est intéressant lorsque : x(t) =y (t) . Dans ce cas, il s’agit de la fonction
d’autocorrélation C, , (t)est définit par :

C..(t)=x(t)*x(—t)= [ x(z)x(r—t)dr (V.3)

X,X

V.4 Relation avec la transformée de Fourier dans ’espace L, ()

Une propriété importante de la transformée de Fourier est de transformer le produit de

convolution de deux fonctions de 1’espace temps Lz(oo) a un simple produit dans 1’espace des

fréquences, d’ou les deux propriétés de corrélation et I’autocorrélation dans I’espace L, (oo) des signaux a

énergie totale finie ci-dessous au tableau V.1:

t X
x( ) (f) désignation de la propriété
y(r r(f)
C,,(t)=x(t)*y(-t) X(f)Y(f) Corrélation
C,.(t)=x(r)*x (1) X(£)X(f)= |X (f)|2 Autocorrelat(;(’)éléecieg?slte spectrale

Tableau V.1. Relation entre la transformée de Fourier et la corrélation dans [’espace L, (oo)

La transformée de Fourier de I’autocorrélation d’un signal dans 1’espace Lz(oo)est appelée Densité

Spectrale d’énergie.

D’ou I’écriture :

X (£ =F[C..(1)] (V.4)
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V.5 Propriétés de la fonction d’autocorrélation

L’autocorrélation pour un signal réel de 1’espace L, (oo) , est réelle, paire et maximale a

Porigine et sa densité spectrale d’énergie est aussi réelle et paire
Démonstration :

Par transformée de Fourier inverse, on a d’apres (V.3) :
C,..(1)=x(t)*x (=)= [ |x () > "df (V.5)

D’ou :

C(o)=[[[x(rf e ar|< [ [x(£)f ar =C...(0) (V.6)

Donc : I’autocorrélation C, , (¢)est maximale a I’origine

Si x(t)est réel alors x(r)=x(¢), donc, il est clair que C, (¢f)est aussi réelle car:

Cx’x(t)—ijzx(z'))_c(z'—t)dr—ij:x(r)x(r—t)dr

D’apres le passage de la transformée de Fourier, on a :
X(f)=F[x(n)] et X(=f)=F[¥(r)]

Si x(t)estréel alors x(¢)=X(t) d’ou: X (—f)=X(f)

Donc: [X (f)|=|X(=f)|=|X () d’oti: |X ()| est une fonction paire
De plus : |X (f )|2 est une fonction paire

Donc : La densité spectrale d’énergie d’un signal réel dans I’espace L, () est paire.

D’apres (V.4):

Cou(6)= T|X () cos(2zfr)df + 7 ] |X (£)f sin(2zfe)df = [ |X (f)[ cos(2zfr)dr
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Ce qui prouve encore que C, ,(r)est réelle.

De plus, on a :

C...(~1)= [|x (f)f cos(2zt)af =C,. (1) (V.7)

Donc I’autocorrélation pour un signal réel dans I’espace de Hilbert L, (oo) est une fonction paire

V.6 Corrélation des signaux a énergie totale infinie et puissance moyenne finie

La corrélation C,  (1)de deux signaux x(r)et y(r)a énergie totale infinie et puissance moyenne totale

finie peut étre définie a partir du produit de convolution telle que :

+T

C.,(1)=x(t)*y(~1)= lim 57 | x(7)y(z —1)dr (V.8)

T —+o0 -T
V.7 Autocorrélation d’un signal a énergie totale infinie et puissance moyenne finie

De la méme fagon, I’autocorrélation C, , (t) d’un signal x(t) a énergie totale infinie et puissance

moyenne totale finie peut étre définie a partir du produit de convolution telle que :

+T

C..(t)=x(t)*x(=t)= lim = [ x(7)x(z—1)dr (V.9)

T—>+0 -T
V.8 Densité spectrale de puissance d’un signal a énergie totale infinie

A partir d’un signal x(t) d’énergie totale infinie et puissance moyenne finie, on définit un signal x, (t)

dans I’espace L, (oo) des signaux a énergie totale finie tel que :

t
t)=x()I1] — V.10
s (0)=+(0)n1| 2 (v.10)
Dans I’espace L, (oo) la transformée de Fourier de x;. (t) existe et désignée par X, ( f ) telle que :

X,y (£)= [ 3 (1) dr = [ x(c)e " (V.11)

-T
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En appliquant la formule de Parseval, on a :

+o0 2 +T 2 +00 2

_j | (2)] dt = _jT|x(t)| dt = _j X, ()| df

D’ou:

+T +00 +o0
tim o | [x(0) dr = lim o [ X0 (Ff df = [ Jim £ |%, (£ a5 (V12)
-T —>+00 —0 —oo T'—>+0

T —+o0
On définit dans 1’espace des signaux a énergie totale infinie et puissance moyenne totale finie la densité

spectrale de puissance par : [im %|X +(f )|2 telle que :
T —+o0

|XT (f)|2 est la densité spectrale d’énergie du signal x; (t) = x(t)H(éj

V.7.1 Théoréme

La densité spectrale de puissance d’un signal a énergie totale infinie et puissance moyenne totale finie est
la transformée de Fourier de son autocorrélation. C-a-d :

lim % () =F[C,..(1)] (V.13)

T—+o0
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Chapitre VI: Echantillonnage et signaux discrets

VI.1 Introduction

L’étude des grandeurs physiques, qui sont de nature analogique, s’effectue presque exclusivement
au mode numérique, surtout avec le développement d’une part, de la micro-€lectronique et les techniques
d’acquisition numérique ; et de 1’autre part, la mise en ceuvre des algorithmes robustes et rapides de
traitement numérique du signal exigeants que le signal soit converti en une suite de nombres (codes
numériques en O et 1) (figure VI.3).

L’échantillonnage est une opération primordiale en amont (figure VI.1), pour transiter du mode
analogique au numérique. Elle permet d’observer et mesurer un signal analogique a des instants donnés,
appelés instants d’échantillonnage. Elle est schématisée par un simple interrupteur (figure V1.2), qui
s’ouvre et se ferme a une période bien définie, appelée période d’échantillonnage 7, . Généralement, elle
est suivie par une numérisation effectuée par des Convertisseurs Analogique/Numérique (CAN), et qui
permettent de quantifier et codifier ces différents échantillons analogiques (figure VI.3). Le systeme
électronique permettent cette transition du mode analogique au mode numérique est souvent appelée
chaine d’acquisition numérique.

s(t)

—_—

Filtre
anti-repliement

Echantillonnage

échantillon analogigue S (IIT a)

Quantification

schantillon rumerigus S-.:_-I::IIT aj

Figure VI.1. Principe d’échantillonnage et numérisation

s® s(nT-)

Figure VI.2. Principe d 'un échantillonneur
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tension tension

A A

-4 schantillon signal analogigus [ signal échanilionne
N " /
¥
L ! [ ]
. {
Te| | [ | |

ov T\.-/ 1

II\\‘@/{I - oV T e ? [ Y T -

temps temps

(a)-échantillonnage

‘ Codage sur 3 bits A Codage sur 3 bits
Te
v .,ll'"1 1oV —
IR P, S T IO I O B0 I i 111 — =
'_;ch o 110 / G
101t \ ) ir:us .| 101) —
ool {0 L |1 |2 /!{‘Hif Jl\“.‘ 100 \"".. ﬂ-\JI IfJI/ S
onaf JLLLLLRLE L G L)1t 011 \ fﬁf \ L
oo |. ) / \ / 010 \ | \ /
/ \SRE ,_ X - | N
oo) |l L L L L L L)) 001 d| \ :
oy 000 Tkm 4 }'\yb’i‘ - oy DOO \__,/ A >

(b)- numérisation : quantification et codage

Figure VL.3. lllustration des différents signaux engendrés par échantillonnage et numérisation
VI.2 Définitions et notations

L’échantillonnage est une opération permettant de transformer un signal analogique s(7)en une
suite de valeurs continues (analogiques) et discretes dans le temps {s(tk )}k , appelée signal
e

échantillonné (figure VI.3.a). Cette opération peut &tre réalisée par discrétisation de la variable continue et

indépendante le temps ¢, en des instants discrets {tk} . Nous obtenons un ensemble d’échantillons

te

analogiques a temps discrets {s(tk )}k , ot "amplitude s(7, ) est toujours analogique et continue.
e

Dans la pratique, I’échantillonnage est souvent suivi par une numérisation (figure VI.1), ou ces

échantillons analogiques {s(tk )}k peuvent &tre quantifiés et codés (numérisés) par un convertisseur A/N
e_

(CAN) (figure VI.3.b). Nous obtenons ainsi le signal numérique {SQ (tk )}ke qui a une amplitude discrete

sous forme de code numérique et qui dépend de la précision du convertisseur A/N (CAN) en nombre de

bits. Dans ce qui suit, la notation s(tk )peut étre confondue avec s, (tk ) car au point de vu mathématique

I’échantillon analogique et sa valeur numérique sont a temps discret, et vont étre traités avec les mé€mes
outils.

Donc, I’échantillonnage permet de transformer un signal analogique s(z)en un signal

échantillonné{s(tk )} Si I’échantillonnage s’effectue avec un pas constant, appelé période

ke *

d’échantillonnage T, =¢,,, —t, =1, —t,_,, nous parlons ainsi de 1’échantillonnage équidistant. Nous avons
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donc, le signal échantillonné sous forme de suite de Valeurs{s(kTe )}ke . Nous appelons f, :Tl

fréquence ou cadence d’échantillonnage.
V1.3 L’échantillonnage idéal

Avec 1’échantillonnage idéal, 1’échantillonneur est considéré comme un simple interrupteur
instantané (figure VI.2). Dans ce cas, nous associant le signal échantillonné, qui est une suite de valeurs

{s(kTe )}k& a une distribution Zs(k?})é},kn appelée signal échantillonné associé s, (¢) (figure VL4).

tension tension

A A

signal échantilionns

/ ;

signal echartillone associe (discoribution)

L

o T!‘!I o ! > oV T‘I‘f( TT‘ -

temips disovet k tEmps t

Figure VL.4. lllustration du signal échantillonné (suite de valeur a temps discret k, et le signal
échantillonné associé (distribution).

VI1.3.1 Préambule

Nous démontrons que le spectre d’un peine de Dirac ‘P(t) =30 (t—k)est un peigne de Dirac

dans le plan des fréquences ‘P( f ) =0 ( f —k) . Nous avons donc :

F[¥()]=¥(f) (VL1)
Avec :
Y(r)=X6(t—k) (V1.2)
Démonstration
Nous considérons que :
X(f)zF[‘P(t)]zF[;é(r—k)}zge‘””ﬂ‘ (VL3)

Nous avons les propriétés suivantes :

L X(f)=X(f)=F[¥(1)]
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Nous avons : e/ X (f)=3e*/™ e/ = > 2
1 M

Si nous mettons le changement de variable: n=k -1, nous avons :

X (f)=Xe " =3 e = X (f) (nest muette)
il il

Donc en récapitulation, nous avons la propriété :

X (f)=X(f)=F[¥(1)] (VL4)
2. X(f)=F[¥(r)]est périodique de période 1
Nous avons :

X(f+1)=Ye Vs e2imk — x(f) (VL5)

1 1

En considérant I’équation (3.4), nous avons :
(e =1)x(f)=0 (VL6)

Nous r emarquons :

X(f)=0(f—k)est une solution de 1’équation (VL6); de plus a,5(f —k)I’est aussi, et la somme
X (f) = Zaké(f - k) est aussi une solution de 1’équation (V1.6).

Nous avons d’apres la 2°™ propriété de périodicité :
X(f +1):]zak5(f +1—n)=[2ak5[f —(n—l)]zg,akﬂﬁ(f—k): X(f):jzaké(f —k) (VL)
Ce qui est réalisable si les coefficients a, soient égaux, donc :
Vkel :a, =a,etlasolution X (f)s’écrit :
X(f):;aa(f—k)=a;5(f—n) (VL8)
Nous avons :

<X(f)’H(f)>=<a 5(f—k),H(f)>=a[Z<5(f—k),H(f)>=a[ZH(k)=a (VL9)

il

D’une autre part :
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(x()-11(5)) =<]Zez’”ﬂ‘,ﬂ(f)> =3 (e T1(f)) (VL10)

il

Donc :

—_—

<X(f),]_[(f)>=§:<e_2j”ﬂ(,n(f)>=§, 7| 2jrfk 1+ —2jrk

[S1E

| e T 5 isin( 1k
e—zjzﬂdfzﬁz{e }—uzM:uwm

De (V1.9) et (VI.11), nous déduisons que : a=1

Nous concluons donc que : X(f) = F[‘P(t)] = ‘P(f)

V1.3.2 Modélisation de |’échantillonnage idéal

La modélisation de I’échantillonnage idéal consiste a trouver un modele mathématique permettant

de construire le signal échantillonné associé s, (¢) a partir du signal analogiques(r). A La base de

résultat du §-VI.3.1, nous démontrons par les propriétés de distributions que le signal échantillonné

associé s, (1) peut étre écrit en fonction du signal analogique s(7), tel que:

5.(1)=Zs (kT,)5 (¢ —kT, ) =+ s(1) ¥ () (VL12)

1

Le multiplieur TL‘I’(TL) est appelé échantillonneur idéal.

Démonstration

Nous avons :
(1) ¥ () = 5(0)Z0( k) =L s( L] Lo -1, (VL13)
Avec les propriétés de la distribution de Dirac, (VI.13) s’écrit :

Ls()w(f) =4 S() ST —KT) = 5s(0)3(: 4, (VL14)

¢ n
D’ou :

s5,(1) :Tis(t)‘I’(T%):Zs(kTe)ﬁ(t—kTe) (VL15)

e 9
V1.4 Interpolation ou restitution idéale

L’interpolation idéale pose le probleme inverse de 1’échantillonnage. Elle consiste a reconstruire

ou restituer, d’une maniere exacte, le signal analogique & partir du signal échantillonné {s(kTe )}k ,ousa
} e

version associé s, (t) , sous conditions idéales, et qui sont souvent irréalisables en pratique. Généralement,
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les conditions de restitution ne sont pas uniques. Nous présentons dans ce qui suit, celles de Shannon.
Nous verrons qu’elles ne peuvent pas étre réalisées en pratique.

V1.4.1 Conditions de restitution de Shannon [4,6]

Nous posons le probleme inverse, ol nous avons la suite{s(kn)} , ainsi que le signal

ke_

échantillonné associé s, () ; et nous essayons de trouver les conditions idéales permettant de restituer
exactement le signal analogique s(t) . Pour que I’interpolation soit exacte, nous imposons que le spectre

du signal analogique s() soit a support borné. Donc, son spectre est limité a la bande passante, c’est-a-

dire: S ( f ) =F [s (t)] est a support borné et sup p[S ( f )] =BP= [— Sirax > fmax] . Avec f, . estla grande

fréquence contenue dans le signal s(7) .

L’idée de restitution de Shannon est simple, et peut étre exacte si les deux signaux s(z)et s, (r)ont le

méme spectre dans la bande passante BP =[—f, ... fuux |-

Au départ, nous calculons le spectre du signal échantillonné associé s, (¢) , nous avons :
G(f)=F[s.()]= F[%ﬁs(r)‘l—’(%):l = LS(1) T (T1) (VL16)
En appliquant les propriétés de la distribution de Dirac, nous avons :

G(f)=FLs()]=S()* Zo(Tf =) :S(f)*ﬂzcs[n(f —%)} _ S(f)*;%ed(f -] (VL17)

G(f)=F[s.(1)]=7

%)
—
\
~—~

*
™M
o2
—_
&h
|
N
S—
I
|._.

1 ZS(f)*é(f—%)z%ZS(f—%) (VL18)

‘N

Donc I’échantillonnage a ainsi pour effet, a un facteur d’amplitude prés, de dupliquer a ’infini le spectre
du signal continu.

Nous avons donc deux possibilités :

1. Si ++dolt: L=1f <2f . ¢

max > - max 7;

Le recouvrement des spectres latéraux S( f —%) rend impossible la restitution du spectre initial S( f ) ,

malgré 1’utilisation d’un filtre passe-bas numérique dans le but d’éliminer les spectres latéraux (figure
3.5).

2.Si fro S—fom +-dloU: L=f >2f

Il est théoriquement possible de restituer le spectre initial S ( f ) , en supprimant les spectres latéraux

S( f- %) (k el ) a I’aide d’un filtre passe-bas idéal (figure VL6).
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‘ ]
fiz-fimax fe . 2
-fmax 0 fmax fe+-fmiax

Y
-

Figure VLS. lllustration du phénomene de recouvrement (repliement) du spectre d’un signal
échantillonné. La restitution exacte du spectre du signal analogique n’est pas possible.

A

. >
. fe-tmax f fetfmax  2fe-fimax 2fie e+fmax
-fmax {i fmax

Figure VL.6. lllustration le cas ou la restitution exacte soit possible du spectre du signal analogique a
partir du spectre du signal échantillonné.

Théoreme de Shannon
Lorsque nous échantillonnons un signal continu, nous ne perdons aucune information si :
1. son spectre est a support borné (limité).

2. la fréquence d’échantillonnage est supérieure au moins au double de la plus haute fréquence contenue (
Sinax ) dans ce signal continu.

V1.4.2 L’expression du signal restitué

A partir du spectre du signal échantillonné : G( f ) =438 ( f —TL) , le spectre S(f)du signal
4 .

analogique s(t) peut étre restitué par multiplication avec la réponse fréquentielle d’un filtre passe-bas

idéal de fréquence de coupure f,,, < f. <—fmux +f. (figure 3.7), nous avons :

S(£)=T.6(/)N (%) (VL19)

Par transformée de Fourier inverse, nous avons :
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s(t)=F" [TEG( f)H(ziﬂ)} -F" {[zs( f —%)}H( L )} (V1.20)
Avec les propriétés de la transformée de Fourier, nous avons:
s(z)zs(t)qf(%)*@=[s(z)]zs(%—k)}*w (VI.21)
D’ou :
s(1) = T?s(kT)% (V122)

C’est la formule d’interpolation, permettant de restituer un signal analogique continu s(z)a partir des
échantillons s (7, ) . Il est clair que la restitution exacte s’effectue sur un nombre infini d’échantillons. Ce

qui justifie encore le caractere idéal de I’interpolation proposée. En pratique, nous limitons I’interpolation
sur un nombre fini d’échantillons correspondant a la durée d’observation du signal.

]

G

5 e 0 oo S fratfi iz Jotfe T

Figure VL.7. lllustration la technique de restitution du spectre initial a partir du spectre multiple par
filtrage passe-bas idéal (dans le cas de satisfaction des conditions de Shannon).

Notons que I’interpolation exacte de Shannon reste idéale et irréalisable en pratique, car la

restitution du spectre S ( f ) est effectuée grace au filtrage du spectre multiple ZS( f —%) par un filtre
1 ¢

passe-bas idéal (figure 3.7) ; ol, nous conservons uniquement le spectre initial S ( f ) et nous éliminons

les spectres latéraux S( f —%)

e

. Il est clair que ce filtre passe-bas idéal ne peut pas Eétre réalisé
k=0

physiquement, car sa réponse impulsionnelle n’est pas causale.
VL5 Filtre analogique anti-repliement (anti-aliasing) du spectre

Les conditions de restitution de Shannon restent idéales et ne peuvent pas étre réalisées en
pratique, car en plus que le filtre analogique passe-bas idéal en aval n’est pas réalisable, le spectre d’un
signal continu n’est jamais a support (bande) borné. Par exemple, méme dans le cas du spectre borné
d’un signal analogique, le fait de limiter sa durée d’observation (pour des raisons pratiques) conduit a
une convolution de son spectre avec un sinus cardinal non borné, ainsi le spectre résultant n’est plus a
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support borné. Par conséquent, la restitution ne peut pas étre exacte et le phénomene de repliement du
spectre est inévitable.

En revanche, si I’information contenue dans les composantes de hautes fréquences est supposée
peu importante, elles peuvent étre négligées et le spectre peut étre considéré a support (bande) borné. Afin
d’éviter qu’une haute fréquence se replie en bande passante, nous limitons volontairement le spectre du
signal analogique par un filtre passe-bas analogique dit anti-repliement ou anti-aliasing, qui s’implémente
en amont avant 1’échantillonneur (figure VI.1). Ce filtre peut étre de type : Butterworth, Tchebychev

type-1 ou 2, ou bien elliptique [6].

En pratique, le signal a échantillonner est le plus souvent entaché de bruit, dont le spectre
fréquentiel est plus étendu que celui du signal. L’opération d’échantillonnage a pour effet de superposer
au spectre basse fréquence du signal utile, certaines parties du spectre du bruit ; en particulier les
composantes du bruit au voisinage de f, sont repliés sur la fréquence centre du signal utile. Pour éliminer

cet effet perturbateur, il est nécessaire d’éliminer la partie hautes fréquences de ce bruit a 1’aide d’un filtre
passe-bas anti-repliement, ou la fréquence de coupure est réglée a la demi-fréquence d’échantillonnage

fe
%

La restitution du signal analogique a partir de ses échantillons peut étre aussi effectuée par un
bloqueur d’ordre zéro, ou les valeurs des échantillons sont maintenues constantes durant la période
d’échantillonnage 7, jusqu’a le prochain échantillon. Nous utilisons a nouveau un filtre analogique passe-

bas de type Butterworth, Tchebychev type-1ou 2), ou elliptique. Il est clair que la restitution n’est jamais
exacte.

V1.6 Echantillonnage réel

L’échantillonnage idéal décrit ci-dessus en §-VI.3 est théorique comme nous 1’avons expliqué. En
effet, les échantillonneurs réels possédent un certain temps d’ouverture, 1’échantillonnage n’est donc pas
réalisé avec une impulsion infiniment bréve, mais au contraire par une impulsion de largeur finiez ,

. N . t . . o .
assimilable a une fonction porteH(—j. En pratique, nous citons différentes techniques permettant de
T

tenir compte de cette largeur [3].

V1.6.1 L’Echantillonneur moyenneur

Dans ce cas, la valeur moyenne de s(t) est considérée pendant la durée 7 de I’impulsion. Chaque

échantillon s(kT, ) est alors obtenu par le calcul suivant :
s(kT,)=L [ s(1)dt (V1.23)

L’équation (VI.23) peut étre écrite sous la forme :

s(KT,) :ffos(z)n(t_kn jdt :§+fos(z)n[@jdt =§[s(t)*n(5ﬂ ] (V1.24)

o T e
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Dans ce cas, le signal échantillonné associé s, (t) peut étre exprimé sous la forme :

s'()= 3 {%[s(t)*l_[(iﬂ5(t KT, )} (V1.25)

T

Ainsi le spectre du signal échantillonné associé s’écrit :

sin(7f7)

Gm(f)=F[S;”(t)]=TL[S(f) nfr

}*25( f —%) (VL.26)

Donc, I’échantillonnage ou la restitution par des impulsions de largeur r peut étre traité comme un
échantillonnage idéal ou une interpolation idéale & condition de multiplier le spectre du signal analogique
par le spectre de I’'impulsion élémentaire de largeur 7 .

D’apres I’équation (V1.26), la durée de 1'échantillonnage 7 pondére donc l'amplitude du spectre du signal
échantillonné. Il est donc important de prendre ce phénomene en compte, et éventuellement de le
compenser par filtrage. Si nous intéressons au cas =7, ; alors, nous constatons qu'en fréquence de

Nyquist % , I’affaiblissement est d’environ -3.9 dB. Pour éviter ce genre de désagrément, nous

chercherons a prendre une fréquence d'échantillonnage la plus éloignée possible de la fréquence de
coupure du filtre anti-repliement. Ainsi l'affaiblissement se ressent beaucoup moins.

VI1.6.2 L’Echantillonneur bloqueur

Il s’agit d’échantillonner le signal s(t) a instant ¢ =kT,, et de mettre en mémoire cette valeur
pendant une durée 7 (souvent =7, ), pendant cette durée, une numérisation peut étre effectuée avec un

convertisseur Analogique/ Numérique (CAN).

Dans ce cas, le signal échantillonné associé peut avoir la forme :

s"(1) :[Zs(kn)é(t—kTe )} *H(ﬁj :%[s(z)w(%)J*H(ij (V127)

T

Le spectre G, ( f )du signal échantillonné associé sf (t) est donc :

sin(7 f7)

VI.2
rTft ( 3)

6,(1)= #25(r 4]

L’équation (VL.28) montre que le spectre multiple ZS( f —%), a une constante d’amplification prés, est
< .

multiplié par une fonction de type sinus cardinal centré, ce qui a I’effet d’un filtre atténuateur des spectres

latéraux S ( f —%) (figure VL8).
e Nlk20
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Un échantillonneur-bloqueur d’ordre zero (BOZ) a pour action de maintenir constante, et égale a s(kTe)
I’amplitude de I’'impulsion entre les instants k7, et (k + 1)T6. La fonction de transfert d’un tel dispositif

est donnée par :

1—e %P
FBOZ(p):—p (VL.29)
“\ €----Sinus
) cardinal

Figure VLS. lllustration de [’effet de I’échantillonneur bloqueur d’ordre zero sur l’atténuation de
l’amplitude des spectres latéraux par multiplication avec un sinus cardinal.

VL.6.1 Principe de réalisation

La réalisation d’un échantillonneur bloqueur consiste a associer un interrupteur analogique a une
capacité C. La capacité joue le role d’élément mémoire, I’ interrupteur est la pour réactualiser la valeur
mémorisée ou bien I’isoler vis & vis de I’entrée. Le principe de réalisation est illustré en figure VI.9.

I,,.(.:.) // :5 .................. "

Analog switch

Zsource} { ! Zcharge

ke b B

Figure VL.9. Principe de réalisation d’un échantillonneur bloqueur.
VI.7 Quantification et codage- conversion Analogique/Numérique

L’échantillon s(kTe) est une quantité analogique, pour la rendre sous forme de code numérique

indépendant de 1’aspect analogique, il faut passer par une numérisation qui consiste a effectuer deux
opérations d’une maniere conjointe a savoir, une quantification et un codage. Le r6le de la numérisation
est donc d’associer une image binaire a un signal analogique. Nous avons les associations suivantes :
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Mode analogique Mode numérique
Signal continu Signal discret
tension Chiffre (code)

Tableau V1.1 Comparaison entre les modes analogique et numérique.

Cette opération de numérisation peut €tre réalisée par un dispositif électronique appelé Convertisseur
Analogique/Numérique (CAN), en anglais, nous disons : Analog/Digital Converter : ADC.

V1.7.1 Principe de quantification

A chaque niveau de tension est associé une valeur binaire codée sur N bits. IIs vont permettre de
distinguer 2" niveaux de tension repartis de —V, a V, . Nous avons ainsi un pas de quantification:

q= 22‘; . Le pas de quantification est appelé aussi quantum.

La caractéristique d’entrée-sortie d’'un CAN est une caractéristique en marche d’escalier (figure 3.10).
Chaque palier a une largeur d’un pas de quantification g. Le passage d’un palier a un autre correspond a
une variation de ‘1’ du code a partir du bit le moins significatif (LSB : Least Significative Bit).

Drigital Output
- L " Ideal Straight Line

101

100

1 el

L o11

010
Step Width (1L5E)

—>

1 Il
! I !

D01

Figure VI.10 Caractéristique d’entrée-sortie d'un CAN
V1.7.2 Type de quantification- bruit de quantification

Nous distinguons deux types de quantification a savoir, par troncature et par arrondissement.
Selon chacun de ces deux types, nous définissons le bruit de quantification engendré en fonction du pas
de quantification (quantum).

VI1.7.2.1 Quantification par troncature

Nous représentons la valeur analogique ‘x’ par la valeur discréte et quantifiée ‘xy” adaptable par
troncature a la taille de mot binaire fini. La figure VI.11 illustre la fonction de troncature. Ce type de
quantification est appelé aussi quantification linéaire par défaut.
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A

X7 quantifiée

= J = >
-2q -q q 2q x analogique

Figure VI.11 représentation de la fonction de troncature

Nous avons :

xr = q.ENT[x/q] (VL30)
Avec : ENT désigne la partie entiere.
L’erreur ou bruit de troncature est défini par:

er=Xr—X (VL31)
Nous avons :

-q <er <+q (VL32)

VI1.7.2.2 Quantification par arrondissement

Nous représentons ‘x’ par la valeur discrete ‘x,’ adaptable par arrondi a la taille de mot binaire
fini. La figure VI.12 illustre la fonction d’arrondie. Ce type de quantification est appelé aussi
quantification linéaire centrée.

Nous avons:
xa = q.ENT[x/q + 0.5 Sgn(x)] (VL.33)
Avec : Sgn désigne le signe de x, ou :
sgn(x)z{-'-l $ra=0 (VL34)
-1 six<0
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L’erreur ou bruit d’arrondie est défini par:

ey =Xy —X (VL35)
Nous avons donc :

-q/2 <ey <+q/2 (VL36)

Le deuxieme type de quantification est le mieux adapté, car il engendre une puissance de bruit la moins
2

faible, et égale a L.
12

Xa quantifiée

. 92 .
L »
-3q/2 a/2  3q/2 x analogique

Figure VI.12 représentation de la fonction d’arrondie
V1.7.3 Choix du nombre de bits de quantification

Le choix du nombre de quantification en bits dépend au rapport signal sur bruit (SNR) défini par :

P,

SNR,;, =10log,, (_) =20log,, (4= (VL37)

Foruie

Telles que : P, et F,,,, sont respectivement les puissances du signal et du bruit.

ruit

A, et A . sont respectivement les amplitudes maximale et minimale contenues dans le signal.

Ainsi, le nombre N de bits peut étre calculé par la formule ci-dessous :

SNR,, =6N +1.76 dB (VL38)

Ce qui signifie qu’un bit de code rajoute 6 dB de rapport signal sur bruit.
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V1.7.4 Principe du codage

Le codage permet d’établir la correspondance entre la valeur discreéte ou quantifiée et sa valeur
binaire sous forme de bits en O et 1. Nous distinguons deux type de codage : un codage unipolaire
permettant de représenter les valeurs sans signe, et un codage bipolaire, qui permet de représenter les
valeurs signées positives et négatives, en utilisant le complément a 2, ou le bit le plus significatif (MSB :
Most significative Bit) est réservé au signe. La valeur quantifi€e x, peut étre souvent retrouvée a partir du
code binaire en utilisant le binaire naturel, tel que :

x, = q,(bN,1 N +...+b020) (VL39)

Sile bit MSB : by_,est a 0 la valeur x_ est positive et calculée directement par (VI1.39) a partir du code

by_by_,....hb,, sinon elle est négative. Dans ce cas, la valeur n’est calculée par (VI.39) qu’apres avoir
convertir le code by_by_,....bb, a son équivalent en complément a 2. Le tableau VI.2 illustre

respectivement les valeurs discretes associées aux deux codes en binaire naturel unipolaire et bipolaire.

Code en binaire naturel sur 3 bits | Valeur discréte en code unipolaire Valeur discréte en code bipolaire
avec complément a 2
000 0 0
001 1 1
010 2 2
011 3 3
100 4 -4
101 5 -3
110 6 -2
111 7 -1

Tableau V1.2 Valeurs discretes associées aux codes binaires : unipolaire et bipolaire
VI.8 Restitution pratique approchée

La restitution du signal analogique s(t) a partir des valeurs numériques s(kTe ) est généralement

obtenue a laide d’un convertisseur Numérique/Analogique (CNA) et un filtre appelé bloqueur d’ordre
zero (BOZ). Dans certains cas exigeants, il est suivi d’un filtre analogique passe-bas pour mieux atténuer
les spectres latéraux dupliqués, ainsi isoler la composante centrale du spectre. Il est généralement de type
de Butterworth, Tchebychev-1 et 2 ou elliptique. Le CNA permet de convertir les codes binaires en
échantillons analogiques. Ce procéder de reconstruction inverse du signal analogique & partir des valeurs
discretes numériques est souvent assuré par une chaine électronique dite chaine de restitution.
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V1.9 La transformation en Z

V1.9.1 Définition de la transformée en Z

La transformée en Z U (z) de la suite numérique [u (n):ln€ est définie par la relation suivante [3]:

U(z)= X u(n)z™" (V1.40)

Ou : z est une variable complexe.
Nous écrivons, ainsi : U(z)=Z {[u(n)l@ } ,oubien: U(z)= TZ{[”(”)],@ } . Dans certaine littérature,

nous écrivons sous-entendu que le signal analogique u(t) est échantillonné et/ou numérisé:
U(2)=2[ur)].

Cette définition est fréquemment appelée transformée en Z bilatérale, par le fait que la sommation s’étend
a tous les entiers n de —ooau +oo. Dans le cas particulier des systemes ou des signaux causaux, cette
sommation ne s’étend plus par définition qu’aux entiers positifs :

U()=2{[u(w)] .} = S u(n) (V4D

n=0

Nous parlons alors de la transformée en Z monolatérale ou unilatérale. Généralement, les deux
transformées en Z possedent les mémes propriétés, sauf la propriété de I’avance.

L’intérét de la transformée en Z monolatérale est de prendre en compte les conditions initiales d’un
systtme LIT et de faire apparaitre les régimes transitoires dans 1’étude de la réponse d’un systeme.

D’autre part, elle permet de déterminer a partir deU (z) les valeurs extrémes de la suite [u(n)] La

valeur initiale u(0)et la valeur finale u (o) (voir tableau VI.3).

V1.9.2 Condition d’existence de la transformée en Z

La transformée en Z sous sa forme bilatérale ou monolatérale, introduit une série de Laurent, ce
qui implique nécessairement une étude de la convergence de la dite série. L’ensemble des valeurs de z
pour lesquelles la série converge, est appelé région ou domaine de convergence. Il est déterminé en
utilisant le critere de Cauchy sur la convergence des séries de puissances. Il s’agit en général d’un anneau

centré sur 1’origine, de rayons R1 et R2 (Figure VI.13) dépendent de la suite [u(n)]n€ , tels que [3] :

R <|z|<R, (VL42)

Avec :

. H _ 1
Bom el et R
n—>+o0

(V1.43)

1
n
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Démonstration

U (z) peut étre écrite sous la forme :

U(z)= Zl u(n)z "+ Lu(n)z " =U,(2)+U, () (VL44)
Avec :
U (z)= zl u(n)z™" et U,(z)= +fu(n)z‘” (VL45)

En effectuant le changement de variable k =—n dans U, (Z) :

U (z)= +§ u(—k)z" =+§ u(—n)z" (k et n sont des variables muettes)
=0 n=0

>~

L’application du critere de Cauchy conduit a :

: <l d’ou: |z|<;:R2
lim |u(—n)

n—>+0

lim
n—+w0

u(—n)z"

1
n

De méme, I’application du critere de Cauchy a la série U, (z) conduit a :

1
no__
=R

4> tim [u(n)

En récapitulation, nous avons la condition de convergence de la série U (z) : R, < |z| <R,
Remarque :
Dans le cas d’une transformée en Z monolatérale, la condition de convergence conduit a :

|2|> R, etla limite R,s’étale a I’infini (V1.46)

Figure VI.13. Anneau de convergence de la transformée en Z.
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Exemple :
Soit le signal discret échelon unitaire (Heaviside) [Y (n)} , tel que : Y( n) _ {:) si 'n 20
ailleurs
Nous avons :
U(@)=2{[v(n)]}= £ v(n)e" = £ =tim( £ |- tim (ﬁ] (VL47)
nee e R N 1-7
D’ou
U(z)=2{x(n)]}= 1_121 = i (V1.48)
Avec la condition de convergence :
|| <1 doir: [2[>1 (V1.49)

VI1.9.3 Relation avec la transformée de Laplace

Nous avons vu qu’une suite discrete [u(iﬂ; ):' peut &tre associé a une distribution appelée
ne_

+o0
signal échantillonné associé u, (t)= Y, u(nT,)5(t—nT,) , avec T, est la période d’échantillonnage.

n=—o

La transformée de Laplace peut étre appliquée au signal u, (t) de la variable continue t, nous avons :

L[u,(1)]= LLiu(nTew(z T, )} (VL.50)

Les propriétés de linéarité et translation temporelle de la transformée de Laplace permettant d’écrire :

+00

L[u,(1)]= :Zi:owu(n];)L[ﬁ(t—nTe)Jz S u(nT,)e ™ (VL51)
D’ou :
L[u,(1)]= iu(nn)(&”)_” - :ﬁ;u(n@){" (VL52)
D’aprés (VL.52), nous avons :
z=e’ (VL53)
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V1.9.4 Calcul de la transformée en Z a partir de la transformée de Laplace
Soit un signal analogique u (t) , sa transformée de Laplace L[u (t)] =F ( p) et la suite [u (nTe )]

obtenue par échantillonnage et/ou numérisation du signal analogique u (t) avec la période

d’échantillonnage 7, .

Nous avons le théoreme de résidus permettant le calcul de la transformée en Z U (z) =Z {[u (nTe )]} a

partir de la transformée de Laplace F(p), tel que [2] :

F
U(Z) = sur les poles p, de F(é’) residus de lﬁ (VL54)
&

—ele !

Nous distinguons les cas suivants :

N (¢)

1. Si F(g):D(g)

admet des pdles p, (réel ou complexe) simples et distinctes :

(VIL.54) s’écrit sous la forme:

(VL55)

Avec : D'(é’ ) = dDd(;V) (la dérivée).

N
2.851 F (é’ ) = DE?; admet un pole p, (réel ou complexe) multiple d’ordre n, alors le résidu 7, peut étre
calculé par :
- 40 C-p) F(¢) (VL56)
e = (n-1)! dé,(H) é’ Py ]_eTgZ—l :
c=p;

Exemple 1:

e sit>0
0 ailleurs

Soit : u(t)=e"Y (1) ={

1
pta

Nous avons : F(p)=L[u(t)]=
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F (§ ) admet un seul pole simple p =—a, le résidu qui lui correspond :

M)
D(p) 1
1 1 Z
Donc : U( ):l—eT” _“)zfl _1_ " _z— T,
Exemple 2:
Soit : F(p)=;
’ (p+a)(p+b)
N
Nous avons : F(p):DEp; ,avec: N(p)=let D(p)=(p+a)(p+b)
V4

Dou: D'(p)=2p+a+b

Nous avons donc :

N(-a) 1 N(-b) 1
U(z)=— ~ N7 a1 : b, -1
D'(-a)1 D'(-b)1

D’ou

1 1
U(Z):ﬁl_e—ar o +al—b1_ b, 1
Exemple 3:

Soit le sienal R(1)=1¥ (1) {r sit>0
oit le signal rompe = = )
0 ailleurs

1
Nous avons F ( p) =— , elle admet un seul pole double a I’origine. Son résidu peut étre calculé par :

po1l 4 425—_2 _| T __Lz
- 1.5 -1 - 12 - 2
dé|” 1=z o (l_encz 1) (z-1)
¢

T,z
(z=1)

Puisque nous avons un seul et unique pole multiple, alors la transformée en Z U (z) =
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VI1.9.5 Principales propriétés de la transformée en Z

Dr. MOUFFAK Adnane

La transformée en Z peut étre calculée a partir de ses propriétés [4,5]. Nous citons en premier lieu

celles de la transformée en Z bilatérale [5] :

Signal échantillonné ou discret

Transformée en Z
bilatérale

s(1)

S, (p)=L[s(1)]
)

[s(nTe )] S(z)=2 {[s (nT, )}} dész}}g;:t;l;i(;zlge la
[sl(nTe)] SI(Z):Z{[sl(nYL)}}
[s2 (nTe)] Sz(z)=Z{[s2(nTe)]}
Ot[sl(nTe)]Jrﬁ[s2 (nTL)], a,pell aSl(Z)+,6’SQ(Z) linéarité
s(t — KT, ) , Kell ks (Z) trans[éa;io(r)l t.errflct[;(r)(rlelle
K <0 :avance
I:efatﬂ;,s (nTe )} . aell S (ze”r" ) translation complexe
n * Similitude ou changement
[a"s(nT,)]. ael S (Ej d’échelle (homothétie)
a
[ns(nTe )] . ds (Z) Multiplication par n
L dz
és(kn) ﬁs (Z) sommation
convolution

RICANE A

=—00

lims(nTe)z lim S(z)

Théoreme de la valeur

n—0 740 initiale
. . _ Théoreme de la valeur
lim T.)=lim(1-z")S .
nﬁﬂos(n 6) z%l( < ) (Z) finale
Corrélation

Rsl,sz (Z) = Rsz,xl (Z_1 )

Tableau V1.3. Principales propriétés de la transformée en Z

Ces mé&mes propriétés sont valables pour la transformée en Z monolatérale, sauf la propriété de I’avance

qui s’écrit :
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Z{[u(n+K)]}=2*U(2)- S u(k) 5 avee s Kel” (VL57)

=0

>~

V1.9.6 Transformée en Z de quelques signaux usuels

(1) [s(n7.)] S.(p) $(2)
() [Y(n7.)] 1 L2
P el
Y(t)e™ et aell [Y(nTe)e””'TfJ et 1 I Z, _
aell p+a e i-e
Y (1)1 [T.nY (nT,)] 1 Tz T,z
2 2= 2
p (1_ Z—l) (z-1)
Y (1)cos(ayt) [Y(nTe)cos(a)OnTe)] pzfa)g (1—[1 cosa)OY;) Z(Z—COSCUOY;)
1-27"cosay, T, + 77 22 —2zcos w,T, +1
Y (¢)sin () [ Y (nT,)sin(@ynT,)] pzaioaﬁ 7 'sing,T, _ zsinaw,T,
’ 1-2z7"cos,T, + 27 z°—2zcosayT, +1

Tableau V1.4. Transformée en Z de quelques signaux usuels.

V1.9.7 Transformée en Z inverse

La transformée en Z possede une transformée inverse, ou a partir de U (z) , hous retrouvons

[u(nTe )] . Nous écrivons, ainsi : [u(n)] =z [U(z)} = TZI[U(Z)] .

Soit I" un contour fermé contenant tous les points singuliers, ou pdles de U (z) , ainsi que 1’origine ; nous
pouvons écrire d’apres le théoréeme des résidus :

u(n) :2]% l Z"'U(z)dz (VL58)

Démonstration :
Zkfl
A partir de la définition de la transformée en Z, nous multiplions les deux membres par i et nous
jT
intégrons le long d’un contour fermé I', entourant 1’origine et contenu dans la région de convergence,
nous avons :

2]#.ﬁ[]jl_U(z)zk_]a’zz214.”[& +§ u(n)z_"+k_ldz (VL59)

n=—0
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L’intégrale étant calculée dans une région de convergence, la série est convergence, ce qui permet

d’intervertir I’intégration et la sommation :

ﬁ[ﬂ-U (z)2"'dz= i f u(n)f.z"* dz (V1.60)

n=—00

Nous avons d’apres le théoreme de Cauchy sur 1’intégration le long d’un contour fermé dans le plan

complexe :
1 sik=0

Sofi.2 Mz = V161

s dz {0 sik #0 (Vieh
Par conséquent, il vient :

1 sik=n
Sz dz = VL62
2"”Ujrz ¢ {O sik#n ( )

D’oti I’équation (VL58): u(n)=5-f.U(z)z" 'dz

2j

z. 2 -1 . . N .
Généralement, le calcul de Z  s’effectue par plusieurs techniques, 2 savoir :

V1.9.7.1 Calcul par développement en éléments simples

Nous décomposons U (z) en éléments simples dont les transformée en Z inverse sont connues a

I’avance, tout en servant de la propriété de linéarité de la transformée en Z et sa version inverse. Il existe
plusieurs techniques de décomposition, a savoir :

1. Une premiere méthode consiste a écrire U (z) en fonction de la variable complexe z'sous la forme :

D( 71), ol N(z'l)et D(z‘l)sont des polyndmes en z ', généralement le degré M de D(z_l)est
Z
supérieur a celui de N (Zfl ) .

Sans perte de généralité, nous supposons que D(zf1 ) admet (M - q)péles simples p, et un pole multiple

d’ordre g . Nous avons donc :

U(Z)=N(Z_])=M_q ST S m (VL63)
D() i<t "t =p)"

Le calcul de A, et B,, peut étre effectué par le théoréme des résidus, nous avons donc :
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()
=(<"-p, (VL.64)
L
-p,
(g—m) N Z—]
B, = 1 ! : ) (Zil‘l’k)q ( _1) (VL65)
(Cl—m).d( _1) D(Z ) .
N . . . . , ] U(Z) N(Z) .
2. Une deuxieme méthode consiste a développer d’abord la fonction = D( )en fractions
Z Z

élémentaires en fonction de la variable complexe z .Si D(z)admet (M —qg)poles simples p, et un pole

multiple d’ordre g , nous avons :

Ulz)_Nz) %o A ¢ B, _ (VL66)
z D(Z) Zj{ = Py m—l(Z—pk)
Avec :
N
A, =(2-p,) M) (VL67)
D(Z) <'=p,
1 q™ . N(z)}
B,=————=|(z-p (VL68)
| 5
Enfin la décomposition de U (z) s’écrit sous la forme :
N M-
U(z)== &)_ YA ——+¥B,—— (VL69)
D(z) =i z=p e (2 p)

n

Apres décomposition avec les deux méthodes ci-dessus, le calcul des transformée en Z inverse est
immédiat, il suffit de consulter la table des fonctions usuelles en servant des propriétés de la transformée
en Z et sa version inverse.

V1.9.7.2 Calcul par division suivant les puissances croissantes de z'
N (z_l)
b(<")

. . . -1 o ped _
développement en série selon les puissances croissantes de Z en équation (5.6) [ > u(nT6)z ”} peut

n=—o0

Si U (z) s’écrit sous la forme en fonction de la variable complexe z~' . Le

étre obtenu par division en puissances croissantes des deux polyndmes N (z_l)sur D(z_l). Ainsi, la

valeur de u(nTe ) est obtenue immédiatement selon la définition de la transformée en Z.
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VI1.9.7.3 Calcul par intégration directe par les résidus

Nous appliquons le théoreme des résidus tel que :
u(nT,) =3 residus de U (z)z"" sur un contour fermé I (VL.70)

Le calcul des résidus dépend de la nature des pdles simple ou multiple d’ordre g . Nous avons pour le cas

d’un pole simple p, :

residu(p,)=lim[U(z)z"" (z-p,)] (VL71)

Py

Pour le cas d’un pole p, multiple d’ordre ¢ :

(a-1) n-l(_ _ _ \d
residu(p,)=lim ! ! [U(Z)Z S pk)}

ST pRrE) (VL72)

72



Bibliographie Dr. MOUFFAK Adnane

Bibliographie

[1] OUAHABI A., Traitement du signal — théorie du signal —signaux déterministes, Office des publications

universitaires, 1991.

[2] GUERCHAOUI A., Traitement du signal — théorie et applications, Partie 1 : Fondements mathématiques,

Office des Publications Universitaires, 2008.

[3] COURMONTAGNE P., Traitement du signal — Ingénierie du signal : théorie et pratique, TECHNOSUP,
Editions Ellipses, 2005.

[4] BEKKA R. E., Fondements théoriques du traitement du signal, Office des publications Universitaires, 2005.
[5] BELLANGER M., Traitement numérique du signal : Théorie et Pratique, 4° Edition, Masson, 1990.

[6] OPPENHEIM A. V., SCHAFER R. W., Digital Signal Processiong, Printice-Hall Inc, 1975.

73



Semestre : S4

UEF 2.2.2

Matiére 2 : Théorie du signal (VHS: 45h00, Cours : 1h30, TD : 1h30)

Objectifs de I’enseignement:

Acquérir les notions de base pour le traitement du signal et des processus aléatoires.
Connaissances préalables recommandées:

Cours de mathématiques de base

Contenu de la matiére :

Chapitre 1 : Généralités sur les signaux 3 semaines

Signaux analogiques / discrets, Signaux particuliers, Signaux déterministes et signaux
aléatoires, Notions de puissance et d’énergie.

Chapitre 2 : Analyse de Fourier 2 semaines

Introduction, Séries de Fourier, Transformée de Fourier, Théoréme de Parceval.
Chapitre 3 : Transformée de Laplace 3 semaines

Propriétés de la Transformée de Laplace, Analyse temporelle et fréquentielle.
Chapitre 4 : Produit de Convolution 2 semaines

Formulation du produit de convolution, Propriétés du produit de convolution, Produit
de convolution et impulsion de Dirac, Déconvolution.

Chapitre 5 : Corrélation des signaux 2 semaines

Intercorrélation entre les signaux, Autocorrélation, Propriétés de la fonction de
corrélation, Cas des signaux périodiques.

Chapitre 6 : Echantillonnage et Signaux discrets. 3 semaines

Signaux discrets, Echantillonnage réel, Echantillonnage idéalisé, Théoréeme
d’échantillonnage, Transformée en Z.

Mode d’évaluation :

Controle continu : 40 % ; Examen final : 60 %.

Références:

1- S. Haykin, Signals and systems, John Wiley & sons edition, 2 ed edit, 2003.

2- A.V. Oppenheim, Signals and systems, Prentice-Hall edition, 2004.

3-]. Max, Traitement du signal
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