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Avant-propos

Ce cours est destiné aux étudiants de la deuxiéme année licence de mathématiques, ainsi
qu’aux étudiants des sciences de technologie, I’objet de ce cours est ce qu’on appelle la géomé-
trie élémentaire, c’est & dire celle qui manipule des notions (points, droites, plans, distances,
angles,orthogonalité, parallélisme, etc.) dont on acquiert I'intuition de base trés jeune ce qui
ne veut pas dire, loin de la, que raisonner dessus soit toujours évident.

Vous avez tous compris tres tot, et sans difficulté, ce qu’était un point ; et seulement bien plus
tard, et avec davantage d’efforts, ce qu’était le vecteur joignant deux points données. Mais
lorsqu’on établit proprement les fondements de la géométrie, il s’avére plus simple d’inverser
le processus : on introduit tout d’abord les vecteurs, ou plus exactement les espaces vectoriels,
que vous avez abondamment pratiques depuis que vous étes a université, et dont les éléments
sont appelés vecteurs; et on ne définit qu’ensuite les espaces affines, dont les éléments sont
appelés points, et dans lesquels deux points définissent un vecteur au sens des espaces vecto-
riels.

Le cours est traité en détail avec de nombreux exemples. La plupart des théoréemes et des
propositions sont démontrés a quelques exceptions prés ot nous renvoyons le lecteur aux ré-
férences correspondantes.

A la fin de chaque chapitre nous proposons une liste d’exercices corrigés dans le dernier cha-
pitre.

Quatre chapitres composent cet cours :

Le premier chapitre nous avons étudié la géométrie des courbes planes et gauches paramé-
trées : paramétrisation,la longueur d’un arc la courbure,la torsion, le repére de Frenet et
représentation de quelque exemples, les surfaces paramétrisation paramétrique et implicite la
surface dans ’espace représentation de quelque exemples.

Dans le deuxiéme chapitre nous donnons les principale définitions et propriétés de l’espace
euclidien comme la norme,produit scalaire,orthogonalité, forme linéaire,]” hyperplan vectoriel
et le groupe des endomorphismes orthogonaux.

Le troisiéme chapitre traite la structure euclidienne affine sur un espace vectoriel de dimension
finie, barycentre,les droites les plans affines, les applications affines le groupe des isométries
affines et quelques exemples.

Dans le quatriéme Chapitre on prendre le plan R? et l'espace R?® comme un exemple pour



étudie la structure euclidien et la structure affine .

Finalement dans le dernier chapitre nous avons donné les solutions de les exercices des cha-
pitre de cours.

Les pré-requis : Ce cours supposera connues les notions de base d’algebre linéaire (espaces
vectoriels, sous-espaces vectoriels, applications linéaires, images, noyaux, familles libres et
génératrices, bases, théorie de la dimension, valeurs propres et vecteurs propres) dont nous
nous servirons sans le moindre rappel. Nous utiliserons également la théorie des espaces vec-
toriels euclidiens, dont nous redonnerons les résultats principaux assez rapidement et sans
démonstration ; Une certaine familiarité avec ceux-ci est donc préférable.



Parameétrisation des courbes et des surfaces

1.1 Paramétrisation des courbes planes et exemples

1.1.1 Définitions et exemples

Définition 1.1.1.1. Courbe plane
Une courbe est dite plane lorsqu’elle est entierement continue dans un plan.
Une courbe paramétrée s identifie a la donnée d’une application

il =Rt () = (2(1),y(1))

ou I désigne un intervalle de R et x(t),y(t) sont des fonctions au moins continues,
habituellement suffisamment différentiables (ce que nous supposerons dans la toute la suite).

Exemple 1.1.1.1. Une droite d’équation cartésienne y = ax + b on peut paramétrée
v:R—=R?:t () = (¢ at +b)
ou a et b sont constants des réels.

Définition 1.1.1.2. Régularité

On dit qu’une courbe plane paramétrée est réguliere en un point y(ty) ou bien y(to) est un
point régulier pour cette courbes, si ' (to) = (2'(t9), v (to)) # (0,0).

FElle est dite réguliere sur I si pour tout t dans I ~'(t) # (0,0).

Un pont to tel que +'(to) = (0,0). est appelé point singulier pour la courbe.

Définition 1.1.1.3. vecteur vitesse
Pour tout t € I, le vecteur v/'(t) est souvent appelé vecteur vitesse de la courbe au point y(t).

Remarque 1.1.1.1. .
La courbe est réguliere au point y(t) si et seulement si elle posséde une vitesse non nulle en
ce point.

Exemple 1.1.1.2. v: R — R? : t — ~(t) = (t,at + b) le vecteur vitesse est ' (t) = (1,a) #
(0,0).
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Définition 1.1.1.4. Reparamétrisation
Soient vy : I — R? une courbe paramétrée, J un autre intervalle de R et h : J — I une fonction
de classe C' (c’est a dire dérivable et sa dérivé est continue sur J) telle que h'(s) # 0 pour
tout s € J.
Alors

a=~vyoh:J—=R?: s vy(h(s))

est appelée une reparamétrisation de .

Remarque 1.1.1.2. .

Si h'(s) > 0 pour tout s € J,on parle reparamétrisation positive :orientation ( le sens des
vecteurs vitesses) de la courbe est conservée.

Si W'(s) < 0 pour tout s € J,on parle reparamétrisation négative :orientation ( le sens des
vecteurs vitesses) de la courbe est inversée.

Exemple 1.1.1.3. Soit le cercle d’unité v : [0,27] — R? : t > ~(t) = (cost,sint)

Si h(s) = 2s alors a(s) = (cos2s,sin2s) avec s € J = [0,7] est une reparamétrisation
positive.
Si h(s) = —s alors a(s) = (cos,—sins) avec s € J = [—2m,0] est une reparamétrisation
négative.

Définition 1.1.1.5. Longueur d’un arc
Soient v : I — R? une courbe paramétrée et [a,b] C I. La longueur de l’arc de courbe compris
entre les points A = v(a) et B = ~(b) est donnée par

L(A,B) = / |7/ (t) | dt.

Exemple 1.1.1.4. Soit le cercle d’unité ~y : [0,27] — R? : t +— () = (cost,sint).
Longueur de demi cercle de A = (1,0) = ~v(0) et B =(—1,0) = ~(m) est

L(A, B) = / I ~(0) 1l dt :/ Vsin? £ + cos? t.dt :/ dt = t|F — 7
0 0 0
Remarque 1.1.1.3. La longueur est bien définie : elle est est invariante par reparamétrisa-
tion.

Définition 1.1.1.6. Abscisse curviligne
Soient v : I — R? une courbe paramétrée et ty € I, l'abscisse curviligne d’origine ~y(to) de y
est la fonction :

¢
S:I—>R:t>—>/ | 7(9) | de.
to

Remarque 1.1.1.4. Si v est une paramétrisation réguliere, alors on peut la reparamétrée a
l'arde de l’abscisse curviligne
I — R tes (s H(1)).

On parle de paramétrisation par l’abscisse curviligne ; Le vecteur de vitesse est alors unitaire
en tout point.



1.1 Paramétrisation des courbes planes et exemples 8

1.1.2 Courbure des courbes planes paramétrées

Définition 1.1.2.1. Repére de Frenet
Soit v : I — R? une courbe paramétrée réguliere. Pour tout t € I, on appelle repére de Frenet
de la courbe au point y(t) le repére (T(t),n(t)) tels que

Iy I
e 1)(t) est l'unique vecteur unitaire normal a T(t
a dire det(7(t),n(t)) = +1

Définition 1.1.2.2. Courbure
Soit v : I — R? une courbe paramétrée par 'abscisse curviligne. Alors pour tout t € I
le vecteur accélération 7" (t) est perpendiculaire au vecteur tangent 7(t) c’est a dire

7(t) -2"(t) = 0.

La courbure au point P = ~(t), notée k(P) € R est définie par I’égalité
7"(t) = 7'(t) = s(P)n(t).

Si k(P) # 0 alors la quantité p(P) = WIP)\

(par convention, on pose p(P) = +oo si k(P) =0).

o 7(t) est le vecteur tangent unitaire, T(t) = et

7
(@) |
) tel que le repere (7(t),n(t)) soit direct, (c’est

est appelée le rayon de courbure au point P

Remarque 1.1.2.1. Noter que la signe de la courbure est sensible au changement d’orien-
tation.

Théoréme 1.1.2.1. Soit k une fonction continue sur intervalle I C R. Soient ty € I,

P un point et v un vecteur unitaire dans le plan.

Alors,il existe une unique courbe de classe C* paramétré par son abscisse curviligne t — (t)
tel que k(t) soit la courbure de la courbe au point y(t) pour toutt € I, y(tg) = P et v/ (ty) = v

Formule générale de la courbure

Soit v : I — R? une courbe paramétrée réguliére. Sa courbure au point P = 7(t) est
donnée par la formule :
det(y/(t),~"(t)

k(P) =

/() 11°
Exemple 1.1.2.1. Soit v: R — R? avec y(t) = (1 L ——) est une paramétrisation du
P T 7 1+ 62° 142 b
cercle d’unité.
—4t 2-22

On calcule abscisse curviligne, on a ' (t) = (

S RECIEE

donc t = tang d’ot paramétrisation par labscisse curviligne est 7y(s) = (cos(s),sin(s)).

2
lors || /(1) || =
(1 +t2)27 (1 +t2)2) ators || Y (t) || 1+t2

on obtient

= 2arctant |)= 2arctant

D’ot 7(s) = '(s) = (—sin(s), cos(s)) on prendre n(t) = (— cos(s), —sin(s)).

Alors v"(s) = 7'(s) = (— cos(s), —sin(s)) = 1.n(¢)
donc k(P) =1 pour tout point du cercle d’unité.
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1.2 Paramétrisation des courbes gauches et exemples

1.2.1 Définitions

Définition 1.2.1.1. Courbe gauche
On appelle courbe gauche paramétrée la donnée d’une application

vl =Rt () = (2(t), y(t), 2(1))

ou I désigne un intervalle de R et x(t),y(t), z(t) sont des fonctions au moins continues,
habituellement suffisamment différentiables (ce que nous supposerons dans la toute la suite).

Remarque 1.2.1.1. Les notions de régqularité, de reparamétrisation, de longueur d’arc et
d’abscisse curviligne se définissent exactement comme pour les courbes planes et posséde les
meémes propriétés.

Définition 1.2.1.2. Courbure

Soity : I — R3 une courbe paramétrée par I’abscisse curviligne.On note 7(t) = ~/'(t) le vecteur
tangent unitaire a la courbe.

La courbure de la courbe v au point P = ~(t) est la quantité x(P) =|| 7'(t) [|=]| 7"(t) || elle
est toujours positive.

Remarque 1.2.1.2. Un point ot la courbure s’annule est appelé un point d’inflexion.

Repére de Frenet

Soit toujours v : I — R? une courbe paramétrée par son abscisse curviligne. Pour tout
point () qui n’est pas un point d’inflexion on définit le vecteur normal unitaire & la courbe

par
_ e )
@) I s(t)
Afin obtenir un plan normal & la courbe, on introduit un troisiéme vecteur unitaire, appelé
vecteur bi-normal unitaire

n(t)

b(t) = 7(t) An(t).

Définition 1.2.1.3. Repére de Frenet
Le repére mobile directe (7(t),n(t),b(t)) centré au point y(t) est appelé le repére de Frenet de
la courbe v au point P = v(t).

Soit encore 7y : I — R3 une courbe paramétrée par son abscisse curviligne. Si v(t) n’est
pas un point d’inflexion alors on montre que les vecteurs b'(t) et n(t) sont colinéaires et on
pose la

Définition 1.2.1.4. La torsion
Siy(t) n'est pas un point d’inflexion, la torsion de la courbe v au point P = ~(t) notée 6(y(t))
est définie par
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Formules de Serret-Frenet

Soient v : I — R3 une courbe paramétrée par son abscisse curviligne et (¢) un point qui
n’est pas un point d’inflexion.
Alors on a les relations suivantes

7'(?) 0 r(Y(#) 0 7(t)
n(t) | = | —x0() 0 8(v(®) ] | n(®)
b'(t) 0 —0(y(t)) 0 b(t)

Formulation générale pour une paramétrisation quelconque

Soient 7 : I — R3 une courbe paramétrée.

On pose
_ ) A AY@) - )
=T O o A " =0 AT
et alors
li(’y(t)) _ H ’)”(t) AN ’Y”(t) H Q(V(t)) _ (7/(t) A ’y"(t)) . ,y///(t> B det(”y’(t),fy”(t)),’y”’(t))

@ ROl N RTORSTON S
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1.3 Paramétrisation des surfaces

1.3.1 Définitions

Définition 1.3.1.1. Surface

Une partie X de R® est une surface (lisse) de classe C* (k > 1) si pour tout P € X il existe
un voisinage U C R? de P, un plan 11 et un difféomorphisme ¢ : U — V C R3, V un ouvert
de R, tel que p(UNX) =V NIL

Une telle définition des surfaces par redressement sur un espace affine est difficile & ma-
nipuler en pratique. Mais elle fournit deux types de représentations des surfaces qui sont
couramment utilisées : les représentations implicites et paramétrées.

Définition 1.3.1.2. Représentation implicite
Soit f: U C R® — R une fonction C* (k > 1) telle que pour tout point P € R3 wvérifiant
f(P) =0 la différentielle dpf est non nulle. Alors l’ensemble f~1(0) est une surface C*.

Exemple 1.3.1.1. On considere f(x,y,2) = 2* + y*> + 22 — 1 donc dpf = (2x,2y,2z2) #
(0,0,0), alors pour tout P = (z,y,2) € R3 tel que f(x,y,2) =0 c’est a dire x* + y* + 22 =1
est une surface appelée la sphere d’unité notée S*.

Définition 1.3.1.3. Représentation paramétrée
Soit (u,v) — X(u,v) une application de classe C* (k > 1 définie sur voisinage de l’origine

0X

de R?, a valeurs dans R3. Si 8_(()) et 8_(0) sont linéairement indépendants alors il existe
u v

un ouvert U C R? contenant ’origine et tel que X (U) est une surface C*.

T = cosusinv

Exemple 1.3.1.2. y =sinusinv
Z = Ccosv
—T T

est une représentation paramétrée de la sphere d’unité S*, tel que (u,v) € [—7, 7| x [7, 5]
Définition 1.3.1.4. Aire d’une surface paramétrée
Soit U C R? — R3 une surface paramétrée. On note 0, X et 0,X les dérivées partielles de
X respectivement par a rapport la premiere et par a rapport la deuxieme composante des
éléments de U.
L’aire Ax(U) de la surface paramétrée X est donnée par

AX(U):// | 8.X A 8,X || dudv.
U

Si D C U est un domaine d’intégration de R?, l’aire Ax (D) de la restriction de X a D est
donnée par

AX(D):// | 0uX A 0,X || dudv.
D
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1.4 Exemples des courbes et des surfaces

1.4.1 Exemples des courbes planes

Astroide :

Soit a un réel fixe strictement positive .

z(t) = acos’t

y(t) = asin’®t

e Les applications z(t), y(t) sont 2r— périodiques, on obtient donc toute la courbe en faisant
varier ¢ dans un intervalle de longueur 27.

e x(t) est paire, y(t) est impaire,on fera donc varier ¢ € [0, 7], puis on effectuera la symétrie
par rapport a xx’.

e Comme V¢ € [0, 7] {

Soit I' la courbe paramétrée par {

x(m—t) = —z(t)
y(m —t) = y(t)
. m . .
on fera varier ¢ dans [0, 5], puis on effectuera la symétrie par rapport a yy'.

T
, s (5 —t) =y() , s )
e Enfin, puisque V¢ € [0,—] on a on fera varier ¢t dans [0, —] puis on
2 y(5 —1t) = (1) 4
2

effectuera la symétrie par rapport a la premiére bissectrice.

. L 7, [ 2/(t) = —3acos’tsint
Les applications x(t),y(t) sont dérivables V¢ € |0, Z] { y(t) = 3asintcost
On déduit le tableau des variations de z(t) et y(t)
o/Etude en (
y'(t)
a'(t)

= —tant — 0 quand ¢ — 0 donc I' admet xz’ pour tangente en point (a,0)

. T
0 4
z(t) |0 - A
0
W) | T
NG
NG
0
y'(t) 0 + N
e Etude en 0
y'(t)

= —tant — 0 quand ¢ — 0 donc I admet xz’ pour tangente en point (a,0)
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FIGURE 1.1 — Astroide pour a = 2

Lemniscate de Bernoulli

a désigne un réel fixe positive strictement.

t
x(t) = T
Soit ' la courbe paramétrée par /3
t) =
y() 14t

e x(t) et y(t) sont impaires, on fera donc varier ¢ dans [0, +00[ puis on effectuera la symétrie

par rapport a l'origine O
1
z(2) = y(t)

Z/(;) = ()

on fera donc varier ¢ dans [0, 1] puis on effectuera la symétrie par rapport a la premiére bis-
sectrice.

e On a pour tout ¢ de [0, +o0[:

. 1— 3¢t

o ' z'(t) = (1+t4)2
Les applications x(t),y(t) sont dérivables V¢ € [0, 1] £2(1 — 3¢4)
y'(t) = (14 t4)2

On déduit le tableau des variations de z(t) et y(t)
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FIGURE 1.2 — Lemniscate de Bernoulli pour
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1.4.2 Exemples des courbes gauches

Définition 1.4.2.1. On appelle hélice toute courbe v de R? de classe Ct, réguliere telle qu’il
existe un vecteur unitaire five K o Uangle (K T) soit de mesure constante (modulo 2m) avec

= ()
"=1or

Hélice circulaire a pas constant

e Soient r € R} et h € R* et I' de représentation
x(t) = rcost

y(t) = rsint
z(t) = ht
x'(t) = —rsint
On a pour tout t € R y(t) =rcost avect € R.
z2(t)=h

-

Soit (O, ;, f, k) un repére orthonormé le produit scalaire de T =

1 / ! !
ﬁ(w (t),y'(t),2'(t)) et

k , kT = ———— est constant alors, 'angle k.T) est constant,I” est une hélice appelée hélice
Vr?2 + h? (-1

circulaire & pas constant, trace sur le cylindre de rayon r d’équation cartésienne x? + 3% = r

z € R.

2

z(t) = e ' cost
e Soit I" une courbe gauche de représentation ¢ y(t) = e 'sint avect € R.
z(t)=e"

- 1 - - —1
OnaT = ——(—cost —sint,cost — sint, —1) alors on obtient k. T = — est constant,

Vi V3

donc l'angle (k.T') est constante,I" est une hélice trace sur le cone d’équation cartésienne
2?2+ — 22 =0.
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>

>
%

0
2

FIGURE 1.3 — Hélice circulaire & pas constant pour r =2 et h =1

1.4.3 Exemples des surfaces

Cylindres

Définition 1.4.3.1. Cylindre

Soient A une droite et I' une courbe.

On appelle cylindre (ou surface cylindrique) de directrice I et de génératrice A la réunion S
des droites de R® de direction A et rencontrant T

z(t) =t
e Une représentation de cylindre de directrice I': { y(t) =t* avect € R
z(t) =t
et a génératrice paralléle a vecteur (2, —1,3) est
z(t) =1+ 2\
S:¢ yt)=t>*— X\ avec (t,\) e R"
z(t) =3 + 3\

e La surface S d’équation cartésienne ¢* 4"+ — (x + 2)e™* = 0 est un cylindre, en notant
u=2x+ z et v=y alors S admet pour équation cartésienne ety =0 les génératrice de
Sestu=00v=0douxz=—zy =0 et donc sont parallele a vecteur i — k.
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Cones

Définition 1.4.3.2. Céne

Soient Q un point fizre de R® et I' une courbe. On appelle cone S de sommet Q et directrice I
la réunion des droites passant par €2 rencontrant T'.

Pour tout point M de S sauf Q, la droite (QM) est appelée génératrice de M sur S.

e Le cone S de sommet §2(1,2, —3) et de directrice

x(t) =1t
[:< yt)=1t* avect € R
2(t) =t

admet pour représentation

z(t) =1+ (t—1)A
S y(t) =2+ (t* —2)\ avec (t,)\) € R?

2(t) = =34 (£ + 3)A
e Considére la surface S d’équation cartésienne 22 — zy — 22 + 1 = 0 il est clair que cette
équation on peut s’écrire (z — 1)? = zy
—x oy

z—1z-1

Si z # 1 alors I’équation devient +1=0onposeU =x,V=yetW=2—1o0n

obtient _WU% +1=0alors f: (u,v) = 1 —uw alors
1)le sommet de S est (U =0,V =0,W =0) donc Q = (0,0,1)

2)La directrice de S : f(u,v) = 0 donc wv = zy = 0 avec z # 1 on choisit la courbe
I': { zy=1 avec t € R.
z=0

Surfaces de révolution

Définition 1.4.3.3. On appelle surface de révolution la surface S obtenue on faisant tourner
une courbe I' autour un droite A

On dit A est l'aze de S

On appelle méridienne ou (demi-méridienne) de S lintersection de S avec un demi-plan
limite par A.

On appelle paralleles de S les cercles d’axe A et rencontrant .

e Le tore est la surface obtenue en faisant tourner un cercle autour d’une droite du plan
de ce cercle.
xr=0

* \2
y—a)?+ 22 =12 avec (a,r) € (R%)%.

Considérons dans R? le cercle C' d’équation : { (

On obtient une représentation du tore S :
x —acost =rcosfcosa
y—asinf =rsinfcosa avec (0, ) € ([—m,7])? (ou R2.)
z=rsina
on peut obtenir équation cartésienne

(2% + 9% + 2%) — (a® + 1?))? + 4a*2* = 4a*r”.
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Quadriques

Définition 1.4.3.4. On appelle quadrique toute surface d’équation cartésienne P(z,y,z) =0

ou P est un polynome de degré total 2.

Remarque 1.4.3.1. Une quadrique admit une équation cartésienne de la forme

a1202 + agy? + azz? + 2bi1owy + 2b1372 + 2bo3yz + 2¢1x + 2¢0y + 232 +d = 0 tel que aq, ...

Quadriques a centre

Soient a, b, ¢ sont des réels fixes non nuls.

Exemple 1.4.3.1.

est singleton O = (0,0,0).

Exemple 1.4.3.2.
a2
est appelée cone (du second degré) de sommet O = (0,0,0).
T = acosusinv
Paramétrisation :{ y = bsinusinv avec (u,v) € ([—7,7])?
zZ = csinv

Exemple 1.4.3.3.

est l’ensemble vide .

Exemple 1.4.3.4.

est appelée ellipsoide.
T = aCoSUCOSV
Paramétrisation :{ y = bsinucosv avec (u,v) € ([-7,7])?
z = csinv

Exemple 1.4.3.5.
2 2 2

¢y z
2 et
est appelée hyperboloide a une nappe Hy.
T = acosucoshv
Paramétrisation :{ y =bsinucoshv avec (u,v) € [—m, 7] x R

z = c¢sinh v

,deR
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Exemple 1.4.3.6.

a2
est appelée hyperboloide a deux nappe Hs.
x = acosusinhv
Paramétrisation :{ y = bsinusinhv avec (u,v) € [-m, 7] x R
z = ccoshv

Quadriques quelconques

Soient a, b, ¢, p sont des réels fixes non nuls et ¢ > 0et p >0 .

Exemple 1.4.3.7.

est appelée paraboloide elliptique.
T = avcosu
y = businu

1
2= —cv?

2

Paramétrisation : avec (u,v) € [—m, 7| x R

Exemple 1.4.3.8.
22y 2z

a2 b ¢

est appelée paraboloide hyperbolique.
x = avcoshu
y = businhu

1

Z = —CU

2

Paramétrisation : avec (u,v) € [—-m, 7] x R

2

Exemple 1.4.3.9.

22 2
2 + i =—-1
est l’ensemble vide .
Exemple 1.4.3.10.
22
N
a?  b?
est appelée cylindre elliptique.
T = acosu
Paramétrisation :{ y =bsinu avec (u,v) € [-m, 7] x R
2=
Exemple 1.4.3.11.
2 2
-
a b?

est appelée cylindre hyperbolique.
x = acoshu
Paramétrisation :{ y = bsinhu avec (u,v) € [—m, 7] x R
z=w
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FIGURE 1.4 — Cone du second degré de sommet O = (0,0,0).

Exemple 1.4.3.12.

2 = 2cy
est appelée cylindre parabolique.
r=u
U2
Paramétrisation :{ y = 5, Ove (u,v) € R?
P

zZ ="
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FI1GURE 1.5 — Ellipsoide

FIGURE 1.6 — Hyperboloide a une nappe Hj.
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FIGURE 1.7 — Hyperboloide & deux nappe Hs.

FIGURE 1.8 — Paraboloide elliptique
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FIGURE 1.9 — Paraboloide hyperbolique

FIGURE 1.10 — Cylindre elliptique
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FIGURE 1.11 — Cylindre hyperbolique

FIGURE 1.12 — Cylindre parabolique
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1.5 Exercices

Exercice 1

Soit v la courbe paramétrée définie
v :[0.7] — R?
t— (at +b,ct +d)
avec T, a, b, c,d sont des réels tels que a #0c#0et T >0
1) Déterminer la nature de la courbe 7.
2) Calculer sa longueur.

Exercice 2

Calculer les longueurs des courbes paramétrées suivantes :
2
1) Le cercle o : R — R2 t;-)(l—t,i) .
1+t2"1+¢2
2)Arche de la cycloide S :[0,27] - R?*> ¢+~ (t —sint, 1 — cost) .
3) Parabole semi-cubique 7 :[0,a] — R? > (£2,¢3) .

Exercice 3

1) Soit f une fonction réelle de régularité C! définie sur intervalle compact [a, b]
Donner un paramétrage simple du graphe I" de f et déduire la formule générale de la longueur
de I.
2) Rappeler la définition de 1'expression de la fonction arccos z (domaine de définition et sa
deérivée.)
3)Soient deux réels a, b tels que —1 < a < b < 1, Calculer la longueur du graphe de la fonction
réelle définie sur [a, b] par la formule f(z) =1 — 22

Exercice 4

Soient une courbe plane v : [a,b] — R? de classe C! et une changement de paramétrisation
¢ : [e,d] — [a,b] bijective de classe C!

Posons a = yo ¢ 1) Prouver que les courbes paramétrées v et o ont la méme image dans R2.
2) Prouver que les courbes paramétrées v et o ont la méme longueur (on pourra distinguer
les cas d'un changement paramétrage direct et indirecte c’est a dire les cas ¢ croissante,et ¢
décroissante).

Exercice 6

Soit la courbe gauche définie par
1
a:ICR—R? at) = §(Cosht,t,sinht)

1)Déterminer le repére de Frenet de la courbe a.
2)Calculer la courbure et la torsion de la courbe a.
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3)Calculer la longueur de I’arc compris entre t = 0 et ¢t = In 2.
Remarque cosh?t —sinh?t =1Vt € R

Exercice 7

Montrer que les seules courbes paramétrées réguliéres, de courbure identiquement nulle
sont les droites (ou segments de droites).On pensera a prendre des paramétrisation par I’abs-
cisse curviligne.

Exercice 8

On considére la courbe gauche v : R — R? par v(t) = (expt, exp —t, t/2)
1) Montrer que la courbe v est réguliére.
2) Montrer que la courbe 7y est bi-réguliére et déterminer la courbure x de 7.
3) Montrer que la courbe 7 est tri-réguliére, et déterminer la torsion 0(~(t)) de = .
)

0
4) Calculer le rapport —.
K

Exercice 9

Soient a, b deux nombres réels.On considére la courbe paramétrée
v:R— R? t — (acost,asint, bt)

1)Discuter suivant les valeurs de a et b, la régularité de la courbe 7.

2) On se place dans le cas ou 7 réguliére. Déterminer la courbure & de 7.
3) Pour quelles les valeurs de a et b, la courbe 7y est elle bi-réguliére ?

4) Lorsque 7y est bi-réguliére,en déterminer la torsion .

Exercice 10
On considére la surface

X :R* -5 R? (z,y) — (ycosx,ysinzx,z)

Etudier la régularité de la surface X.

Exercice 11

On considére la surface
2 3 v (2N v
X:R° >R (u,v) — ((1 —ucos 5) cosv, (1 — ucos §>SIHU,UCOS —).

cette surface est connue sous le non de ruban de Moebius.
Montrer que X est une paramétrisation réguliére.
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Exercice 12

Soit la surface
X :R* > R? (u,v) = (u,v,u® —v?)

Soit la domaine D = [—1,1] x [—1, 1] calculer Ax (D)

Exercice 13

1)Déterminer I'aire de la surface S définie par :

2+ =z
z<1

2)Soit |a, b[ intervalle de R et soit ~y :]a, b[— R3 s — (p(s),0,p(s)) une paramétrisation
de C* de la courbe T' de R? telle que, pour tout s dans |a,b[,|| 7/(s) |= 1 et p(s) > 0. La

courbe donc est incluse dans le demi-plan Z z 8
Posons e3 = (0,0,1), on remarque p(s) =|| v(s) — (y(s).e3)es || est la distance euclidienne

entre y(s) et l'axe z2'.

Soit ¥ la surface de revolution de R3, obtenue en faisant tourner la courbe autour de 'axe
27

a) Montrer que l'aire de ¥ est donnée par :

o / ’ p(s)ds.

b) Calculer I'aire de la sphére unité S? définie par 22 + % + 22 = 1
¢) Calculer Iaire du tore correspondant a unité I' définie par (z —2)2+ 22 =1, y = 0.



Espace euclidien

2.1 Structure d’espace euclidien

Soit E un K—espace vectoriel.

2.1.1 Produit scalaire

Définition 2.1.1.1. L’application f: E x E — R est dite produit scalaire st
o [ bilinéaire :

a)f(axy + Bra,y) = af(v1,y) + Bf(v2,y) Vo, 10,y € E et a, B €R

b)f (v, ays + By2) = af (x,y1) + Bf(z,y2) Vo, 91,52 € E et a, 3 € R.

o f symétrique : f(x,y) = f(y,x) Vr,y € £

o f positive :Vx € E f(x,x) == 0

o [ définie :Vx € F f(x,2) =0 2 =0g

Exemple 2.1.1.1. Soit E =R" avec n > 1 on pose v = (x1,x9, -+ ,x,) € R”

et Yy = (y17y2a T 7yn) e R".
Lapplication <,>: E x E — R avec < z,y >= > | x;y;
est un produit scalaire sur R™ est appelé le produit scalaire usuel.

Exemple 2.1.1.2. Soit E = C([a,b),R) l’espace vectoriel des fonctions continues sur
Uintervalle [a,b] € R dans R.

L’application <,>: Ex E — R avec < f,g >= fabf(t)g(t)dt
est un produit scalaire sur C([a,b),R).

Proposition 2.1.1.1. Inégalité de Cauchy-Schwartz
Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire <,> alors

V(u,v) € B* <u,v>?<<u,u><v,v>
Cette inégalité est connue sous le non de inégalité de Cauchy-Schwartz.

Preuve . Exercice
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Définition 2.1.1.2. Fspace euclidien
Un espace euclidien est un R—espace vectoriel de dimension finie et muni d’un produit sca-
laire.

Exemple 2.1.1.3. Dans l'ezemple (2.1.1.1 ) (R", <,>) est un espace euclidien,
mais dans [’exemple (C([a,b),R), <, >) nest pas un espace euclidien
puisque dim C([a, b), R) = +o0.

Définition 2.1.1.3. Norme

Soit E un K—espace vectoriel.

L’application

[: & — Ry
U—=|U|
est dite norme sur E si
VU e F | U ||=0< U = 0g.
eVUcE VAeR | AU [|= MU -
e Inégalité triangulaire VU,V € E NU+VIISIUN+V -

Proposition 2.1.1.2. Soit E un espace euclidien muni de produit scalaire <,> alors
l'application :
. E—R
gy o = v=oos

est une norme sur E.
Preuve . Exercice. n

Définition 2.1.1.4. Distance ou métrique
Soit E un K— espace vectoriel.
L’application

d:ExE— R

(z,y) = d(z,y)

est dite distance sur E si
e Symétrisation V,y € FE d(z,y) = d(y, z)
e SéparationVx,y € Ed(xz,y) =0 x =y
o Inégalité triangulaire : Vx,y,z € E d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).

Proposition 2.1.1.3. Soit E un espace euclidien muni de produit scalaire <,> alors
lapplication :
d:ExFE—->R
(U, V) =dUV)=[|U-V|

est une distance sur E.
Preuve . Exercice. [
Proposition 2.1.1.4. Soit E un R—espace euclidien muni de produit scalaire <,> alors
VO V)eE® UV P+ U=V IP=2(|U P+ [V
cette égalité est connue sous le nom identité de parallélogramme.

Preuve . Exercice. ]
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2.1.2 Orthogonalité

Soit E un R—espace euclidien muni de produit scalaire <, > et de norme associée ||, || .

Définition 2.1.2.1. Un vecteur U de E est dit unitaire si || U ||= 1.
Définition 2.1.2.2. Deux vecteur U,V de E sont dits orthogonaux si < U,V >= 0.

Remarques 2.1.2.1. e Ces notions précédentes dépends évidement du produit scalaire utilisé
sur F.

e 51 U un vecteur non nul de E alors les vecteur sont unitaires.

U ; -U
e

. (RO (v

e Le vecteur nul c’est le seul vecteur qui orthogonal a lui méme.

e Le vecteur nul c’est le seul vecteur qui orthogonal a tous les vecteurs de E.

Définition 2.1.2.3. Famzlle orthogonale, famsille orthonormale

On dit qu’une famille (U;);e; des vecteurs de E est dit orthogonale si les U; sont orthogonauz
deuzr a deuz.

De plus si les U; sont unitaire alors la famille (U;);er est dite orthonormale.

Exemple 2.1.2.1. L’espace euclidienne R? muni de produit scalaire usuel.
Soit 0 € R alors la famille {(cosf,sin@), (sinf, — cos @)} est orthonormale.

Définition 2.1.2.4. Base orthogonale, orthonormale

Soit E un K— espace vectoriel, muni d’un produit scalaire de dimension n finie

et B = {e;}_, une base de E est dite une base orthogonale si les e; sont orthogonaur deux a
deux.

De plus si les e; sont unitaire alors la base B = {e;}_; est dite orthonormale .

Remarque 2.1.2.1. Si E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire note <,>,
et B = {e;}7_, une base orthonormale de E alors < e;,e; >= 0] avec 6] =1 sii=j etd] =0
St mon.

Propriété 2.1.2.1. E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire
o Si {u;}7, une famille orthogonale alors || Y0 w; ||*= Y0, || wi ||?

la réciproque n’est pas toujours vraie.
Preuve . Exercice. m

Proposition 2.1.2.1. Expression des coordonnées dans une base orthonormale
Sotent E un espace euclidien de dimension n, muni d’un produit scalaire note <, >,

et B = {e;}_; une base orthonormale de E,

alors pour tout U € E on a U = Z?ZI < u,e; > €

Les réels < u,e; > sont appelés les coordonnées de U suivant la base B.

Preuve . Exercice. n
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Définition 2.1.2.5. Orthogonale d’une partie

Soient E un espace euclidien muni d’un produit scalaire note <, >,
et A une partie non vide de E.

L’orthogonale de A note At est

t={u€eE/<u,a>=0 VYac A}

Proposition 2.1.2.2. Soient E un espace euclidien muni d’un produit scalaire note <,>
A, B deux parties non vides de E. alors :

o AL {u € E/ <u,a>=0Vae A} est un sous espace vectoriel de E.

o Bt ={0g}

e Si A une partie de E alors A C (A+)*.

e Si A C B alors B+ C A*.

Preuve . Exercice. ]

Proposition 2.1.2.3. Soient E un espace euclidien, si F' un sous espace vectoriel de E alors
E =F @ F*, le sous espace F* est appelé le supplémentaire de F.

Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Proposition 2.1.2.4. Soit E un espace euclidien de dimension n muni d’un produit scalaire
note <, > alors existe une base orthonormale de E.

Plus précisément si {e;}! une base de E alors il existe une et une seule base orthonormale
{& ! telle que :

o forallk € {1,...,n} Vect{&y, .., &} =Vect{ey, .., e}

o forallk € {1,...,n} <&, e, >>0

Cette base {fz}? est obtenue de Procédé de Gram-schmidt suivant

Da=1aT

U; _
2) Pourk >2 on a &, = —— oauk:ek—2?2i<§j,ek>§j.

i ||

Exemple 2.1.2.2. Soit {e;(1,—1),e2(2,1)} une base de R? muni produit scalaire usuel

Y Vi V2

6= o= 5L = (5 =)

et uy = ea— < €1, > &1 en effet < &1, €0 >= 2§+1 T‘/__\/—_ alors
w=1- 22 2 ey 2= done

o =~

von & =233 - (22

,7)} base orthonormale de R2.
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2.2 Hyperplans et applications dans ’espace euclidien

2.2.1 Hyperplans

Définition 2.2.1.1. Forme linéaire
Soit E un espace euclidien, 'application f: E — R est dite forme linéaire si :

Vu,v € E flau+ Pv) = af(u) + Sf(v)
pour tout o, 8 € R.
Remarque 2.2.1.1. Une forme linéaire soit nulle , soit surjective.

Proposition 2.2.1.1. Représentation de forme linéaire
Sotent E un espace euclidien muni d’un produit scalaire <,>, et a un vecteur fixe non nul
de E
L’application
E—R
u—<a,u >

est une forme linéaire.
Preuve .Exercice n

Définition 2.2.1.2. Hyperplan
Soit E un espace euclidien, et f : E — R une forme linéaire ; On appelle hyperplan de E note
H le noyau de f c’est a dire

H=kerf={ueFE/f(u) =0}

Remarque 2.2.1.2. Si H un hyperplan de E alors H un sous espace vectoriel de dimension
dimFE — 1.

Exemple 2.2.1.1. Soient a,b, ¢ avec (a,b,c) # (0,0,0) des réels fizes
fRP—=R
(x,y,2) — ax + by + cz
le plan d’équation cartésienne ax + by + cz = 0 est un hyperplan de dans R3.

est un forme linéaire,

Remarque 2.2.1.3. Soit E un espace euclidien.

o Si ' = R3 les hyperplans de E sont les plans vectoriels d’équation cartésienne de forme
ax + by + cz =0 avec a,b,c € R et (a,b,c) # (0,0,0)

o Si £ = R? les hyperplans de E sont les droites vectoriels d’équation cartésienne de forme
ax + by =0 avec a,b € R et (a,b) # (0,0)

Proposition 2.2.1.2. Vecteur normal

Soient E un espace euclidien de dimension n et H un hyperplan de E alors dimH =n — 1
donc il existe un sous espace F' supplémentaire de H de dimension 1 d’ou il existe un vecteur
N € FE telle que F' est engendrée par N;

Ce vecteur N est appelé le vecteur normal o H.
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Remarque 2.2.1.4. D’aprés La proposition (2.2.1.1) donc N € H 1 c’est a dire RN et H
sont orthogonau..

Proposition 2.2.1.3. Equation d’un hyperplan Soient E un espace euclidien de dimen-
sionn, B = {e;}_; une base de E' et H un hyperplan de E, alors il existe un vecteur normal N
tel que N =3 p_ agey, donc VU € H on a < N,U >= 0 on suppose que U = (1, T2, -+ , Ty,)
alors

<N, U>=0% ayx1 +asws + - - - + apx, = 0.
L’équation a1xy + agxs + - - - + apx, = 0 est appelée equation cartésienne de H.

Exemple 2.2.1.2. Si E = R3? le plan d’équation cartésienne 3z +2y—z = 0 est un hyperplan
de vecteur normal N = (3,2, —1)

2.2.2 Applications dans I’espace euclidien

Définition 2.2.2.1. Application orthogonale,application symétrique

Soit E un espace euclidien muni du produit scalaire <,> et sa norme associée || || .
Soit f une application linéaire de E dans E est dite :

e orthogonale si YU € E on a || f(U) ||=| U ||

o symétrique st VU,V € E ona < f(U),V >=<U, f(V) > .

Projection orthogonale

Définition 2.2.2.2. Projection orthogonale

Soit & un espace euclidien et F' un sous espace de E de dimension p <n

La projection sur F parallélement F+ est appelée la projection orthogonale sur F notée Pp.
Si{e;}r_, une base de F alors pour tout U € E on a Pr(U) =3 F_ < U, e > e

Remarques 2.2.2.1. Soit E un espace euclidien et F' un sous espace de E.
e Si Pr la projection orthogonale sur F, celle sur F'+ est Idg — Pr
e Sia # 0g la projection sur Ra est

_<a,U>

P, :U~ P,U)= T2 a

évidement si a unitaire alors P,(U) =< a,U > a.

Proposition 2.2.2.1. Caractérisation projection orthogonale

Soit P une projection vectorielle dans ’espace euclidien E alors les propositions
sont équivalentes :

e La projection P est une projection orthogonale

e Pour tout U,V de E on a < P(U),V >=< U, P(V) > c’est a dire P est symétrie.
e La matrice de P dans toute base orthonormale de E est symétrique.

Proposition 2.2.2.2. Autre caractérisation projection orthogonale
Soit P une projection vectorielle dans [’espace euclidien E alors
P est orthogonale si seulement si pour tout U € E on a || P(U) ||<|| U || .



2.2 Hyperplans et applications dans ’espace euclidien 34

Propriété 2.2.2.1. Soit E un espace euclidien et F' un sous espace de E.

St Pr la projection orthogonale sur F' alors
® PpoPp=Pp, ker Pp = F* et ImPp=F
eVuec F onal u— Prlu)|<||u—uv] Vv e F.

Preuve . Exercice. m

Symétrie orthogonale

Définition 2.2.2.3. Symétrie orthogonale

Soient E un espace euclidien et F un sous espace propre de E comme E = F @ F* donc
pour tout u € E il existe un unique vecteur u' € F et un unique vecteur ut € F* tel que
U=u'"+ut

L’application Sp : F @ F+ — E tel que pour tout u € E on a

Sp(u’ +ut) =u" —ut
est appelée la symétrie orthogonale par a rapport F.

Propriété 2.2.2.2. Soit E un espace euclidien et F' un sous espace de E.
Si SE la symétrie orthogonale par a rapport F' alors

e S est involutive c’est a dire Spo Sp = Idf.

e Pour tout U € F donc Sp(U) = U et pour tout U € Fon a Sp(V) = —V.
e Sp est isomorphisme orthogonal symétrique.

Preuve . Exercice. m

Remarque 2.2.2.1. Si F' un hyperplan de E la symétrie orthogonale par & rapport F est
appelée réflexion par a rapport F.

2.2.3 Isométries
Dans ce paragraphe F et F' désignent des espaces euclidiens de méme dimension.

Définition 2.2.3.1. Isométrie Un homomorphisme ¢ : & — F' est dit isomélrie si
VeeE | e@)llr=|= e
Remarque 2.2.3.1. Si E = F alors
veeE o)==z
donc ¢ appelée endomorphisme orthogonale

Proposition 2.2.3.1. Soit ¢ : E — F un isométrie alors :

eVa,yeE <o) ply) >r=<z,y>p.

e ¢ est isomorphisme.

e  transforme une base orthonormale de E a une base orthonormale de F.

e La composée deux isométries , et ['tnverse d’une isométrie sont des isométries.
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Preuve . Exercice. m

Proposition 2.2.3.2. St ¢ : E — F application linéaire entre deux espace euclidien E et F
de méme dimension et s’il existe une base orthonormale de E transformer par ¢ en un base
orthonormale de F' alors ¢ est un isométrie.

Preuve . Exercice. n

Définition 2.2.3.2. Soit A une matrice réelle carrée est dite orthogonale si A'A = I tels que
At est matrice transposée de A et I la matrice identité.

Propriété 2.2.3.1. A une matrice réelle carrée.

e Si A orthogonale alors det A = +1.

e Toute matrice orthogonale est inversible et A=t = At

e Le produit deur matrices orthogonales et ['inverse d’une matrice orthogonale sont des ma-
trices orthogonales.

Preuve . e Si A orthogonale alors A*A = I alors det(A'A) = 1 et comme det A" = det A
donc (det A)? =1 d’ot det A = +1.
e Si A orthogonale alors A'A = I alors A~! = Al
e Soient A, B deux matrices orthogonales (AB)'(AB) = B'A'AB = B'IB = B'B = I donc
AB est orthogonale.

Soit A une matrice orthogonale donc A est inversible alors A~! existe
etona A=A (A ) =AY e A =A=A1"1 "

2.3 Exercices

Exercice 1
On définit dans R? la forme ¢ : R3 x R® — R par
((l’, Y, Z)? (.T/, y/7 Zl)) — (LU + Yy — Z)(«T/ + y/ — Z/) -+ yy/ + 222/

e Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R3.
e Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique de R3.
e Orthonormaliser la base canonique de R? suivant .

Exercice 2
Soit E = R, [X] l'espace vectoriel des polynomes de degré égal ou inférieur de n a coeffi-

cients réels.
On définit la forme ¢ : £ x E — R par

(P.Q) — / 1 P)Q(t)dt.
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e Montrer que ¢ est un produit scalaire sur F.

e Orthonormaliser la base {1, X, X?} de sous espace F' = Ry[X] par le procéde d’orthonor-
malisation de Gram-Schmidt.

e Calculer la distance entre X3 et F.

e Montrer que 'application ¢ : E — E P(X) — P(—X) est une symétrie orthogonale
sur sous espace H que l'on précisera.

Exercice 3

Prouver la proposition (2.1.1.1)).

Exercice 4

Prouver la proposition (2.1.1.2)).

Exercice 5

Prouver la proposition (2.1.1.3)).

Exercice 6
Prouver la proposition (2.1.1.4]).

Exercice 7

Prouver les propriétés (2.1.2.1)).

Exercice 8

Prouver la proposition (2.1.2.1)).

Exercice 9

preuve de la proposition ([2.1.2.2)).

Exercice 10

Prouver la proposition (|2.2.1.1])

Exercice 11

Prouver proposition (2.2.2.1)).

Exercice 12

preuve de la proposition ([2.2.2.2)).
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Exercice 13

Prouver la proposition (2.2.3.1).

Exercice 14

Prouver la proposition (2.2.3.2)).

Exercice 15

Soit F(R,R) I'espace vectoriel des fonctions réelles.
Soient P(R,R) sous espace vectoriel des fonctions réelles paires, et I(R,R) sous espace vec-
toriel des fonctions réelles impaires
e Montrer que F(R,R) = P(R,R) ¢ I(R,R).
e Montrer que P(R,R) et I(R,R) sont des hyperplans de F(R, R).

Exercice 16

Soit M,,(R) 'espace vectoriel des matrices réelles carrées d’ordre n > 2.
On définit la forme
¢: M,(R) = R A—trA

e Montrer que ¢ est une forme linéaire et déduire que H = {M € M, (R)/trM = 0} est un
hyperplan de M,,(R).

Exercice 17

Soit M,,(R) I'espace vectoriel des matrices réelles carrées d’ordre n > 2.
On définit la forme

<, > M,(R) x M,(R) = R (A, B) s trAB'

e Montrer que <, > est un produit scalaire.
e Calculer || 1, || .

Exercice 18

Soit E = C([0, 1], C) I'espace vectoriel des fonctions complexes continues de [0, 1] dans C.
On définit sur F le produit scalaire <, > par :

1
VigeE < f.g>= / F(t)a(t)dt.

Montrer que la famille B = {e,(t) = *""/n € Z} (avec t € [0,1] et > = —1) est orthonor-
meée.
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Exercice 19

Soit E un R—espace vectoriel de dimension finie.
On appelle projecteur toute application linéaire p tel que pop =p
e Montrer que p est un projecteur si seulement si Idg — p est un projecteur
1)Soit p un projecteur de E
e Montrer que Im(Idg — p) = kerp et ker(Idg — p) = Imp
e Montrer que E = kerp @® Imp
2)Soit p un projecteur de E et u un endomorphisme de E, montrer que les propositions
suivantes sont équivalentes :
(i) pou=wuop
(ii) kerp et I'mp sont stables par w.

Exercice 20

Nous supposons que V = F @ F*, p et ¢ sont les projecteurs associés, Soit f un endomor-
phisme de V.
Démontrer que, pour que F' soit stable par f il faut et il suffit que go fop = 0.



Géomeétrie affine

3.1 Espace affine

3.1.1 Groupe opérant sur un ensemble

Définition 3.1.1.1. Soient E un ensemble non vide et (G,*,e) un groupe muni de loi de
composition x et d’élément neutre e.
On dit G opérant sur E sl existe une application

p:GXFE—FE
(g, 2) = ¢(g,z)
vérifiant
e Vxe E ple,x)=rx.

o Ve E Vgi,90 € E ona (g1, 0(g2,2)) = (g1 % g2, 2).
Autrement dit ¢ est une action a gauche de G sur E

Remarque 3.1.1.1. Par fois on écrit g.x au lieu de ¢(g, ).
St G opérant sur un ensemble E on dit que E est un G—ensemble.

Exemple 3.1.1.1. Soit (G, ) on considére E = G. On définit action

0:GxG—=>G

(9,2) = p(g,x) =gHaxxg!

alors G opérant sur lui méme. Cette action est appelée action conjugaison.

Définition 3.1.1.2. Stabilisateur
Soit E un G—ensemble, soit x € E le stabilisateur de x sous ensemble de G noté G, tel que

G.={9€G/gx=z}
Remarque 3.1.1.2. GG est un sous groupe de G et est appelé le sous groupe isotropie de x.

Exemple 3.1.1.2. Pour l’action conjugaison a lur méme alors
G,={9eCG/ga=r}=G,={geCG/grzxg ' =a}={geG/grr=axg}=C(2)
C(z) est appelé le commutateur de x.
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Proposition 3.1.1.1. Soit E un G—ensemble, la relation R définie par
V(z,y) € B> 2Ry & g€ G y=g.x
est une relation d’équivalence sur E.

Preuve . A réflexive : puisque = = e.x pour tout = € E
R symétrique : puisque pour tout (z,y) € E? si xRy alors il existe g € G tel que y = g.x
alors z = g~y donc yRx
R transitive : puisque pour tout (z,y,z) € E? si 2Ry , yRz alors il existe g, h € G tel que
y=g.xetz=hydoncz=h(g.2)=(hxg).x alors zRx. n

Définition 3.1.1.3. Orbite
La classe d’équivalence d’un élément © € F notée & = {y € E /39 € Gy = g.x} est appelée
Uorbite de x et note par fois orb(x) ou G.x

Exemple 3.1.1.3. Pour l’action conjugaison a lui méme alors
Gr={yeG/IgeGy=gr}={yeG/IgeGy=g*xzxg '}
Six=eonaGe={yeG/IgeGy=ge}{yecG/Ige Gy=gxexg ' =c} = {e}
tel que e c’est I’élément neutre de G.

Proposition 3.1.1.2. L’ensemble des orbites de G—ensemble forment une partition de E.

Définition 3.1.1.4. Action transitive,libre et fideéle
Soit E un G—ensemble, on dit que
o GG agit sur E transitivement ou ¢ est transitive si

Ve € E orb(z) = E.

e ¢ est une action fidéle si(,.p G2 = {e}.
e  est une action libre si G, = {e} Va € E.

Remarques 3.1.1.1. 1)Toute action libre est fidéle.
2) Si G agit sur E par une action transitive on dit que E est un G—ensemble homogéne.

3.1.2 Espace affine

Soit E un K—espace vectoriel.

Définition 3.1.2.1. Espace affine.
Soit £ un ensemble non vide est dite espace affine si £ est un E—ensemble homogéne par
l'action suitvante

(x,U)eEXE—z+UE€&

Les éléments de € sont appelés les points, les éléments de E sont appelés les vecteurs.
l’espace vectoriel E est appelé la direction de E.
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Définition 3.1.2.2. Espace affine (définition équivalente.
Soit E un K—espace vectoriel; Un K—espace affine est un ensembles non vide & muni d’une
application

‘ EXE=E

77 (A, B) (A, B)

vérifiant :
e Relation de Chasles : YA, B,C € € ¢(A,B) + ¢(B,C) = ¢(A,C).
e VA€ EVU € FE alors 3B € £ tel que U = ¢p(A, B).

Remarque 3.1.2.1. 1) On note B = A+ U de l'unique point B de & tel que p(A,B) =U
2)Nous dirons que £ est un espace affine de direction E ( ou dirige par E ).

3)On note par fois AB au lieu de ©(A, B)

Proposition 3.1.2.1. Soit £ un espace affine de direction E alors :

e 9(A,B)=0g < A=B.

e (A, B) = —p(B,A) pour tout A, B € £.

e [dentité de parallélogramme : pour tout A, B,C,D € £ p(A,B) = p(D,C) & ¢(A,D) =
p(B,C).

Preuve . Exercice ]
Exemple 3.1.2.1. 1)Soit £ = {(x,y) € R?*} est un espace affine de direction R? tel que
P ExE— R par (vry), (e €€ (0T}

2 — U1

2) Tout espace vectoriel est un espace affine de direction lui méme.

Remarque 3.1.2.2. La dimension d’un espace affine est la dimension de son espace de
direction.

Définition 3.1.2.3. On appelle droite affine tout espace affine de dimension 1.
Plan affine tout espace affine de dimension 2.
Les points singuliers sont des espaces affines de dimension 0.

3.1.3 Barycentres

La notion de barycentre dans l’espace affine faire méme réle des combinaisons linéaires
dans ’espace vectoriel.

Théoréme 3.1.3.1. Soit (A;);cr une famille des points indexée par I, d’un K— espace affine
E de direction E. Soit (\;)ier une famille des scalaires de K a support fini

tel que Y .., \i =0 # 0.

—
Alors il existe un unique point G de £ tel que Y, ; NGA; = Op.
1 —
Et pour tout M de £ on a G =M+ =3, NMA;
o

Preuve . Soit B € £ un point quelconque, alors pour tout M € &£ on peut écrire
Doier NMA; =30  ANi(BA; — BM) = (3,.; MiBA;) — 0.BM. alors il existe un unique point

)

—

1 —
G € & tel que (D,.; MiBA;) —0.BM = 0p c’est point G = B + B(i =B+—-> . ,\BA; nu
o

el
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Définition 3.1.3.1. Barycentre
Sous les hypothéses du théoréeme . On appelle le barycentre de {A;, \;}
l'unique point G tel que
> ANGA; =0p=0
iel
Exemple 3.1.3.1. Soit A, B deux ponts différents de plan affine R?
Le barycentre de la famille {(A,1), (B, 1)} est le milieu du segment [AB].
D’abord on vérifier 1 +1 =2 # 0. N BN
En effet si G le barycentre de cette famille alors 1GA + 1@ =0& 1GA+ 1GA + 1@ =

5@21@:1@@/@:%@.

3.1.4 Sous espace affine

Définition 3.1.4.1. Sous espace affine

Soit £ un espace affine de direction E. Un sous ensemble F non vide de £ est dit sous espace
affine de € de direction F' si :

1)F un sous espace vectoriel de E.

2) Pour tous points A, B de F le vecteur AB appartient a F

3) Pour tout A € F et tout vecteur U € F' le point A + U appartient a F.

Exemple 3.1.4.1. Les sous espace affines du plan affines sont les droites affines et les points.

Proposition 3.1.4.1. Soit F un sous espace affine de &, dirigé par un sous espace vectoriel
F' alors pour tout point A € F, on a l'égalitée £ = A+ F.

Preuve . Exercice. ]

Proposition 3.1.4.2. Soient (A;);c; une famille des points d’un espace affine £, alors ’en-
semble des tous les barycentres de (A;);er est un sous espace affine de E.

Preuve . Exercice. ]

Proposition 3.1.4.3. Stabilité par barycentres.
Soit F un sous espace affine de &, et (A;)ier une famille des points de F.
Si G est le barycentre de la famille (A;, \;)ier alors G appartient a F.

Preuve . Exercice. m

Définition 3.1.4.2. Parallélisme.

Soient F1, Fo deux sous espaces affines de &€, dirigés respectivement par Fy et Fs.
On dit

e F est parallele a Fo si Fy C Fs.

o Fi et Fy sont paralléles si Fy = F5.

Théoréme 3.1.4.1. Soit £ un espace affine de direction E, étant donne un point quelconque
A de £ et un sous espace vectoriel F' de E. Alors il existe un unique sous espace affine de €
passant par A et dirigé par F.
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Preuve . Cet espace est A+ F (I'unicité est évidente). n

Proposition 3.1.4.4. Soient Fy, Fo deux sous espaces affines de £, si Fi est paralléle a Fo
alors F1 C Fy ou F1 N JFy = O.

Preuve . Exercice. ]

Théoréme 3.1.4.2. Intersection d’espaces affines.

St F1, Fo deux sous espaces affines de £, dirigés respectivement par Fy et Fy alors :
1) FinF, =9 ou

2) F1 N Fy est un sous espace affine de €, dirigés par Fy N F,.

De plus si

1) Fi + Fy, = E alors Fi N Fy # @.

2) F1 & Fy = E alors F1 N Fy contient exactement un seul point.

Preuve . Exercice. ]

3.1.5 Espace euclidien affine

Définition 3.1.5.1. Espace euclidien affine.
Un espace affine euclidien est un espace affine dirigé par un espace euclidien

Exemple 3.1.5.1. Tout espace euclidien est un espace affine euclidien

Définition 3.1.5.2. Repére d’un espace euclidien affine.

Soit £ un espace euclidien affine dirigé par un espace euclidien E.

On appelle un repére affine (ou cartésienne) tout couple (O,B) o O un point de € et B une
base de E.

Le point O s’appelle 'origine.

Exemple 3.1.5.2. £ = R? on pose i= <(1)> , j: ((1)) .

O le point d’intersection de les droites affines dirigées respectivement par les droites vectoriels
Ri et Rj alors (O,1i,7) est un repere de R2.

Remarque 3.1.5.1. Soit (O,B) un repére de £ si B une base orthogonale de E on dira que
(O,B) est un repére orthogonal.
Si B une base orthonormale de E on dira que (O,B) est un repére orthonormal.

Définition 3.1.5.3. Coordonnées d’un point.
Soit € un espace euclidien affine muni d’un repére (O, B).
On appelle coordonnées d’un point M € £ dans le repere (O, B) les coordonnées de le vecteur

OT4 dans la base B.

Exemple 3.1.5.3. Le plan affine R? muni le repére (O,;J) le point A de coordonnées (2,3)
est point O + 1+ J.
On remarque que le point O de coordonnées (0, 0).
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Définition 3.1.5.4. Distance entre deux points.
Soit £ un espace euclidien affine dirigé par E un espace euclidien muni de produit scalaire
<, > et sa norme associé || || .

Si A, B deux points de € alors la distance entre A et B est || AB Il -

Définition 3.1.5.5. Projection orthogonale d’un point sur un sous espace affine.
Soit £ un espace euclidien affine de direction E.et F un sous espace affine de £ de direction

F.
—
La projection orthogonale d’un point A de € sur F est l'unique point A’ de F tel que AA" € F*.

Définition 3.1.5.6. Distance entre un point et sous espace affine.
Soit £ un espace euclidien affine de direction E,et F un sous espace affine de € de direction
F. Si A un point de € et A’ la projection orthogonale de A sur F.

Alors distance entre A et F est || AA" || .

3.2 Formes affines et applications affines

3.2.1 Formes affines et hyperplans

Définition 3.2.1.1. Forme affine.
Soit £ un espace affine euclidien de direction E Une application f : &€ — R est dite forme
affine s’il existe une forme linéaire L : E — R tel que pour tous points A,B € & on a

f(A)f(BS = L(AB)

L est appelée la partie linéaire de f.

Exemple 3.2.1.1. £ = R? de direction R? et
f:R? =R
(x,y) — 3x — 2y +3
la partie linéaire de f est la forme linéaire

L:R? - R

X .
— 3z — 2
(y> Y

Remarque 3.2.1.1. Une forme affine soit constante , soit surjective.

Définition 3.2.1.2. Hyperplan affine.
Un hyperplan affine est un sous espace affine dirigé par un hyperplan vectoriel.

Exemple 3.2.1.2. La droite affine {(z,y) € R* /3z — 2y + 3 = 0} est un hyperplan affine
de R? dirigé par l’hyperplan vectoriel {(;) € R? /3x — 2y = 0}.

Proposition 3.2.1.1. Soit £ un espace affine euclidien de direction E. Sv f un forme affine
non constante, alors H = {A € £/ f(A) = 0} est un hyperplan affine dirigé par le noyau de
la partie linéaire de f.

Preuve .Exercice. ]
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Remarque 3.2.1.2. Les hyperplans affines de R' sont les singletons.
Les hyperplans affines de R? sont les droites affines.
Les hyperplans affines de R? sont les plans affines.

Proposition 3.2.1.2. Caractérisation des hyperplans affines

Soit H un hyperplan affine d’un espace affine £ alors il existe une forme affine non constante
f:€E—=Rtelque H={Mec&/f(M)=0}

Preuve .Exercice ]

3.2.2 Application affine

Définition 3.2.2.1. Applications affines
Sotent £ et F deux espaces affines euclidiens de direction respectivement E et F.
Une application f : & — F est dite application affine s’il existe une application linéaire

L: E — F tel que pour tous points A,B € £ on a f(M)f(N) = L(ﬁ)
L est appelée la partie linéaire de f.

Exemple 3.2.2.1. Soit A un point fixe de F.

L’application f : £€ — F tel que pour tout M € £ f(M) = A est une application affine
appelée application constante, de partie linéaire nulle.

En effet pour tous points M, N € £ on a f(M)f(N; —AA=0= L(@) tel que L : U — O
pour tout U de E.

Proposition 3.2.2.1. Soit f : £ — F une application affine de partie linéaire L : E — F et
si A un point de £ alors pour tout M de £, on a

F(M) = f(A) + L(AM).

Preuve .Exercice. ]

Proposition 3.2.2.2. Soient £ et F deux espaces affines euclidiens de direction respective-
ment E et F. Si L : E— F une application linéaire et si A un point de €

o
alors Uapplication f : € — F qui satisfaire VM € € on a f(M) = f(A) + L(AM)
est une application affine de partie linéaire L

Preuve .Exercice. ]

Théoréme 3.2.2.1. Soit f : £ — F une application affine de partie linéaire L : E — F. Soit
G un sous espace affine de F, de direction F' posons H = f~1(G)={M €&/ f(M) € G}
alors soit H = @ ou H est un sous espace affine de &, dirigé par L' == {U € E/ L(U) € F}.

Preuve .Supposons que H ne soit pas vide et soit A un point de H donc f(A) € G,
alors G = f(A) + F’ d’ou pour tout point M de £ on a f(A)}(M) = L(AM) ainsi que
H={Mec&/fM)e f(AV+F}={MeE/L(AM)e F'} ={M e £/ AM e L™\(F')} =
{Me&l/AM e E'} =A+ FE'.

Notons que E’ est un sous espace vectoriel de E puisque I'image reciproque d’un sous espace

vectoriel par application linéaire. Par conséquent H = A + E’ est un sous espace affine de &
de direction £’ n
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Isométries affines

Soient £ un espace affine euclidien de direction £ muni d’un produit scalaire <, > et sa
norme associée ||, || .

Proposition 3.2.2.3. L’application d : € x € — R* tel (A, B) — || AB | pour tout (A, B) €
E? est une distance dans E.

Preuve .1) Soient A, B € £ on a d(A, B)_z)() = || AB |=0= AB =0 lA=0.
2)Soient A, B € € on a d(A, B) =|| AB ||=| BA ||= d(B, A).
3)Soient A, B,C € € on a d(A,C) =|| AC ||=|| AB + BC |<|| AB || + || BC ||= d(A, B) +
d(B,C). "
Définition 3.2.2.2. Soit f : & — & application affine est dite isométrie affine st pour tous
points M, N de & on a d(f(M), f(N)) =d(M,N).

3.2.3 Groupe des translations, homothéties

Soient £ un espace affine euclidien de direction F.

Groupe de translations affines

Définition 3.2.3.1. Translation affine. Soit ﬁ un vecteur de E.
On appelle translation affine de vecteur U [application affine

Tﬁ:g—n‘f
Mr—>M+ﬁ.

Remarque 3.2.3.1. La partie linéaire d’une translation est l'application d’identité de E c¢’est
a dire L = Idg.

Propriété 3.2.3.1. 1) La translation de vecteur

overrightarrow0 = Og est l'identité de £

2)la composée de translations T et Ty est une translation de vecteur U + V', c’est a dire
Tgoly =Ty T

3)L’inverse d’un translation de vecteur ﬁ est une translation de vecteur —ﬁ.

4) L’ensemble des translations muni de loi de composition interne est un groupe abélien.
5)Toute translation affine est un isométrie affine.

Preuve .Exercice. n

Groupe d’homothéties affines

Définition 3.2.3.2. Homothétie affine.
Soit C' un point fize de & et A un nombre réel,
On appelle homothétie de centre A et de rapport A l'application affine

]—‘[147/\3(C:—>i>
M— A+ NAM.
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Remarques 3.2.3.1. Soit Hy homothétie de centre C et de rapport \ donc :

1) si A = 0 alors Hy est une application constante c’est a dire pour tout M € £ on a
f(M)=C.

si A = 1 alors Hy est une application d’identité deE c’est a dire pour tout M € £ on a
f(M)= M.

Proposition 3.2.3.1. Points fixes.
Soit Hy homothétie de centre C' et de rapport X tel que X\ ¢ {0,1} alors il existe un unique
point fize est le centre de [’homothétie c’est a dire

Preuve . On considére que M un point fixe de H) alors c’est a dire

H(M)=M & M=C+ Mo CM=XAMe(1-NCM=0aCM=71. .

Exemple 3.2.3.1. Soit Hy homothétie de centre O = (0,0) et de mppor_t_Q_> dans le palan
- — oy

affine de repére (O,1,7) alors l'image de A(—1,2) est A = O + 20A & OA" = 20A donc

A = (-2,4).

Propriétés 3.2.3.1. 1)L ’homothétie de rapport A = 1 est un identité de E.

2) La composée deur homothéties de rapport respectivement \; et Ay est un homothétie de
rapport Ai.\s.

1
3)L’inverse d’homothétie de rapport X # 0 est un homothétie de rapport 1
4)L’ensemble des homothéties muni de loi composition interne est groupe abélien.

Preuve ..
Exercice ]

Proposition 3.2.3.2. Partie linéaire d’homothétie.
Soit Hy homothétie de centre C' et de rapport X. est ’homothétie vectoriel Nl dg.

Preuve . ; Soient M, N E}ux points d’images par [, respectivement M et N'. on a
M'N' = M'C+CN' = —ACM + A\ON = MMC +CN)=AMN.
Alors la partie de H), est 'application linéaire L : E — E tel que ﬁ — )\ﬁ. [

3.2.4 Projections,symétries et affinités

Soient £ un espace affine euclidien de direction F.

Projections

Proposition 3.2.4.1. Soit F un sous espace affine de £ de direction F, et G C E un
supplémentaire de F dans E, alors pour tout point M de & il existe un unique point M’ de

—
F tel que MM’ € G.

Preuve . D’aprés le théoréeme (3.1.4.2)) le sous espace affine M + G coupe F en un seul
point. |
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Définition 3.2.4.1. Projection

Sous hypothéses de la proposition précédente le point M' est appelé projette de M sur F
parallélement a G.

L’application qui a M associe M’ s’appelle la projection sur F parallélement a G.

Exemple 3.2.4.1. Soit l’espace affine euclidien R? muni le repére orthonormé (O,;,])

(A) la droite d’équation cartésienne x —y+1 =10 et F' le sous espace engendre par le vecteur
1

U= <2> .

Soit M = (z,y) un point de R* et M'(z',y') la projection de M sur A parallelement F. d’une

s r_ r_ —
part le vecteur MM' = x/ ) e F. alors il existe A € R* tel que x/ v =1
y -y Y —y=2A

D’autre part on a M' € (A) donc ' —y'+1=0< (z4+\)—(y+2\)+1=0 A=c—y+1

¥—r=r—y+1 ¥=2r—y+1
Alors{ y—y=2(x—y+1) <:>{ Yy =2x—y+2

D’ot pr: R* — R? tel que M(x,y) — pr(M) = 2z —y + 1,22 —y + 2).

Proposition 3.2.4.2. La partie linéaire de la projection sur F parallélement a G est la
projection vectorielle sur F' parallélement a G.

Preuve . Soient A € F et P: £ — F est la projection sur F p_ar}allélement a G,
alors on a A = y?r(A) donc si M’ = pr(]\/[)&obtient ]\/[’_:>A + AM'.
On sait que AAE)AM’ —t_]\_?M tels que AM' € F et M'M € G.
En particulier AM’ = L(AM) avec L : E' — F la projection vectorielle sur F' parallélement
a G, alors on a pr(M) = pr(A) + L(m) n

Propriétés 3.2.4.1. Soit pr la projection affine sur F parallélement a G, alors

1) propr =pr.
2)pr(M)=M < M e F.

Symétries

Soit F un sous espace affine de £ de direction F, et G C E un supplémentaire de [’ dans
E,

Définition 3.2.4.2. Symétrie

L’application s qui a pour tout point M de € associe M +2MM' = M' — MM’ est appelé la
symétrie par rapport a F parallelement a G, ou M’ est la projection de M sur F parallélement
aG.

Remarque 3.2.4.1. Si G est orthogonale a F' alors s est symétrie orthogonale par rapport
a F.

Proposition 3.2.4.3. La partie linéaire de la symétrie par rapport a F parallélement a G,
est la symétrie vectorielle par rapport a F parallelement a G,
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Preuve . Soit L, : E — F' la projection vectorielle sur F' parallelement a G, et soit
L : E — FE la symétrie vectorielle par rapport a F' parallelement & G, on a L = 2L, — Idg.
Soient pr : £ — F la projection affine sur F parallélement a G,
et s: & = £ la symétrie affine par rapport a F parallélement a G,
alors pour tous point A et B de £ on a

s(A)s(B) = s(A)A + AB + Bs(B)
= 2pr(A)A + (21@ — B) + QBp’I“(B;
— 2(pr(A)A + AB + Bpr(B)) — AB

— 2 (A)pr(BYAB = (2L, — Ids)(AD)
— L(AB)

Propriétés 3.2.4.2. Soit s la symétrie affine par rapport a F parallélement a G, alors
1) sos=idg.

2) s est une isométrie affine bijective.

3)s(M)=M< MeF

4) Le sous espace affine G dirigé par G est stable par s c’est a dire s(G) = G.

Affinité

Soit F un sous espace affine de £ de direction F, et G C E un supplémentaire de F' dans
E,

Définition 3.2.4.3. Affinité

e

L’application [ qui a pour tout point M de € associe M’ + NXM'M est appelé Uaffinité par
rapport a F parallelement a G, ou M’ est la projection de M sur F parallélement a G de
rapport X, ou M’ est la projection de M sur F parallelement a G et A € R

Remarques 3.2.4.1. 1)La projection est une affinité de rapport A = 0
2)La symétrie est une affinité de rapport A = —1
3)L’ affinité de rapport X =1 est ’identité.

3.3 Exercices

Exercice 1

Prouver la proposition |3.1.2.1

Exercice 2

Prouver la proposition |3.1.4.1
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Exercice 3

Prouver la proposition |3.1.4.2

Exercice 4

Prouver la proposition |3.1.4.3

Exercice 5
Prouver la proposition [3.1.4.4]

Exercice 6

Prouver la proposition [3.1.4.2]

Exercice 7

Prouver la proposition |3.2.1.1

Exercice 8

Prouver la proposition |3.2.1.2

Exercice 9

Prouver la proposition

Exercice 10

Prouver la proposition [3.2.2.2]

Exercice 11

Prouver de la proposition [3.2.3.1

Exercice 12

Prouver de la proposition 3.2.3.1

Exercice 13

Montrer que £ = {f : R — R / f(0) = 0} est un hyperplan vectoriel de I’espace vectoriel

des fonctions réelles.

Montrer que E = {f : R — R / f(0) = 1} est un hyperplan affine de direction E.
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Exercice 14

Montrer que I’ensemble engendre par les translations et les homothéties affines muni de
loi de composition o est un groupe.



Géométrie affine euclidienne dans le plan et dans
|'espace de dimension 3

4.1 Géométrie affine euclidienne dans le plan

4.1.1 Géométrie euclidienne dans R?
Produit scalaire canonique et ’orthogonalité dans R?

Définition 4.1.1.1. On appelle produit scalaire canonique ou usuel sur R? la forme bilinéaire
<, > R?xR? =R
(u,v) »< u,v >
Par fois on note u.v au lieu de < u,v > .

tel que tel que u = (x,y) et v = (2',y") on a < u,v >= xx’ + yy'.

Remarque 4.1.1.1. Deux vecteurs u,v sont dits vecteurs orthogonaux si son produit scalaire
est nul, on note u L v.

Définition 4.1.1.2. On appelle la norme euclidienne usuelle sur R* la norme associée du
produit scalaire canonique c’est a dire pour tout u = (x,y) € R? associé || u |[|= /22 + 1.

Remarque 4.1.1.2. Un vecteur est dit vecteur unitaire si sa norme égale a 1

Définition 4.1.1.3. On appelle la distance euclidienne usuelle sur R? la distance associée
de la morme scalaire canonique c’est a dire pour tous u = (x,y),v = (2/,y') € R? associ¢

du,v) = u—v|=/(z—2)+ (y —y)*

Produit mixte et parallélisme dans R?

Définition 4.1.1.4. Produit mixte Soient u = (z,y) et v = (2,y') deux vecteurs de R? le
/

X

| = vy’ — ya'

Lo x
produit mixte de u et v note u X v est u X v = ‘

Remarque 4.1.1.3. Deuz vecteurs u,v sont dits vecteurs paralléles (ou linéairement dépen-
dantes )si son produit mixzte est nul, on note ul|v.

Exemple 4.1.1.1. u = (1,1) et v = (2,2) sont des vecteurs paralléles.
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Définition 4.1.1.5. angle entre deux vecteur Soient u = (x,y) et v = (2',y") deux

—

vecteurs non nuls de R? alors l'angle entre @ et T note (4,u’) le réel O défini modulo 27 tels
que

u.w xx' + gy’ ) U X v xy — 2y
cosf = = sinf = = :
Fulllo 1w ol Fulllo b fw o

1.1+0.1 2
Exemple 4.1.1.2. u = (1,0) et v = (1,1) alors cos = L £ et sinf =

V2 2
1.1-0.1 V2 T
_— = — alors@zz

NG 2

Groupe Orthogonale O,(R)

Définition 4.1.1.6. Endomorphisme orthogonale On appelle un endomorphisme ortho-
gonale de R? tout endomorphisme f de R? conserve le produit scalaire c’est & dire

Y(u,v) € R?  f(u).f(v) =uwv
On note Oy(R) 'ensemble des endomorphismes orthogonaux de R2.

Remarque 4.1.1.4. .

1)
fEOReYueR | f(u)ll=] f(u) .

2) les éléments de O9(R) appelés aussi isométries vectorielles.
Proposition 4.1.1.1. l’ensemble O2(R) muni la loi de composition est un groupe.
Preuve . Exercice. [

Définition 4.1.1.7. Matrice orthogonale

Une matrice M de My(R) est dite orthogonale si seulement si l'endomorphisme de R? repré-
senté par M dans la base canonique de R? est un endomorphisme orthogonal de R? muni le
produit scalaire usuel.

On note O(R) ’ensemble des matrices orthogonales de My (R).

Proposition 4.1.1.2. Soit M une matrice My(R) les propriétés suivantes sont équivalentes :
1)M € Oy(R)

2)M*M = I,

3)IMM*" = I,

4)Pour toute base orthonormale B de R? ’endomorphisme de R* représenté par M dans B
est orthogonal.

5)11 existe une base orthonormale B de R? dans laquelle I’endomorphisme de R? représenté
par M dans B est orthogonal.

Preuve . Exercice. ]
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Remarque 4.1.1.5. l’ensemble des matrices orthogonales Oz(R)est un groupe par la multi-
plication, appelé le groupe orthogonale.

Corollaire 4.1.1.1. Si M € O3(R) alors det M = +£1
Si f € O3(R alors det f = £1

Remarque 4.1.1.6. L’endomorphisme orthogonal de determinant égale a 1 dite endomor-
phisme orthogonal direct.

Corollaire 4.1.1.2.
O2(R) = {Ry 0 e R} U{S, ¢ € R}
tels que Ry = (@SQ S 9) et S, = (CQSQO sin ¢ )

sinf  cosf singp —cosp
Preuve . Exercice. ]

Proposition 4.1.1.3. L’ensemble des matrices orthogonales (respectivement les endomor-
phismes orthogonaux )de determinant égale a 1 est un sous de groupe de O9(R) (respective-
ment O5(R) ) appelé groupe special orthogonal note SO4(R) (respectivement SO5(R)).

Preuve . Exercice. m

Corollaire 4.1.1.3.
SO, ={Ry/ 0 € R}.

4.1.2 Géométrie affine euclidienne dans le plan

Définition 4.1.2.1. On appelle plan affine euclidien toute couple (R?,.) ou R?* est un plan
affine réel, et . le produit scalaire usuel sur la direction R2.
Au lieu de (R?,.)on note souvent R

Remarque 4.1.2.1. On appelle repéré orthonormé direct en abrégé r.o.n tout triplet (O,_:j)
de R? tel que O un point de R%. et i, est une base orthonormal directe de R2.

-,

Définition 4.1.2.2. Distance entre deux points. Le plan R muni r.o.n (O,1,7) la dis-
tance entre de points M, M’ de R? est la quantité positive d(M,N) = \/(z — 2')2 + (y — ¢/)?
tels que M = (z,y) et M' = (2',y/).

Exemple 4.1.2.1. Si M = (1,3) et N = (3,1) alors d(M,N) = /(1 =32+ (3—1)2 =
V8 =2v2.

Définition 4.1.2.3. Angle de droites. Soient D, D" deux droites a]ﬁnes de R? diriges

respectivement par u et u on appelle angle de D et D' et on note (D D) le réel défini modulo
T par :

—

(D, D') = (@, )[n].

Définition 4.1.2.4. cmgle de droites Soient D, D’ deux droites aﬂines de R? diriges res-
pectivement par U et u' sont dites orthogonales si u L u cest o dire G =0

Remarque 4.1.2.2. Soient D, D’ deuz droites affines de R* sont dites orthogonales si

™
D,D') = —.
( ) ) 2



4.1 Géométrie affine euclidienne dans le plan 55

Les droites affines

Soit le plan affine euclidienne R? muni r.o.n (O, 1, )

Vecteurs orthogonaux a une droite.

Définition 4.1.2.5. vecteur normal
Soient a,b, c des réels tel que (a,b) # (0,0) la droite affine (D) d’équation cartésienne ax +
by+c = 0 alors le vecteurs 11 = (a,b) est un vecteur normal (ou orthogonal) a (D). Le vecteur

unitaire ﬁ est appelé le normal unitaire de (D).
i

Proposition 4.1.2.1. E.C d’une droite passant par un point connu et de vecteur
normal connu. Soient A(xg,yo) un point et u = (a,b) un vecteur non nul alors la droite
affine (D) de normal u et passant par A est d’équation cartésienne

ar + by — axy — byy = 0.

Preuve . Exercice. ]

Direction d’une droite.

Définition 4.1.2.6. vecteur dirigé. Soient a,b,c des réels tel que (a,b) # (0,0) la droite
affine (D) d’équation cartésienne ax +by+c = 0 alors le vecteur (—b.a) est un vecteur dirigé

(D).

Proposition 4.1.2.2. E.C d’une droite passant par un point connu et de vecteur de
direction connu. Soient A(zo,yo) un point et uw = (a,b) un vecteur non nul alors la droite
affine (D) de direction u et passant par A est d’équation cartésienne

br — ay — bxy + ayo = 0.
Preuve . Exercice |

Proposition 4.1.2.3. E.C d’une droite passant par deux points connus Soient A(zo, yo)
B = (x1,11) deuz points différents alors la droite affine (D) passant par Aet B est d’équation
cartésienne

(11 — vo)xr — (21 — 20)y — (Y1 — Yo)To + (21 — o)y = 0.

Preuve . Exercice. n

Projection orthogonale d’un point sur une droite

Proposition 4.1.2.4. Soit (D) une droite affine d’E.C ax +by+c=0 et M(z,y)
un point quelconque de R?, notons M' = (X,Y) la projection orthogonale de M sur (D) est
b x — aby — ac
A= a? + b?
donne par a2y — abx — be
a? + b?
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Preuve . Le point M’ vérifier
{ M’ € (D)
—
MM L (=b,a)
donc{ aX +b0Y =c=0
(X —z,Y —y).(=ba) =0
@{ aX +bY +¢c=0
X —z)+aY —y)=0
o { aX +bY = —c
—bX +aY =ay — bx
b’z — aby — ac

X —
alors 9 a? + b? n
Y_ay—abx—bc
B a? + b?

Corollaire 4.1.2.1. La projection orthogonale sur la droite (D) d’E.C ax + by = ¢ = 0 est
définie par p : R* = (D)
PEPEY M(a,y) = pr(M) = M/ y)

,_b%—aby—ac

T =
a? + b2

tels que - a2y — abx — be
v = a’ + b?

Corollaire 4.1.2.2. distance entre un point et une droite
La distance entre un point A = (xo, o) et une droite affine d’E.C ax + by + ¢ =0 est donnée
par

_ lazo + byo + |

Preuve . On pose A’ = XQ?}_/Q) la projection de A sur (D),
done d(M, (D)) = d(A, A') =| A4 |

alors

d*(M, (D)) = (Xo —z)* + (Y —y)*

d(M, (D))

(—a(awg + byo + ¢))* + (—blawo + byo + ¢))?
(a2 4 12)2
(a* + b?)(axo + byo + ¢)?
(@ + 12)2

|am0 —|—byo +c|
donc d(M, (D)) = .
( ( )) va?+ b2

Isométries affines du plan

Définition 4.1.2.7. Isométrie affine
On appelle isométrie affine de R? toute application affine f : R?> — R? conservant la distance
c’est a dire

VA, B € R?, d(f(A), f(B)) = d(A, B)
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Proposition 4.1.2.5. Soit f : R?> — R? une application affine de partie linéaire L. Alors f
est une isométrie affine si seulement si L est une isométrie.

Preuve . Exercice. ]

Proposition 4.1.2.6. Groupe d’isométries
L’ensemble d’isométries affines muni la lois de composition est un groupe.

Preuve . Exercice. n

Définition 4.1.2.8. Soit f : R? — R? une isométrie affine de partie linéaire L alors :
1) On dit que f est une isométrie affine directe (ou déplacement) si seulement si det(L) = 1.

2) On dit que f est une isomélrie affine indirecte (ou antidéplacement) si seulement si
det(L) = —1.

Proposition 4.1.2.7. Groupe de déplacements
L’ensemble de déplacements est un sous groupe du groupe d’isométries.

Preuve . Exercice n

Définition 4.1.2.9. Rotation
Soient A un point de R* et 6 € R.On appelle rotation de centre A et d’angle 6 note Rotp a
l’isométrie affine lissant A fixe et de partie linéaire rotation vectoriel Roty. C’est a dire

—
ROt&A(A) =A AM’ = ROtg(AM)
pour tout M € R? avec M' = Rotg A(M).

Propriétés 4.1.2.1. Avec les notations précédentes

1)Rotg 4 est bijective et on a Rot;h = Rot_g 4.

2)Roty 4 est une isométrie affine.

3) il existe un et un seul point fizé de Rotg 4 c’est son centre, c’est a dire Rotg o(M) = M <
M = A.

J)Rotor 4 = Idga.

5)R0t9714 o ROtg/A = ROtg_;,_gl’A.

Théoréme 4.1.2.1. Classification des déplacements de R?
Les déplacements de R? sont les translations ou les rotations.

Preuve . 1) Il est clair que les translations et les rotations sont déplacements.
2)Soit f un déplacement direct alors la partie linéaire L de f est un isométrie vectorielle
directe alors d’aprés la proposition il existe # € R tel que L = Roty
Si @ = 0[2n] alors L = Idge donc f est une translation affine.
Supposons que § # 0[27] on muni R? par un repére orthonormé (O,zij), il existe (o, B) €
R2tel que ,pour tout M(z,y) de R? alors f(M) ait pour coordonnées (z’,3') ou
' =xcosf —ysinf + «
{ y' = xsinf + ycosl +
z(1 —cosf) +ysinb =«

On a f(M) :M@{ —xsinf + y(1 — cosf) = 3
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. 1 —cosf in 6 .
Le determinant o8 S = (1 — cos®)? + sin*@ est non nul donc le systéme
—sinf 1 —cosf
d’équation précédent admet une seule solution.
Ainsi f admet un seule point fixe noté A.

Comme f(A) = A et L = Roty d’ou f est la rotation d’angle 6 et centre A. [

Définition 4.1.2.10. Réflexion

Soit (D) une droite affine de R*, On appelle symétrie orthogonale ou réflexion par rapport a
(D) et on note Refp la symétrie affine par rapport a (D) parallélement la direction orthogo-
nale.

Remarque 4.1.2.3. Soit (D) une droite affine de R?, de direction @ et Refp la réflexion
par rapport a (D).

—
Si M un point de R?, tel que M’ = Refp(M) alors d(M, (D)) = d(M', (D)) et MM’ 1
autrement dit la droite (D) est la médiatrice de le segment de droite [M M'].

Propriétés 4.1.2.2. Avec les notations précédentes
Z)RefD o) RefD = ]d/]@

2) Refp est une isométrie.

3) Les points fizes de Refp sont points de la droite (D).

Proposition 4.1.2.8. Etant donné deux points A, B distingues de R?, il existe une et une
seule réflexion échangeant A et B, c’est la réflexion par rapport a la médiatrice de [AB].

Similitudes directes du plan

Définition 4.1.2.11. Simalitude
On appelle similitude du plan R? toute application affine f : R?> — R2, telle qu’il ewiste
ke R7 tel que

VA, B € R* d(f(A), f(B)) = kd(A, B)

Remarque 4.1.2.4. 1) Avec les notations précédentes le réel k est appelé le rapport de f.
2) Toute isométrie affine est une similitude de rapport 1.
3)Toute homothétie de rapport k est une similitude de rapport k.

Proposition 4.1.2.9. Une application affine f : R?> — R2, de partie linéaire est une simili-
tude si seulement s’il existe k € RY. tel que Vu € R?, || L(u) ||=k || u || -

Preuve . Soit f une similitude de rapport & Soit u € R? alors il existe deux points A, B
de R?, tel que AB = u alors f(A)f(B) = L(/@) = L(u) donc
| L(w) =]l L(AB) =]l F(A)F(B) |I= d(f(A), {(B)) = kd(A, B) = k || AB | =k || u | .
D’autre part Soit f une application affine de partie linéaire L tel qu’il existe k € R tel que
Vu € R?, || L(u) =k || u |;
Soient A, B deux points de R2, on a d(f(A), £(B)) =|| F(AF(B) |=| LAB) | k | AB ||
kd(A, B). ]

Propriétés 4.1.2.3. 1)idg: est une similitude de rapport k = 1. 2) Toute similitude de rapport
k est bijective . 3) La composée de similitudes et l'inverse de similitude sont des similitudes.
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Proposition 4.1.2.10. L’ensemble des similitudes R? est un groupe par la composition.

Preuve . 1) Soit f une similitude de rapport k et de partie linéaire L
Lu)=0=|Lu) [[=0=k|ull=0=u=0

donc L est injective alors elle bijective d’ou f est bijective.
2)Soient f; ,f> deux similitudes R? de rapport respectivement k; et ky donc pour tous points
A,B€R?ona

d(f10 f2(A), fro fa(B)) = k1d(fa(A), f2(B)) = kik2d(A, B)

alors fi o fo est une similitude de rapport kiks. 3) Soit f une similitude de rapport k alors
f~1il existe parce qu’il f est bijective, et f~! est une application affine bijective alors pour
tout A, B € R? on a

d(f~1(A), [1(B)) = %d(f(f‘l(A)),f(f‘l(B))) = d(A, B)

1
d’ott f~! est une similitude de rapport o .

Définition 4.1.2.12. Simazlitude directe,indirecte
Soit f une similitude du plan de partie linéaire L. On dit que f est une similitude directe
(resp.indirecte) si seulement si det L > 0 (resp. detL < 0).

Proposition 4.1.2.11. L’ensemble des similitudes directes du R? est un sous groupe du
groupe des similitudes du R2.

Preuve . 1)idg2 est une similitude directe puisque det Idgz = 1.
2) Soient f; ,f deux similitudes directes R? de parties linéaires respectivement L, et Ly alors
fi1 o fo est une similitude de partie linéaire L; o L, donc
det(L1 o Lz) = det L;.det Lo > 0,
d’ou f; o f5 est une similitude directe.
3) Soit f une similitude directe de partie linéaire L donc f~! est une similitude de partie
linéaire L' et on

det L7! = e e 0 donc f~! est une similitude directe. .
e

Théoréme 4.1.2.2. Soit f une similitude directe du plan, de rapport k.
1)Si k # 1, alors f admet un et un seul point fize ), et il existe 0 € R modulo 2w, tel que

f=Hqyjo Rotgg = Rotggo Hqy
2)Si k =1 alors f est une translation ou une rotation.

Preuve . Soit L la partie linéaire de f. 1)-a)Soit A un point fixe quelconque du plan, et

k # 1.
On a pour tout M de R? tel que

f(M) = M & F(A)F(M) = f(A)M < L(AM) = F(A)A+ Af(M)
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o AM — L(AM) = Af(A) & (Idge — L)(AM) = Af(A)

-b) Montrons que (Idg2 — L) est bijective ?

Soit u € R? tel que (Idgz — L)(u) = Oz donc L(u) = w on a alors || L(u) |=| u || d'une
part. Et d’autre part || L(u) |[|= k || w || et & # 1 on déduit || v ||= 0 d’ot u = Oz on
conclure que (Idgz — L) est injective donc elle bijective. Ceci montre qu’il existe U € R? tel
que Idgz — L)(u) = Af(Ai puis il existe € tel que AQ = w alors f(Q) = Q.

-c)Soit Hg 1 une homothétie de rapport % et de centre alors H, 10 f est une isométrie affine
admettant €2 un point fixe d’aprés le théoréeme (4.1.2.7)) alors il existe § € R (unique modulo
27 tel que HQ% o f = Rotgy donc HQ,% o Rotgg = f.

Enfin HQ% et Rotg g sont commutent. 2)Pour & = 1 alors f est une isométrie alors en deux
cas

a)Si f admettant un point fixe alors elle est rotation.

b) si non alors f est une translation affine. ]

Le cercle dans le plan
Le plan affine R? orienté muni repéré orthonormé (r.on.d) (0,7, 7).

Définition 4.1.2.13. Le cercle
Soient Q un point fivre de R? et R € R,.
On appelle cercle de centre Q et de rayon R et on note C(Q, R) sous ensemble de R? défini
par
C(Q,R)={MeR*/ QM = R}.

Remarques 4.1.2.1. Avec les notations précédentes
1)Pour tout (Q, R) € R* xRy : C(Q,R) # @

2)Si R =0 alors C(2, R) =2

3)On a pour tout Q,Q' € R* et R,R' € R,

! D Q=
cor - Ry e 2=

Ainsi un cercle défini de maniére unique son centre et son rayon.

Proposition 4.1.2.12. E.C d’un cercle
Soient Q = (a,b) € R* et R € Ry le cercle C(Q, R) admet E.C

(z—a)’+(y—0)* =R’
Autrement dit C(Q, R) = {M = (z,y) € R* / (x —a)* + (y — b)* = R*}.

Proposition 4.1.2.13. Soient (o, 8,7) € R3. L’équation cartésienne x> +y*+2ax+2By+vy =
0 représentée :

1)Le cercle de centre Q = (—a, —f3) et de rayon R = \/a?+ 32—~y sia’>+ 3> —~v >0
2) @ sinon.

Preuve .

Yy’ 20z420y+y = 0 & (z+a)’+(y+8)*—a*—°+7 = 0 & (z+a)’+(y+8)* = o* B~y
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alors

1) Si a?$% — v > 0 E.C de le cercle de centre Q = (—a, —f3) et de rayon R = \/a? + 32 — ~.
2) sinon @. n

Proposition 4.1.2.14. Représentation paramétrique d’un cercle

- _ 2 | z=a+ Rcost
Soient Q1 = (a,b) € R* et R € Ry le cercle C(Q2, R) admet la R.P : { y— b+ Rsint
avec t € R ou en particulier t € [0, 27].

Proposition 4.1.2.15. Tangente d’un cercle
Sotent Q = (a,b) € R* et R € Ry le cercle C(Q, R) admet en point M une tangente (T')
et on a (MSQ) LT.

T =a+ Rcost

y=>b+ Rsint

de C(2, R). alors le cercle C(£2, R) admet en toute point M paramétré ¢ une tangente T
dirigée par le vecteur V (t) tel que

Preuve . On ala R.P

QM
V(t) = dT = |—Rsint Rcost|
Comme QM.V (t) = (Z(sji::) : (;%Rczlsntt) = —R?costsint + R?costsint =0
alors QM L V (t). n

Proposition 4.1.2.16. E.C de la tangente d’un cercle
Soient C un cercle d’E.C x* + y* + 2ax + 2By +v = 0 et My = (xo,vo). La tangente en M,
a C a pour E.C :

x(zo + ) + y(yo + B) + azxo + Pyo +v = 0.

Preuve . Le cercle C' admet pour E.C :(z 4+ a)? + (y + 8)* = o® + * — v admet pour R.P
r=—a+ Rcost, y=—p+ Rsint
avec t € R en notant R = \/a? + 32 —~ (on suppose que a® + 32 — v > 0.)
Pour My(ty) € C la tangente en My a C' admet pour E.C :
Soit M = (z,y) € R* alorssi M € T < ]\4—>]\40//V(t) o [T T —fisint
’ y—1vyo Recost
& (z —xzg)Rcost+ (y — yo)Rsint = 0.
En remplagant Rcost par xg + « et Rsint par yy +
alors

(z = z0) (@0 + @) + (¥ — Yo) (Yo + B) =0
< z(zo + @) +y(yo + ) — o0 + @) — yo(yo + 5) =0
& w(zg+a) +y(yo + B) — 25 — y3 — axg — Byo =0
mais My € C alors
—xg — Yy = 200 + 20y + 7.

Donc
z(zo+a) +y(yo + 8) — x§ — y§ — awo — Byo =0
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& x(xo+ o) + y(yo + B) + 2axg + 28yo + v — axg — fyo =0
& x(zo + ) +y(yo + B) + axe + Byo +v = 0.

4.2 Géométrie affine euclidienne dans 'espace de dimen-
sion 3

4.2.1 Géométrie euclidienne dans R?
Produit scalaire canonique et ’orthogonalité dans R?

Définition 4.2.1.1. Produit scalaire canonique.
On appelle produit scalaire canonique ou usuel sur R? la forme bilinéaire

<, > RxR* =R
(u,v) »< u,v >
tels que si u = (x,y,2) et v= (2,9, 2") on a <u,v>=xa’ + yy + 22

Par fois on note u.v au lieu de < u,v > .

Remarque 4.2.1.1. Deux vecteurs u,v sont dits vecteurs orthogonaux si son produit scalaire
est nul, on note u L v.

Définition 4.2.1.2. On appelle la norme euclidienne usuelle sur R? la norme associée du pro-
duit scalaire canonique c’est a dire pour tout u = (z,y, z) € R?® associé || u ||= /22 + y? + 22.

Remarque 4.2.1.2. Un vecteur est dit vecteur unitaire si sa norme égale a 1.

Définition 4.2.1.3. On appelle la distance euclidienne usuelle sur R? la distance associée de
la norme scalaire canonique c’est a dire pour tous u = (z,y,2),v = (z,y,2') € R® associé

d(u,v) =l u—vll=(z -2+ y—y)+(z - )

Produit mixte,produit vectoriel dans R3

Définition 4.2.1.4. Produit maixte
Soient u,v et w trois vecteurs de R? le produit mizte des u,v,w note [u,v,w| est défini par

[u, v, w] = det(u, v, w).

Remarques 4.2.1.1. L’application de (R3)?> — R tel que (u,v,w) — [u,v,w] est une forme
trilinéaire alternée.

C’est a dire pour tout a € R u,u’,v et w des vecteurs de R® on a

Du,v,w] =0 < (u,v,w) sont lies.

2o+ v, v, w) = afu, v, w] + [u, v, w].

3) [u,v,w] = [v,w,u] = [w,u,v].

4)[u, w,v] = [w,v,u] = [v,u,w] = —[u,v,w.



4.2 Géométrie affine euclidienne dans ’espace de dimension 3 63

Définition 4.2.1.5. Produit vectoriel.
Soient u,v et w trois vecteurs de R3 le produit vectoriel de u,v note uAv ou (uxv) est défini
par

(u Av)w = [u,v,w.

Remarques 4.2.1.2. L’application de (R®*)?> — R3 tel que (u,v) — u x v est bilinéaire
alternée.

C’est a dire pour tout « € R w,u’ et v des vecteurs de R on a :

Huxv=—vxu.

2)(au+u') X v=auxv+u Xuv.

3uxv=0< (u,v) sont lies.

4)(uxv)u=(uxv)v=0.

5) Si (u,v) libre alors {u,v,u x v} est une base directe de R>.

Soient B = (;, f, E) une base o.n d de R3 et u, v de vecteurs R? des composantes dans la
base B sont respectivement (z,y, z) et (2,1, 2’) alors :
A

uxv=\y o j = (yz' — y’z);+ (z2) — z’x)f—l— (xy —x’y)E.
v 2k

Donc u x v = (yz' — ¢z, za’ — 2z, zy’ — 2'y).

—

Remarque 4.2.1.3. 51 B = (z’,f, l;) une base o.n d de R® alors i x j = k J x k=1iet
kxi=j.

!

~

Proposition 4.2.1.1. Identité de Lagrange
Soient u et v deux vecteurs de R alors on a

[l x v || +(w)® =[lw ] v

Remarques 4.2.1.3. Siu,v et w trois vecteurs de R alors on a
|| ux vl est égale a laire du parallélogramme construit sur u,v.
2)|[u, v, w]| est égale volume du parallélogramme construit sur u,v,w.

4.2.2 Endomorphismes orthogonaux de R?

Définition 4.2.2.1. Endomorphisme orthogonal
On appelle un endomorphisme orthogonal de R?® tout endomorphisme f de R conserve le
produit scalaire c’est a dire

V(u,v) € R f(u).f(v) =uw.

Remarque 4.2.2.1. Toute application f : R? — R3 conservant le produit scalaire est linéaire
car pour tout A € R et pour tous u,v € R® on a

I fAu+v) = Af(u) = f(o) =] (Au = v) = Au = [[= 0.

On note O(R?) I'ensemble des endomorphismes orthogonaux de R3.
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Remarque 4.2.2.2.
feOR’) & VueR® || f(u)||=[u].

Proposition 4.2.2.1. Pour tout endomorphisme f de R3, les trois propriétés sont équiva-
lentes :

1) f orthogonal.

2) Pour toute b.o.n.B de R3, f(B) est une b.o.n de R3.

3) Il existe une b.o.n.de R3, telle que f(B) soit une b.o.n de R3.

Proposition 4.2.2.2. L’ensemble O(R3) est un groupe pour la loi de composition des appli-
cations, appelé le groupe orthogonale de R3,

Preuve . Exercice. ]

Définition 4.2.2.2. Matrice orthogonale

Une matrice M de M3(R) est dite orthogonale si et seulement si l’endomorphisme de R?
représenté par M dans la base canonique de R®, est un endomorphisme orthogonal de R?
muni du produit scalaire usuel.

On note O3(R) 'ensemble des matrices orthogonales de M3(R)

Proposition 4.2.2.3. Pour tout endomorphisme f de R®, les trois propriétés sont équiva-
lentes :

2) M.M" = M'"M = Igs.

3) Pour toute b.o.n B de R3, ’endomorphisme de R® représenté par M dans la base B est
orthogonal.

4) Il eziste une b.o.n B de R3, dans laquelle I’endomorphisme représenté par M est orthogonal.

Proposition 4.2.2.4. Soit (.) la multiplication des matrices alors (O3(R),.) est un groupe.

Preuve . 1)Igs.Ihy = I}sIgs = Igs alors Igs € O3(R) et on a M.Igs = Igs.M = M.
2) Pour toute M € O3(R) on a M.M* = M*.M = Igs. donc M est inversible et M~ = M*.
De plus (M 1)t = (M*)~L.
3)Pour toutes M, N € O3(R) on a (M.N).(M.N)! = M.N.N*.M" = M.Igps. M* = M.M" =
Ips. [

Remarque 4.2.2.3. Pour toute de M € O3(R) on a M.M" = Igs. alors det M.M' = 1 &
det M.det M* =1 < (det M)?> =1 donc det M = +1

Soit f € O(R?) on dit f est un endomorphisme orthogonal direct (resp.indirect) si seule-
ment si det(f) = 1(resp. —1).
L’ensemble des endomorphismes orthogonaux directs noté SO(R?) est un sous groupe de
O(R?) appelé groupe special orthogonal.
Soit M € O3(R) on dit M est une matrice orthogonale droite (resp.gauche) si seulement si
det(M) = 1(resp. —1).
L’ensemble des matrices orthogonales droite noté SO3(R) est un sous groupe de O3(R) appelé
groupe special orthogonal.
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Définition 4.2.2.3. Rotation dans R3

Soient u € R® un vecteur unitaire est F' = Ru 'aze dirigé et orienté par u et 6 € R.

On appelle rotation d’aze Fet d’angle 6 et on note Rpg, l'endomorphisme de R*® dont la
matrice dans une base b.o.n.d (u,v,w) commencant par u est

1 0 0
M=10 cosf —siné
0 sinf cosf

On appelle retournement (ou demi tour) de R® toute rotation d’angle w|2w].

Remarques 4.2.2.1. 1) Rpg,dont la matrice dans la base b.o.n.d (v,u,w) est

cos@ 0 —sinf
0 1 0
sinff 0 cosf

et 2)dont la matrice dans la base base b.o.n.d (v,w,u) est

cosf) —sinf 0
sinf cosf O
0 0 1

3) det RF’Q =det M = 1.

4)Rpo est un endomorphisme orthogonale direct.

Définition 4.2.2.4. Réflerion dans R?
Soient P un plan vectoriel de R3.On appelle réflexion ou symétrie orthogonale par rapport d
P et on note Sp la symétrie par rapport a P parallélement o P*.

Théoréme 4.2.2.1. Classification des endomorphismes orthogonauzx de R?

Soit f un endomorphisme orthogonale de R® avec f # Idgs alors

1) Sidet f =1 alors est une rotation.

2)Si det f =1 alors :

o [ est une réflexion de R3,

e ou bien f est la composée (commutative) d’une rotation de R3, réflexion par rapport au plan
orthogonal a l’axe de cette rotation.

4.2.3 Géométrie affine euclidienne dans ’espace de dimension 3.

Définition 4.2.3.1. On appelle espace affine euclidien de dimension 3 toute couple (R3?,.)
ou R? est lespace affine réel, et . le produit scalaire usuel sur la direction R3.
Au lieu de (R3,.)on note souvent R>.

—

Remarque 4.2.3.1. On appelle repéré orthonormé direct en abrégé r.o.n.d tout triplet (O, @,f, k
de R? tel que O un point de R3. et i j, k est une base orthonormal directe de R3.
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Définition 4.2.3.2. Distance entre deux points.

L’espace R® muni r.o.n .d (O,1,7,k) la distance entre de points M, M' de R* est la quantité
positive

d(M,N) = /(x —a')* + (y = y)* + (2 = 2)?

tels que M = (x,y,z) et N = (', ¢/, 2).

Exemple 4.2.3.1. Si M = (1,3,1) et N = (3,1, 3) alors
dM,N)=+/(1-32+B-1)2+(1-3)2=12=2V3.

Définition 4.2.3.3. Angle entre de deux droites.

Soient D, D' deux droites affines de R® diriges respectivement par i et v on appelle angle de

D et D' et on note (D/,B) le réel défini modulo m par :
(D, D) = (@, )[r).

Définition 4.2.3.4. Droites orthogonales
Soient D, D' deuz droites affines de R® diriges respectivement par @ et u' sont dites orthogo-
nales st w 1w c’est a dire uw.u’ =0

Remarque 4.2.3.2. Soient D,D’ deux droites affines de R® sont dites orthogonales si
T

D.D)=".
( ) ) 2

Les plans affines

Soit P'espace affine euclidienne R? muni r.o.n (O, i, 7)
Comme le plan affine est 'un hyperplan de R? alors il existe une forme affine non nulle
f:R* = R tel que (P) ={M = (z,y,2) € R®/ f(M) = 0} et f(M) = 0 donc il existe
(a,b,c,d) € R?* tel que (a,b,c) # (0,0,0) avec ax + by +cz +d =0
Définition 4.2.3.5. Equation cartésienne d’un plan.

L’équation ax + by + cz + d = 0 est appelée équation cartésienne du plan (P).

Vecteur orthogonal & un plan

Définition 4.2.3.6. vecteur normal
Soient a,b,c,d des réels tel que (a,b,c) # (0,0,0) le plan affine (P) d’équation cartésienne
axr + by + cz +d = 0 alors le vecteurs i = (a,b,c) est un vecteur normal (ou orthogonal) &

(P). Le vecteur unitaire ﬁ est appelé le normal unitaire de (D).
il

Définition 4.2.3.7. Angle entre de deux plans.
Soient (P), (P') deuz droites affines de R® de vecteurs normauz respectivement i et n' on

appelle angle entre (P) et (P') on note (ﬁ) le réel défini modulo 7 par :
((P), (P) = (7. n)[].
Proposition 4.2.3.1. E.C d’un plan passant par un point connu et de vecteur nor-

mal connu. Soient A = (9,0, 20) un point et u = (a, b, c) un vecteur non nul alors le plan
affine (P) de normal u et passant par A est d’équation cartésienne

ax + by + cz —axrg — byy — czp = 0.
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Preuve . Exercice. m

Direction d’un plan affine

Définition 4.2.3.8. La direction d’un plan affine.
Soient a,b,c des réels tel que (a,b,c) # (0,0,0) le plan affine (P) d’équation cartésienne
ax + by + cz +d =0 alors le plan d’E.C ax 4+ by + cz = 0 est un plan dirigé (P).

Proposition 4.2.3.2. Les vecteurs de direction d’un plan affine.
Soit (P) un plan affine d’équation cartésienne ax + by + cz + d = 0 alors les vecteurs
u=(—b,a,0) et v=(—c,0,a) sont des vecteurs de direction de (P).

Proposition 4.2.3.3. E.C d’un plan passant par un point connu et de vecteurs de
direction connus . Soient A = (xg, Yo, 20) un point et uw = (a,b,c) v = (a',0',c) et deux
vecteurs non lies alors le plan affine (P) de direction u,v et passant par A est d’équation
cartésienne

(b —=Ve)x + (d'c—ad)y+ (abl — d'b)z — (b =V e)xg — (a'c — ac')yo — (ab — a'b)zy = 0.

Preuve . Exercice. ]

Droites affines dans R?

Proposition 4.2.3.4. Intersection deux plans affines dans l’espace R® Soient P et
P’ deuz plans affines différents dans l’espace R® d.E.C respectivement ax + by +cz +d =0
etdr+Vy+cdz4+d =0
alors lintersection de P et P’ est
e & si P et P sont paralléles
e une droite affine d’E.C
ar +by+cz+d=0
{ dr+by+dz+d =0

Proposition 4.2.3.5. E.C d’une droite affine de R® passant par un point connu et
de direction connu

Soient A = (x0, Yo, 20) un point et u = (a,b,c) non nul,alors la droite (D) passant par A et
direction u est de paramétrisation

T —xo=at

Yy —yo=0bt
z—zy=ct
donc et d’E.C
b(x — x0) = aly — yo)
c(x —xo) = alz — z)
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—
Preuve . Soit M = (x,y,2) un point de R? alors M € (D) & AM

T — X at
usteteR JAM =tudone | y—yo | = | bt | don
zZ— 2 ct

T —x9g=at
Yy —yo =10t
z—zy=ct

L= - zZ— 2
et on déduit ¢ = 0_Y~Y% _ 0

] b ¢
alors on obtient
b(z — xo) = aly — yo)
c(x —xo) = alz — z)
"
Projection orthogonale d’un point sur une droite
Proposition 4.2.3.6. Soit (P) un plan affine d’E.C ax +by +cz+d =0 et M(x,y,z)
un point quelconque de R3, notons M' = (X,Y,Z) la projection orthogonale de M sur (P)
est donne par
(b* + )z — aby — acz — ad
X =
a? + b + 2
v (a* + *)y — abx — bez — bd
B a?+ b2 + 2
~ (a®*+b*)z—acx —bey —cd
\ a a? +b% + 2
Preuve . Exercice. [

Corollaire 4.2.3.1. La projection orthogonale sur le plan (P) d’E.C ax + by +cz+d =0

3
est définie par pr : R® — (P) o
M<x7yaz)’_>pT(M):M(x’y’Z)
(,  (V*+ )z —aby —acz — ad
v a? + b+ ¢?
tels que , (a®+ )y — abx — bez — bd
v a?+ b2 + 2
/ <a2+b2)2—acx—bcy—cd
o =
‘ a? + b? + ¢

Corollaire 4.2.3.2. distance entre un point et un plan
La distance entre un point A = (xo, Yo, 20) et un plan affine (P) d’E.C ax +by + cz+d =0
est donnée par

. |ax0 + byo + czp + d|

P = vy a
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Preuve . Soit A’ = (x,y, z) la projection orthogonale de A sur (P) soit n = (a,b,c) un

vecteur normal de (P)
s —
on OA.n = axy + b%_/o + czg et OA'.n = ax + by + cz = —d d’une part.

Et d’autre part A_A_’_) N N .
n<< IN e R /JAA = An alors AAn = XA || n|?etonaddn = (@ + OA).n =

B‘” +OA'.n = —axy — byy — czy — d alors A = o 90 — 20

7>
— —
Comme le vecteur || " ” est unitaire alors AA" =|| AA" || ” n H on déduit || AA" ||= |A] ||
n n
| — axg — byg — czg — d|
n = "

7]

Isométries affines de ’espace de dimension 3.

Définition 4.2.3.9. Isométrie affine
On appelle isométrie affine de R3 toute application affine f : R® — R? conservant la distance
c’est a dire

VA,BER,  d(f(A), /(B)) = d(A, B)
Proposition 4.2.3.7. Soit f : R® — R3 une application affine de partie linéaire L. Alors f
est une isométrie si seulement st L est une isométrie.

Proposition 4.2.3.8. Groupe d’isométries
L’ensemble d’isométries est un groupe par la loi de composition noté O3(R).

Définition 4.2.3.10. Soit f : R? — R? une isométrie affine de partie linéaire L alors :
1) On dit que f est une isométrie affine directe (ou déplacement) si seulement si det(L) = 1.

2) On dit que f est une isométrie affine indirecte (ou antidéplacement) si seulement si
det(L) = —1.

Proposition 4.2.3.9. Groupe de déplacements
L’ensemble de déplacements est un sous groupe du groupe d’isométries et noté SO3(R).

Définition 4.2.3.11. Rotation
Soient D une droite affine de direction i de R® et 6 € R. On appelle rotation d’axe (D, 1) et
d’angle 0 note Roty p ) lisométrie affine lissant (D fize et de partie linéaire rotation vectoriel
Roty . C’est a dire
—
ROth(Dﬁ) (D) =D et AM, = ROtgﬁ(AM)
pour tout M € R* avec M’ = Rotg pay(M).

Propriétés 4.2.3.1. Avec les notations précédentes

1)R0t97(p’ﬁ) est bijective et on a Rote_jp’ﬁ) = Rot_g (p 7).
Q)Rota(pﬁ) est une isométrie affine.

3)R0t2k7r,(pﬁ) = IdR3.

4)Rotg p.m) o Roty (piwy = Rotge (p7)-

Théoréme 4.2.3.1. Classification des déplacements de R>
Les déplacements de R? sont les translations ou les rotations.
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4.3 Exercices

Exercice 1

Prouver la proposition 4.1.1.1

Exercice 2

Prouver la proposition

Exercice 3

Prouver la proposition

Exercice 4

Prouver la proposition [£.1.2.7]

Exercice 5

Prouver la proposition 4.1.2.1

Exercice 6

Prouver la proposition

Exercice 7

Prouver la proposition

Exercice 8

Prouver la proposition [£.1.2.5]

Exercice 9

Prouver la proposition (4.1.2.6

Exercice 10

Prouver la proposition

Exercice 11

Prouver la proposition
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Exercice 12

Prouver la proposition

Exercice 13

Prouver la proposition

Exercice 14
Prouver la proposition [4.2.3.6]

Exercice 15

Montrer qu’une équation cartésienne de la droite affine de R? passant par les deux points
A = (x9,y0) et B = (x1,y;) est donnée par

r Ty X1
det |y yo v1] =0
1 1 1

Exercice 16

Considérons deux droites affines de R? D; et D, d.E.C respectivement a2 + byy +¢; = 0
et asx + by + co = 0 montrer que
1) Les droites D; et D, sont paralléles si,seulement s’il existe A € R tel que (a1, b1) = (az, b)

donc si,et seulement si
det <a1 bl) =0
a9 b2

2)Si les droites D; et D, ne sont pas paralléles elles se coupent en unique point.

Exercice 17

Montrer qu’une équation cartésienne du plan affine de R? passant par les trois points
A = (20,Y0,20); B = (1,91,21) et B = (2, Y2, 22) est donnée par

r Tog T1 T9

qet |V o vow2 | g
Z 2y R <2
11 1 1

Exercice 18

Déterminer la nature de I'application dans R? définie par

¥=6—ux
y=2-y
Z=z+2
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Exercice 19

Une dilatation est une application affine dont la partie linéaire est a.ldg, avec le réel
est appelé rapport de la dilatation.
1)Montrer qu'une dilatation est toujours bijective
2)Montrer qu'une dilatation de rapport « soit une translation soit une homothétie.



Solutions d’exercices

5.1 Exercices de chapitre 1

Exercice 1

1)Pour 0 < ¢ < T on considére A = (0) = (b,d) et B=~(T) = (a1 + b, T + d)

z—b
t =
a
—d
t:y
c
r—b y—d
alors :—doncay—ad—cx—cbavec() <adl'+bet0<y<cl'+d

a
d’olt 7y est un segment [A, B] de la droite affine d’'E.C cx — ay — ¢b+ ad = 0.

2)On a +/(t) = (a, c) donc | (%) ||—\/a2—i-c2
alors L(A, B) = fo |~ (t) || dt = fo Va2 + cdt = Tva? + 2

Exercice 2
1—t2 2t

1) Le cercle ‘R — R? t— (—m—s, ———
) “ e ie

) -
2
ona ') = (g i) Ao | o/0) = 1o
Lia) = [T 0 2/(0) || dt =l o [
4 x g = 2.
2)Arche de la cycloide 3 : [0,2n] — R? t+— (t —sint, 1 — cost) .
B'(t) = (1 — cost,sint) donc || 5'(t) ||= 28111%

r1 4 t2

s T . t t
d'ou L(a) = o2 | 5(t) || dt = 2f02 sin §dt = —4cos 5\3” =38
3) Parabole semi-cubique v :[0,a] — R? > (£2,¢3) .

dt = lim, ;o (4arctant|)) = lim, (4 arctanr) =
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V(t) = (2t 3t?) alors || ~(t) ||= tV/ot2 + 4

1 1 s 8
N L 2 14zl = 4)z — —.
d’on = Jo 1Y @) || dt = 27(915 +4)2e = 27(9a +4)2 o
Exercice 3
l)a) v : [a,b] — R? t— (t, f(t)) .
b)y(t) = (1, f'(t)) donc || (t) ||= /1 + f(t) alors
b
_ / NSESTIOT
-1
2)Le domaine de définition de la fonction arccosz : [—1,1] — [0, 7] et arccos’z =
) ~1.1] = [0.7] i
3)On a f(z) =+1—22donc ~:[a,b] — R? t— (6,V1—1) .
t? 1
2 _
Alors || v'(t \/1+f’ tm N
D’ou L(~ b .dt = — arccos t|? = arccosb — arccosa > 0.

Exercice 4

1) On pose p(s) =t alors Vs € [¢,d] on a a(s) =0 p(s) = v(p(s)) = v(t) d'une part.
Et d’autre part V¢ € [a,b] on a 7(¢)
Donc les courbes parametrees v et o ont la méme image dans R?.
2)L(v, [a,b]) f | v/ (t) || .dt d’'une part. Et d’autre part L(a, [c,d]) = fcd | &/(t) || .dt mais

on a afs )—yogp( ) donc &/(s) = ¢'(s)Y o @(s).
Si ¢'(s) > 0 d’abord on a dt = ¢'(s).ds, ¢(c) = a et o(d) = b.
On dedulre

L(a = [T (s) || ds = [T ¢/ (s) 0 p(s) || ds = [T (s)]. || 7 0 p(s) || .ds
d / /

= [0 17 owls) |l .¢(s)ds = g,(c MA@ || dt = L(v, [a, ).

Si ¢'(s) < 0 d’abord on a dt = ¢'(s).ds, ¢(c) =b et o(d) =

Ondedulre

L(a = [T () || ds = [T ¢/ (s) 0 p(s) || ds = [T (s)]. | 7 0 p(s) || .ds

=—ﬂWvow@w¢@w=—§?H 0 || .dt=— [ | ') Il dt = [} 5/ (1) | .t

= L(% [(I, b])



5.1 Exercices de chapitre 1 75

Exercice 6

Soit la courbe gauche définie par
1
a:ICR—R? a(t) = §(cosht,t,sinht)

1)Déterminer le repére de Frenet de la courbe a.

1 1
D’abord o/(t) = i(sinht, 1,cosht) donc || &/(t) ||= —= cosht,

V2

alors 7(t) = 2cosht(Sinht’ 1,cosht).

Et deuxiéllngment” .
A

oy - DN

| a/(t) A a(t) ||

1. 1 -1
= | o/(t) A a”(t) || (Z smht, Z_l’ T cosh t)
-1

sinht, —, — cosh )

= Soosh (sinht, 1, —cosht)
1

n(E) = bt A T(0) = ——
It ran) )

e =
_ coshi 2V2
B 2\{5 “cosh® ¢t

(1, —sinht,0)

"~ cosh?t’

O(a(t)) =
-1
8 cosh?t
-1

(@'(t) Aa”(t)) - a™(2)
I a’(t) Aa(t) |12

~ cosh?t’

3)L(a, [0,n2]) = [** || &/ (1) || dt =

foln2 cosht

1
V2
o1 3 3v2

1
= —sinht|* = —=sinh(In2) = — = —.

V2 V2 42 8

Exercice 7

Soit v/ € R — R? une courbe paramétrée par son abscisse curviligne tel que pour tout ¢t € I,

R(Y(t) =0
On sait que v"(t) = k(P)n(t). alors v"(t) = 0 < 7/(t) = a < y(t) = at + b avec a,b € R
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1)Si I = R alors 7 est un segment de droite affine.
2) Si I = [A, B] alors 7 est une droite affine.

Exercice 8
v : R — R? par y(t) = (expt, exp —t,t\/2)
1)y (t) = (expt, — exp —t,v/2) # (0,0,0) donc 7 est réguliére.

2)7"(t) = (expt,exp —t,0) # (0,0,0) donc vy est bi-réguliére.
i j k

Y(A)AY(t) = | expt —exp—t V2

expt exp—t 0
alors /(1) A" (t) = (—v2exp —t,v2expt, 2)

() = [Y'(8) A" () |l V2 V2

|~ () |3 T 2t exp2ttexp—2t 4dcosh’t

3) La courbe v est tri-réguliére puisque v"”(t) = (expt, —expt,0) # (0,0,0).
expt expt expt

exp—t —exp—t exp-—t

_ det(5'(8),7" (1), 7" (%)) V2 0 0 2v2 V2
- P

/y p— = =
|/ (t) A" (t) || 8 cosh? t 8cosh®t  4cosh®t’

Exercice 9

Soient a, b deux nombres réels.On considére la courbe paramétrée
v:R—=R? t — (acost,asint, bt)

1)a)v'(t) = (—asint,acost,b) donc v est réguliére si (a,b) # (0,0)

2)Soit s l'abscisse curviligne : s(t) = f(f | v/ (t) || dt = Va?® + b*t

On pose R =+va?+ b? donc t = %

. s 5 s
alors on a une nouvelle paramétrisation de v : R — R3 S > (a coS o a sin T b§>

On sait que k() =[] v"(s) ||

alors 7/(s) = (% sin%, % cos%, E) donc 7"(s) = (% COS%, _—Zsin%,0>
alors k = M = ﬂ
R @2+
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3)7"(t) = (—acost,—asint,0) donc ~ est bi-réguliére si a # 0.

4)On sait que V'(s) = —0(v(s))n(s).

1 R*(—a s —a . s
n(s) = Wv”(s) = — (ﬁ cos — —sm—,())

lal

—a S S
= m <COS E,sm I O)
7 Ji k
—a s a s b
W =0 = | TR RR R
—a s —a S
COS — sin 0

ab . s —ab
alors b(s) = (\a!RZ R | ]RQ E E)
s

done 1) = 75 (i o 7 s 7:0).

b b
AIOI'S 9(’7(8)) = ﬁ = m

VA
=

Exercice 10

On considére la surface

X :R* > R? (z,y) — (ycosx,ysinzx,z)
0 (—ysi 1) et 25 = (cosz,sin,0)
na— = (—ysinz,ycosz, 1) et — = (cosz,sinz,
ox Y Y oy

alors on a les vecteurs a—(O, 0) =(0,0,1) et (0,0) = (1,0,0) sont linéairement indépen-
T

dy
dants donc la surface X est réguliére.

Exercice 11

On considére la surface

X:R* > R? (u,v) — ((1 —ucos g) cosv, (1 — ucosg)sinv,ucos g)
0X (—s v .U v)
— = (—sin = cosv, — sin = sin v, cos = ).
Ox 2 ’ 2 ’ 2
0X 1 v , A 1 v, . v
— = (—=ucos = cosv — sinv + usin = sin v, ——u €os — sin v + cos v — u sin — cos v).
By SR 2 SRR
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0X 0X
Donc les vecteurs 8_(0’ 0) =(0,0,1) et 8_(0’ 0) = (0,1,0) sont linéairement indépendants
z Y
alors la surface X est réguliére.

Exercice 12
Soit la surface
X :R* 5 R? (u,v) = (u,v,u® —v?)
i ' 2 7,2 2 0X 0X
Soit la domaine D = {(u,v) € R* / u*+v* = 1} calculer Ax (D) Ax(D) = [ [, || 8_/\6_ I
u v

X X
dudv = d’abord on %— = (1,0,2u) et ox = (0,1, —2v)
u v
0X 0X 0X 0X
ite — N — = (—2u,2v,1 — AN — ||= 4w+ 4? + 1
ensuite 5 A 5 (—2u,2v,1) donc || 5 A 5 |= 4u® + 4v° +
Enfin

Ax(D) = [ [, V4u? + 402 + 1dudv

On pose u = rcosf et v =rsing alors dudv =rdrdf et 0 <r <1, 0<0<2r
Ax(D) = [\ [ raT T 1drd0 = [} rV/B2 + 1dr [)"d6

1 1
= 2| 5 (4% + 1)z} = 6%(5\/5— 1).

Exercice 13

Déterminer laire de la surface S définie par :

4yt =z
z< 1
Soit la paramétrisation de
X —mr[x]-1,1]— R3 (u,v) = (ucosv,usinv, u?)
alors e = (cosw, sinw, 2u) et B = (—usinv,ucosw,0)
0X 0X o 1
donc 8_(0’0) = (1,0,0) et 8_(0’0) = (0,1,0) sont linéairement indépendantes alors est
u v
réguliére.
Comme z = 22 + y? alors 0 < z < 1 alors D =] — 7, 7[x]0, 1] donc on a

~ 00X 0X
AS(D) = fol f_ﬂ_ || % A % || dudv

™ 1
= o I VAR = 2m (w2 4 D = T(5VE - 1)

2)a)Comme ¥ est une surface de revolution alors admet la paramétrisation suivante
X ] — 7, 7[x]a, b[— R (s,0) — (p(s)cosb, p(s)sinb, o(s))

alors
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done [| = A =7 [|= |p(s)v/@2(s) + p2(s) = |p(s)] | /' (s) 1= p(s)-

ff H— WHde@

— fa f_ﬁp s)dsdf = f_ﬂ db f: p(s)ds = 2w f: p(s)ds

b)La sphére unité S? est une surface de revolution de R?, obtenue en faisant tourner la courbe

-7
v autour de Paxe zz'. définie par v :]7, 5[—> R® s+ (cos(s),0,sin(s)) alors S* admet
la paramétrisation suivante

X :]%ﬂ, g[x] — 7, m[— R? (s,0) — (cos(s) cos @, cos(s)sinb,sin(s))

alors _
A(S?) = 27rf cos(s)ds = 2m|sin(s)|2, = 4n.
2

¢)On obtient une représentation du tore

= (2 + cos(s)) cos b
X - y = (2 + cos(s)) sinf
z = sin(s)
avec (0,a) € ([—m,7])?

alors
A(T?) = 2m [2.(2 + cos(s))ds = 27| (2s + sin(s))| 2, = 4n(1 + 7).

5.2 Exercices de chapitre 2

Exercice 1

© - ((‘7;7 Y, Z), (xla y/7 Z/)) = (l‘ ty— Z)(J?/ + y/ - Z/) + yy, + 222

1) a)ll est facile pour démontrer que ¢ est bilinéaire et symétrique.
b) Soit U = (x,y,2) on a (U,U) = (x +y — 2)? + y* + 22* > 0 donc ¢ elle est positive.
¢) Soit U = (x,y,z) ona (U, U)=(r+y—2)?2+9y’+2 =00+y—2=y=2=0%&
r=y=2z=0<U=(0,0,0) donc ¢ elle est définie.

1 1 -1
HM=|[1 2 -1

-1 -1 3

3) On a (e, e1) =1 alors || e; ||[= 1 donc & = e;.

Ug = €9 — @(62,51)51 = €y — 161 = (0, ]_, 0) - (1,0,0) = <—1, ].,O)
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donc || ug ||= @(ug, uz) = ples — eq, e — e1) = @(ea, e3) — 2¢(ea, e1) + (er,e1) =1

alors & = (—1,1,0).

us = e3 — (€3, &1)& — p(e3, &2)6 = e3 — ez, e1)er — (e, e2 — 1) = ez + 1 = (1,0,1)
donc || ug ||= ¢(us, us) = p(es + e1,e3 + e1) = ples, e3) + 2p(es, e1) + p(er, e1) = 2

1
alors &3 = —(1,0,1).
V2

Exercice 2

oOn a la forme

e (PQ = [ POQW

a) Il est facile pour montrer que ¢ est bilinéaire et symétrique.
b)p(P, P) = f_ll P%(t)dt > 0 puisque 'intégrale d'une fonction positive dans un domaine
compact est positive.

Q)p(P,P) = [! PX(t)dt = P*(t) =0Vt € [-1,1] = P(t) =0 ¥t € [-1,1] = P = 0p.
e Orthonormalisation la base {1, X, X?} de sous espace F' = Ry[X] par le procede d’ortho-
normalisation de Gram-Schmidt.

V2

a)On a || u || 9(1,1) = [}, dt =2 donc €, = 5L

1
b) Ug = €3 — 90(62,51)51 90<€2,51) = f_ll tdt = 5752’1—1 = 0 donc uy = ey

1 2
on obtient || uy [|?= ¢(ez,e9) = f,lltZdt = §t3|£1 =3

3
alors & = @X.
2
cuz = e3 — p(es, &1)& — (e, 52)52
d’abord p(es, &) = fjl 2dt = 3
6
et 90(637 52) - g f,ll tgdt =0
2 2
d = — — = X2 - —
onc uz = es 3{1 3 2
] 2 1 2 2 2
on obtient || ug [|*= ¢(us,uz) = [, (* — 3 dt = s

1 =— (X%2-Z
alors &3 5 3

e Calculer la distance entre X? et F.
d(X3 F) = d(X3, Prp(X?) tel que Prp(X?) est la projection orthogonal X? sur F,
Pre(X3) =< X3 X?> X+ < X3 X > X+ < X31>1

D)
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1
< X3 X2 >= [! $%dt = S =0,

1 2
< X3 X >= [! t'dt = L =5
1

ot < X3, 1>= [1 #3dt = =0

2
donc Prp(X3?) = EX

2 2
alors d*(X®, F) = d(X®, Pre(X®) = X* ~ 2X |*= G St
. 4. 4 1 4 4 26
= [+ —t* = —th)dt = (St + —t* — —t°)|L, = —.
St 55t = gt = G+ 55t = 55005 = 555

V26
dot d(X3, F) = L=

5v/35

e Montrer que l'application ¢ : £ — FE P(X) — P(—X) est une symétrie orthogonale
sur sous espace H que l on premsera

1 6(P) IP= [ ((P))2dt = [, PA(—t)dt = [ P2(s)(~ds) = [, P2(s)ds =|| P ||* done
1 est une isométrie

et on a (¢ oY)(P)(X) = P(X) donc ¢ o1p = Idg alors ¢ est une symétrie orthogonal par
rapport a H.

H est le sous espace invariante par ¢ c’est a dire
H={PeE/y{F)=Pt={PecE/¢(P)X)=PX);={Pek/P-X)=PX)}
donc H est le sous espace des polynémes pairs alors
H={PeFE/PX)=a+aX*+aX'+..+a,X*"+ ..}

Exercice 3

Montrer que
Y(u,v) € E?* <u,v > << u,u><v,0>.

Soit A € R et pour tout (u,v) € E?

<u+ M, u+ v >>0alors A2 < v, v > +2 < u,v > M < u,u>> 0 est un polynome positif
du variable A donc le discriminant soit négatif. Alors

AN =<uv>? - <u,u><v,0v><0dol <u,v>2<<u,u><v,v>.

Exercice 4
Montrer que
I Tl
u|| u||=<u,u>
est une norme sur FE.
L lull=0&]|ulP=0&<uu>=0<u=0g.
2. Soilent A\ e Retue F
| A ||l= V< Au, Au > = /A2 <u,u>=[\/<u,u>= |\ ul.

3. Soient u,v € E on a
lu+tv|’=<u+v,U+v>=<uu>+<v,0>+2<uv>
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<<uwu>+<v,0>4+2/<nus. <005 =(/<unus+ <o) =lul + v
alors || u+wv [[<[lwll + [l v

Exercice 5

Montrer que l'application :

ExE—R
(u,v) r—>d(u,v) :” U—=v ||

est une distance sur E.
1. Soient u,v € E, d(u,v) =0<|u—v||=0cu—v=0g< u="0
2. Soient u,v € E, d(u,v) =|| u—v [|=]| v —u ||= d(u,v)
3. Soient u,v,w € E, d(u,w) =|| (u—v)+ (v —w) [|<|| (u—w) || + || (w—2) ||
= d(u,v) + d(v,w)

Exercice 6

Montrer que
VU, V) e E*  [[U+V P+ U=V [*=2(|U P+ V)

D'abordona || U+V |?P=<U+V,U4+V >=<U,U >4+ <V, V>+2< UV >
et |U-V|*=<U-V,U-V>=<UU>+<V,V>-2<UV >

donc < U+ VU4V >+<U-V,U-V>=2<UU>4+2<V,V >

alors || U+ V [P+ | U=V [P=2(| U P+ | V[]*).

Exercice 7

1)Montrer que si {u;}?; une famille orthogonale alors || >0 u; [|P= >0 || wi ||*
Comme {u;}, une famille orthogonale alors < u;, u; >= 0 si u; # u;.
120w P=< 2o wi Do ws >= 300 D0 <wuy >= 300 <wup >= 300 | w |
2) La réciproque est fausse on considére £ = R? muni le produit scalaire standard,
et {u1 = (1,0),U2 = (1, ].)},
d’une part on a || uy +us [|=[ (2,1) ||= V5,
et d’autre part on a || up || + || ua [|[= 1+ V2
done || uy +uz [|[# wi || + [ uz | -

Exercice 8

Soit B = {¢;}"_; une base orthonormale de F.
Montrer que pour tout u € Eonau=y ., <ue; > e;
Comme B une base orthonormale alors < e;,e; >= 0]
et pour tout u € E il existe une famille des scalaires {\;}7; tels que u=>"1"  N\ie;
donc pour tout j € {1,...,n} on a '
<u,e; >=< Z?:l )\ZBZ', ej >= Z?:l A < €j, €5 >= Z?:l >\Z(SZJ = >\j
alors i € {1,...,n} <u,e; >= X\, dovtu=>" <ue >e.
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Exercice 9

e Montrer que At = {u € E/ < u,a >= 0Va € A} est un sous espace vectoriel de E.
1)Va € A:< 0g,a >=0 alors 0p € A+ donc At # @.
2)Soient u,v € At et a, 3 € Ralors Va € Aona < au+fv,a >=a < u,a >+ < v,a >=0
alors (qu + fv) € A+,
e Ft={ueE/<uv>=0% € E} ={0g}
e Soit a € A alors pour tout b € A+ on a < a,b >=0 donc A C (A+)*.
e Soit x € B+ alors Vb € Bona < z,b >=0 comme A C B doncVa€ Aona<z,a>=0
alors x € A+. D'ou B+ C A+

Exercice 10

Montrer que l'application
f:E—=R
u—<a,u >

est une forme linéaire.
Soient u,v € E et a, f € R alors f(au + fv) =< a,qu + fv >= a < a,u > +f < a,v >=

af(u) + Bf(v).

Exercice 11

1. Soit uw € E alors 3lv € F et Jw € F| tels que u = v + w donc Pp o Pr(u) =
Pr o Pr(v+w) = Pp(v) =v = Pr(u). ker Pr = F* et

2. ker Pr={u=v+w
Pr(u)=v=0pveF, weF }={u=w/weF }=F"

3. Yu € E on a Pr(u) € F alors ImPp C F d’une part;
D’autre part v € F alors Pr(v) = v alors F' C ImPp d’ot ImPr = F

eVUcEona|U-V]|<|U=-PoU)| VVEF

Exercice 12

On sait que Sp(u’ +u*) =u’ —ut
e Montrer que S est involutive c’est a dire
Soit u € F alors Sp o Sp(u) = Spo Sp(u’ +ut) = Sp(u” —ut) = u’ +ut = u donc
SF o SF - IdE

e Pour tout v € F alors u = u' donc Sp(u) =u' =u

et pour tout v € F on a v =0t Sp(v) = —vt = —v.

e Montrer que S est isomorphisme orthogonal symétrique.
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1. Sp est injective puisque Sp = 0p = u' —ut =0p = u' =ut = u € FNF+ = u = 0g,

donc SF est bijective.

. < Sp(u), Sp(u) >=<u’—ut,u"—ut >=<u’ u’ >+ <utut >=|u’ >+ | ut]?
d’une part.

Et d’autre part < u,u >=<u' +ut,u’ +ut >=<u’ u’ >+ <ut ut >=[|u’ |]?
+ || ut ||? . alors || Sp(u) ||>=|| u ||* donc Sg est orthogonal.

. Soient u,v € E alors < Sp(u),v >=<u' —ut,v" +ovt >=<u’ v’ > - <ut vt >
—<utv" >+ <ul vt >=<u’, v’ > — <ut, vt >, d'une part.

Et d’autre part < Sp(v),u >=< v’ —vt u’ +ut >=<ovT u’ > - <ot ut > - <

UL,UT >+ < vT,uL >=< uT,vT > - vL,uL >,
alors < Sp(u),v >=< u, Sp(v) > donc Sr est symétrique.
Exercice 13

Soit ¢ : E — F un isométrie alors :
eVryc E <op),oly) >r=<z,y >p .

Ve,y € E < o(z),0(y) >r=< x,y >g . On a d’'une part comme ¢ est un isométrie donc

pour tout u € E < ¢(u), p(u) >p=< u,u >g .

alors < x4y, x4y >p=<z,2>p+ <y, y>p+2< 2,y >p .

et d’autre part

< p(x+y), e +y) >r=< (), 0(r) >F + < 0(y), p(y) >r +2 < p(2), p(y) >r=
<z, x>p+ <y, y>p+2 <o), ply) >r

alors < p(x),p(y) >r=<z,y >g

e Soient o, € R et x,y,z € E alors

< plar+ By),p(z) >p=< ax + By,z >g=a < x,z2 >g +8 <Y,z >p

=a <p(@),0(2) >F +8 < (y), p(2) >p=< ap(z) + Bo(y), ¢(2) >F

donc ¢(ax + By) = ap(zr) + Be(y) alors est un endomorphisme.

Pour montrer que ¢ est bijective il suffit montrer que ¢ est injective.

Soient z,y € E si ¢(x) = ¢(y) alors pour tout z € F

ona<o(x)—pW),ez) >r=0=><pr—y),p(z) >rF=0=<x—y,2 >=0
srx—y=0=x=y.

e ¢ Soit B = {e;};-; une base orthonormale de £ et B’ = {¢(e;)}7_; 'image de B par ¢.

Pour tout i,j € {1,...,n} on a < p(e;),¢(e;) >r=< e;,¢; >g= 0§ donc B’ est une base

orthonormale de F.

e Soient ¢ : ' — F et ¢ : F' — (G deux isométries alors 1 o ¢ : E — G est un isométrie.
En effet pour tout z,y € F on a < o p(z),v 0o p(y) >c=< ¢(x),p(y) >r=< 2,y >F .
Soit ¢ : E — F un isométrie bijective et son inverse ¢! : F — FE.

Alors pour tout X, Y € F < o 4(X), 0o ' (YV) >p=< p(p (X)), p(¢ 1 (V)) >p=< X,Y >p

donc ¢! est une isométrie.
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Exercice 14

Soient ¢ : ' — F un isométrie, B = {e;}!; une base orthonormale de E et B' = {¢(e;) }1,
est une base orthonormale de F.
Pour tout € E alors x =Y ;" ; \;e; donc par linéaritée de ¢ on a ¢(z) = Y"1 Mip(e;)
I o(@) =< e(@), p(z) >=< 37, Mip(e:), Yoy Apled) >p= 320 Midoi A < eiyej >p=
Zz] 1)‘)‘5J 2?1)‘12—H37”%

Exercice 15

f(@) + f(==)

1)Soit f € F(R,R) on considére,pour tout z € R p(z) = 5

f@) = f(=2)

Alors gour tout x € Ron a f(z) = p(z) + i(z) avec p € P(R,R) et i € I(R,R)

Si f € P(R,R)NI(R,R) alors pour tout z € R f(z) = f(—z) = —f(z) donc 2f(z) =
d’ou f(z) =0 alors f = 0.

2-1) Soit la forme ¢ : F(R,R) = R f — f(z) — f(—2)

a)¢ est une forme linéaire :

en effet pour tout f,g € F(R,R) et a, € R alors
o(af + Bg) = (af)(z) — (af )(=z) + (Bg)(x) — (Bg)(—
= af(z)—af(—z)+Pg(x)—PBy(—z) = a(f(z) — f(-x
bkeré = {f € F(R,R) / 6(f) = 0} = {f € FR.R) /
2-2)Soit la forme ¢ : F(R,R) - R f— f(x) + f(—x)
a)y est une forme linéaire :

en effet pour tout f,g € F(R,R) et o, 5 € R alors
vlaf+Bg) = (af)(x)+(af)(=2) +(Bg)(x) + (B9)(—x) = af (z) +af(—x)+ Bg(x) + Bg(—x)
= o (f(z) + F(—2) + B(g(x) + g(—2)) = av(f) + Bu(g).

byker s = {f € F(R,R) | (f) = 0} = {f € F(R,R) / f(z) + f(~z) = 0,V € R} = (R, R).

et i(z) =

z)
N+B(g(x) = g(=2)) = a¢(f)+50(g).
f(x) = f(=2) = 0,Vx ER} P(R,R).

Exercice 16

Soit M,,(R) 'espace vectoriel des matrices réelles carrées d’ordre n > 2.
On définit la forme

6: Mo(R) >R A trA

e Montrer que ¢ est une forme linéaire

On sait que pour tout A, B € M, (R) tr(A+ B) = trA + trB et pour tout @ € R on a
traA = atrA

Pour tout a, § € R et A, B € M, (R)

o(aA+ BB) =tr(aA+ B) =traA+trBB = atrA+ ftrB = ag(A) + Bo(B).
ekergp={AecM,(R)/trA=0}.
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Exercice 17

Soit E' = M,,(R) I'espace vectoriel des matrices réelles carrées d’ordre n > 2.

On définit la forme
<, > ExE (A, B) — tr(AB")

e Montrer que <, > est un produit scalaire.

1)Soient A, B € E alors

< A, B >=tr(AB") = tr(AB")! = tr((B")'A") = tr(BA") =< B, A >

alors <, > est symétrique.

2)Soient A, B,C € E et a, f € R alors

< aA+ BB,C >=tr ((e«A+ BB)C") = tr(«AC" + BBC") = atr(AC") + ptr(BC") = a <
AC>+p<B,C>.

3)Soit A€ E,si <A, A>=trAA"=37"_ af

donc pour tout A = (a;;) € E < A, A>>0

Si< ALA>>0e 30 a0} =050, =0Vijea;=0Vi,j< A=0.

° H I, H2: trilt = trl? = Zn a? avec a; = 1 donc H I, H: \/ﬁ

i=1 "1

Exercice 18

Pour tout n € Z on a
< en(t) en(t) >= [} emitre=2nitnqy — [Lap = 1
Pour tout n,m € Z avec n # m on a

. ) . 1 )
< en(t), emn(t) >= fol e2nitm o= 2mitm gy — 01 e2(n—myitm gt — —2(n m)i 62(n_m)m’(1)
— s
1

— 2(n—m)im __ 1N =0
2(n — m)m(e )

Exercice 19

e Montrer que p est un projecteur si seulement si I'dg — p est un projecteur de E
Si p est un projecteur alors p? = p donc (Idg —p)o (Idg —p) = Idg —p —p +p* =
Idg —p—p+p= (Idg — p) alors (Idg — p) est un projecteur.
Si (Idg — p) est un projecteur donc (Idg — p)* = (Idg — p) alors
Idg —p=1Idg —p—p+p*= Idg —Idg = p—p—p+p? = p* = p alors p est un projecteur.
e Montrer que Im(Idg — p) = kerp
Soit y € E siy € Im(Idg — p) alors 3z € E tel que y = (Idg — p)(x) donc p(y) =
p((Idp — p)(x)) = p(x) — p*(z) = p(z) — p(z) = 0 donc y € kerp.
D’autre part soit o € ker p alors p(x) = 0 donc I(z) —p(z) =2 = ([ —p)(z) =x don x € E.
e Montrer que ker(Idg — p) = Imp
Soit x € Esix € ker(Idg —p) < (Idg —p)(x) =0 I(z) =p(z) @z =plr) < x€lmpe
Montrer que E = kerp & I'mp
a)Pour tout x € Eonax =x—p(x)+p(x) = (I —p)(z)+p(r) avec (I —p)(z) € Im(I —p) =
kerp et p(x) € Imp
b)Si x € kerp N Imp alors p(xz) =0 et (I —p)(x) =0 donc z = p(x) =0
Alors E = kerp & Imp.
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2)Soit p un projecteur de E et u un endomorphisme de E,

On suppose que pou = u o p Alors :

A)Si z € kerp donc pou(z) =uop(z) = u(0) = 0 alors u(x) € kerp donc ker p est stable par
u.

B)Siy € Imp donc 3z € E tel que y = p(z) alors u(y) = u(p(z)) = uop(z) = pou(x) € Imp
d’ou Imp est stable par wu.

Maintenant on suppose que ker p et I'mp sont stables par u,

Soit x € E alors ly € kerp et 3!z € Imp tels que z = y+ 2z alors (wop)(z) = (uop)(y+2) =
u(p(y) +p(2)) = u(0 + p(2)) = u(p(z)) = p(z) et d’autre part (pou)(z) = p(uly + 2)) =
p(u(y)) + p(u(z)) = 0+ p(u(2)) = p(u(z)) = p(2).

Exercice 20

Démontrer que, pour que F soit stable par f il faut et il suffit que go fop = 0.
Soit # € F alors Aly € F et Az € F* tels que x =y + 2.
Alors p(z) = p(y + z) = p(z) = z,0on suppose que F est stable par f alors
fop(x)=fop(z)=[f(z) € Fdoncqo fop(z)=q(f(z)) =0.
Supposons maintenant g o f o p = 0. Donc
Vy€eFqofop(y)=0=(qof)(y) =a(f(y) =0= f(y) € F.
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5.3 Exercices de chapitre 3

Exercice 1

Soit £ un espace affine de direction £ alors :
e Montrer que p(A,B) =0p < A= B.
En effet gO(A,B) =0pe A+0p=B< A=1RB
e Montrer que p(A, B) = —¢(B, A) pour tout A, B € £.
D’aprés la relation de Chasles on a p(A, B) 4+ (B, A) = ¢(A, A) = 0g
alors (A, B) = —p(B, A)
e Montrer que : pour tout A, B,C,D € £ p(A, B) = ¢(D,C) < ¢(A, D) = ¢(B,C),(Identité
de parallélogramme).
En utilisant la relation de Chasles (A, D) = ¢(A, B) + ¢(B,C) + ¢(C,D) = ¢(A, B) +
o(B,C) — p(D,C) == p(A, B) + 9(B,C) — p(A, B) = (B, C).

Exercice 2

Soit F un sous espace affine de &, dirigé par un sous espace vectoriel F' alors pour tout point
A€ F,on alégalite £ = A+ F.

1)D’abord on a A+ F C £ puisque pour tout ﬁ EFonaA—i—ﬁ ekl
2 Soit Be FEonaB=A+p(A,B) tel que p(A,B) € F alors Be€ A+ F.

Exercice 3

Soient (A;);cr une famille des points d’un espace affine £, alors I'ensemble des tous les
barycentres de (A;);cr noté F, est un sous espace affine de £. 1)Soit O un point fixe de &, on
considére F' le sous espace vectoriel engendre par famille des vecteurs OA; avec ¢ € 1
2)Soient (v )ier et (B;)ier deux famille des scalaires de K a support fini
telsque Y ., =a#0.et >, A\ =3#0.

Si G, le barycentre de {(A;), @i }ier et G le barycentre de {(A;), 5;}ier

on a
1

a)Ga =0 + a Zie[ azOAZ
1 —
b)Gs =0 + E Zie[ BiOA;

Bi Qi
5 — )04

> > 1 1
donc GoGg = GoO + OGg = ——> i/ O‘iO—AZ + =D ier ﬁiO—AZ = ica(
. a B
donc GG € F
3)Soit Gy = O + ~ Z NOA ot U € F
Comme ﬁ e F donc EI{BZ}ZGI C K tels que ﬁ Y il @OA donc G' = G, + ﬁ est unique

etonaG' =0+, (8 + )OA alors G’ € F.



5.3 Exercices de chapitre 3 89

Exercice 4

Soit F un sous espace affine de &£, et (A;);cr une famille des points de F.
Montrer que si G est le barycentre de la famille (A;, \;);e; alors G appartient a F. Soit M

1 —
un point fixe de &€, alors G = M + X ST  MMA; tel que A =>". . \; # 0 comme les points

iel iel
—
M, Ay, ..., A;, ... tous appartient a F, alors les vecteurs M A; appartient a F, pour tout ¢ € I.

Donc G appartient a F, tel que A = > .., A\; # 0 comme les points M, Ay, ..., A;, ... tous
—

appartient a F, alors les vecteurs M A; appartient & F, pour tout i € I.
Donc G appartient a F,

Exercice 5

Soient JF7, F» deux sous espaces affines de &,
Montrer que si F; est paralléle & F5 alors F; C Fo ou Fi N JFy = O
Comme F; est parallele a F, donc Fj est un sous espace vectoriel de Fb.
Si F1 N JFy # @ alors il existe un point A € F; N Fy done Fi = A+ Fy C A+ Fy, = Fs.

Exercice 6

Si F1, Fo deux sous espaces affines de &, dirigés respectivement par F; et Fj
1)Si FiNJFy # @ alors A € Fi N Fy alorspourtoutﬁéé’, onaAd+ U €FNF
alorsA+7€]:1:>7€F1 etA+7€.7:2:>76F2 d0n076F1HF2.
2)
a) SoitAEE,et7:71+72GEtelsqueﬁl€F1 et72€F2
AlorsA—|—71 € F; donc A € F et A+72€]:2 donc A € F
d’ou A € Fy N Fy alors Fi N JFy # 3.
b) Comme F} & F, = E alors F} N F, = {0g}.
Soit Ae FiNFalorssiB=A+ U e FiNFdomcB=A+U"7 eF,et B=A+U €F
alors @ € Fy N F, alorsﬁzogzﬁdoncB:A+6>:A

Exercice 7

Soit f un forme affine non constante, de partie linéaire L.
Montrer que H = {A € £/ f(A) = 0} est un hyperplan affine dirigé par le noyau de L.
1)On suppose que H = {i € E / L(#&) = 0}, alors H est un hyperplan vectoriel de E puisqu’il
est le noyau de la forme linéaire L.
2) Pour tout A, B € H alors 0 = 0_>R = f(A)f(B) = L(zﬁ) alors AB € H.
3) Pour tout A € H et pour tout @ € H on a si B:A+ﬁalors@:ﬁdon0 L(E) =0
alors f(A)f(B) = 0n = 0 d'ot f(B) = f(A) = 0 alors B € H.

On déduire que H est un sous espace affine dirigé par H alors H est un hyperplan affine.
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Exercice 8

Montrer que si H un hyperplan affine d’un espace affine £ alors il existe une forme affine
non constante f: &€ - R tel que H={M € £/ f(M) =0}.
Comme H un hyperplan affine alors il existe un hyperplan vectoriel H on H = ker L avec L
une forme linéaire non nulle, tel que H est la direction de H.
Soit A un point quelconque de #H on considére f(A) = L( 0 ) = Og.
Pour tout M € Hona M = A+ « avec L(W) =0 cest a dire W € H.
On considére la forme f: € — R tel que M — f(A) + L(M) donc
1) [ est une forme affine de partie linéaire L.
2)Et pour tout M € H on a f(A)f(M) = L(AM) = 0 alors f(M) = f(A) =0.
Donc H ={M € &/ f(M) = 0}.

Exercice 9

Soit f: & — F une application affine de partie linéaire L : E — F. R
Montrer si A un point de &€ alors pour tout M de £, on a f(M) = f(A) + L(AM).

Soit A un_pgint de &€ et pour tout M de &£, On a f(A)f(MD = L(AM) donc f(M) =
f(A) + L(AM).

Exercice 10

Soient £ et F deux espaces affines euclidiens de direction respectivement E et F.
Si L : E — F une application linéaire et si A un point de &.

Montrer que l'application f : & — F qui satisfaire VM € £ on a f(M) = f(A) + L(m)

est une application affine de partie linéaire L .

Soit_A> un point de £ et pour tout M de &, donc f(M) = f(A) + L(AM) alors f(A)f(M; =
L(AM).

Exercice 11

1. Soit Ty La translation de vecteur nul alors pour tout M € & donc si M’ = Ty (M) alors
M' =M+ 0 =M don Ty = Ide.

2. Soient Ty et Ty translations affine de vecteur respectivement ﬁ et 7,
pour tout M € € on a T o Tp(M) = T (M + 7) = (M + 7) + U= Ty (M) alors
Tgoly =Tg.9

3. Soit T la translation affine de vecteur ﬁ onalgpol =T goly=T%
donc est Ta_zl =T

4. a) o est une loi interne .

b) On a Ty o Ty = TI%.y = T3, = Ty o T donc o est commutative.
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c) o est associative.

d)T est I’élément neutre.

e)Le symétrie de T4 est T 3 alors L'ensemble des translations muni de loi de compo-
sition o est un groupe abélien.

5. Soient M N deuX points de & alors :

—
(T (M ) =l Tg (M) T (N 3H—H 1d5(MN) ||=|| MN ||= d(M, N)

alors la translatlon est une isométrie affine.

Exercice 12

Montrer que I’ensemble des homothéties de méme centre, muni de loi composition o est
un groupe abélien.

1. Soit Hy; lhomothetle de rapport A = 1 et de centre A alors pour tout M € & si
N = Hy (M) alors AN = AM done M = N d’on H 41 est l'identité de &.

2. Soient Hy ) et H,, deux homothéties de rapport respectivement A et u de Centre
A alors pour tout M € &€ My = Hax(M) et M' = Hy (M) alors AM1 = )\AM et
— - — ah Y
AM'" = pAM; alors Hy 0 Ha (M) = M' donc AM'" = A\uAM d’ott Hy o Huy = Ha
Etona Hay, = Haun=HaxoHyy,

3. Soit H4 ) 'homothétie de rapport A # 0 et de centre A on a Hy ) 0 HA,% =Hyq=1Ide
alors H;& =Hy 1

Exercice 13

On définit la forme
L:FRR)—R

[ f(0)

L est linéaire puisque :

pour tout f,g € F et pour tout o, 5 € R on a

L(af + Bg) = (af + B9)(0) = af(0) + B9(0) = aL(f) + BL(g).

ker L = {f e F(R,R) / f(0) = 0} = H donc H est un hyperplan vectoriel.

Maintenant on définit la forme
L:FRR) =R

f=10) -

L est une forme affine de partie linéaire L puisque pour tout f,g € F on a

LNL(g) = (9(0) = 1) — (F(0) — 1) = g(0) — F(0) = (g — [)(0) = L(g — ).
H={feFR,R)/L(f) =0} donc H est un hyperplan affine de direction H.
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Exercice 14

On note T4 la translation affine de vecteur U et H 4, 'homothétie de rapport A et de
centre A.
alors on a

1. T 0T =T, %

2. Pour tout M_ié' ona (Ty o HA’)‘M) = To(M') = M” tels que M" = M' + U et
M' = A+ MAM donec M" = A+ MAM +

—
3. Pour tout M € Eona (HyyoTw)(M) = Hy(M')=M"tels que M" = A+ NAM' et
7 A 7 7 AT s 7 RV
MM' = alors MA+ AM" = donc AM' = + AM d'ot M" = A+ X\AM + 1.
Alors Tjp o Hay # Hyxo0 1Ty
—
4. Pour tout M € Eona (HayoHp,)(M) = Ha(M') = M" tels que M' = B+ pBM
— —— e R
alors uBM = BM' — BA + AM' done AM' = uBM + AB -
et on a M" = A+ AMMalors AM" = A(uBM + AB) = A(1 — u)AB + A\uAM d’on
HA,)\ (0] HB,,u = T/\(lf,u)ﬁ o HA#)\

|

5. En déduire que Hp 0 Hy ) = T(l—#)ﬁ o Hyx et donc Hg, 0 Hyx # Hypo0Hp,,

alors ’ensemble engendré par les homothéties et les translations est un groupe non abélien
par la loi de composition.
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5.4 Exercices de chapitre 4

Exercice 1

Montrer (O(R), o) est un groupe.
1)Soient f,g € O(R), alors V(u,v) € R?  ona (fog)(u).(fog(v)) = g(u).g(v) =u.v. donc
fog e Oy(R) alors o est interne.
2) o est associative.
3)Idgz € Oy(R élément neutre de (O2(R),0) . 4)f € Oo(R on a det f = F1 alors f est
bijective. donc f~! existe,
V(' v') € R? IV(u,v) € R? tels que f~1(v/) =uet f71(v)) = v alors f~1(u).f7L(v) = uw =
flw)-f) = f(f~H ) f(f7(v") = v/ done 7 € Oy(R.
1 est le symétrie de f dans Oo(R.

Exercice 2

Soit M une matrice Ms(R) les propriétés suivantes sont équivalentes :
o1 =2Si M € Oy(R) alors d'une part V(u,v) € R? < f(u), f(v) >=< u,v > et d’autre
part < f(u), f(v) >=< fto f(u),v > donc

V(u,v) € R? on a < fif(u),v >=< u,v > alors f'f(u) = u pour tout u € R alors
M'M = I,

e 2 = 3SiVM € Oy(R) on a M'M = I, alors (f' o f(u) = Idy alors V(u,v) € R?
on a < u,v >=< flo f(u),v >=< f(u), f(v) >=< u, f o f'(v) > alors pour tout v € R?
fofiv)=vdonc MM"' =1,

e 3 = 4 Soit B la base canonique de R? et P la matrice de passage de B dans B’ on sait
que P et P~! sont orthogonales’
Si M la matrice de f dans la base B et M’ la matrice de f dans la base B on M’ = P"'M P
alors M'M" = (P~'MP)(P7*MP)! = P'MPP' MY (P~ 1)t = P~1(P1)! = L.

e 4 = 5 évidente.
e 5 = 1 Si B une base orthonormale de R? tel que la matrice M de f est orthogonale
alors MM' = [ ,donc pour tout u € R? on a < f(u), f(v) >=< M(u),M(v) >=<
u, MM (u) >=< u,v > . donc f est orthogonal.

Exercice 3

Soit A € Oy(R) on considére A = (CCL Z) alors
l)sidet A=ad—bc=1et

piper [ooeme
Al =Le! 2+P=1 < c:cosﬂ
ac+bd =0 -

d = sin 3
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domc { ac+bd =0 { cosacosf+sinasinf =0 <:>{ cos(a— ) =0

ad —bc=1 cosasin f —sinacos f =1 sin(f —a) =1
a—ﬁ:%ﬂ—l—ZkﬂaveckeZ
donc a =cosa=sinff=d et b=sina=—cosff = —c
d’ou

A cosa  sina
—sina  cosa

sidet A =ad —bc=—1et AA = I,

a2+t =1
N Ac+d:=1
ac+bd =0
ad — bc = —1
a = cos «
b=sina
c=cosf
<:> d =sin 8
ac+bd =0
[ ad —bc=—1
cos(a — ) =0
<:>{ sin(8 — a) = —1 alors
a—ﬁ:g—i-%ﬁaveckez
donc a =cosa = —sinff=—d et b=sina=cosf=c
d’ou

A _ [Cosa sin a
- \sina —cosa
Exercice 4

Montrer que SO3(RR) est un sous groupe de Oy(R).
On a SOy (R) = {A € Oy(R) / det A =1}.
1)det I, = det ((1) (1) = 1 alors I, € SOy(R).

2)Soient A, B € SO, alors det(A.B) =det A x det B=1x 1 =1 alors A.B € SO,.

1
3))Soit A € SO, donc det A = 1 alors A est inversible et on a det A™! = = 1 alors

 det A
A7l € SO,(R).

Exercice 5

Montrer que I’équation cartésienne de la droite affine (D) de normal @ = (a,b) et passant
par A(zo,yo) est ax + by — axg — byg = 0.
En effet, soit M(z,y) € R? alors si M € (D) & AMia=0s a(r —z9) + by —y) =0 &
ar + by — axy — byy = 0.
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Exercice 6

Montrer que I’équation cartésienne de la droite affine (D) de direction @ = (a, b) et passant
par A(zo,y0) est bx — ay — bxy + ayo = 0. En effet, soit M (z,y) € R? alors

siM e (D) < m//ﬁ@ ’ij R (| DA b(z—z9)—aly—yo) = 0 < br—ay—bro+ays = 0.

—yo b

Exercice 7

Montrer que I’équation cartésienne de la droite affine (D) passant par deux points diffé-

rents A(xo,y0) et B = (x1,11) est (y1 —yo)z — (1 — 0)y — (y1 — Yo)@o + (21 — zo)yo = 0. En
effet, soit M (z,y) € R? alors
siMe (D)o AM//AB < |© ™ (21 — o)
Y=y (y1— %)
< (y1 — o) (@ — xo) — (x1 — x)(y — o) =0

& (y1 —yo)x — (21 — o)y — (41 — Yo)zo + (21 — To)yo = 0.

=0

Exercice 8

Montrer que I'application affine f : R? — R? est une isométrie si seulement si sa partie
linéaire L est une isométrie.

Soient A, B € R? on a

d(f(A), F(B)) =|| F(A)F(B) ||=|| L(AB) || donc :

Sli f ezt une isométrie done || L(AB) ||= d(f(A), f(B)) = d(A, B) =|| AB |
alors L est une isomeétrie.

Si L est une isométrie d(f(A), f(B)) =|| L(AB) ||==|| AB ||= d(A, B)

alors f est une isométrie.

Exercice 9

Montrer que I'ensemble d’isométries muni le loi de composition est un groupe.
1)Soient f, g deux isométries alors pour tout u,v € R? on a

d((f o g)(u), (f 0 g)(v)) = d(f(g(w)), f(g(v))) = d(g(u), g(v)) = d(u,v)

donc f o g est isométrie affine d’olio est interne.

2)Idg: est une isométrie affine , et on a pour toute isométrie affine de R?
ona foldr:=Idgzof=f
3)Soit f une isométrie affine de partie linéaire L donc L est une isométrie vectorielle donc
elle est inversible donc f est inversible,donc f~! existe.
Soient u/,v" € R? alors existe u,v € R? tels que v/ = f(u) et v' = f(v) alors
d(f~1(), f71(v") = d(u,v) = d(f(u), f(v)) = d(u',v") donc f~1 est isométrie.

4) o est associative.
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Exercice 10

Montrer que I'ensemble de déplacements est un sous groupe du groupe d’isométries.
Voir 'exercice 4.

Exercice 11

Montrer que 'ensemble O3(R) est un groupe pour la loi de composition.
1)Soient f,g € O3(R), alors V(u,v) € R* ona (fog)(u).(fog(v)) = g(u).g(v) =u.v, donc
fog € O3(R) alors o est interne.
2) o est associative.
3)Idgs € O3(R est I'élément neutre de O3(R).
4)f € O3(R on a det f = F1 alors f est bijective, donc f~! existe,
V(' v') € R® I(u,v) € R3 tels que f~1(v/) =wuet f71(v)) = v alors f~Hu). (V) = uv =
flu).f(v) = f(f 7)) f(f7H(v)) = u'v" done f' € O3(R.
1 est le symétrie de f dans Oo(R.

Exercice 12

Montrer que I’équation cartésienne de la droite affine (D) de normal @ = (a, b, ¢) et passant
par A = (g, Yo, 20) est ax + by + ¢z — axg — byy — czg = 0.
En effet, soit M(z,y, z) € R? alors si M € (D) < AM.@ =0
S alr—x0) +b(y —yo) +c(z—2)=0&
axr + by + cz — axg — byg — czp = 0.

Exercice 13

Montrer que le plan affine (P) de direction u = (a, b, c) et v = (a/, ', ) non lies passant
par A = (o, Yo, 20) est d’équation cartésienne

(b —b'c)x + (d'c —ad)y + (ab' — a'b)z — (b — b'¢)xg — (a'c — acd)yy — (ab’ — a’b)zo = 0.

En effet, soit M(z,y,z) € R? alors si M € (P)
. r—x9 a d
alors AM ,u,v sont lies donc |y —yog b U'| =0

z2—2zyg ¢

alors

/ /

a a

b b

b b a
(l’—%) c —(?J—yo) c +(Z—Zo)

0

d’on

(b —Ve)x + (d'c—ad)y + (abl — d'b)z — (b — V'e)xg — (a'c — ac)yo — (ab — a'b)zy = 0.
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Exercice 14

Soit (P) un plan affine ’'E.C az + by +cz+d =0 et M(z,y, 2)
un point quelconque de R?, notons M’ = (X,Y, Z) la projection orthogonale de M sur (P)
IVavale:
M’ € (P)
tel que 77 = (a,b,¢) le vecteur normal de (P) W//W = d\ € R* MM — A7 done
¥ —x=a\
Yy —y=>bA
2 —z=rcA
et ax’ + by + ¢z’ + d =0 alors
a(z+aX) +a(z+aX)+a(z+aX)+d=0
S Na?+ 0+ ) +ar+by+cz+d=0

Alors

Ly ar +by +cz+d
B a?+ b2+ 2
( o (b* + )z — aby — acz — ad
a? + b2 + c?
d . (a*+ Ay — abr — bez — bd
onc { ¢y =
N el
, (a* +b%)z — acx — bey — cd
\ a? + b2 + 2

Exercice 15

Soit M = (z,y) appartient a (D) si, et seulement si le systéme suivant de trois équations
ar+by+c=0
a trois inconnues (a, b, ¢) a une solution non triviale : ¢ axg+ byo+c =0
axry + by1 +c=0
si et seulement si le determinant du systéme est nul,donc

r Tog X1
det {y o w1 | =0.
1 1 1

Exercice 16

Considérons deux droites affines de R? D; et D, d.E.C respectivement a2 + byy + ¢, = 0
et asx + by + co =0
1) Les droites D; et Dy sont paralléles si,seulement s’il existe A € R* tel que les vecteurs
normaux (ai,b;) = A(ag, be) donc si,et seulement si (aq,b1), et (ag,bs) sont colinéaires siet
seulement si

a1
a2

bl) # 0 alors
by

2)on suppose que les droites D; et Dy ne sont pas paralléles alors det (

le systéme suivant de deux équations a deux inconnues (z,y) :
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{ az + byt e =0 admet une et unique solution (xg, yo).

agl'—i‘bgy—i‘CQ:O
Donc elles se coupent en unique point My = (xg, yo)-

Exercice 17

Soit M = (x,y,z) appartient a (P) si, et seulement si le systéme suivant de quatre
équations a quatre inconnues (a, b, ¢, d) a une solution non triviale :
ar +by+cz+d=0
axrg+ byg + czo+d =10
ary +by; +cz1 +d =0
aa:2+by2+c,22+d:O
si et seulement si le determinant du systéme est nul,donc

T Tog X1 T2

qet |V o v | g
Z 2y R1 <9
1 1 1 1

Exercice 18

Déterminer la nature de 'application f de R?® dans R? définie par

¥=6—x
y=2—y
Z=2-2z
1) Soit M = (x,y, z) un point fixe de f alors
r=0—-x =3
y=2—y & y=1
z2=z+2 z=1
2) Soit M = (x,vy, z) point quelconque de R? si (f o f)(M) = (z',%) alors
r=6—(6—2x) =z
y=2-(2-y) doncq ¢y =y
Z=2—-(2-2) 2=z

d'ott fo f = Idgs

3)Soit M' = (a',y/,2") = f(M) = f((z,y, 2))) alors le milieu de segment [M M|

! / !
st € = (T2 EE 2 A (31,

On déduire que f est une symétrie centrale par rapport le point (3,1, 1).

Exercice 19

Une dilatation f est une application affine dont la partie linéaire est L = «a.ldg, avec le
réel a # 0 est appelé rapport de la dilatation.
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FIGURE 5.1 — ellipse

I)Montrer qu’'une dilatation est toujours bijective
det L = (a)™ # 0 avec n = dim F donc L est bijective alors f est bijective.

IT)A)Si @ = 1 alors L = Idg, donc pour tout A, B de £ on a f(A)f(BD = L(zﬁ) = IdEE =
AB. done d’aprés l'identité de parallélogramme on obtient Af(A) = Bf(B) donc il existe
un vecteur w # T tel que Af(A) = 7 alors f(A) = A+ @ donc f est une translation de
vecteur .

B)1)Si « # 1 alors L = Idg, et on suppose qu'il existe un point fixe de f noté O, alors pour
oo
tout A de &€ obtient f(A)O = L(m) = a.IdEm — aA0.

donc f est une homothétie de centre O et de rapport «
2)si f n’admet aucun point fixe alors f est une composition d’une translation avec une
homothétie.voir (.11
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