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Avant-propos

Cet ouvrage est un support de cours d’analyse, il est principalement
destiné a tous les étudiants qui peuvent avoir besoin d’analyse pour
leurs études supérieures comme les étudiants de la premiére année
universitaire en sciences naturelles (Biologie, Agronomie) ou méme les
etudiants de la premiére année Maths-Informatiques (M) et Sciences
de la matiere (SM).

Dans cet ouvrage, on trouvera cing chapitres de cours, rédigés dans

un style facile a lire et illustrés par de nombreux exemples.

1. Un chapitre sur les propriétés des suites de nombres réels ; on y

trouvera les notions de base comme les suites monotones, bornées,
convergentes, extraites et les suites de Cauchy.

2. Un chapitre sur les propriétés des séries a termes positifs dans
lequel on introduit les différents critéres de convergence d 'une

série a termes positifs.

3. Un chapitre sur les fonctions d’une variable réelle ; on y travaille

sur les limites, la continuité et la dérivabilité.

4. Un chapitre dans lequel on introduit en détail les fonctions
elementaires (usuelles) : fonctions trigonométrigues réciproques et

fonctions hyperboliques directes et réciproques.

vii




Avant-propos viii

5. Un dernier chapitre sur le calcul d’intégrales et de primitives dans
lequel on approfondit les définitions et les méthodes du lycée, en
introduisant de nouveaux outils : ['intégration par parties, le
changement de variable et la notion d’intégrale indéfinie pour le

calcul de primitives.

A la fin de chaque chapitre, on trouvera une série d ‘exercices

proposeés.

Enfin, je tiens a remercier vivement mes amis Mohammed Elamine
SEBIH et Abdelkader BENKHALED (Université Mustapha
Stambouli de Mascara) qui ont contribué au perfectionnement de cet

ouvrage par la relecture attentive du manuscrit et par leurs

commentaires et suggestions.
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Chapitre 1
Suites de nombres réels

1.1 Généralités sur les suites

1.1.1 Définitions

Définition 1.1. Une suite numérique, ou réelle, est une application u : N — R. Pour tout
n € N on lui associe u,, € R. On note une telle suite par (u,),ex ou (u,). Le terme u,, est dit

le terme général.

Exemple 1.1. La suite des carrés des entiers estu : n — u, = n? ie uy=0,u =1,

Uy = 4,
Remarque 1.1. 1]/ arrive que la suite ne soit pas définie pour tout n € N, par exemple la

suite u, = — n’a de sens que si n # 0.
n

Définition 1.2. Soient (u,),, (v,), deux suites et A € R.
o La somme de (u,), et (v,), est la suite de terme général u,, + v,
o Le produit de (u,), et (v,), est la suite de terme général u,v,

e Si pour tout n € N : v, # 0, le quotient de (u,), et (v,), est celle de la la suite de

P Up
terme général : —
Vn

o A(u,), est la suite de terme général Au,.

1.1.2  Suites arithmétiques et géométriques

Définition 1.3. Une suite (u,), est dite
1. arithmétique s’il existe r € R tel que u,,+1 = u, + r, pour tout n € N. Le nombre r est
alors unique qui s’appelle la raison de la suite (u,),, ;

2. géométrique s’il existe r € R tel que u,,; = ru,, pour tout n € N. Si uy # 0, le

nombre r est alors unique qui s’appelle la raison de la suite (u,,),.
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Proposition 1.1. Soit (u,), une suite,

1. (u,), est une suite arithmétique de raison r et de premier terme uy si et seulement si
VneN: u, =rn+u.

De plus la somme des premiers termes de (u,), dans ce cas est donnée par :

n

_(n+ 1) (uo + uy,)

Zun:M0+M1+...+Mn— 3
k=0

2. (uy), est une suite géométrique de raison r et de premier terme u si et seulement si
VYneN: u, =uyr'.

De plus la somme des premiers termes de (u,), dans ce cas est donnée par :

n

Zun:uo+u1+...+un:uo
k=0

1.1.3 Suites monotones

Définition 1.4. On dit que la suite (u,),

1. croissante ( respectivement décroissante) si
VYneN:u,. >u, (respectivementVn €N :u,,; <u,);
2. strictement croissante ( respectivement strictement décroissante) si
VYneN:u, >u, (respectivementV¥NneN :u, <u,) .

3. monotone ( respectivement strictement monotone) si elle vérifie (1) ou (2).

Exemple 1.2. Soit la suite (u,), définie par

1
YVneN :y,= —.
" " nin+1)
Ona
1 1 -2

Vne N :u, —u, 0

T eD)n+2) nm+D nm+Dn+2)

D’out la suite (u,), est strictement décroissante.

1. On utilisera souvent le quantificateur universel noté V¥, symbole qui signifie pour tout ou quel que
soit.

© M. BEKIRI



3 1.2. Limites de suites

1.1.4 Suites bornées
Définition 1.5. On dit qu’une suite (u,), est
1. majorée s’il existe M € R tel que
YneN:u, <M

Un tel M est appelé majorant de la suite (u,),

2. minorée s’il existe m € R tel que
VneN:u,>m

Un tel m est appelé minorant de la suite (u,),

3. bornée si elle est majorée et minorée a la fois. Autrement dit s’il existe M > 0 tel
que

VneN:|u,| <M
Exemple 1.3. Etant donnée la suite (u,), définie par
VYneN:u, =cosn.

Pour toutn € N, on a

|u,| = |cosn| < 1.

C’est a dire la suite (u,), est bien bornée.

1.2 Limites de suites

1.2.1 Suites convergentes

Définition 1.6. On dit qu’une suite numérique (u,), a pour limite | € R, lorsque n tend

vers l’infini, et on note u,, — 1, si

Ve>0,A’NeN,VneN: m>N=|u, -l <e). (1.1)

On écrira

limu, = 1.

e On dit aussi que la suite (u,), converge ou tend vers L.

e On dit qu’une suite (u,), est divergente si elle n’est pas convergente, c’est-a-dire

de>0,YNeN, dn>N: |lu,— 1| > &.

2. On utilisera souvent le quantificateur existentiel noté 3, symbole qui signifie il existe au moins.

© M. BEKIRI
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Remarque 1.2. Dans la définition 1.6 ’entier N dépend de . Pour montrer que [ est la
limite de la suite (u,),, il faut donc, € > 0 étant donné, déterminer un entier N ayant la

propriété (1.1)

. : 1
Exemple 1.4. Montrer avec la définition que la suite de terme générale u,, = T n €N,
n

converge vers (.

Soite > 0,0na

|, — O =

1 ' 1
n+1

1
cela signifie que n + 1 > —, on peut dire que
e
1
YneN,n>-—-1
e

On peut donc choisir par exemple N = E (é) — 1 ou E désigne la fonction de la partie
entiere (voir la page 26). On a bien

VneN,n>N — |u,| <e&.
Proposition 1.2. La limite d’une suite numérique, lorsqu’elle existe, est unique.

Définition 1.7. On dit qu’une suite (u,), tend vers

1. 400, si
YVA>0, ANeN, VneN: m>N>=u,>A).
On écrira
lim u,, = +oo.
2. —o0, si
VB>0,ANeN,VneN: m>N = u, <B).
On écrira

lim u,, = —oo.
n

Remarque 1.3. Une suite diverge cela veut dire qu’elle tend vers oo ou elle peut aussi
ne pas avoir de limite du tout! c’est le cas par exemple de la suite u, = (—1)".
Proposition 1.3.

1. Toute suite convergente est bornée.

2. Toute suite réelle qui tend vers +oo est minorée.

3. Toute suite réelle qui tend vers —oco est majorée.

© M. BEKIRI



5 1.2. Limites de suites

1.2.2 Opérations sur les limites

Proposition 1.4. Soient (A, 1) € R?, (u,),, (v,), deux suites avec limu, = L et limv, = [,
o (I,1') € R?. On a les propriétés suivantes :

1. lim|u,| = |I].

2. lim (Au, + pv,) = AL+ +ul’.

3. lim (u,v,) =1l'.

0 l
4. Siu, #0pourtoutn € Netl + 0 alors lim(u—) =7
n \v,

Le théoreme suivant est un résultat importante pour les suites monotones et conver-

gentes.

Théoréme 1.1 (Théoréme des suites monotones). Soit (u,), une suite

1. Sila suite (u,), est croissante et majorée, alors elle converge vers | = sup{u, : n € N}.

2. Sila suite (u,), est décroissante et minorée, alors elle converge vers | = inf {u,, : n € N}.

n
1
Exemple 1.5. La suite de terme générale u, = Z 2 converge
k=1

On vérifie les condition du théoréeme précédent. Pour cela soitn € N* on a :

1

> 0.
(n+ 1)

Upy1 — U =

La suite (u,), est donc strictement croissante

La suite (u,), est majoré, en effet, soitk > 2 on a

K>k(k-1),

ainsi
1 1 1 1
— < = .
K~ k(k-1) k-1 &k

Par conéquent, on aura

IA
[
+
M=
—_
b

| | —
[

I
| =
~——

1l

[S=Y

+
—_

[

|
S| =
~————

Il

[\

|
S| =

IA
>

© M. BEKIRI
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D’out (u,), est donc bien majoré par 2, finalement, la suite est croissante et majorée donc

elle converge.

1.3 Suites adjacentes

Définition 1.8. Deux suites (u,), et (v,), sont adjacentes si [’une est croissante et I’autre

est décroissante et si la suite (u, — v,), converge vers Q.

Théoreme 1.2 (Théoréme des suites adjacentes). Si (u,), , et (v,), sont deux suites adja-
centes, alors elles convergent vers la méme limite l. De plus, dans le cas ou (u,), est la

suite croissante et (v,), est la suite décroissante, on a
VneN:u, <Il<v,.

Exemple 1.6. Montrons que les deux suites de terme général ci-dessous sont adjacentes

Y ! t +1
:E—evzu -.
n 2 n n

k=1k n

On a la suite (u,), est croissante respectivement (v,), est décroissante car

n+1

VYne Ny, — _Z__ZkZ

3 1
- (n+1)>°
> 0,
respectivement
n+l 1 1
YneN v, —V, :;ﬁ [Zk_ —]
B 1 1
m+1)7? n@+1)
B -1
n(n+1)>
< 0.
Comme
Iim (4, — v,) = lim — = 0.
n n n

Par conséquent, les deux suites sont adjacentes.

© M. BEKIRI



7 1.4. Suites extraites (Sous-suites)

1.4 Suites extraites (Sous-suites)

Définition 1.9. Soit (u,), une suite a valeurs réelles et ¢ : N — N une fonction strictement

croissante. On appelle suite extraite ou sous-suite de (u,), toute suite de la forme (u¢(n))

E
Exemple 1.7. On considere ’application strictement croissante ¢ définie par

YneN: ¢(n)=2"

et la suite (u,), telle que u, = (—1)" + =
n

La suite extraite obtenue a partir de I’application ci-dessus notée par (v,), ou

" 1 1
. — — — 2 —
YneN: v, =ugm = up = (=1 + o 1+ TR

Proposition 1.5. Soit (u,), une suite converge vers | € R, alors toute suite extraite de (u,),

converge vers la méme limite .

Théoreéme 1.3 (Théoréeme de Bolzano-Weierstrass). Toute suite réelle bornée posseéde une

sous-suite convergente.

1.5 Suites de Cauchy

Définition 1.10. Une suite numérique (u,), est dite de Cauchy si elle posséde la propriété

suivante :
Ve>0,ANeN, Vn,meN: m>N et m>N = |u, —u,| <é). (1.2)

Par conséquent, la suite (u,),, n’est pas de Cauchy si elle ne posséde pas la propriété
(1.2). C’est-a-dire

de>0,YNeN, dn,m>N et |u, —u,| > ¢.

Théoreéme 1.4. Une suite de nombre réels est convergente si est seulement si elle est de

Cauchy.

Remarque 1.4. On pourra utiliser le théoreme précédent pour
e Montrer la convergence d’une telle suite sans savoir sa limite
e Montrer la divergence d’une telle suite, il suffit de montrer qu’elle n’est pas de

Cauchy.

© M. BEKIRI



Chapitre 1. Suites de nombres réels 8

n 1
Exemple 1.8. La suite de terme général S, = Z T n’est pas de Cauchy.
k=1

En effet
de>0,YVNeN, dn>N, dm >N : |u, — u,| > &.

11 suffit de prendre n = 2N etm = N on a

lup — | = luay — upl
2N N
1 1
k=1 k kZ:I: k
1 1 1
= + + ...+
N+1 N+2 N+ N
1 1 1
> + + ...+
N+N N+N N+ N
N fois
B Nl_l
- 2N 2

1l est clair que (u,), n’est pas une suite de Cauchy.

1.6 Suites récurrentes

Une suite récurrente est définie par un ou plusieurs termes initiaux et une fonction de

récurrence qui permet de calculer les termes suivants.

Définition 1.11. Soir f : R — R une fonction. Une suite récurrente est définie par son

premier terme et une relation permettant de calculer les termes de proche en proche

{ Uy € R,
U1 = f(uy).

Exemple 1.9. Soit f(x) = 1 + Vx. On considére la suite récurrente définie par f :

up = 2,
Upy1 = 1+ \/u_n

Les premiers termes de cette suite sont

u1:1+\/§,u2:1+\/1+\/§,u3:1+\/1+\/1+\/§,...

© M. BEKIRI



9 1.6. Suites récurrentes

Exemple 1.10 (Exercice résolu). Soit la suite définie par la relation de récurrence

1
uy = =,
72
1+u?
Upi1 = 7
Montrer que
1. (u,) est monotone.
2. (uy,) est majorée par 1.
3. (u,) est convergente et donner sa limite.
Solution:
1. On a pour toutn € N :
1+u? (u, — 1)
Upil — Uy = > un:TZO
D’ou, (u,) est croissante.
2. On montre par récurrence que
YneN: u, <l1.

1

»Pourn:O,ona:u0:2$1

» On suppose ensuite que cette propriété est vraie pour n i.e. u, < 1 et on la montre
pour n + 1.

Comme la suite (u,,) est croissante, alors
1
VneN: un2u0:§>0

Par suite

SN

+u
O<u, <1 =

D’ou
YneN: u,. <1.

3. D’apres le théoreme des suites monotone 1.1, on déduit que (u,) est convergente et

on suppose que lim i, = [, par suite
n

o l+ud 1+ P
[ =1lim =
n 2 2

© M. BEKIRI
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P-20+1=0

qui possede la racine double / = 1, ce qui montre que limu, = 1.

© M. BEKIRI



11 1.7. Exercices

1.7 Exercices

Exercice 1.1. Calculer les limites suivantes si elles existent :

1 —1y
lim (—1) + =, tim T lim Ver - Vi

n—+oco n  n-o+o N n—+oco
n
ncos(x>) .. [(n+2 ool 3ntd
—_—, lim , m —m—m
n—o+oo 12+ 1 n—+oo\n + 4 n—+oo 2N 4 3n

Exercice 1.2. Soit (u,), la suite définie pour tout n € N* par

- + ! + ! +-oot+ !
1.2 2-3 3.4 n-(n+1)

Uy

1. Calculer uy, u,, us.

2. Vérifier que
1 1 1

“an+ 1) n n+l

* .

VneN

3. Déduire I’expression de u, en fonction de n.

4. Calculer lim u,,.

n—+oo

Exercice 1.3. On se donne la suite

Uy = 1
4u,

u, +1

Up+1 =

1. Calculer uy, uy, us.

2. Montrer que pour tout n € N : u, > 0.

3. Etudier la monotonie de (u,),.

4. En déduire que (u,), est une suite convergente, et donner sa limite.

Exercice 1.4. Soient (u,),en, (Vi)nen deux suites définies pour tout n € N par

V, = Uy + —

o Montrer que les suites (U,)nen, (Vi)nen SOnt adjacentes.
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Exercice 1.5.
e Montrer que la suite de terme général

1 1 1
Uy=l+=-+=4+-+-
2 3 n
est divergente.
Exercice 1.6. On définit la suite réelle u, par :
Upg = 1
8
Upe1 =2 — , VneN.
Ou,
1. Calculer uy, uy, us.
2. Posons
6u, — 8
YneN: =
" Y 3u, — 2

o Montrer que la suite (v,) est géométrique et exprimer a l’aide de n et vy son terme
général v,.

o En déduire I’expression du terme général u, en fonction de n.
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Chapitre 2
Séries numériques a termes positifs

2.1 Généralités sur les séries numériques

2.1.1 Définitions

Définition 2.1. Soit (u,), une suite numérique. On appelle série de terme général u,, noté

Z u, ou Z u,, la suite des sommes partielles (S ,,),cn définie par
neN

n

S,1=Zuk=u0+u1+...+un.
k=0

Remarque 2.1. Si la suite n’est définie que pour n > ny out ny € N, on définit de facon

n
similaire la série Z u, comme la suite { E ukJ .
nzng

k=ng

2.1.2 Nature d’une série

Définition 2.2. On dit qu’une série Z u, converge si la suite des sommes partielles (S ,,),

converge vers une limite finie S, alors S est appelé la somme de la série et on écrira

ZunzS.

n>0

: 1 : .
Exemple 2.1. La série de terme général u, = o converge car sa somme partielle s’écrit

comme Suit

1l est clair que
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Exemple 2.2. La série de terme général u, = ———— converge.

nn+1)

On peut réécrire u, sous la forme :

Alors la somme partielle de cette série s’écrit par

S,=ur+ur+...+u,_1 +u,

1 1 1 1 1 1
=l-=+=-+..+ - —+ - -

2 2 n—-1 n n n+1
3 1
B n+1

Onalim$S, =1, d’oil Z w, = 1.

n=1

2.1.3 Opérations sur les séries

Proposition 2.1. Soient Z u, et Z v, deux séries convergentes et A € R. Alors les séries

de terme général u, + v, et Au, convergent et on a

Corollaire 2.1. Si Z u, converge et Z v, diverge alors Z (u, +v,) diverge.

Remarque 2.2. Si Z u, et Z v, divergent on ne peut rien dire sur Z (u, +v,)
On termine cette section par un résultat important
Théoreme 2.1. Si Z u, converge alors la suite (u,), tend vers 0.

Remarque 2.3. On utilise ce théoréme parfois comme un critére pour montrer qu’une

série diverge, il suffit de montrer que le terme général de la série ne tend pas vers Q.

Exemple 2.3.

1. On considere la série de terme général u, = (—1)". Comme la suite (u,), ne tend pas

vers 0 donc la série Z (—1)" diverge.

© M. BEKIRI



15 2.1. Généralités sur les séries numériques

. L 1
2. 1l en est de méme pour la série de terme général v, = n», on a

. . 1 . 1 . Inn
limv, = limn" = lime™™" =lime» =e’ =1 #0,
n n n n

+00
; L o
par conséquent, la série E nr diverge.

n=1

Remarque 2.4. Dans le théoreme précédent, le fait que la suite (u,), tend vers O est une

condition nécessaire pour que la série converge mais elle n’est pas suffisante.

Exemple 2.4. On considere la série de terme général :

1
VneN*:unzln(1+—).
n

On remarque que : limu, = 0.
n

D’aure part, on peut vérifier facilement que la suite des sommes partielles (S ), diverge.
En effet,

%!
=
Il

\ 1\ <, (k+1
Inf1+-]=>» In|—
2l =25

T(k+1))  2x3x.x(@m+1)
ln(l—[( k ))—ln IX2X..Xn

k=1

In(n+1) - +oo.
Par conséquent, la série Z u, diverge.

Voici une condition nécessaire et suffisante pour la convergence d’une série quelconque.

Théoreme 2.2 (Critere de Cauchy). Pour qu’une série de terme général u, converge il faut,

et il suffit que la suite des sommes partielles (S ) soit une suite de Cauchy, c’est-a-dire
Ve>0,ANeN,Vn,meN: m>2Net m>2N=|5,-S,/<¢&). 2.1)

Remarque 2.5. Lorsque la la condition (2.1) du théoreme précédent n’est pas satisfaite,

alors la série Z u, est divergente. C’est-a dire

de>0,YNeN,dn,meN: m>N, m>N et |S,—S.l=>¢). 2.2)

© M. BEKIRI
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. . | :
Exemple 2.5. On veut vérifier que la série Z — diverge, parce que sa suite des sommes
n

n>0

partielles S, définie par

1 1 1
Sp=l+=+z+--+-
2 3 n

n’est pas de Cauchy.
En effet,
de>0,YVNeN, dn>N,dn>N:|S,—-S,| = ¢

1l suffit de prendre n = 2N et m = N on a

ISh =Sul = 1Sav—Swl
= 1+1+ +1+ ! + +1 1+1+ +1
B 2 N N+1 2N 2 N
= ! + ! + +1
~ N+1 N+2 7 2N
> 1+1+ +1
~ 2N 2N T 2N
N fois
_Nl_l
2N 2

.. . : : 1
Par conséquent, la condition (2.1) n’est pas satisfaite, ce qui montre que la série Z -
n

n>0

diverge.

2.2 Convergence des séries a termes positifs

Dans cette section on s’intéresse a la question de la nature d’une série a terme positifs,
dans toute la suite, on désignera (u,), comme une suite de nombres positifs, c’est-a-dire

u, > 0, pour tout n. La propriété suivante est évidente.

Proposition 2.2. Soit Z u, une série a termes positifs. Alors la suite (S ), des sommes

partielles est croissante.

Preuve: Il suffit de voir que pour tout n € N

n+1 n
Sn+1_Sn—Zuk_§ uk—un+120
k=0 k=0
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17 2.2. Convergence des séries a termes positifs

On en déduit immédiatement le résultat suivant

Théoreme 2.3. Soit Z u, une série a termes positifs. La série converge si et seulement si

la suite des sommes partielles est majorée, c’est-a-dire

n

IMeR, VneN : S,,:ZuksM.
k=0

2.2.1 Critere de comparaison

Le théoréme précédent permet d’obtenir le premier résultat dit le théoreme de compa-

raison.

Théoréme 2.4 (Théoreme de comparaison). Soient Z u, et Z V,, deux séries a termes

positifs. On suppose de plus que u, < v,, pour tout n € N.

1. Sila série E v, converge, alors la série E u, converge. On a donc

Osiunsivn.

n=0 n=0

2. Sila série E u, diverge, alors la série E v, diverge

. . 1 .
Exemple 2.6. On vaudrait déterminer la nature de Z v, o v, = —. On utilise le théoreme
n

_ 1
précédent en comparant v,, a la suite u, = In (1 + —|. On a vu dans I’exemple (2.4) que la
n
série Z u, divergeait. On peut vérifier facilement que

Vn>1:0<u,<v,

En effet, soit f (x) = x — In (1 + x) définie et croissante sur R,, car

> 0.

Yx>0:f (x)= T3

Alors
Yx>0: f(x)=f(0)=0.

Ainsi
Vx>0: In(1+x) <ux.

© M. BEKIRI
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1 -y
En prenant x = —, on en déduit bien que
n

1

1
Yn>1:0<In(l+-)<-.
n " n

1
D’apres le théoreme précédent on en déduira que la série Z — diverge.
n

2.2.2 Critere d’équivalence

Corollaire 2.2. Soient Z u, et Z v, deux séries a termes positifs. Supposons que v, # 0

et que

lim 22 = 1 2 0.

noVy
Alors les deux séries sont de méme nature. C’est-a-dire

1. Si Z v, converge, il en est de méme pour la série Z U,

2. Si Z v, diverge, il en est de méme pour la série Z Uuy,.

. . . 1
Exemple 2.7. On veut déterminer la nature de la série Z Uy O Uy = —. Pour cela on
n

1
ose v, = ———,ona
p " nn+1)
u & n*+n
. . 2 .
lim = = lim —2%— = lim =1#0.
" v, 1 n2
n(n+1)
Comme la série Z m est convergente (voir I’exemple 2.2) et d’apres le corollaire
n(n

1
précédent, on déduit que la série Z — est convergente.
n

. I .1 .
Exemple 2.8. On veut déterminer la nature de la série Z U, ou u, = —sin —. Il est clair
n o n

que

1 1
lim—sin— = 0.
non n

1
Si on considere la série convergente Z v, = Z —,ona
n
n n

1

. u L L
lim = = lim —=1#0.
n vn n Z
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19 2.2. Convergence des séries a termes positifs

Par conséquent, les deux série Z u, et Z v, ont la méme nature.

n>0 n>0

2.2.3 Critere de d’Alembert et de Cauchy

On donne maintenant deux criteres plus pratique pour étudier la nature des séries a
termes positifs. Ces deux criteres sont en fait des conséquences de la comparaison d’une

série avec une série géométrique.

Théoreéme 2.5 (Regle de d’ Alembert). Soit Z u, une série a termes positifs telle que la

suite (u,) est non nulle a partir d’un certain rang. On suppose de plus que

. Up+1
lim

=l onleR, U{+oo}.
n l,tn

1. Sil <1, alors la série Z u,, converge,

2. Sil>1, alors la série Z u,, diverge,

3. Sil =1, on ne peut pas conclure.

Théoreme 2.6 (Regle de Cauchy). Soit Z u, une série a termes positifs. On suppose que
1
limu: =1 oul e R, U {+o00}.

1. Sil <1, alors la série Z u,, converge,

2. Sil>1, alors la série Z u,, diverge,
3. Sil =1, on ne peut pas conclure.

Exemple 2.9. On veut déterminer la nature des deux séries suivantes

1 2n
Zunet ZV” ol u, = — etv, = (——)*"
n! n+1

Ona
|
S S L S
no Uy, n+1D! n+1
1 2n
limy; = (——) =4>1
mvi = ()

Par conséquent, la série Z u, converge, tandis que la série Z v, diverge.
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Remarque 2.6. Dans le cas | = 1, dire qu’on ne peut pas conclure signifie qu’il y a des
cas out la série converge et d’autres ou la série diverge. Par exemple si on prend les deux

séries
1 1
E U,, E Vp oavec U, =—, V= —
n n

1l est clair que

. u+1 n
lim = = =1
noou, n+1
2
. V+] n
lim == = =1

nov,  (n+1)?

: 1. : : 1 :
Or on a vu que la série Z — divergeait et que la série Z — convergeait.
n n

n>0 n>0

2.2.4 Critere de comparaison séries-intégrales

Pour étudier la nature d’une série a termes positifs, on peut la comparer par une

intégrale. On a donc le résultat suivant.

Théoreme 2.7. Soit f une fonction de [1,+co[ dans R,, continue et décroissante. On

suppose de plus que
lim f(x)=0.
X—+00

+00
Alors Uintégrale f f()dt, et la série Z f(n), ont la méme nature.
1

n>1

. : . 1 . : .
Corollaire 2.3. La série de Riemann Z — converge si et seulement si @ > 1, tandis que
n

elle diverge si et seulement si a < 1.

1 . . L.
Preuve: On pose f(x) = el cette fonction est continue et décroissante sur [1, +oo[ dans

. . . 1. o
R.. Pour connaitre la nature de la série de Riemann Z —, il suffit de calculer I'intégrale

n
f f(r)dt
1
+00 ) X 1
f f(Hde = llmf—dt.
1 x—oto0 Ji ¥
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21 2.2. Convergence des séries a termes positifs

1 1

x 1) si azl,
f 1 dr=! 1- a(x"‘l ) st
1

Inx si a=1.

En passant a la limite dans la derniere intégrale, lorsque x — +oco, on aura

+ 00 X 1
f(Hdt = hmft_adl
1

1 X—+00
1 1
— 1—1) si a#l
= lim 1—-—a x2
X—+0c0
In x si a=1
1
— 81 a>1,
_ ) a-1

Il est clair que

+00 1
e Sia > 1, 'intégrale f f(¢) dt converge, d’ou la série de Riemann Z — lest.
1 n“

+00 1
e Sia <1, 'intégrale f f(¢) dt diverge, d’ou la série de Riemann Z — Dest.
1 n(l
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2.3 Exercices

Exercice 2.1. Soit (S ), la suite définie pour tout n € N* par

2 2 2 - 2
1-2-3 2-3-4 3-4-5 n-(n+1)-(n+2)

1. Calculer Sy, S,, S5.
2. Vérifier que
2 1 2 1
Vn e N* . = — — + .
" nn+ Dm+2) n n+l n+2
3. Calculer S, en fonction de n et déduire sa limite.
4. Déduire la nature de la série Z ;
' nn+ Dn+2)

n>0

Exercice 2.2. On considere les deux suites définie par :

1 1Y
YneN": u,=n-sin(-) ; vn:(1+—)
n n

1. Calculer les limites

Iim u, ; lim v,.

n—+oo n—+oo

2. Que peut-on dire pour la nature des séries Z u, et Z v ?

n>0 n>0

Exercice 2.3. On considere les séries définies par :

S,,:u2+u3+---+un

et
S:1:V1+V2+"'+Vn.

1. Calculer les limites suivantes :

limS, ; limS).
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2. Montrer que les deux séries Z u, et Z v, sont convergentes et donner leurs

n>2 n>1

sommes.

3. Déduire la somme des séries

Din+v) 5 D =),

n>2 n>2
Exercice 2.4. On considere la suite définie par

2n!

VneN: u, = .
" U= o)

1. Calculer uy, uy, uy et us.

2. Montrer que
Uy

YVneN: u, = .
" Ul = 42

3. Déterminer la nature de la série E U,.

n>0

Exercice 2.5. Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :

1
cn

e
1 u, = , 2. u, = )
nd + 1 n+1
2" n!
3 Un = 7—>, 4. u, = —,
3mn n"
e—}’l
5. u, = — 6. u, =ne",
4 +sinn
1
en 2
7. u, = , 8. u,=—.
" n+1 " o5n

Exercice 2.6. Déterminer si les séries suivantes sont convergentes ou divergentes. Si c’est

possible, calculer leurs sommes.

+00 2 n—1 +00 1 +00 7'("
1. ;5(5) 2. Z:;ﬁ 3, 2, 5

+00 en +00 n +o00 3 n
4. ;3n_1’ 5. ;ms’ 6. ;(Z)

Exercice 2.7. On considere la suite (u,), définie pour tout n € N* par

_IX3X5%X---X(2n-1)
I T N Ax6x--x(2n)
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1. Calculer lim 2L

n I,{n

2. Montrer que la suite (n - u,), est croissante.

3. Déduire que la série de terme général u,, est divergente.

+00
Exercice 2.8. Utiliser la série exponentielle Z — = ¢, pour calculer la somme des séries
“ n!
suivantes :
+ + + + +
= n = n? St +2n-1 = 2 S+ 1
L) 22 Rl Al ST
i n! “ n! oy n! “ n! ~  n!
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Chapitre 3
Fonctions numériques d’une variable réelle

3.1 Généralités sur les fonctions numériques

3.1.1 Définitions et terminologie

Définition 3.1 (Application). On appelle application d’un ensemble E vers un ensemble
F, toute correspondance f qui associe a tout élément x € E un et un seul élémenty € F,
on écrira
f: E — F
x > y = f(x).
Définition 3.2 (Fonction numérique). On appelle fonction numérique sur un ensemble

E C R, toute relation f, qui associe a tout x € E, au plus un élémenty € F C R; on écrira
f: ECR — FcCR
x o oy=f(x)

L’ensemble E est dit I’ensemble de départ et F est dit [’ensemble d’arrivée.
Pourun x € E, lavaleury = f(x) € F est’image de x par f. Inversement x est |’antécédent
dey.
Exemple 3.1. :
e L’application d’un ensemble E C R vers lui méme qui a chaque élément x associe x,

est appelée application identité notée idg

ldE EcR — E

X —  idg(x) = x.
e Soit
f: R — R
1
x o f(x) =~
X

1
=1, f(=n)y=—,...
n

1l est a noter que f est une fonction sur R mais elle n’est pas une application sur R,

parce que le O ne possede pas d’image par f.

25
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26

e La fonction valeur absolue,

[-]: R — R,

¥ o = x si x>0,
Tl —x osi o x<0.

e La fonction partie entiére de x notée E(x) = [x], qui associe a chaque nombre réel

x, lentier [x] € Z, défini par
[x] <x<[x]+1

Par exemple : [1.5] =1, [r] =3, [-e] =-3,...

Définition 3.3 (Domaine de définition). Le domaine de définition d’une fonction numérique

fi ECR— F CR, c’est’ensemble des points x € E ou f(x) est bien défini. On le note

parfois Dy, et on écrira
Z)f:{ xeR: [/ f(x)existe }

Exemple 3.2. Trouver le domaine de définition des fonctions suivantes :

f) = L, g(x) = L, h(x) = VX2 +x =2, k(x) = In(1 — x?).

x2 -1 sin x
» Pour la fonction f, on a
Dr={xeR | @-1#0
={xeR |/ x#-loux#1}

=R-{-1,1}

» Pour la fonction g, on a
D,={xeR /| sinx#0}
={xeR | x#knoukelZ}

=R —-{krouk €7}

» Pour la fonction h, on a
Z)h:{XER / x2+x—220}
={xeR / (x-Dx+2)=>0}

= ]—00, =2] U [1, +oof
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27 3.1. Généralités sur les fonctions numériques

» Pour la fonction h on a
Dy={xeR / 1-x20
={xeR / (1-x01+x) >0}
=]1-1,1[.
Définition 3.4 (Courbe d’une fonction). On appelle courbe (graphe) d’une fonction f

définie sur Dy C R, I’ensemble des points M de coordonnées (x, f(x)) oit x € Dy ( voir la
Fig 3.1). On la note

Cr={(x. f(x) | x e Dy}

y= @] r_\M (z.y /

Ficure 3.1 — Courbe d’une fonction

3.1.2 Image directe et image réciproque

Définition 3.5. Soit f: E C R — F C R une fonction. Soient A C E et BC F.
e On définit ’image directe de A par f, I’ensemble noté f(A) tel que

fA)={y=f(x)eF/xcAjCF.
e On définit 'image réciproque de B par f, ’ensemble noté f~'(B) tel que
f'B)={xeE/f(x)e F}CE.
Exemple 3.3. On considere la fonction

— R,
— f(x) = x?

f: R
X
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e Déterminer f([-1, 1]) et £7([0, 2]).
Comme : —1 < x < 1, alors
0<y= <1
d’ou
fO-L 1) ={y=xeR,/ -1<x<1}=0,1].

Comme : 0 <y= x> <2, alors,

-V2<x< V2,

d’on

F710,2D = {reR/0< 2 <2} = [-V2, V2].

3.1.3 Fonctions injectives, surjectives et bijectives

Définition 3.6. Soit f : E C R — F C R une fonction.

1. On dit que f est injective si et seulement si tout élément y de I’ensemble d’arrivée F

admet au plus un antécédent dans I’ensemble de départ E. Autrement dit,
Vxi, o € Et flx) = f(x) = X = x.

2. On dit que f est surjective si et seulement si tout élément y de I’ensemble d’arrivée

F admet au moins un antécédent dans I’ensemble de départ E. Autrement dit,
VyeF, Axe E: y = f(x).

3. On dit que f est bijective si et seulement si elle est a la fois injective et surjective.
C’est-a-dire si tout élément y de I’ensemble d’arrivée F admet un seul antécédent

dans I’ensemble de départ E. Autrement dit,
VyeF, Alxe E: y = f(x).

Remarque 3.1. Soit

f: ECR — FcCR
x> y=f)

une fonction bijective. Il est alors possible de passer de y a x par ce qu’on appelle la

fonction réciproque (inverse), que 1’on note

f't F — E
y — x=f7'()

qui vérifie les propriétés suivantes :
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)
(VxeE:y=f) e (WweF: x=f'0).
(ii)
fofl=idr et f'of=idg.
Exemple 3.4. On considere les deux fonctions

f: R — R, g: R
X

R,
x — y=f(x)=2x-3. y

—
— oy =g =2
1. f, g sont-elles injectives, surjectives, bijectives.

2. Dans le cas ou f ou g est bijective, donner son inverse.

Solution:

1. Soient x{, x; € R,

fx)=f(x) = 2x-3=2x,-3
= X1 = Xp,
d’ou f est injective.
Soity € R,
y=f(x)=2x-3 = y=2x-3
y+3

= X = —
YT

Ainsi
+3
¥y €R, Elx:yTeR: y = f(x),

d’ou f est surjective.

Par conséquent, f est une fonction bijective, sa fonction inverse notée f~', définie

par
f'f+: R — R
P g
De plusona:
3 3
VreR: fof0=f(fW) = f(5D) = 2057 =3 = x = ida ().

2. La fonction g n’est pas bijective, pour essentiellement deux raison différentes. La
premiere est que g n’est pas injective parce que nous avons : g(—1) = g(1) = 1.
La deuxieme est que g n’est pas surjective parce qu’il n’y a aucun antécédent x € R

possede 'image y = —1.
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3.1.4 Fonctions paires, impaires et périodiques

Définition 3.7 (Parité d’une fonction). Une fonction numérique f : E C R — R définie
sur un domaine Dy symétrique par rapport a 0, est dite
1. paire si

Vxe Dy : f(=x) = f(x)

2. impaire Si

Vxe Dyt f(-x) = —f(x)

Exemple 3.5. :

1. La fonction

1 - V1 -
f(x):\/+xx\/ X

est paire sur son domaine de définition D, = [-1, 0[ U ]0, 1]
2. Tandis que, la fonction

f@) =In(x+ Va2 +1)
est impaire sur son domaine de définition Dy = R.

Remarque 3.2.
e La courbe d’une fonction paire est symétrique par rapport a l’axe des ordonnées.

e La courbe d’une fonction impaire est symétrique par rapport a l’origine.

Définition 3.8 (Périodicité d’une fonction). Soit f une fonction définie sur Dy C R.

x On dit que f est périodique s’il existe un réel T > 0, tel que
VxeDs: f(x+T) = f(x) (3.1)

* On appelle période (fondamentale) de f, le plus petit réel T strictement positif, s’il

existe, satisfaisant la relation (3.1).

Exemple 3.6.
x Les fonctions cos x et sin x sont périodiques de période T = 2.
. ’ . . Va . 7T \
* La fonction tan x est périodique de période m, en effet, pour tout x # 3 +kmoukeZ,

ona:

sin(x +7)  —sinx

tan(x + ) = = tan x.

cos(x +m) —cosx
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3.1.5 Fonctions majorées, minorées et bornées

Définition 3.9. Soit f une fonction définie sur Dy C R

1. f estdite majorée sur un ensemble E C Dy si est seulement si
AMeR,VxeE: f(x) <M.

Un tel M, est appelé majorant de f.

2. On appelle borne supérieure de f sur E, le plus petit des majorants, on le note

sup f(x).

xeE
3. f est dite minorée sur un ensemble E C Dy si est seulement si

dneR, Vxe E: f(x) >m.

Un tel m, est appelé minorant de f

4. On appelle borne inférieure de f sur E, le plus grand des minorants, on le note
i

5. f est dite bornée sur un ensemble E C Dy si est seulement si elle est a la fois

majorée et minorée, i.e.
An, M e R,Vxe E: m< f(x) <M
ou de maniere équivalente

AA >0, Vxe E: |f(x)| < A.

Exemple 3.7. La fonction cos x est bornée sur R, car

VxeR, |cosx| <1.

3.1.6 Fonctions monotones

Définition 3.10. Soit f une fonction définie sur Dy C R. On dit que f est

1. croissante sur un ensemble E C Dy si
Vx,yeE: x<y = f(x) < f(@).
2. strictement croissante sur un ensemble E C Dy si
Vx,yeE: x<y = f(x) < f().

© M. BEKIRI



Chapitre 3. Fonctions numériques d’une variable réelle 32

3. décroissante sur un ensemble E C Dy si
Vx,yeE: x<y = f(x) > f().
4. strictement décroissante sur un ensemble E C Dy si
Vx,yeE: x<y = f(x)> f(y).

5. monotone sur un ensemble E C Dy si elle est croissante ou décroissante sur E.

6. strictement monotone sur un ensemble E C Dy si elle est strictement croissante ou

strictement décroissante sur E.

Exemple 3.8. La fonction définie par : f(x) = x> est croissante sur R.. En effet,
Vx,yeR,: x<y = x* <y’ = f(x) < fO).
Tandis que f est décroissante sur R_. En effet,

Vx, yER_: x<y = —x>—-y = x> >2y* = f(x) > fO).

3.2 Limite d’une fonction

La définition des limites pour les fonctions est assez proche de ce que 1’on a vu pour
les suites. La différence vient essentiellement du fait que pour les suites on ne pouvait
considérer que la limite quand n tend vers +co. Pour une fonction f on peut considérer la

limite de f en tout point de son domaine, ou du bord de son domaine.

3.2.1 Limite d’une fonction en un point

Définition 3.11. Une partie V C R, est un voisinage de x, € R, s’il contient un intervalle

ouvert de R contenant x,, autrement dit
A6>0:xp€]xg—0, xo+ [ C V.
Exemple 3.9. [—1, 1] est un voisinage de tous ces points sauf les deux points —1 et 1.

Définition 3.12 (Limite d’une fonction en un point). Soit f une fonction définie sur un
voisinage I C R, d’un point x, sauf peut étre en xy. On dit que f a pour limite | € R lorsque

x tend vers xy Si
Ve>0, d0(e) >0, Vxel: |x—xg| <d(e) = |f(x) - <&,
On écrit :

lim f(x) = 1.

X—X(
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Exemple 3.10. On peut vérifier facilement que

. sinx
Iim—— =1
x-0 X

Vg
En effet, pour tout x telque 0 < x < > ona:

sinx < x <tanx

=
sinxcosx < xcosx < sinx < x,
=
sin x
cosx < — <1,
X
=
) . sinx
limcosx < lim—— < 1.
x—0 x-0 X
Par conséquent,
. sinx
lim—— = 1.
-0 X

Exemple 3.11. On va utiliser la définition 3.12, pour montrer que
lim f(x) = =2,
x—2

ou
fx)=x*-2x-2
1l faut montrer que

Ve>0, d0(e) >0: [x—-2| <dle) = |f(x)+2| <e,

Soite >0,0na:

f(x) + 2] = 1x* = 2] = |xllx - 2],

Comme x — 2, on peut prendre par exemple : 0 < x < 4, par suite

lf(x)+2| <4x-2| <eg,

£
-2l <-.
=2l <7

Par conséquent, le bon choix sera alors de prendre 6(¢) = Z
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Remarque 3.3. Dans la définition 3.12, n’oubliez pas que I’ordre des quantificateurs Y et

d est important, on ne peut pas échanger le Ve > 0 avec 15(g) > 0.

Théoréme 3.1 (Unicité de la limite). Si f admet une limite au point x, cette limite est

unique.

3.2.2 Limite a droite, limite a gauche
Définition 3.13. Soit f : 1 — R, une fonction numérique,

1. On dit que f(x) tend vers | quand x tend vers xy par valeurs supérieures (x 5 Xo) Si
Ve>0, d0(e) >0, Vxel: O<x—xp<0(e)=|f(x) - <e

On notera
lim f(x) =1

X—X(

Cette limite est appelée : limite a droite de x.

2. On dit que f(x) tend vers | quand x tend vers x, par valeurs inférieures (x 5 Xo) Si
Ve>0, d0(e) >0, Vxel: —-6(e)<x—x<0=|f(x) -1l <e¢

On notera
lim f(x) =1

X—X(

Cette limite est appelée : limite a gauche de x.

Proposition 3.1. Soit f : I — R, une fonction. Les deux propriétés suivantes sont

équivalentes
(i) lim f(x) =1,
X—X0

(i) Tim f(x) = lim f(x) = L

X—X0 X—X0

Il est clair que si la limite a droite est différente que la limite a gauche, alors que la

limite n’existe pas.

Exemple 3.12. Soit

1 si x>0
f(x)—;—{ 1 si x<0

lim £(x) = 1

x—0
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et
lim £(x) = —1
xi>()

comme

lim f(x) # lim f(x),

x>0 x—0
Par conséquent, f n’admet aucune limite au point 0.

Théoreme 3.2. Soit f : [a, b] — R, une fonction. Les deux propriétés suivantes sont

équivalentes
(1) lim f(x) =1,
X— X0

(2) Quelle que soit la suite (u,), u, € [a, b] avec limu, = xo, on a : lim f (u,) = L.

1
Exemple 3.13. La fonction f(x) = sin — définie sur R* n’admet pas de limite au point
X

x=0.
En effet, on considere les deux suites :

YVneN":u =—, v,= —.
nr 2n7r+5

1l est clair que

limu, = limv, =0
n n

lim f (u,) = limsin(nr) = 0 # lim f (v,) = lim sin(2nr + 7_2r) =1.

Par conséquent, f n’admet pas de limite au point 0.

3.2.3 Limite infinie

Définition 3.14. Soit f : I — R, une fonction.

1. On dit que f a pour limite +oo en x si
YVA>0,30>0,Vxel: [x—xo|<d= f(x)>A

On note lim f(x) = +oo.

X— X0

2. Ondit que f a pour limite —co en X si
VA>0,30>0,Vxel: |x—x<d= f(x) <-A

On note lim f(x) = —co.

X—X(
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3. Ondit que f a pour limite +co en +co si
YVA>0,dB>0,Vxel: x>B= f(x)>A
On note xl—i>IPOO f(x) = +oo0.
4. On dit que f a pour limite —co en +0co si
VA>0,dB>0,Vxel: x>B= f(x)<-A

On note lim f(x) = —oo.

X—+00

5. On dit que f a pour limite +00 en —oo si
VA>0,dB>0,Vxel: x<-B= f(x)>A
On note xl_i)r_noo f(x) = +oo.
6. On dit que f a pour limite —co en —oo si
VA>0,3dB>0,Vxel: x<-B= f(x) <-A

On note lim f(x) = —oo.

X——00

3.2.4 Opérations sur les limites

Théoreme 3.3. Soient f, g deux fonctions définies sur une méme partie de R et I, I € R.
Si

lim f(x) = et lim g(x) = 7,
X—X0

X— X0

alors
e lim(f(x)+gx) =1+, o 1lim (A1f(x)) = Al, (1€ R),
lim ACIN

—/,sil’iO.

e lim f(x)g(x) =1, e i =
X=X X=X g(_x) l

Remarque 3.4. On peut étendre les résultats précédents aux cas ou l, 1" € {+co, —oo}.

1l y a des situations ot I’on ne peut rien dire sur les limites. Par exemple si lim f(x) = +o0
X— X0

et lim g(x) = —oo, alors on ne peut a priori rien dire sur la limite de f + g, on raccourcit

X=X
cela en +o0o0 — co qui est une forme indéterminée.
On se donne une liste de formes indéterminées :

+00 — 00

Coxeo, 20V s g0 &
1) 0
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Exemple 3.14. Calculer les limites suivantes si elles existent.

1 242
I limsinxsin—, 2. lim (Vx+1- vX), 3. lim ¥+ 2

x—0 X X—+00 X——00 X

1. On remarque pour tout x € R*, on a

1
—1l<sin—-<1,
X
par conséquent,
limsin xsin — = 0.
x—0 X
2.
(\/x+ - \/)_c)(\/x+ 1+ \/})
lim (Vx+1-+x) = lim
X—+00 X—+oo ( \/m + \/})
T 1
= lim ———
v x4 14+ x
= 0.
3. Quand x — —oo, on a : |x| = —x, alors

X%+ 2|x] Xt =2x
= lim

lim = lim (x — 2) = —oo.

X——00 X X——00 X X——00

3.3 Fonctions continues

3.3.1 Fonctions continues en un point

Définition 3.15. Soit une fonction f : I — R, I étant un intervalle quelconque de R.

On dit que f est continue en x, € I si
lim f(x) = f(x0).
Autrement dit,
Ve >0, dd(e), Vxel: |x— x| <d(e) = |f(x)— f(xo) < &.

Exemple 3.15. La fonction définie par

1
x>cos— si x#0,

fx) = X
0 si x=0.
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est continue en x = 0.
Comme la fonction cos est bornée, ce qui donne

1
lim f(x) = lim x*> cos — = 0 = £(0)
x—0 x—0 X

On a défini la notion de limite a droite et limite a gauche en un point xy. De facon

analogue on prolonge cette notion a la continuité.

Définition 3.16. Soit une fonction f : I — R, I étant un intervalle quelconque de R.

On dit que f est continue a droite en x, € I, respectivement continue a gauche en xy € I si

lim f(x) = f(x0).

X— X0

respectivement Si

lim £(x) = f(x0).

X—X0

Exemple 3.16. La fonction définie par

1 si x>0,
H(x) =
0 si x<0.

est continue a gauche de x = 0, mais elle ne ’est pas a droite de x = 0, car

lilnH(x) =0=H() # 1i>mH(x) =1.

x—0 x—0

3.3.2 Fonctions continues sur un intervalle

Définition 3.17. Une fonction définie sur un intervalle I est dite continue sur I, si elle est

continue en tout point de I. On note C(I), I’ensemble des fonctions continues sur I.
Exemple 3.17. Soit la fonction partie entiére de x notée
E(x) = [x]

1. Etudier la continuité de cette fonction sur l’intervalle [-1, 2.

2. Que peut-on dire sur la continuité sur tout R ?
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Solution:
1. La fonction partie enticre

[[]: R — R
x — [x]

est définie sur tout R, qui s’écrit sur ’intervalle [—1, 2[ sous la forme (voir la Fig 3.2).

-1 si -1<x<0,
[x]=¢ 0 si O0<x<l1,

1 si 1<x<2.

On remarque que cette fonction est continue a droite en x = —1, tandis que elle est

discontinue en x = O eten x = 1, en effet, on a

lign[x] =0=[0] # lifn[x] =-1.

x—0 x—1

et
1i>rn[x] =1=[1]=# lizn[x] =0.

x—1 x—1
Par conséquent, cette fonction est continue sur [—1, O[U]0, 1[U]1, 2[.

2. On remarque que pour tout point xy € Z,on a :

lim|[x] = xp # Iim[x] = xo — 1,
xixo xixo

ce qui montre la discontinuité de cette fonction en tout point x, € Z.

En conclusion, la fonction partie entiere est continue sur R — Z.

y
1 —<
¢ 0 i 2 @
: -1
y/

Ficure 3.2 — Courbe de la fonction x — E(x) = [x] sur I'intervalle [—1, 2][.
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3.3.3 Opérations sur les fonctions continues

Les propositions suivantes sont des conséquences immédiates des propositions ana-

logues sur les limites.

Proposition 3.2. Soient f, g : I C R — R, deux fonctions continues en un point xy € 1.

Alors
e f + g est continue en x,

e |f| est continue en x,
o 1- f est continue en x,

e [ X g est continue en X,

o Sig(xg) # 0, alors ]—C est continue en xy.
8

Proposition 3.3. Soient f : ICR — Retg: J CR — R, deux fonctions telles que
f) c J. Si f est continue en un point xo € I et g est continue en yy = f(xy). Alors la

fonction composée f o g est continue en X.

3.3.4 Suites et continuité

Proposition 3.4. Soit f : I — R, une fonction et xy € I. Les propriétés suivantes sont

équivalentes,
1. f est continue en xy

2. Pour toute suite (u,), d’éléments de I qui converge vers x, la suite (f(u,)), converge

vers f(xp).

3.3.5 Prolongement par continuité

Définition 3.18. Soit f : I — {xo} — R, une fonction définie sur un intervalle I sauf peut
étre en Xxy.

. On dit que f est prolongeable par continuité en x, si f admet une limite finie [ en x

ie. (lim f(x)=1)

. On définit alors la fonction f : I — R par

f(x) st xel—{x},

[ si X = Xp.

jo-|

Alors f est définie et continue en x, et on ’appelle le prolongement par continuité

de f en x.

© M. BEKIRI



41 3.3. Fonctions continues

Exemple 3.18. Considérons la fonction f définie sur R* par

1
f(x) = xsin(-).
X
. f est-elle prolongeable par continuité en O ?
Solution: Comme
VxeR": 0<|f(x)| < |«
on en déduit que
lir% f(x)=0.
Par conséquent, f est prolongeable par continuité en 0 et son prolongement est la fonction
f définie sur tout R par
1
xsin(—=) si x#0,
X

fx) =
0 si x=0.

3.3.6 Propriétés des fonctions continues

Nous introduisons dans cette sous-section les résultats fondamentaux sur les fonctions
continues.

Définition 3.19. Soient a, b € R avec a < b. Alors lintervalle fermé et borné |a, b] est

aussi appelé intervalle compact.

Proposition 3.5. L’image directe d’un intervalle compact [a, b] par une fonction continue
f est aussi un intervalle compact. Autrement dit, f atteint ses bornes sur [a, b]. C’est-a-
dire,

f(a, b)) = [a, B]

a = i[nfb]f(x) et B = sup f(x).

x€la, b]

Théoréme 3.4 (Théoréeme des valeurs intermédiaires). Soit f une fonction continue sur un
intervalle I C R. Soient a, b deux réels de I. Alors f atteint toutes les valeurs comprises

entre f(a) et f(b). En d’autre terme
Vy entre f(a) et f(b), Ac € [a, b] : f(c) =y.
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Une version plus simple du théoreme des valeurs intermédiaires qui permet de résoudre

certaines équations algébriques et numériques est donnée par la proposition suivante :
Proposition 3.6. Soit f une fonction continue sur 'intervalle [a, b]. Si
fla) x f(b) <0,

o Alors il existe au moins un point xy €la, b[ let que f(xy) = 0.

e De plus si f est strictement monotone sur [a, b), le point x, est unique.

Exemple 3.19. Montrer qu’il existe au moins un nombre x € [0 1] vérifie la relation
2" +3' =7
Solution: On considere la fonction f définie par
fx)=2"+3" -7,
Cette fonction est continue sur x € [0 1] et elle vérifie
fO)X f(1)=1x(-2)=-2<0.
D’apres la proposition 3.6, il existe au moins un point xo € ]0 1[ tel que f(xy) = O i.e.
2% 4 3% 7% = (),

Do
2% 4 3% = 7%,

3.4 Fonctions dérivables

3.4.1 Dérivabilité d’une fonction en un point

Définition 3.20. Soit f : I — R une fonction, I étant un intervalle quelconque de R.

1. On dit que f est dérivable au point x € I si la limite

i L0 = FO0) _ S0+ 1) = f(x0)

xX—X0 X — X h—0 h

existe. On note cette limite f'(xy), qui s’appelle la dérivée de f au point x, et on
écrira
T S0 = f(x)
im —————

XX X — X0

= f'(xo).

© M. BEKIRI



43

3.4. Fonctions dérivables

2. On dit que f est dérivable a droite au point x, € 1, si la limite

 f(x) = f(xo)
m-—-———,

i
X — Xo

>
X—X(

existe. On note alors cette limite f;(xy) et on ’appelle la dérivée a droite de f au

point Xx.

. On dit que f est dérivable a gauche au point x, € 1, si la limite

J(x) - f(xo)

X — Xo

lim

<
X=X

existe. On note alors cette limite f;(xo) et on 'appelle la dérivée a gauche de f au

point Xx.

. On dit que f est dérivable au point x, € I si et seulement si

. S0 = f(xo) _
m=———" =

i
X — Xo

>
X—X(

. f) = fxo) _
m=—" =

i
X — Xo

<
X—X0

f/(xo)-

. Interprétation géométrique : Si f est dérivable au point x, € I, la dérivée f'(xy) de

f en xq représente exactement la pente de la tangente T de la courbe représentative
de [ au point My (xy, f(xg)), (voir la Fig 3.3). L’équation de la tangente T en ce

point est alors donnée par

y = f(x0) (x = x0) + f(x0).

|
|
|
|
|
X X0

Ficure 3.3 — Tangente d’une courbe en un point

6. On dira que f est dérivable sur l’intervalle I si elle est dérivable en tout point de 1.
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7. Si f est dérivable sur I, la fonction dérivée f’ est la fonction qui associe a chaque

point x € 1, la dérivée de la fonction f au point x :

ff+ I — R
x — f'(x).
Exemple 3.20.
1. On considere la fonction f définie sur R par :
N S
F(x) = xsin— s1 x#0,

x .
si x=0.

On va étudier la dérivabilité de f au point x =0, on a
f)-fO . xsing
lim ———— = lim —— = limsin —,
x—0 X x—0 X x—0 X

1l est clair que cette derniere limite n’existe pas (voir I’exemple 3.13), ce qui entraine
que la fonction f n’est pas dérivable au point x = 0.
2. La fonction
g(x) =x*—x+2,

est dérivable en tout point xy € R, en effet,

o 8(x) = g(xo) X —x+2-(x2-x0+2)
lim ———— = lim
X=X X — X0 X=X X — X
_ oy I+ X — D)
X—X0 M
= 2X0 - 1.

Ainsi, g'(xy) = 2x9 — 1, on peut définir la fonction dérivée de g pour tout x € R, par
gx)=2x-1.

3. La fonction
h(x) = |x|,

est dérivable a droite et a gauche au point x = 0. En effet,

h(x)—h
im h(x) — h(0) = lim X = 1,(0)
w0 X=0 x50 X
et
hmw - 1imm = -1 =hy(0)
S0 X=0 x50 X

Comme h;)(0) # h;(0), ainsi h n’est pas dérivable en x = 0.
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4. La fonction

k(x) = Vx

n’est pas dérivable a droite de x = 0. En effet,

. k(x) = k(0) Vx 1
m—_

li =lim — = lim

_— = +OO
x50 X 250 X 130 VX

3.4.2 Opérations sur les fonctions dérivables

Proposition 3.7. Soient f, g : I — R, deux fonctions dérivables sur I, alors pour tout
xel:

e (f+8)' ()= [ (0)+gx),

o (A1f) (x) = Af'(x), pour tout réel A,

o (-8 ()= [f(x): g+ f(x)-gx),

° (g) (x) = Fe- g()zzsz)C(X) -g’(x), (bien siir sous la condition g(x) # 0).

3.4.3 Dérivée d’une fonction composée

Proposition 3.8. Soient I, J deux intervalles de R, f: I — Retg: J — R, deux
fonctions telles que f(I) C J. Si f est dérivable en tout x € I et g est dérivable en f(x).

Alors g o f est dérivable sur I eton a :
(go f) (0 =f(0-g[f].

Exemple 3.21. Calculer la dérivée de Nx* + 2x + 2.

On pose :
gx) = Vx, f(x)=x>+2x+2,
ainsi
(go )(x) =g +2x+2) = Va2 +2x +2
Comme

) = —— o) =
g(x)—z\/}, f(x)=2x+2.
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Par conséquent, la dérivée de Nx* + 2x + 2, est

(gof)(x f-g [f]

2x+2)g’ (x2 +2x+ 2)

2x+2
2Vx2+2x+2

x+1

V2 +2x+2

3.4.4 Dérivée de la fonction inverse (réciproque)

Proposition 3.9. Soient I, J deux intervalles de R, f : I — J. On suppose qu’il existe

la fonction inverse f~' : J — I, qui vérifie la propriété :

fof')=y.VyeJetflof(x)=x,¥xel

Si f est dérivable en a € I avec f'(a) # 0, alors la fonction inverse est dérivable en
b= f(a),etona:

1 1
@ f ()

(1) @ =

3.4.5 Dérivées successives d’une fonction

Soit f : I — R, une fonction dérivable. Si sa dérivée f' : I «— R est aussi dérivable.

On note [ = (f’)’, la dérivée seconde de f. Plus généralement on note

0 1 2 ' n+l1 n
f( ) f, f( ) f/, f( ) f e f( ) (f( ))’

Définition 3.21 (Fonction de classe C"). Soit I C R un intervalle. Pour tout entier n € N,

on définit I’espace C"(I), comme ’ensemble des fonctions f : I — R qui sont dérivables

n fois et sa dérivée n-ieme ™ est continue.

Exemple 3.22. Calculons la dérivée n-ieme de la fonction f(x) = **. Nous avons pour
tout x € R
f10)=2e, f(x0) = 4e™, fI(x) = 8e™.

On peut montrer par récurrence que pour toutn € N, on a :
f(n)(x) — 2n€2x.

© M. BEKIRI
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3.4.6 Propriétés des fonctions dérivables

Relation entre la continuité et la dérivabilité d’une fonction

Proposition 3.10. Soit f : I ¢ R — R, une fonction dérivable en x, € I, alors f est
continue en Xx.

De plus si f est dérivable sur l'intervalle I, alors f est continue sur I.

La réciproque de cette proposition est fausse, une fonction peut étre continue sans étre

dérivable. Par exemple la fonction

1
F(x) = 1 p st x#0,
0

si x=0.

est continue en x = 0, mais elle n’est pas dérivable en ce point.

Théoréme de Rolle

Théoreéme 3.5. Soit f : [a, b] — R, une fonction continue sur [a, b], dérivable sur
la, b[ telle que
fla) = f(b).

Alors il existe un point ¢ € la, b[ tel que f'(c) = 0.

Théoreme des accroissements finis

Théoreme 3.6. Soit f : [a, b] — R, une fonction continue sur [a, b), dérivable sur

la, b[. Alors il existe un point c € la, b| tel que

f®) = fla) = f'(c)b - a).

Inégalité des accroissements finis

Corollaire 3.1. Soit f : I — R, une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I. S’il

existe une constante M tel que pour tout x € I, |f'(x)| < M. Alors
Vx,yel :|f(x) = fOl < Mlx -yl
Exemple 3.23. Soit f(x) = sinx. Ona
YxeR: f'(x) =cosx.

Il est clair que
VxeR: [f'(x)|<1.
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L’inégalité des accroissements finis s’écrit alors
Vx,yeR: |sinx—siny| < |x -yl
En particulier si I’on fixe y = 0, on obtient alors

| sin x| < |x].

Regle de I’Hospital

Théoreme 3.7. Soient f, g : I — R, deux fonctions continues sur un intervalle 1
contenant x et dérivables sur I — {xy}. On suppose que

. &' (x) # 0, pour tout x € I — {xp},

- f(x0) = g(x0) = 0 ou )}gﬂ) fx) = )}Lnxlo 8(x) = oo,

Si lim AE)) =leRU{+oc0, —o0} alors lim — =/
X— X0 g’(x) X=X0 g(x)

Remarque 3.5.

x En pratique, la régle de I’Hospital est une technique qui permet d’évaluer les limites
.0 oo
ayant comme forme indéterminées 0 ou —.
[e.e]
* On peut aussi réitérer la régle de I’Hospital plusieurs fois successivement jusqu’a
, N o 0 00
[’obtention a une limite différente de 0 oude —.
(0]

x La réciproque de la regle de I’Hospital est fausse comme le montre [’exemple

suivant :
1
2 . .
F(x) = X sm; si x#0 et g =x.
0 si x=0
Ona
lim @ = lim xsinl =0
x—0 g(x) x—1 X
alors que
f'(x) ! 1
= 2xsin — — cos —
g’'x) X X

n’admet pas de limite quand x — 0.

Exemple 3.24. Calculer les limites

' ln(xz—x+1) . x—sinx
e M
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Pour la premiere limite, nous supposons que
fx) = In(x* — x + 1), g(x) = In(x)

Les deux fonctions sont dérivables sur 10, +oo[ et on a :

, 2x—1 , 1
=g =0, fW=o2— gW=-
Comme
f(x) > 232 — x

. ) Tt .
lim = lim % = lim
X

x—1 g’(x) x—1

x—l1x2—x+1

D’apres la regle de I’Hospital, on déduit que

In (x2 - x+ 1)
lim ——= = 2.
x—1 ln(_x)
Pour la deuxieme limite, On remarque que
. (x—=sinx) . l—-cosx — .. 0
lim # = lim ——— =: Forme indéterminée —
=0 (x3) x—0  3x? 0

On applique encore une fois la regle sur la derniere limite, on a

. (1 =cosx) . sinx o .. 0
lim ———— = lim —— =: Forme indéterminée —.
x—0 (3)62)' x—0 6x 0

On applique encore une fois la regle sur la derniere limite, on obtient que

(sinx)” . cosx 1

xElO (6x) _xir%) 6 6

Par conséquent, la limite demandée s’obtient apres la réitération de la regle de I’Hospital
trois fois.

. x—sinx 1
Iim —— = —.
x—0 _x3 6

Fonction croissante, décroissante et dérivée

Corollaire 3.2. Soit f : I — R, une fonction dérivable sur l’intervalle ouvert I C R.
Alors

1. f est strictement croissante sur I, si et seulement si¥x € I: f'(x) > 0.
2. f est strictement décroissante sur I, si et seulement siNx €l : f'(x) <O0.

3. f est constante sur I, si et seulement si¥Nx €I : f'(x) = 0.
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3.5 Exercices

Exercice 3.1. Déterminer le domaine de définitions des fonctions suivantes :

X
B P T
4. fa(x) = ———, 5. ﬁ(x)zL, 6. fo(x)=x"
SInx - COS x Inx—1

Exercice 3.2. Calculer les limites suivantes :

Vx+3-2 2 - a?
1. limx—, 2. limx a’ 3. 1im(Vx2+x—x),

x—1 x—1 x—a X —d X—400

2 ' -1
4. lim 42, 5. lim 22t e fim YX =1
-0 X -0 X -1 x—1

2’

Exercice 3.3. Par application de la regle de I’Hospital, calculer les limites suivantes :

lim ——, im , 3 , lim
x—0sinx — 1 x—=0 cosx — 1 x—0 X =1 Inx

Exercice 3.4. Montrer que les deux limites ci-dessous n’existent pas

1 1
lim sin (—) , lim cos (—)
x—0 X x—0 X

puis calculer les deux limites ci-dessous

. .1 ) 1
limsinx - sin| -], lim x* - cos|[—].
x—0 X x—0 X

Exercice 3.5. On se donne la fonction
f) = (= [xD)?,
ou [x] est la partie entiere de x définie par

x]=keZ si k<x<k+1.

1. Montrer que f est bornée sur R.
2. Montrer que f est périodique de période T = 1.

3. f est-elle continue sur R.

e’ —1 et —=1-x o 2In(1 + x) — 2xx? .ox -1
_ lim .
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Exercice 3.6. Soit f : R — R" une fonction telle que
VxeR: f)=fx-Df(x+1),
1. Montrer que les fonctions fi(x) = e0s(5) ¢ Hx) = (%) sont vérifiées la relation
précédente.

2. Montrer que f est périodique de période T = 6.

Exercice 3.7. Soit
f(x) = ln( 2 +1 +x),

1. Déterminer Dy.

2. Montrer que f est une fonction impaire.

3. Calculer la dérivée de f.

f(x)

4. Calculer la limite  lim —=.
-0 X

Exercice 3.8. : On considere les fonctions suivantes :

1
) xsin— si x#0
L ity =(x-EW), 2. hx) = . :
0 si x=0
2
M si x£0 xl si x#0
3. A= x 4 fipy =g Tre
0 six=0 0 st x=0
1. Etudier la continuité de fisur[—1, 1].
2. Montrer que f, f5 et fy sont continues au point x = Q.
3. f» et fy sont-elles dérivables au point x = (.
Exercice 3.9. Soit
0 st x<2
fx) = a-2 i 2<x<4 onabeR
X
1 si x>4

e Déterminer a et b pour que f soit continue sur R.

Exercice 3.10. Pour n € N, on considere I’application f, définie sur R par
S T
xX'sin(—=) si x#0
Ja(x) = .
0 si x=0
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e Etudier selon les valeurs de n, la continuité et la dérivabilité de f, sur R.

Exercice 3.11. On considere la fonction définie sur R par

cos’(nrx) si x<1,

fx) =
Pl L
X

o Etudier la continuité et la dérivabilité de f au point x = 1.

Exercice 3.12. On considere la fonction définie sur R par

X —X

€ —C

fao={ ¥

1 si x=0.

si x#0,

1. Monter que f est paire.
2. Montrer que f est continue et dérivable au point x = (.

3. Calculer f’ la dérivée de f pour tout x € R.
Exercice 3.13. Soit f la fonction définie par :

In(1 + x)
fx) = o
2

1+x si x<0.

si x>0,

1. Etudier la continuité de f sur son domaine de définition.

2. Peut-on prolonger f par continuité R ?

Exercice 3.14. On se donne les fonctions

X +2x+3 x+1)"-1
x—3+1 ; g(x): —x . HGN.

fx) =

1. Montrer que f et g sont continues sur leurs domaines de définition respectifs.

2. Calculer les limites

lim f(x) ; limg(x).
x—-1 x—0
3. Etudier Iexistence d’un prolongement par continuité de f et g a tout R.

© M. BEKIRI



53 3.5. Exercices

Exercice 3.15. Déterminer sur quel ensemble les fonctions suivantes sont dérivables puis

calculer leur dérivées.

X +1

V-1

Exercice 3.16. Soit la fonction f définie sur R}, par :

f(x) = g(x) =In(x+ Va2 + 1), h(x) = x*.

f(x) =Inx.

1. Utiliser le théoreme des accroissements finis pour montrer que

1 |
YneN: <In(l+n)—Inn< -.
1+n n

2. Déduire la limite de la suite

u, =n-[In(1 +n)—Innj.

3. Que peut-on dire pour la nature de la série Z u, ?

n>0

Exercice 3.17. Pour tout entier n > 1 on définit la fonction

fu: 10,11 — R
x> L) =x"+2x%+x-1

1. Montrer que f est strictement croissante.
v ) 1
2. Montrer qu’il existe un unique x, € [0, E]’ tel que f(x,) = 0.

3. Vérifier que
Vxe[0, IT: fux) 2 fun(x).

En déduire que la suite (x,) converge.

n—+oo n—+oo

1
4. Montrer que lim x, = 0. En déduire que lim x, = X

Exercice 3.18. Soit f la fonction définie par :

f: R — R
1

ERAC s s

1. Montrer que f réalise une bijection de [0, +oo[ sur un intervalle I que I’on précisera.
2. Quelles sont les propriétés de la fonction réciproque f~' : I — [0, +oo[ ?

3. Déterminer explicitement f".
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Chapitre 4
Fonctions usuelles

Dans ce chapitre, nous présentons les fonctions les plus connues telles que les fonctions
trigonométriques, les fonctions hyperboliques et leurs réciproques et nous donnons les

propriétés essentielles de ces fonctions.

4.1 Théoreme de la fonction inverse

On rappelle tout d’abord, le théoreme de la fonction inverse, que nous utiliserons

essentiellement dans ce chapitre.

Théoreme 4.1. Toute fonction f : I CR — J = f(I), (ou I un intervalle de R), continue

et strictement monotone sur I admet une fonction réciproque (inverse) notée f~' définie,

continue et strictement monotone sur J = f(I). De plus

e Si f est dérivable au point a € I avec f'(a) # 0, alors f~' est dérivable en b = f(a)

etona:

1

1
Y (b) = = :
O =5 = 7o

e Dans un repere orthonormé, les courbes représentatives Cy et C -1, sont symétriques

par rapport a la premiére bissectrice y = Xx.
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55 4.2. Fonction logarithme népérien

4.2 Fonction logarithme népérien

4.2.1 Définition et propriétés

Définition 4.1. La fonction f : x +— In x, est appelée logarithme népérien de x, elle est

définie pour tout x € R}, i.e. Dy =R’ =0, +oo[ telle que

1
(Inx)) = —etInl =0.
X

Cette fonction possede de nombreuses propriétés qui n’est pas inutile de rappeler ci-

dessous

I. imlnx=—-0c0 lim Inx = +oo.

xi>0 X—+00

2. La fonction In : 10, +oo[ — R est continue, dérivable et strictement croissante sur
10, +ool.

3. Yx,y€]0, +oo[, VreQ:

cIn(xy)=Inx+lny, .In(Y)=Inx—Iny, .Inx =rlnx
y

4. La représentation graphique de la fonction x — In(x), est donnée dans la Fig 4.1.

Tangente au point (1,0)

FiGure 4.1 — Courbe de la fonction x — In x

5. Selon la Fig 4.1, on remarque que
Vx>0:Inx<x-1.
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Remarque 4.1. Si
f(x) = In(g(x))

alors

g'(x)
g(x)

Z)f={x eR/x e Z)getg(x)>0}eth€Df/ S f(x) =

Exemple 4.1. On considere
S =In(x* - 1)
Alors
Dy={x e R/x*~1>0}=]-00, ~1[U]I, +oof

2x
x2 -1

Vx € ]-oco, =1[ U1, +oo[ : f'(x) =

4.3 Fonction exponentielle

4.3.1 Définition et propriétés

Définition 4.2. On sait que la fonction logarithme est continue et strictement croissante

sur 10, +oo[, d’apres le théoreme 4.1 de la fonction inverse, la fonction

In: ]0, +oo[ — In(]0, +o0[) = R

réalise donc une bijection, sa fonction réciproque notée exp, on lit « exponentielle ». On
écrit
exp: R—  ]0, +oof

X+— expx=¢e'

Cette fonction est définie pour tout x € R, de plus elle a les propriétés suivantes

I. lim expx=0 lim expx = +oo.

X——00 X—>+00

2. La fonction exp : ]—co, +oo[ — |0, +oo[ est continue, dérivable et strictement

croissante sur R.
YxeR: (e*) =¢*

3. Vx,yeR:
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Vx eR . In(e) = x,
Vy €]0, +0o[ @ e™ =y,

6. La courbe représentative de la fonction x — exp x est donnée dans la Fig 4.2.

Y
f(z) = exp(z)
Cs
/1
z' 0 T
y/

Figure 4.2 — Courbe de la fonction x — exp x.

Remarque 4.2. Si
flx) = e

alors

| Dy =Dy etVxe Dy : f/(x) = g'(x).e5V |

Exemple 4.2. Soit f(x) = -1

Alors
Dr={x e R/ -1#£0}=R—-{-1, 1)
et
£ = (5= )"e’zx*l——xz—klezx—l
X2 -1 21

4.4 Fonctions trigonométriques et leurs fonctions réciproques

4.4.1 Fonctions cosinus et sinus

Définition 4.3. Les fonctions f : x —> cos x, g : x — sin x sont appelées respectivement
cosinus de x, sinus de x. Elles sont définies pour tout x € R.
Ces fonctions possedent de nombreuses propriétés qui n’est pas inutile de rappeler

ci-dessous
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1. Les fonctions cos, sin sont définies, continue sur tout R, de plus elles sont 2n-

périodiques, bornées sur R i.e.
Vx eR: |cosx| <1, [sinx|<I1.
2. Elles sont dérivables sur tout R et on a :
YxeR: cos’(x) = —sinx, sin’(x) = cosx.

3. Nous avons les relations suivantes

a. VxeR: cos’ x +sin’x = 1.

b. Vx,yeR: cos(xFy)=cosx-cosy=sinx-siny.
c. Yx,yeR: sin(xFy)=sinx-cosyFcosx-sin}y.
d VYxeR: cos(2x) =2cos’x—1=1-2sin’x.
e. YxeR: sin(2x) = 2cos x - sin x.

4. La fonction x — cos x, est paire sur R, par contre la fonction x — sinx, est

impaire sur R. En effet,
VxeR: cos(—x) =cosx, sin(—x)= —sinux.

5. Compte tenu de la symétrie par rapport a l’axe des ordonnées pour la fonction
cosinus et de la symétrie par rapport a l’origine pour la fonction sinus et le fait
qu’elles sont 2r-périodiques, on en déduit que les courbes représentatives de cosinus

et sinus se prolongent indéfiniment sur R. Voir la Fig 4.3.

T — sinax I T — cosxT
\\ 0

Mk

//[

—1

Ficure 4.3 — Courbes des fonctions x — cos x et x —> sin x.

4.4.2 Fonction arc cosinus

Définition 4.4. On sait que la fonction cosinus est continue, dérivable et strictement

décroissante sur [0, n], d’apres le théoreme 4.1 de la fonction inverse, la fonction

cos : [0, 1] — cos ([0, m]) = [cosm, cosO0] = [-1, 1]
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réalise donc une bijection, sa fonction réciproque notée arccos, on lit « arc cosinus ». On
écrit
arccos: [-1,1] — [0, ]
X > arccos x
Cette nouvelle fonction est donc définie et continue sur ’intervalle [-1, 1], de plus elle

n’est ni paire, ni impaire et qui a les propriétés suivantes

1.

’\/xe[—l,l]:y:arccosx & X =Cosy, yE[O,ﬂ].‘

2. arccos est continue sur [—1, 1], strictement décroissante sur 1-1, 1[ et on a

, 1 1 1
Vxe]-1, 1[ : (arccosx) = = - _

(cosyy  siny  Al-2

Puisque si : y = arccosx = x = cosy, avecy € [0, n], donc on peut écrire

siny = y/1 —cos?y = V1 — x2.

Vxe[-1, 1]: cos(arccos x) = x.
Vy e [0, nr] : arccos(cosy) = y.
Cette derniere relation inexacte si x ¢ [0, n]. En effet, si on prend par exemple

T
y = —, 0naura

4

5 2
arccos[cos(f)] = arccos(—T) = arccos(T) = g

4. La représentation graphique de la fonction x — arccos x, est donnée dans la

Fig 4.4.
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f(x) = arccos(z)

Ficure 4.4 — Courbe de la fonction x — arccos x.

Remarque 4.3. Si
f(x) = arccos (g(x))

g'(x)

V1-g*(x)

Dr={xeR/x e Dyet —1<gx) < 1fetVxeDp: fi(x)=—

Exemple 4.3. Soit f(x) = arccos(x?)
Alors

Dr={xeR/ -1z <1}=[-11]

et
2x

Yxel-1, 1[: f’(x):—ﬂ.

4.4.3 Fonction arc sinus

Définition 4.5. On sait que la fonction sin est continue, dérivable et strictement croissante

T .o .
sur [—5, 5] d’apres le théoreme 4.1 de la fonction inverse, la fonction

sin : [_71 E] — sin( I E]) = [sin—z sin 7—T] =[-1, 1]
: 2’ 2 2, 2 - 2? 2 - )

réalise donc une bijection, sa fonction réciproque notée arcsin, on lit « arc sinus ». On

écrit
T
arcsin: [-1,1] — [——, —]
[-1.1] 23
X > arcsin x
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Cette nouvelle fonction est donc définie et continue sur l'intervalle [—1, 1], de plus elle est
impaire et qui a les propriétés suivantes

1.

T

ik

Vxe[-1,1]: y=arcsinx & x=siny, YyE€

2. arcsin est continue sur [—1, 1], strictement croissante sur -1, 1[ et on a

1 1 1
VYxe]-1, 1[ : (arcsinx) = =

(siny)  cosy - V1 — 2

. . . . Ton
Puisque si :y = arcsinx = x =siny, avecy € [——

, — |, on peut écrire donc
2 2] p

cosy = /1 —sin’y = V1 — x2.

Y x € [-1, 1] : sin(arcsin x) = x.

Yy [—g, g] : arcsin(siny) = y.

Cette derniere relation inexacte si x ¢

—g, g] En effet, si on prend par exemple

Yy =7, on aura

arcsin[sin(sr)] = arcsin(0) = 0.

4. On peut vérifier facilement que :
) n
Vx e [-1, 1]: arccos x + arcsin x = 3
En effet, Soit x € [-1, 1], alors

V8 )
—5 <arcsm x <

NN

T .
0< E—aI‘CSIH)CSJT

Orona:

n . . )
cos | = — arcsin x| = sin(arcsinx) = x
2 ~—

e[-5.5]

[STE
[SIE]

N , .. T .
De cette derniere égalité et comme 5 arcsin x € [0, 7], on aura que

/e .
E — arcsim x = arccos x
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d’ou

. T
arccos x + arcsin x = 5

5. La représentation graphique de la fonction x — arcsin x est donnée dans la Fig 4.5.

f(z) = arcsin(z)

Ficure 4.5 — Courbe de la fonction x — arcsin x.

Remarque 4.4. Si
f(x) = arcsin (g(x))

g )

V1-g*(x)

Di={xeR/x e Deet —1<gx)<1fetVxeDp: f(x)=

Exemple 4.4. Soit f(x) = arcsin(2x — 1)
Alors
Dy=fxeR/ -1<2x-1<1} =0, 1]

et
2 1
Vxelo, 1[: f'(x) = _ ,
xe 0, I[: f'(» \/1—(2x—1)2 N

4.4.4 Fonction tangente

sin x

Définition 4.6. La fonction f : x +— tanx := est appelée tangente de x est définie

COS X

pourtoutxeDtan:R—{;—T+kﬂ/kez};car

Vx¢g+k7r = cosx#0.

On a les propriétés suivantes :
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1. La fonction tan est n-périodique et impaire.

2. Onvoit facilement que

limtanx = +o0  lim tanx = —oc0

< >
n n
xX— 3 X— 2

3. Elle est dérivable et strictement croissante sur Dy,,. En effet,

1
=1+tan’x = > 0.

cos? x cos? x

. 7’ 2 . 2
sin x cos” x + sin” x
Vx € Dyn : (tanx) :( ) =

CoS x

4. Compte tenu de la symétrie par rapport a l’origine pour la fonction tangente et le

fait qu’elle est m-périodique, on en déduit que sa courbe représentative se prolonge

indéfiniment sur R — {g +kn [ ke Z}. Voir la Fig 4.6.

f(z)
tgx

|
k]
k]

w
blS

S | - P

Ficure 4.6 — Courbe de la fonction x — tan x sur R — {g +kn [ ke Z}.

4.4.5 Fonction arc tangente

Définition 4.7. On sait que la fonction tan est continue, dérivable et strictement croissante

nor .. .
sur ]_5’ 5[ d’apres le théoreme 4.1 de la fonction inverse, la fonction

tan ] z ﬂ[ tan(] z ﬂ[) lim tan x, lim tan ] +oo[
D=, = — —-——, =|)=11 1 = |—® oo
2’2 2’2 PR ’

x—-Z x—Zz

2 2

réalise donc une bijection, sa fonction réciproque notée arctan, on lit « arc tangente ». On
écrit
nr
arctan: R — ]——, —[
2°2
X +— arctanx

Cette nouvelle fonction est donc définie sur tout R, qui a les propriétés suivantes
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VxeR: y=arctanx & x=tany, Y€ |-

2. Elle est impaire, en effet

VxeR: arctanx=y & x=tany, ye]—

Ainsi
VxeR: —x =tan(-y)
Par conséquent,

Vx € R : arctan(—x) = —y = —arctan x

3. arctan est continue et strictement croissante sur R et on a

1 1
YxeR: (arctanx) = =

1

(tany) 1 +tan’y T

VY x € R : tan(arctan x) = x.
Vy]—;—r, g[ : arctan(tany) = y.

Cette derniere relation inexacte si x ¢

Yy =7, on aura

arctan[tan(m)] = arctan(0) = 0.

3| En effet, si on prend par exemple

5. La représentation graphique de la fonction x — arctan x est donnée dans la Fig 4.7.
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Ficure 4.7 — Courbe de la fonction x — arctan x.

Remarque 4.5. Si
f(x) = arctan (g(x))

g (x)

.Z)f = .Z)g etVx e .Z)gr : f’(X) = m

Exemple 4.5. Soit f(x) = arctan( Vx)

Alors
Dy={x € R/ x>0} =0, +oo[

et
Vo 1

Vx€]0,+oo[:f(x):1+(\/})2—2\/)_c(1+x).

4.5 Fonctions hyperboliques et leurs fonctions réciproques

4.5.1 Fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique

Définition 4.8. On appelle fonction cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique les fonctions

définies respectivement pour tout x € R, par les formules :

e +e™*

ch: x+—— chx = ,
2

et —e™*
sh: x+— shx = >
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Ces fonctions possédent de nombreuses propriétés qui n’est pas inutile de rappeler ci-

dessous

1. Les fonctions ch, sh sont définies, continues et dérivables sur tout R et on a :
Vx € R: ch’x =shx, sh'x = chx.
2. Nous avons les relations suivantes

VxeR: ch®x — sh’x = 1.

Vx,yeR: ch(x+y)=chx:chy+ shx- shy.
Vx,yeR: sh(x+y)=shx-chy+shy:chx.
VxeR:  ch(2x)=2ch’x—1=2sh’x+ 1.
VxeR: sh(2x) = 2chx - shx.

SRS &8

3. La fonction x — chx, est paire sur R, par contre la fonction x — shx, est impaire
sur R. En effet
e +e ™ e —e
VxeR: ch(-x) = — = chx, sh(-x)= — = —shux.
4. Les représentations graphique de fonctions x — chx et x — shx, sont données

dans la Fig 4.8 ci-dessous.

Ficure 4.8 — Courbes des fonctions x — chx et x — shux.

5. De la Fig 4.8, il est clair que :
a. La fonction ch est minorée par 1 i.e.

VxeR: chx > 1.
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b. La fonction ch est strictement croissante sur [0, +oo[ et elle est strictement

décroissante sur |—oo, 0].

¢. La fonction sh est strictement croissante sur tout R.

4.5.2 Fonction argument cosinus hyperbolique

Définition 4.9. On sait que la fonction ch est continue, dérivable et strictement croissante

sur [0, +oo[, d’apres le théoreme 4.1 de la fonction inverse, la fonction

ch: [0, +oo] — ch (]O, +oo[) = [chO, lim chx[=[1, +oo]
X—+00

réalise donc une bijection, sa fonction réciproque notée argch, on lit « argument cosinus

hyperbolique ». On écrit

argch: [1, 4o — [0, +oo[
X — argchx

Cette nouvelle fonction est donc définie et continue sur l’intervalle [1, +oo[, de plus elle

n’est ni paire, ni impaire et qui a les propriétés suivantes

1.

’Vx€[1,+oo[:y:argchx & x =chy, ye[0,+oo[.‘

2. La fonction argch s’exprime a [’aide de la fonction logarithme i.e.

¥ x € [l, +oo[ : argchx = 1n(x+ Va2 - 1).

En effet, on pose y = argchx, on a :

Vxel[l, 4o : argchx=y = x=chy, y € [0, +oo[

chzy —shzy =1 = shzy =x’-1
~——

:x2

Comme y > 0, on déduit que : shy = + Vx> — 1

D’autre part, on a
¢’ =chy+shy=x+ Vx? -1
Par conséquent,

y = argchx = 1n(x+ Va2 — 1).
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3. argch est strictement croissante sur |1, +oo[ et on a

(x+ sz—l)’_ 1+\,}% 1

= = >
x+ Va2 -1 x+ Va2 -1 Va2 -1

¥ x e ]l, +oo[ : (argchx) = 0.

¥V x € [l, +oo[ : ch(argchx) = x.
Vy e [0, +oof : argch(chy) = y.

5. La représentation graphique de la fonction x — argchx est donnée dans la Fig 4.9

ci-dessous.

Remarque 4.6. Si
f(x) = argch (g(x))

g )

V& x) -1

Di={xeR/x e Dyetgx)2 1} etVxeDp: fi(x)=

Exemple 4.6. Soit f(x) = argch(2x)

Alors
Di={xeR/2x>1}= §,+oo
et
2 2
Yx € |<, +oo| : fi(x) = = .
2 Vex)?2 -1 Va2 -1

4.5.3 Fonction argument sinus hyperbolique

Définition 4.10. On sait que la fonction sh est continue, dérivable et strictement croissante

sur R, d’apres le théoréme 4.1 de la fonction inverse, la fonction

sh : ]—o00, +00o[ — ch(]—o0, +0c0[) =] lim shx, lim shx[=R
X——00 X—+00

réalise donc une bijection, sa fonction réciproque notée argsh, on lit « argument sinus

hyperbolique ». On écrit
argsh: R — R
x +— argshx
Cette nouvelle fonction est donc définie et continue sur tout R, qui a les propriétés suivantes

1.

’VxeR:y:argshx & x = shy, yeR.‘
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2. La fonction argsh s’exprime a [’aide de la fonction logarithme i.e.

VxeR: argshlen(x+ Va2 + 1).

En effet, on pose y = argshx, on a :

VxeR: argshx=y = x=shy,yeR

ch’y— sh’y =1 = chly=x"+1
:x2

Comme chy > 0, on déduit que : chy = + Vx* + 1
D’autre part, on a

e =shy+chy=x+ Vx2 + 1
Par conséquent,

y = argshx = ln(x+ X2+ 1).

3. argsh est strictement croissante sur R et on a

(x+ x2+1),_ 1+\/ﬁ ~ 1

¥ x € R (argshx)’ = = =
x+ V241 x4+ Va2l Va2 41

> 0.

VYV x € R: sh(argshx) = x.
VyeR: argsh(shy) = y.

5. La fonction argsh est impaire, en effet

¥x € R : argshx + argsh(—x) = In (x + VX2 + 1) +In (—x + V(=x)? + 1)
In((x+ Va2 + D(=x+ Va2 + 1))

In (x2 +1- xz)

=0

Par conséquent,

Vx € R: argshx = —argsh(—x).

6. La courbe représentative de la fonction x — argshx est donnée dans la Fig 4.9

ci-dessous.
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argshx

argchx

FiGure 4.9 — Courbes des fonctions x — argchx et x — argshx.

Remarque 4.7. Si
f(x) = argsh (g(x))

g'(x)

V&) +1

Dy =DyetVxe Dy : fl(x) =

Exemple 4.7. Soit f(x) = argch( Vx—1)
Alors
Dy={x e R/x-120}=[1, +oo[

et

1
(Vx-=1)Y 2V _ 1

v 1, +oo[ : f'(x) = = = .
* €L +ool: £1() Vi—1+1 Vx  24xVx-1

4.5.4 Fonctions tangente hyperbolique

Définition 4.11. On appelle fonction tangente hyperbolique, la fonction notée th, définie
pour tout x € R, par la formule :
shx e*'—e™ e¥-1 1-e¥

th: x+—> thx = — = = = .
chx e*+e* e+1 14

Cette fonction possede de nombreuses propriétés qui n’est pas inutile de rappeler
ci-dessous

1. La fonction th, est dérivable et strictement croissante sur tout R, en effet,

=1

’ 2 2

h h“x — sh
Vx eR: th(_) s e L
chx ch”x ch”x
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2. La fonction x — thx, est impaire sur R. En effet,

sh(—x) —shx
VxeR: th(—x) = = —
o (=9 = o) = ehx o
3
2x _ 1 1— -2x
lim thx = lim < = —1, lim thr= lim — =1
x——00 x——c0 2% 4+ 1 X—+00 x—+o0 | 4+ =2

4. La représentation graphique de la fonction x — thx est donnée dans la Fig 4.10

ci-dessous.

—1

FiGure 4.10 — Courbe de la fonction x — thx.

Remarque 4.8. Si
f(x) = th(g(x))

_ ey~ 8
Dy=DyetVx e Dy : f(x) = Chz(g(x))

1
Exemple 4.8. Soit f(x) = th(-)

X
Alors

Dr={x e R/x#0}=R"
et

YxeR": fi(x)= (%)I !
' S ch’(d)  xch’(d)
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4.5.5 Fonction argument tangente hyperbolique

Définition 4.12. On sait que la fonction th, est continue, dérivable et strictement croissante

sur R, d’apres le théoréme 4.1 de la fonction inverse, la fonction

th: ]—o0, +oo[ — th(]—o0, +o0[) =] lim thx, lim thx[=]-1, 1]
X—+00

X——00

réalise donc une bijection, sa fonction réciproque notée argth, on lit « argument tangente

hyperbolique ». On écrit

argth: -1, 1[ — R
X — argthx

Cette nouvelle fonction est donc définie et continue sur l’intervalle 1-1, 1[, qui a les

propriétés suivantes

1.

’Vxe]—l,l[:y:argthx & x=thy, yeR.

2. La fonction argsh s’exprime a [’aide de la fonction logarithme i.e.

1 1
Vxel]-1, 1[ : argthx = —1In X .
2 1-x

En effet, on pose y = argthx, on a :

Vxel-1, 1[ : argthx =y,

=
e” -1
=thy = , VER,
EWE oY
=
62y:1+x
1-x
D’on
11 1+x
=—1In .
Y= T
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Vxe]-1, 1[ : th(argthx) = x.

VyeR: argth(thy) = y.

5. La fonction argth, est impaire, en effet,

1 (1=
Vxel-1, 1] : argth(—x) = z1n( x)

Il
|
| =
5
—_
— | —
||+
= 1=
~————

Il
|
&
(0]
£
=
=

6. La courbe représentative de la fonction x — argthx, est donnée dans la Fig 4.11

ci-dessous.

y
argthx

e e e e e e = = - —

Ficure 4.11 — Courbe de la fonction x +— argthux.

Remarque 4.9. Si
f(x) = argth (g(x))

g )

= —1 1 an ’ =T 5
Dy={reR/x e Dyet -1 <gx)<1}etVxeDp: f(x) )

Exemple 4.9. Soit f(x) = argth(x* — 1)
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Alors

Dr=fxreR/-1<F-1<1}
={xeR/0<x <2}
={xeR/x#0,-V2<x< V2}
= |-v2. o[ ulo. V2[.

et

, 2 2
vxe|-v2, 0[uo, V2[: fi) = 1_(;_ TR
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4.6 Exercices

Exercice 4.1. On se donne les fonctions suivantes :
. ) 1
f(x) = arcsin(x — 1), g(x) = arccos(x”), h(x) = argch(—).
X
1. Trouver le domaine de définition et le domaine de dérivabilité de f, g et h.

2. Calculer les dérivées de ces fonctions.

Exercice 4.2.

a. Résoudre dans R, les deux équations suivantes :

1. 3chx—-shx—-3=0, 2. shx-3chx+3=0.

b. Déduire le domaine de définition des deux fonctions suivantes :

1 X

= =3 f9 T gx 3enx i3

Exercice 4.3. On considere la fonction f définie par :
f(x) = arcsin(2x* - 1).

1. Montrer que f est définie et continue sur [—1, 1].

2. Montrer que

. T .
—2arcsinx — 3 si —1<x<0,

fx) =

2arcsinx — r si 0<x<I.
3. Montrer que f est dérivable sur ] — 1, O[U]0, 1[. Déterminer sa dérivée.
4. La fonction f est-elle dérivable en =1 ? en(0? en1?

Exercice 4.4. Soit la fonction définie par :

b4 1 )
—arctan (—) si x#0,
fx)=3~* X

0 si x=0.

1. Montrer que f est définie et continue sur [—1, 1].
2. Montrer que f est continue au point x = Q.

3. Déterminer la dérivée a droite f;(0) et la dérivée a gauche ];' (0) de f au point x = 0.
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4. La fonction f est-elle dérivable au point x = 0 ?

Exercice 4.5. On considere la fonction

1
f: x — arctanx + arctan (—)
X

1. Donner le domaine de définition de f.
2. Déterminer ’ensemble de dérivabilité de f, calculer f’ et f(1).

3. Déduire que

1 b8
Yx > 0, arctanx + arctan (—) = 3
X

4. Quelle formule analogue a-t-on pour x < 0 ?
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Chapitre 5
Calcul intégral

Dans ce chapitre, nous présentons une théorie élémentaire de 1’intégration permettant
de calculer la plupart des intégrales définies et indéfinies. Nous introduisons les différentes
techniques utilisées pour le calcul des primitives, notamment 1’intégration par parties et le
changement de variables.

Une place importante est consacrée au calcul des primitives de fonctions rationnelles.

5.1 Rappel sur les primitives

Définition 5.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle I C R. Une primitive de f sur

I est une fonction F, définie, dérivable sur I qui vérifie
Yxel: F'(x) = f(x).
Exemple 5.1.

1
1. La fonction F(x) = In|x| est une primitive de f(x) = — sur R* car
X

YxeR": F'(x) = f(x) = )lc

2. Toute fonction constante sur un intervalle I, est une primitive de la fonction nulle.

En effet, soit F(x) = C, ou C € I une constante, il est clair que
Vxel: F'(x)=(C) =0.
Nous rappelons la propriété fondamentale suivante, qui ne peut étre démontrer dans le
cadre de ce cours :

Théoreme 5.1. Toute fonction continue f : I C R — R, (I un intervalle) posséde au

moins une primitive sur I.

Remarque 5.1.
e [l existe des fonctions continues mais leurs primitives n’ont pas forcément une

expression explicite.
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e Dans le théoreme précédent, la condition de la continuité est suffisante pour qu’une
fonction admette des primitives, tandis que cette condition n’est pas nécessaire. En

effet, considérons par exemple la fonction

2 i o .
F(x) = Z)csmx si x#0,

si x=0
1l est clair que F est une primitive de la fonction

] | B
2xsin——cos— si x#0,
X X

fx) =

st x=0
sur n’importe quel intervalle [a, b], tandis que f , n’est pas continue au point x = (.

Proposition 5.1. Soient F, G deux primitives d’une méme fonction f sur un intervalle I.

Alors F — G est constante.

Preuve: Elle est immédiate car :

Vxel: (F-G)Y(x)=F'(x)-G'(x) = f(x) - f(x) =0.

5.1.1 Intégrale indéfinie

Définition 5.2 (Intégrale indéfinie). La famille de toutes les primitives de la fonction

f: I CR— R, estappelé intégrale indéfinie de f, qu’on la note par :

f f(x)dx.

De plus, si F est une primitive quelconque de f, on écrira

ff(x)dx: Fx)+C

ou C une constante arbitraire.

Exemple 5.2.
1. fsinxdx = —cosx+C,
2. fcosxdx = sinx+C,

3. chxdx = shx + C.

ou C une constante arbitraire.
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5.1.2 Propriétés

Les propriétés de I'intégrale indéfinie sont données par le théoreme suivant :

Théoreme 5.2. Si f et g possédent respectivement des primitives quelconques F et G.
Alors

1. F + G est une primitives de f + g et on écrira

f(f(x)+g(x)) dx:ff(x)dx+fg(x)dx:F(x)+G(x)+C.

2. A- F estune primitive de A - f, ou A € R, et on écrira

f/lf(x)dx:/lff(x)dx:/lF(x)+C.

Preuve: Pour voir ces deux propriétés, il suffit de dérivée F + Get A - F. O

5.1.3 Primitives usuelles

Chercher des primitives, c’est I’opération inverse du calcul des dérivées. Du tableau
donnant les dérivées des fonctions usuelles, nous déduisons le tableau ci-dessous qui

résume quelques primitives usuelles.

TaBLE 5.1 — Primitives des fonctions usuelles
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Fonction f Primitive F Intervalle de définition
k kx+ C R
x<z+1
X, a# -1 +C 10, +oo[
a+1
I
- In|x|+C R*
X
a+1
W (x) - u®(x), @ # —1 W L e u(x) > 0
a+1
u(x) In Ju(x)| + C u(x) # 0
u(x)
e’ e*+C R
COS X sinx +C R
I
cos(ax+b),a+0,beR —sin(ax+ b) + C
a
sin x —cosx+C
1
sinfax +b),a#0,beR ——cos(ax+b)+C R
a
1
> tanx + C x¢Z+k7r,k€Z
COS? x 2
chx shx + C R
shx chx+C R
I
arcsinx + C = —arccosx + C 1-1, 1]
1 1—X2
X
k>0 i (—)+c kK
e arcsin r ] [
| argchx + C =
In(x+ Vx2-1)+C 11, +oo[
Ve -1 ( )
argch(%) +C =
1
—, k>0 In(x+ Vx2-k?)+C 1k, +oo[
| argshx + C =
1n(x+ x2+1)+C R
x2+1
argsh (%) +C =
|
— k>0 In(x+ Vx2+k?)+C R
Ve ( )
5 arctanx + C R
x>+ 1
I X
2o k>0 %arctan (%) +C R
1 x—k
—1 R-{-1,1
2 0 2 "kl ¢ =L
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5.1.4 Intégrale définie
Définition 5.3. Soit f une fonction continue sur un intervalle 1. Soient a, b € I. Alors

b
I’intégrale entre a et b de la fonction f est le nombre noté f f(x)dx, qui vaut F(b)— F(a),

ou F une primitive quelconque de f. On dira alors que f est intégrable sur l’'intervalle

[a, b] et on écrira :

b
f fx)dx = [FW)I, = F(b) - F(a), (5.1)

b
a, b sont les bornes de l’intégrale f f(x)dx.

Remarque 5.2.
e Dans la formule (5.1), x est une variable muette, c’est-a-dire on peut la remplacer

par n’importe quelle lettre (en évitant bien siir la lettre d pour éviter la confusion

b
bf\_f(d)dd/)

e Dans la définition précédente, la quantité F(b) — F(a) ne dépend pas de la primitive
F que l’on choisit pour f. En effet, si on prend une autre primitive G de f sur I, on
a vu qu’il existe une constante C telle que G(x) — F(x) = C, pour tout x € I (Voir la

proposition 5.1). En particulier pour x = a et x = b, on aura
G(b)—-G(a) = (F(b)+C)—(F(a) + C) = F(b) — F(a).

Exemple 5.3. On veut calculer l’'intégrale

I= f4 (1 —2sin(2x)) dx
0

I = f4 (1 = 2sin(2x)) dx
0

i i
= f 1dx+ f —2sin(2x) dx
0 0

= [x1} + [cos(2x)];

= (g - 0) + (cos(g) — Cos O)
1

T
4
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5.1.5 Propriétés des intégrales définies

Proposition 5.2. Soient f, g deux fonctions continues sur ’intervalle I et on suppose que

a, B deux réels. Alors on a les propriétés suivantes :

1. Pour tous a, b, ¢ € I on a la relation de Chasles

c b ¢
f f(x)dx = f f(x)dx + f f(x)dx,
a a b

En particulier pour a = b = ¢, on aura

faf(x)dx =0.

2. Pourtousa,bel, ona

b b b
f(a-f<x>+ﬁ-g<x>)dx=a-ff(x)dx+ﬁ~fg(x)dx.

b b
Si, pour tout x € [a, b] : f(x) > g(x) = f f(x)dx > f g(x)dx.

Remarque 5.3. Soit f une fonction continue sur [a, b],

b
e Si f est positive sur [a, b], alors I’intégrale f f(x)dx est positive qui représente
a

I’aire (surface) de la partie colorée D, comprise entre [’axe des abscisses, la courbe
représentative de f et les droites verticales d’équations x = a et x = b, (voir la

Fig 5.1 ci-dessous),

FiGurE 5.1 — Aire : fonction positive.
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b
o Sif est négative sur [a, b), alors l’intégrale f f(x)dx est négative, qui vaut I’op-

posée de l'aire de la partie colorée D, comprise entre [’axe des abscisses, la courbe
de f et les droites verticales d’équations x = a et x = b, (voir la Fig 5.2 ci-dessous).

On écrit

b
Aire(D) = —f f(x)dx

Cy

FiGure 5.2 — Aire : fonction négative.

e Dans le cas ou f est de signe quelconque sur [a, b], on décompose ’intervalle [a, b]
en intervalles sur lesquelles f a le méme signe. La ou f est positive, on fait précéder
I’intégrale par un signe « + », et par un signe « — » la ou f est négative. (Voir la

Fig 5.3 ci-dessous). On a la formule

b
f f(x)dx = —Aire(D) + Aire(D,)—-Aire(D3) + Aire(Dy)—Aire(Ds).

Ficure 5.3 — Aire : fonction qui change de signe.

Exemple 5.4. Soit la fonction f, définie sur ’intervalle [0, 4] par
f(x) = x* = 2x 3.
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Quelle est I’aire de la surface comprise entre la courbe, I’axe des abscisses et les

droites verticales d’équations x =0 et x =4 ?

Solution: Il est clair que f(3) = 0 et que f est négative sur [0, 3] et positive sur [3, 4]

Laire de la partie ou f est positive est donnée par :

3 4 3 3
y 2 S 2 _ 4 2 3 2 _7
A —+f34(x —2x—3) dx—[—3 X —3xL—(—3 —4 —3-4)—(—3 -3 —3-3)_5.

Par ailleurs, 1’aire de la partie ou f est négative est donnée par :

3 ¥ 3 33
A:—f (x2—2x—3)dx:—[——x2—3x] :—{(——32—3~3)—0}:+9.
0 3 0 3

Par conséquent, I’aire demandée est

7 34
A=A"+A " ==-+9=—
3 3.

5.2 Techniques de calcul d’intégrales

Pour calculer une primitive d’une fonction f, on peut avoir la chance de reconnaitre
que f est la dérivée d’une fonction bien connue comme dans la Table 5.1. C’est malheureu-
sement treés rarement le cas et on ne connait pas les primitives de la plupart des fonctions.
Dans ce paragraphe, on va exposer les principales techniques permettant de ramener des
intégrales non élémentaires en intégrales usuelles. Notamment la technique d’intégration

par parties et le changement de variable.

© M. BEKIRI



85 5.2. Techniques de calcul d’intégrales

5.2.1 Intégration par parties

Théoreéme 5.3. Soient u et v deux fonctions dérivables sur [a, b] dont les dérivées sont

continues sur ce méme intervalle (ce qui signifie simplement que u et v sont de classe C").

Alors on a la formule d’intégration par paries

1. dans un calcul de primitive
f u(x) - v'(x)dx = u(x) - v(x) — f u'(x) - v(x)dx, (5.2)
2. dans un calcul d’intégrale définie
b b
f u(x) - v'(x)dx = [u(x) - v(x)]% - f u'(x) - v(x)dx. (5.3)

Exemple 5.5. Calculer les intégrales (définies, indéfinies) suivantes :

%
Ilzfxlnxdx, Izzfxexdx, hzfarctanxdx, I4:f x sin x dx.
0

Solution: e Pour calculer /;, on pose

{ u(x) =Inx u'(x) =
=

Vix)=x V(x) = );

|N><|’—‘

D’apres la formule d’intégration par parties (5.2), on aura

I =u(x)-v(x)—fu’(x)‘v(x)dx
2 2
:%lnx—fi-%dx

2
:%lnx—fgdx

:Elnx—Z+C.

e Pour calculer /,, on pose

{ u(x) = x { u'(x)=1
=
Viix)=¢e" v(x) =e"
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D’apres la formule d’intégration par parties (5.2), on aura

I = u(x) - v(x) — fu'(x) -v(x)dx

:xex—fexdx

=xe*—-e*+C

=(x-De*+C.

e Pour calculer /3, on pose

2 +1
Vi =1 v(x) = x

1
{ u(x) = arctan x { u'(x) =
=

D’apres la formule d’intégration par parties (5.2), on aura
I = u(x) - v(x) — fu’(x) -v(x)dx

X
= xarctan x — > dx
xt+1

arctan 1f 2x d
=X xX— = X.
2 x2+1

N—————

=/

4

2
Comme la fonction al est sous la forme ( ), qui est la dérivée de In |x2 + 1|. Ainsi
x2+1 f(x)

I=hn|]*+1|+C

Par conséquent,

1
I xarctanx—§(1n|x2+1|+C)

1
xarctan x — §1n|x2 + 1| +C

ou C’ une constante réelle arbitraire.
e Pour calculer /,, on pose

{ u(x) = x { W (x) =1
=
V/(x) = sinx v(x) = —cos x
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D’apres la formule d’intégration par parties (5.3), on obtient

s

Iy = [u(x) - v(®)]: - f () - v(x) da

0

n
s 2
= [-xcos x]; —f —cosxdx
0

s
x 2
= [~xcos x]; +f cosxdx
0

x s
= [-xcos x]; + [sinx]]

_ _’_Zr Cos(g) —0+ sin(g) — §in(0)

= 1.

5.2.2 Changement de variable

Théoreéme 5.4. Soient f : [a, b] — R une fonction continue sur [a, b] et
QO: [a/’ ﬁ] — [a’ b]

une fonction bijective de classe C' sur [, B]. Alors la fonction composée t —s f(p(1))-¢’ (t)

est intégrable sur [a, B, de plus

1. La formule de changement de variable dans une intégrale s’écrit
b o)
[ s [ sewwoar 54
a ¢ '(a)

2. La formule de changement de variable dans un calcul de primitive s’écrit

f £ dx = f ) (1) dr. (5.5)

Preuve:
1. Comme f est continue, alors elle possede une primitive F sur [a, b].

D’autre part, on a

Viela, Bl: (Fop) (1) =F(p®) ¢ @) = fle®) ¢ 1)

Donc F o ¢ est une primitive de (f o ¢) - ¢'.

Par conséquent,

B b
f fle)g () dt = [F o o2 = F(¢(B) )-F(p(a)) = F(b)-F(a) = f Sf(x)dx
a \_,_/ v a

=b =a
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D’ou la formule (5.4).

2. Pour assurer la formule (5.5), il suffit de voir que
si, x=¢(t) = dx=¢'()de.
Par conséquent,

f f(odx = f fle®)¢'(n) dr.

O

Remarque 5.4. Pour mieux appliquer la formule du changement de variable (5.4) dans

b
une intégrale f f(x)dx, il vaut mieux suivre les étapes suivants :
a

1. On choisit un bon changement de variable t = y(x), puis on tire x = ' (t) = ¢(t)

oy est l'inverse de la fonction bijective ¢ proposée par le théoreme précédent.
2. On change les bornes : a devient y(a) = go_l(a) et b devient y(b) = 90_1(19).

3. On remplace f(x) par son expression fW~' (1)) = f((1)).

4. On calcule dx en fonction de dt, qui s’exprime par dx = ¢'(t)dt.

Exemple 5.6. Calculer les intégrales suivantes :

ex
Ilzftanxdx, Izzf—zdx, Ingcos3xdx,
(e*+1)
1 1
1
14:f a dX, 15:f —dx, OI;lk?&O
0 Vx+1 0 X2+ k2

Solution: e Pour calculer /;, on a

sin x
Ilzftanxdx:f dx,
COS X

On pose t = cos x, ainsi df = — sin xdx, ce qui entraine que

1
I :—f;dt:—ln|t|+C.

On revient a la variable initiale, on aura

I, = —In|cosx| + C.

ex
I, = —dx,
2 f(ex +1)°

e Pour calculer
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on pose

t=e*+1 = dr=e"dx

1 1
L= | =dt= | 2dt=-—-—,
’ fzz f t

On revient a la variable initiale, on obtient

Ce qui donne

e+ 1

e On transforme /; comme suit

13:fcos3xdx:fcoszx-cosxdx:f(l—sinzx)cosxdx

On pose maintenant,

t=sinx = dt=cosxdx,

par conséquent,

t3
L = f(1 — sin® x) cos xdx = f(1 —-A)dt=1- 3te

On revient a la variable x, on retrouve

sin’ x

I; =sinx — +c.

1
14:f al dx,
0 Vx+1
r=vVx+1 = P=x+1
x=r-1
dx = 2¢dt
Quand x variede O a 1, alorst = Vx+ 1 variede 1 a V2. Ainsi, I, devient

‘/5 t2 _ 1 \/E
f t (2tdf) =2 f (> - 1)dt
1 1

e Pour calculer

on pose

I

N
= |2h- :%\/53—2\/5—(%—2)
3 LT3 3

4-242
—

© M. BEKIRI



Chapitre 5. Calcul intégral 90

L |
Is= | ——dx,

nous faisons le changement de variable

e Pour calculer

t = = x=k-t = dt:%dx = dx =kdt

2
k

1 0
Les bornes de I’intégrale /5 deviennent O et A carpour x = 0,onaura : t = - 0 et pour

1
x:I,onaura:t:%.

Par conséquent,

I : ! kd : k d
= _ 1) = —at
i fo (kt)2+k2( ) fo k(2 +1)
1
1 (= 1 1 1

= zf) t2+1dt:%[arctant]3

= ! rtn1 rctan O

= kaca T arcta

1 ) 1
= -—arctan|—].
k k

5.3 Intégration d’une fonction rationnelle

Cette section est consacrée a I’intégration d’une fonction rationnelle a coefficients
réels. Pour cela, nous rappelons quelques définition et résultats nécessaires concernant les

polyndmes et les fractions rationnelles.

Définition 5.4. On appelle polynome a coefficients réels, toute fonction P : R — R

définie par
n
P(X) =ag+a1x+ ax*> + - + ax" = Zakxk
k=0
ou ap, a, ..., a, sont des constantes réelles qu’on les appelle les coefficients du polynéome
P.

De plus si a, # 0, I’entier n s’appelle le degré du polynéme P et on écrit deg p = n.

Exemple 5.7.
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o P(x) = x’ = 2x* + 1 est un polynéme de degré 3.

e Toute fonction constante est un polynome de degré 0.
Définition 5.5. Soient P, Q deux polynomes a coefficients réels tel que Q # 0. La fonction

P(x)
Ox)’

x— f(x) =

s appelle fonction rationnelle ou fraction rationnelle de degré : deg f = deg P — deg Q, ou

P est le polynéme du numérateur et Q % 0 est le polynome du dénominateur.

P
Proposition 5.3 (et définition). Pour tout fonction rationnelle é, il existe un unique

polynome S de degré deg S = deg P — deg Q et un unique polynome R de degré : deg R <
deg Q, telle que

R
=5+,
Q

P
Q
R , . . .\ . P
les polynomes S, R étant respectivement la partie entiere de la fraction — et le reste de la
division de P par Q. La fraction é s appelle la fraction réguliere.
Remarque 5.5.
o Le degré de la partie entiere d’une fraction rationnelle — est exactement le degré de

cette fraction.

e Sideg P < deg Q, alors la fraction é étant réguliere et sa partie entiere est nul.

Exemple 5.8. On considere la fonctionnelle rationnelle

Jx) =

X2 +2x+2

Nous faisons la division euclidienne de x* + x> — 1 par x* + 2x + 2, on obtient

¥ o+xt -1 X 4+2x +2
—x° —2x% —2x x -1
—x* —2x -1
X +2x +2
+1
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Par conséquent,

X+xr-1 - 1
_ =X - -
X2 +2x+2 X2 +2x+2

fx) =
1l est clair que la partie entiere de f est le polynéme S (x) = x — 1.

Définition 5.6. On appelle

o élément simple de premieére espéce une fraction rationnelle de la forme

A

——, ou neN" e AaeR
(x—a)

o élément simple de seconde espéce une fraction rationnelle de la forme

Mx+ N

x—n’ ou neN" et M,N,p,geR avec p2 —4g < 0.
(x%2 + px+q)

Exemple 5.9. Les fractions

1 2 -3
x—1" (x+2¥ (x=2)¥

sont des éléments simples de premiere espece. Par contre, les fraction

x—1 2x+1
X4+x+17 2+1°

sont des éléments simples de seconde espece.

5.3.1 Décomposition d’une fonction rationnelle en éléments simples

P
Proposition 5.4 (et définition). Toute fonction rationnelle f = é se décompose d’une

seule maniere comme somme de sa partie entiere et d’'un nombre fini d’éléments simples

de la forme

A
(x —a)"
Mx+ N
(X2 + px+q)"

ou n €N, (5.6)
on neN et p*-4g<0. (5.7)

. : rp , :
Remarque 5.6. Pour décomposer une fonction rationnelle f = a en éléments simples, il

veut mieux suivre les démarches suivantes :
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1. On doit faire d’abord la division euclidienne du numérateur par le dénominateur
pour apparaitre la partie entiére de la fonction rationnelle f. C’est-a-dire on écrit f

sous la forme :

R
=9 —
f 0

R
2. On écrit la fraction réguliere é en somme d’éléments simples de types (5.6) et (5.7).

Pour mieux comprendre les démarches précédentes, il vaut mieux traiter quelques

exemples.

Exemple 5.10. On considere la fonction rationnelle

x3

(x+12(x2+ 1)

fx) =

1l est clair que la fonction f est une fraction réguliére parce que le degré du numérateur
est inférieur strictement que le degré de dénominateur; ainsi elle admet une décomposition

en éléments simples de la forme

X __ A, B  MxtN
(x+D2x2+1) x+1 (x+1)?2  x2+1

fx) =

A+MP+A+B+2M+N)x> +(A+ M +2N)x+A+B+N
(x+D2(x2+1)

Far identification, on aura

A+M=1,
A+B+2M +N =0,
A+ M+ 2N =0,
A+B+N=0.
Par conséquent, on trouve donc
1 1
A=1, B=-—-, M=0, N=-—-.
2 2
Finalement,
1 1 1
f(x) = - ;

x+1 (x+12 2+1
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5.3.2 Intégration des éléments simples

L’intégration d’une fonction rationnelle se ramene apres la décomposition en éléments
simples a I’intégration de sa partie entiere (qui s’integre facilement) et a I’intégration des

éléments simples de types (5.6) et (5.7).

A
I. Les éléments simples de premiere espece W s’integrent comme suit
xX—a
Aln|x —a| si n=1,
k=t
X = A 1
(x-a) ~ si n#l.

1—-n (x_a)n—l

Mx+ N
(X2 + px+gq)"
on commence par faire apparaitre au numérateur, la dérivée 2x + p du polynéme

II. Pour intégrer les éléments simples de seconde espece, ol p> —4q < 0,

X+ px + g. Par identification, on a donc

M M
Mx+N:7(2x+p)+N—?p.

11 vient

Mx+N 5Q2x+p) N N-%p

(x2+ px +q)" X2+ px+q X+px+gq

Par conséquent,

f Mx+ N M f 2x+p dx +(N )f
(X2 + px + q) (X2 + px+q)" 27 (x2 + px + q)
@)
(5.8)
L’intégrale (D est de la forme f - " )) dx (voir la Table 5.1), ainsi
u(x
1n(x2+px+q)+C si n=1,
2x +
= f P = » (5.9)
(2 + px+q)f —4C sion#l
(n—=1D(2+px+gq)

Pour calculer I’intégrale @), on écrit d’abord le trindme x> + px + ¢, sous la forme

canonique, i.e.

2% r’
x2+px+q:(x+§) +q—Z:(x+a)2+ﬁ2,
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_ P
,ﬁ—q4.

1 1
= | —dx= d
o | et f((x+a)2+,82)n ’

Par conséquent, I’intégrale @ se ramene, apres le changement de variable x + a = S,

a =

(SRS

Il est clair que

au calcul d’intégrale

1
Jn = fm d[. (510)
Le calcul de J, s’effectue par I’intégration par parties. En effet,
1 t
)= ——— u'(t)=-2n———
=Ty S 2+ 1)
V() =1 v(t) =t

On aura
t ?
J, = —n+2nf—dt
(t2 + 1) (tz + 1)n+1

t £+1)-1
- pon (DT,
G T

t

= m +2n(Jy = Jps1)

Par conséquent, on trouve la relation de récurrence :

f

Ainsi, tout le calcul se rameéne a celui de

I
Ji = fﬂ 7 dt = arctant + C. (5.12)

Exemple 5.11. Calculer les intégrales indéfinies suivantes :

x+1 2x+ 1
L= 2" 4 L= | -22T0 g
! f2x2+2x+2 Ho fx2+2x—3 .

I f L g 1 f <4
= | ————dx, = | =———=dx
’ x> +4x -4 ! X2 +3x+2
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Solution:
1. Ona

x+1 1 x+1
L=| ————dx== | ———d
: f2x2+2x+2 o 2fx2+x+1 x
On remarque que la fonction qu’on veut intégrer est un polyndme régulier (car le

degré du numérateur est inférieur strictement au degré du dénominateur). D’ autre

part, le dénominateur x> + x + 1 est un trindme sans racine réelle (son discriminant

A=1>-4 = -3 <0), ainsi, est un élément de seconde espece et on

xX2+x+1

pourra écrire

1 +1 1 Cifex+D+1
I, = _fx—dx:_fwdx
2) x2+x+1 2 xX2+x+1
1 2x+ 1 1 1
= - | ——dx+- | —d 5.13
4fx2+x+1 * 4fx2+x+1 * (5.13)
@ @)

Le calcul de D est immédiate. En effet,
O=Inx*+x+1)+C (5.14)
Pour calculer @), on écrit d’abord, le trindme x> + x + 1, sous la forme canonique 1.e.

ﬁ)Z
7 )

1 1 1
2 _ -\2 R )2
x+x+1—(x+2)+l 1 (x+2) + (

Par conséquent,

1
o- [ a
Grbpe By

On pose,

1
+—=—1t = dx=
X 5 ) X

>
o|2

Ainsi, I’intégrale @ devient

@ Zf ! dr 2] 2 tant + C
= — = — = ——=arclan
VviJ e+l V3T Vs 2

Or
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il s’ensuit que

2%+ 1
@:—arctan( alul )+C2 (5.15)

Nous remplagons (5.14) et (5.15) dans (5.13), on obtient

1 12
I, = Zln(x2+x+1)+C1+——arctan

(2x+1
IR

)+C2

1 5 1 2x+1
= Zln(x + x+ 1)+ —— arctan + C.

23 V3

2x+1
L= | =27 4
2 fx2+2x—3 o

. 2x+1 . . .
On remarque d’abord que le dénominateur d& ————— possede deux racines, qui
xX2+2x-3

sont x = =3 et x = 1 (son discriminant A = 4 + 12 = 16 > 0). Ainsi le dénominateur
se factorise en
¥ +2x-3=(x+3)(x-1)

2x+1
La décomposition en éléments simples de la fraction 2T estdoncdela
(x+3)(x-1)
forme
2x + 1 A B (A+B)x—-A3B

x+3)(x-1) - x+3 +x—1 e+ )x=-1

ou A et B sont deux constantes réelles qu’on doit les déterminer.

Par identification, on obtient facilement que

3
{A+B =2 B =7
- 5
-A+3B =1
A —- —
4
C’est-a-dire
2041 . T
x+3)(x-1 x+3 x-1

Par suite,

5001 301
L, = = dx+ = d
2 4fx+3 er4fx—1 X

3
Zln|x— 1|+Zln|x+3|+C.
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1 1
I; = —  dx=- — d
: f—x2+4x—4 * fx2—4x+4 *

. 1 .
Comme le dénominateur de ——— possede une racine double x = 2 (son
x?—4x+4

discriminant A = Q). On écrit donc ce dénominateur sous forme

3. Ona

X —dx+4=(x-2)7

Par conséquent,

1 1
L=-— dr=——+C.
3 f(x—2)2 *TI 2

3
= —dx,
N fx2+3x+2 .

3

Le degré totale de la fraction est 3 —2 = 1, donc il y a une partie enticre,

X
X2 +3x+2
qui est un polynéme de degré 1. Pour trouver cette parie entiere, nous faisons la

division euclidienne du numérateur par le dénominateur, on aura

X X% +3x +2
—x° =3x% —2x x -3
—-3x% —2x
+3x% +9x 46
7x +6
Par conséquent,
x B (x=3)(x*+3x+2)+7x+6
243x+2 X2 +3x+2
3. Tx+6
= x- _
X2 +3x+2
‘ . . ST Tx+6 N
D’autre part, le dénominateur de la fraction réguliere —————— possede deux
X2 +3x+2
-3+1 -3-1
racines x = > =—letx= —5 = —2 (car son discriminant A =9 -8 =1 >
0).
‘ . . s . , Tx+6
Par conséquent, la décomposition en éléments simples de la fraction ———— est
X2 +3x+2
de la forme :
Tx+6 Tx+6 A N B (A+Bx+A+2B
4+3x+2  x+2)(x+1) x+2 x+1  (x+2)(x+1)
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99 5.3. Intégration d’une fonction rationnelle

ou A et B sont deux constantes réelles qu’on veut les calculer.

Par identification, on trouve
A+B=1 . A=
A+2B=6 =-1

Tx+6 8 1
2+3x+2 x+2 x+1°

Finalement, /, devient

8 1
L= f(x—3+x+2—x+1)dx
f( 3)d+8f1d fld
* * x+2 xr1

= xX*-3x+8Inlx+2/-Injx+ 1|+ C.

5.3.3 Intégration d’une fonction rationnelle en cos x et sin x
Soit

I = fR(cosx, sin x) dx, (5.16)

ou R est une fonction rationnelle en cos x et sin x.

. 2z N N . X N 19 z .
L’intégrale (5.16) se ramene apres le changement de variable ¢ = tan o a ’intégration

. . . X
d’une fonction rationnelle. En effet, si on pose : ¢ = tan 7 on trouve donc les formule,

1 -7 . 2t d 2 dr
cCosx = ——, SInx= R X = .
1+172 1+7 1+172

Par conséquent, I’intégrale I devient

1 1-2 2t
I1=2 ‘R , dr.
fl+t2 (1+t2 1+t2)

Exemple 5.12. Calculer
1

—dx,
sin x
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On pose
. 2t
sin x =
X 1+47
t=tan—- = )
= dr
1+7
1l vient

Cas particuliers :

On donne maintenant d’autres changement de variables mieux adaptés pour des cas
plus particuliers que I’intégrale (5.16).

o |“cas:

L = fR(cos Xx) - sin xdux, (5.17)
ou R une fonction rationnelle en cos x. Nous faisons le changement de variable

t=cosx = dt=—sinxdx

Par conséquent, (5.17) devient

I = —fR(t)dt.

L, = fR(sin Xx) - cos xdx, (5.18)

o 2 cas:

ou R une fonction rationnelle en sin x. Nous faisons le changement de variable

t=sinx = dr=cosxdx

Par conséquent, (5.18) devient

L= f R(1) dt.

/ f sin x d
= —dx,
cos?x—1

t=cosx = dr=-sinxdx

Exemple 5.13. Calculer

On pose
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101 5.3. Intégration d’une fonction rationnelle

Par conséquent,

sin x 1
I = ——dx=- dr
fcos%c—l o ftZ—I

Commet* —1=(-1)(t+1),on peut décomposer la fraction "

T en éléments simples

de la forme

| __A B _(A+Br+A-B
2-1 -1 t+1 2-1 '

Par identification, on trouve donc

1

_ A=—
A+B=0 2
A-B=1 1
2

D’ou

Notre intégrale devient

1 1 1 |
I=- dt=—5 | | ——-—]|dt
fﬂ—l zf(t—l t+1)

1 1 1 1
"2 t+1dt_§ft—1dt

1. |t+1
—Ell’l'm +C.

On revient a la variable initiale x, on trouve

cosx+ 1
o)

1
I=-1
2 n cosx—1

5.3.4 Intégration d’une fonction rationnelle en ¢*

Soit
I= fR(ex) dx, (5.19)

ol R est une fonction rationnelle en e”.
L’intégration de I est encore réductible a celle d’une fonction rationnelle par le changement

de variable : t = . En effet, si on pose :

t=¢* = x=Int, et dx:?dt
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Par conséquent, I'intégrale (5.19) devient

R(¢t
z:fﬁdt.

t

1
I= | —dx,
fchx o

et on pose :

Exemple 5.14. Calculer

e'+e

On utilise le fait que chx =

r=¢e*

Ce qui donne

1 1
I:fﬁdXZZI d.X'
6+2€‘ ex+e—x

1 1 1
:2[ -—dt:2f
t+1 1 ?+1

=arctant + C = arctane” + C.

1
= x=Int, et dx=-—dr,
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5.4 Exercices

Exercice 5.1. Calculer les intégrales suivantes :

1 1 2
I = f (x3 Ty 4 15) dx, L = f x(x2 + 1)5 dx, I = f Vx + 2dx,
0 0 -2
1 ) i a
Iy = f (4x+2) (x2 +x— 2) dx, Is= f sin 3x dx, Is = f (1 + cos x + cos” x) dx.
0 0 2

Exercice 5.2. Calculer les primitives suivantes :

x+2 1 1
Fl(X):fde, FZ(X):fo+1dx’ F3(X):fx3_ldx,

F(x)—f x dx F(x)—f;dx F(x)—f x dx
A B~ M) 243x42 0 0T ) o1

Exercice 5.3. Utiliser le changement de variable qui convient pour déterminer les primi-

tives suivantes :

Gl(x):f;dx, Gz(x):fwd)c, Gs(x):fcossx dx,

1+cosx 1+ cosx sin’ x
T+ 1 h
Gi(x) = ftanxdx, Gs(x) = f ez dx, Ge(x) = fs_x dx
e + 1 chx

1 1 1
G = | ———dx, G = | ———dx, G = | ——d
) fx+ Vx—1 * o) fx+ V1 —x * ) f(chx+ 1)? *

Exercice 5.4. Utiliser l’intégration par parties une ou plusieurs fois pour déterminer les

primitives suivantes :

H (x) = f In xdx, Hy(x) = f arctan x dx, Hi(x) = f x% sin x dx,

Hy(x) = f (o + xDet dx, Hs(x) = f 2 arctan(Vx) dx, He(x) = f (x* +2x + 1) chxdx.
Exercice 5.5. Pour tout n € N, on considere ’intégrale I, définie par :

1
I, = f xX"e?* dx.
0

1. Calculer Iy et I,.
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2. Montrer que

e’ n+1
Ly = — — L.
+1 2 ( 2 )

Exercice 5.6. On considere la fonction f définie sur R* — {—1} par

1. Montrer que
2 1 1

VxeR —{=1}: f(x)=

2. Déterminer une primitive de la fonction f.

3. Déduire une primitive sur R de la fonction g définie par

Exercice 5.7. On considere les intégrales suivantes :

i sin x i COS X
I = —dx, J= —dx.
o SInXx+ cosx o SInX+ cosx

1. Calculer I+ Jetl—J.
2. En déduire I et J.

Exercice 5.8. On considere les intégrales suivantes :

%
I:f cos’ xdx, J:f sin’ x dx.
0 0

1. Calculer I + J et — J.
2. En déduire I et J.

ISE

Exercice 5.9. On désigne par 1, J les primitives

I(x) = f © dx, J= f © dx.
er+e™* er+e™*

1. Calculer I(x) + J(x).

2. Calculer I(x) — J(x)
3. En déduire I(x) et J(x).

G+D? x+l x
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Exercice 5.10. On considere ’intégrale suivante :

n

I:f In(1 + tan x) dx.
0

Vi
1. Enposant : t = i X, montrer que

i 2
:f ln( )dt
0 1+tant

2. Endéduire I = g In2.
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