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Introduction 5
Introduction

Ce polycopié est un cours de Master d’une matière de l’unité fondamentale de troisième semestre
de spécialité géométrie différentielle et applications et de filière mathématiques et de domaine mathé-
matiques et informatiques. Ce polycopié est destiné aux étudiants de deuxième année Master géométrie
différentielle et applications (LMD). Le contenu de ce polycopié, il a été préparé conformément au pro-
gramme enseigné. Il est rédigé sous forme de cours détaillés avec des exemples et des exercices résolus
et il a été présenté avec un style très simple qui permet aux étudiants une compréhension très rapide.

Ce polycopié qui représente une branche de la géométrie Riemannienne, ce qu’on appelle
la structure de contact ou la variété de contact. Cette géométrie de contact, elle entretient d’étroits
liens avec la géométrie symplectique, la géométrie complexe, la théorie des feuilletages de codimension
un et les systèmes dynamiques. Elle est née de l’étude de la thermodynamique et de l’optique géométrique.

Par ailleurs, la théorie de structure sur les variétés est un sujet intéressant de la géométrie différentielle
moderne et les aspects géométriques différentiels des sous-variétés des variétés avec certaines structures
qui sont des champs vastes et très fructueux pour la géométrie Riemannienne.
Il est bien connu que pour étudie d’une variété Riemannienne donnée (M, g), parfois, il est approprié de
plonger certaines structures dans une variété de Riemann connue, puis arrivé à une géométrie induite.
Ce travail se situe à l’interface de la géométrie Riemannienne et de la géométrie de contact, exactement
dans la géométrie Sasakienne.
Ces variétés Sasakiennes ont été introduites en 1960 par le Japonais géomètre Sasaki Shigeo. Il n’y avait
pas beaucoup d’activités dans ce domaine après la mi-1970, jusqu’à l’avènement de la théorie des cordes
(String theory). Depuis, les variétés Sasakiennes ont gagné en importance dans la physique et la géo-
métrie algébrique, principalement due à une chaine de documents par Boyer, Galicki et leurs co-auteurs.

Ce travail comprend quatre chapitres essentielles :

Le premier chapitre est consacré à l’étude des structures presque de contact et structures de contact
sur une variété différentiable M de dimension impaire et la relations entre eux. Où nous avons présenté,
dans ce chapitre, les définitions, les théorèmes, les propriétés et quelques remarques relatives à cette
structure, avec aborder les preuves en détails, qui permet aux étudiants une compréhension très large.
Nous rappelons aussi quelques structures qui interviendront dans cette étude.
Puis, nous avons étudié une métrique Riemannienne associe une structure presque de contact, qui nous
permet de construit une variété métrique de contact, où nous avons arrivé, qu’une variété de contact
avec la forme de contact η porte une structure métrique presque de contact (ϕ, ξ, η, g) avec Φ = dη.
Cette structure a été mentionnée comme une structure associée ou simplement comme une structure
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6 Introduction

métrique de contact. Jusqu’à ce que nous arrivions à déterminer la condition de normalité en terme de
tenseur de Nijenhuis de cette structure.
En fin nous avons donné des exemples (exercices) pour comprendre les notions et pour manipuler les
différents calculs. Où dans la plupart des cas prenons des exemples de structure de contact sur S3 ( ou
R3) qui est le modèle local de toutes les structures de contact en dimension trois.

Le deuxième chapitre est consacré à la notion de la variété K-contact, ce qui représente par une
variété métrique de contact avec ξ un champ de vecteurs de Killing qui conserve la métrique Rieman-
nienne g. Nous présentons les définitions et les propriétés, avec aborder les preuves en détails. ensuite,
nous avons traité certains cas particuliers de courbure de Riemann sur une variété K-contact. Nous
avons discuté aussi pour certains structures liées à la structure presque de contact sur une variété de
dimension impaire. Parmi ces structures, structure cosymplectique et Structure coKähler.

Dans le troisième chapitre, nous avons étudié la notion de la géométrie Sasakienne où nous avons
axé notre étude sur la variété de Sasaki, ce qui représente par une structure métrique de contact nor-
male sur une variété Riemannienne. Nous présentons les définitions, théorèmes et certains propriétés,
avec preuves en détails. Nous avons également discuté du rôle important qui ce fait par la courbure de
Riemann du variété Sasakienne. Finalement, nous avons arrivé à conclure que la structure Sasakienne,
la structure de Kenmotsu et la structure cosymplectique, sont des cas particuliers de structure trans-
Sasakienne.

Le quatrième chapitre est consacré à l’étude du courbure holomorphique d’une variété Sasakienne.
Dans ce chapitre on introduit la notion de courbure ϕ-sectionnelle. Cette notion joue un rôle en géo-
métrie Sasakienne comme le joue la courbure sectionnelle holomorphique en géométrie de Kähler, c’est
à dire la courbure ϕ-sectionnelle déterminer la courbure Riemannienne de variété de Sasaki, lorsque la
courbure ϕ-sectionnelle est constante, cela se reflète dans un théorème important. Puis, nous arrivons à
donné la notion d’une variété Sasakienne space forme.
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71 Variétés presque de Contact

1.1 Variétés de contact

La géométrie de contact est la partie de la géométrie différentielle qui étudie les formes et les struc-
tures de contact. Elle entretient d’étroits liens avec la géométrie symplectique, la géométrie complexe, la
théorie des feuilletages de codimension un et les systèmes dynamiques. La géométrie de contact est née
de l’étude de la thermodynamique et de l’optique géométrique. Une structure de contact sur une variété
est un champ d’hyperplan, c’est-à-dire la donnée en tout point d’un hyperplan dans l’espace tangent.

Pour plus de détail, voir [1], [2], [3],[22]...

Une variété différentiable M de dimension impair (2n + 1) est dite variété de contact si elle
existe une 1-forme η globale sur M telle que :

η ∧ (dη)n 6= 0

On dit que M est une variété de contact munie d’une forme de contact η.

Définition 1

Remarque
1.

En particulier, η ∧ (dη)n 6= 0 est un élément de volume de M , de sorte qu’une variété de contact est
orientable. Aussi le rang de dη est 2n sur l’algèbre de Grassmann T ∗pM à chaque point p ∈ M , et
donc nous avons un sous-espace de dimension 1, {X ∈ TpM/dη(X,TpM) = 0}, dont η 6= 0 et qui
est complémentaire au sous-espace défini par η = 0. Par conséquent le choix de ξp dans ce sous-espace
normalisée par η(ξp) = 1, nous avons un champ de vecteurs globale ξ satisfaisant

dη(ξ,X) = 0, η(ξ) = 1.

ξ est appelé le champ de vecteur caractéristique ou le champ de Reeb de la structure de contact η.
Utilisant la dérivée de Lie on obtient immédiatement,

Lξη = 0, Lξdη = 0.

On note D la distribution de contact ou sous-fibré défini par le sous-espace Dp = {X ∈ TpM : η(X) = 0}.
Grosso modo, le sens de la condition η ∧ (dη)n 6= 0, est que le sous-fibré de contact est aussi loin d’être
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8 Variétés presque de Contact

intégrable que possible, en particulier, D tourne comme un seul mouvement sur la variété. Pour un
sous-fibré défini par une 1-forme η d’être intégrable, il faut et il suffit que η ∧ (dη)n ≡ 0.

Soit w une 1-forme sur une variété différentiable Mn et supposons que w ∧ (dw)p 6= 0

et (dw)p+1 ≡ 0 sur Mn. Ensuite, sur chaque point, il existe un systéme de coordonnées
(x1, . . . , xp, y1, yn−p) de telle sorte que w = dyp+1 −

∑p
i=1 y

idxi. Ainsi, sur chaque point d’une
variété de contact (M2n+1, η) il existe des coordonnées (xi, yi, z), i = 1, . . . , n telle que

η = dz −
n∑
i=1

yidxi. (1.1)

Théorème 1

Exemples
1.

• R3 est une variété de contact, munie d’une forme de contact :

η = dz +
1

2
(xdy − ydx)

avec (x, y, z) système de coordonnées sur R3.

• R2n+1 est une variété de contact, munie d’une forme de contact :

w = dz −
n∑
i=1

yidxi

avec (xi, yi, z) i = 1, ..., n système de coordonnées sur R2n+1.
• T 3 est une variété de contact, munie d’une forme de contact :

η = coszdx+ sinzdy

avec (x, y, z) système de coordonnées sur T 3.
• La variété M3 munie d’une 1-forme η = (x+ y)dx, n’est pas une variété de contact,
avec (x, y, z) système de coordonnées sur M3.
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1.2 Variétés presque de contact 9

1.2 Variétés presque de contact

Soit M une variété différentiable de dimension impaire (2n+ 1).
On appelle structure presque de contact sur M la donnée d’un triplet (η, ξ, ϕ) tel que :

1. ϕ un champ de tenseur de type (1, 1)

2. ξ un champ de vecteurs

3. η une 1-forme sur M

vérifiant les conditions suivantes

η(ξ) = 1, ϕ2X = −X + η(X)ξ,

pour tout X ∈ Γ(TM).

Définition 1

Une variété de dimension (2n+ 1) munie d’une structure presque de contact (ϕ, ξ, η) est une
variéte presque de contact.

Définition 2

Exemples
2.

(R3, ϕ, ξ, η) est une variété presque de contact, dans les cas suivantes :

1) ξ = ∂y, η = dy, ϕ∂x = −∂z, ϕ∂y = 0, ϕ∂z = ∂x,

2) ξ = ∂x, η = dx, ϕ∂x = 0, ϕ∂y = ∂z, ϕ∂z = −∂y,

3) ξ = −∂z, η = −dz, ϕ∂x = −∂y, ϕ∂y = ∂x, ϕ∂z = 0,

avec {∂x, ∂y, ∂z} une base local et (x, y, z) système de coordonnées sur R3.

Soit (ϕ, ξ, η) une structure presque de contact ,alors on a les propriétés suivantes :

1. ϕξ = 0

2. η ◦ ϕ = 0

3. rangϕ = 2n.

Théorème 1
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10 Variétés presque de Contact

Preuve .

1- On a
η(ξ) = 1, ϕ2X = −X + η(X)ξ.

remplacent X par ξ, on trouve :

ϕ2ξ = −ξ + η(ξ)ξ = 0 = ϕ(ϕξ)

Ce qui implique : ϕξ = 0 ou ϕξ est un vecteur propre de ϕ qui correspond à la valeur 0.

Raisonnement par absurde :
Supposons que ϕξ 6= 0 on trouve

0 = ϕ2(ϕξ) = −ϕξ + η(ϕξ)ξ

c’est-à-dire :
η(ϕξ)ξ = ϕξ

Donc :
η(ϕξ)ξ 6= 0

et :
η(ϕξ)ϕξ = ϕ2ξ = 0

Contradiction, avec le fait que η(ϕξ) 6= 0 et ϕξ 6= 0,
donc

ϕξ = 0

2- Maintenant prenant ϕξ = 0,

η(ϕX)ξ = ϕ3X + ϕX

= ϕ(ϕ2X) + ϕX

= ϕ
(
−X + η(X)ξ

)
+ ϕX

= η(X)ϕξ

= 0

η(ϕX)ξ = 0 =⇒ η(ϕX) = 0

=⇒ η ◦ ϕ = 0

3- On a ϕξ = 0, ξ 6= 0, ϕ non injective,
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1.3 Variétés métriques presque de contact 11

d’où rang(ϕ) < 2n+ 1.
Supposons qu’il existe ξ tel que ϕξ = 0

alors remplacer X par ξ dans ϕ2X = −X + η(X)ξ,

on trouve
0 = ϕ2ξ = −ξ + η(ξ)ξ =⇒ ξ = η(ξ)ξ

ξ est proportionnel par rapport à ξ
donc dimkerϕ = 1, et puis rangϕ = dim(Imϕ) = (2n+ 1)− 1 alors on a

rangϕ = 2n

Exercice 1. (TD)
Soit (M2n, J) une variété presque complexe.
Montrer que

(
M2n × R, (ϕ, ξ, η)

)
est une variété presque de contact, telle que :

η := dt ≡ (0, dt) ξ := ∂t ≡ (0, ∂t) ϕ(X, f∂t) := (JX, 0)

avec t ∈ R, f ∈ C∞(M2n × R) et X ∈ Γ(TM).

1.3 Variétés métriques presque de contact

1.3.1 Métrique Riemannienne associée à une structure presque de contact

Toute variété presque de contact (M,ϕ, ξ, η) admet une métrique Riemannienne g telle que,

g(X, ξ) = η(X), ∀X ∈ Γ(TM).

Théorème 1

Preuve . Soit (M,ϕ, ξ, η) une variété presque de contact.
Pour tous X, Y ∈ X(M), on pose

g(X, Y ) = h
(
X − η(X)ξ, Y − η(Y )ξ

)
+ η(X) · η(Y )

où h est une métrique Riemannienne sur M2n+1
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12 Variétés presque de Contact

On remplace Y par ξ on aura

g(X, ξ) = h
(
X − η(X)ξ, ξ − η(ξ)ξ

)
+ η(X) · η(ξ)

= h
(
X − η(X)ξ, 0

)
+ η(X)

= η(X)

Toute variété presque de contact (M,ϕ, ξ, η) admet une métrique Riemannienne g telle que,

g(ϕX,ϕY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ), ∀X, Y ∈ Γ(TM). (1.2)

et g dans ce cas dite compatible avec la structure.

Proposition 1

Preuve .

Soit h une application définie pour tous X, Y ∈ X(M) par
h(X, Y ) = h′(ϕ2X,ϕ2Y ) + η(X)η(Y )

où h′ est une métrique Riemannienne sur M2n+1

Alors, on a :

h(ξ,X) = h′(ϕ2ξ, ϕ2X) + η(ξ)η(X)

= η(X)

on défini g par
g(X, Y ) =

1

2

(
h(X, Y ) + h(ϕX,ϕY ) + η(X)η(Y )

)
.

Donc g est une métrique Riemannienne et :

g(ϕX,ϕY ) =
1

2

(
h(ϕX,ϕY ) + h

(
−X + η(X)ξ,−Y + η(Y )ξ

))
=

1

2

(
h(ϕX,ϕY ) + h(X, Y )− 2η(X)η(Y ) + η(X)η(Y )

)
= g(X, Y )− η(X)η(Y ).

Exercice 2.

Soit (M,ϕ, ξ, η) une variété presque de contact,
et g une métrique Riemannienne sur M .
Monter que pour ∀X, Y ∈ Γ(TM), on a : g(X,ϕY ) + g(ϕX, Y ) = 0.
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1.3 Variétés métriques presque de contact 13

Vérification :

D’après la définition on obtient,

g(ϕx, ϕ2Y ) = g(ϕX,−Y + η(Y )ξ)

= −g(ϕX, Y ) + η(Y )g(ϕX, ξ)

= −g(ϕX, Y ) + η(Y )η(ϕX)

= −g(ϕX, Y ).

Or,
g(ϕx, ϕ2Y ) = g(X,ϕY )− η(X)η(ϕY ) = g(X,ϕY )

implique,
g(X,ϕY ) = −g(ϕX, Y )

1.3.2 Variétés métriques presque de contact

On appelle une variété métrique presque de contact toute variété presque de contact
(M,ϕ, ξ, η) munie d’une métrique Riemannienne g compatible avec la structure presque de
contact (ϕ, ξ, η).

Définition 1

Remarques
1.

1) Dans ce cas une variété métrique presque de contact est notée par (M,ϕ, ξ, η, g).
2) Une variété métrique presque de contact (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) admet une base orthonormé de TxM de
type {Xi, ϕXi, ξ}ni=1, appelée ϕ−base.

Exercice 3. (TD)
Montrer que (R3, (ϕ, ξ, η, g)) est une variété métrique presque de contact, telle que :

ϕ =


0 1 0

−1 0 0

0 y 0

 , g =
1

4


1 + y2 0 −y

0 1 0

−y 0 1


η =

1

2

(
dz − y dx

)
, et ξ = 2 ∂z

avec {∂x, ∂y, ∂z} une base local et (x, y, z) système de coordonnées sur R3.
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Pour chaque structure métrique presque de contact (ϕ, ξ, η, g) surM on définit la 2-forme
fondamental Φ par,

Φ(X, Y ) = g(X,ϕY ), ∀X, Y ∈ Γ(TM).

Définition 2

Exercice 4. (TD)
Soit (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété métrique presque de contact, avec Φ la 2-forme fondamental de cette
structure.
- Vérifier les propriétés suivantes :

1) Φ(X, Y ) = −Φ(Y,X), c.a.d, Φ est anti-symétrique.
2) Φ(ϕX,ϕY ) = Φ(X, Y ), c.a.d, Φ est invariante à ϕ.

Pour tous X, Y ∈ X(M).

Soit M2n+1 une variété différentiable munie d’une 1-forme différentielle globale η et d’un
2-forme différentielle globale Φ sur M telle que :

η ∧ Φn 6= 0

alors M2n+1 admet une structure presque de contact.
De plus, si M2n+1 est une variété de contact avec la forme de contact η, alors il existe une
structure métrique presque de contact (ϕ, ξ, η, g) telle que la 2-forme fondamentale Φ est
définie par,

Φ = dη.

c.a.d,
g(X,ϕY ) = Φ(X, Y ) = dη(X, Y ) :=

1

2

(
Xη(Y )− Y η(X)− η([X, Y ])

)
pour tout X, Y ∈ Γ(TM).

Proposition 2

Remarque
2.

Une structure métrique presque de contact construite à partir d’une forme de contact η (c.a.d, Φ = dη),
cette structure est appelée structure métrique de contact, et une variété munie d’une telle structure
est une variété métrique de contact.
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1.3 Variétés métriques presque de contact 15

Exercice 5. (TD)
On considère une variété Riemannienne (S3, g) telle que g le produit scalaire.
Avec l’utilisation d’une paramétrisation nous posons :

g =


1 0 0

0 cos2α 0

0 0 cos2α cos2β

 avec (α, β, γ) des coordonnes sur S3.

Nous pouvons définir une 1-forme η comme suit :

η = sinβ dα− cosα sinα cosβ dβ + cos2α cos2β dγ

1- Nous montrons que (S3, η) est une variété de contact :
Après des calcules simple, on trouve :

dη = −2cosβ cos2α dα ∧ dβ − 2 cosα sinα cos2β dα ∧ dγ − 2cosβ sinβ cos2α dβ ∧ dγ

puis, on obtient,
η ∧ dη = −2cos2α cosβ dα ∧ dβ ∧ dγ 6= 0

Donc, (S3, η) est une variété de contact.

2- Maintenant, nous allons construire une structure métrique presque de contact (ϕ, ξ, η, g) sur
S3 :

Calculons le champ de vecteur ξ, nous posons :

ξ = ξ1∂α + ξ2∂β + ξ3∂γ

et sachons que g(X, ξ) = η(X) on peut avoir

ξ =


sin β

− tanα cos β

1



et nous pouvons facilement voir que η (ξ) = 1
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Calculons maintenant l’endomorphisme ϕ, nous avons{
g (X,ϕY ) = dη (X, Y )

2dη(X, Y ) = Xη(Y )− Y η(X)− η([X, Y ])

c.à.d.
g(X,ϕY ) =

1

2

(
Xη(Y )− Y η(X)− η([X, Y ])

)
localement l’équation précédente donne,

ϕkj =
1

2
gki
(
∂i
(
η(∂j)

)
− ∂i

(
η(∂j)

))

d’où la matrice associé à ϕ est donnée par

(ϕij)1≤i,j≤3 =


0 − cos2 α cos β − cosα sinα cos2 β

cos β 0 − cos β sin β

tanα tan β 0

 ,

ou par l’utilisation des opérations sur les matrices, nous utilisons g.ϕ = dη.
et on peut vérifier que

ϕ2 = −I + η ⊗ ξ.

Suivant la base locale {∂α, ∂β, ∂γ}, nous pouvons vérifier que :

g(ϕX,ϕY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ).

Donc, (S3, ϕ, ξ, η, g) est une variété métrique de contact.
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1.4 Déformation du structure presque de contact

1.4.1 Déformation D-homothetique de Tanno

En géométrie classique (Euclidien), une homothétie est une application ponctuelle caractérisée par
un point invariant appelé centre et un réel appelé rapport. Par l’homothétie de centre O et de rapport
k, le point M est transformé en un point M ′ tel que

−−→
OM

′
= k.
−−→
OM .

En d’autres termes, l’homothétie laisse O fixe et envoie le point M sur un point M ′ situé sur la
droite (OM) par un agrandissement ou une réduction de rapport k. L’homothétie correspond donc à un
changement d’échelle des figures, c’est à dire L’homothétie est une transformation géométrique qui
permet d’agrandir ou de réduire une figure selon un rapport d’homothétie k et un centre O.

En 1968, Tanno [20] a introduit une notion dite déformation D-homothétique ou déformation
2n-homothétique sur les structures métrique de contact (ϕ, ξ, η, g) où D est la distribution définie par
η = 0.
Cette déformation donnée par la proposition suivante [20] :

Soit (ϕ, ξ, η, g) une structure métrique de contact et a une constante strictement positive,
posons la déformation suivante :

ϕ = ϕ, η = aη, ξ =
1

a
ξ, g = ag + a(a− 1)η ⊗ η, (1.3)

alors (ϕ, ξ, η, g) est aussi une structure métrique de contact.
Dans ce g appelé métrique D-homothétique.

Proposition 1

Preuve . (Exercice de TD)
Puisque (ϕ, ξ, η, g) est une structure métrique de contact, alors on obtient :

η(ξ) = 1, ϕ2X = −X + η(X)ξ,

g(ϕX,ϕY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ), dη(X, Y ) = Φ(X, Y )

pour ∀X, Y ∈ Γ(TM).
D’où, 1.

η(ξ) = η(ξ)

= 1
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2.

ϕ2(X) = ϕ2(X)

= −X + η(X)ξ

= −X +
1

a
η(X).aξ

= −X + η(X)ξ

3.

g(ϕX,ϕY ) = g(ϕX,ϕY )

= ag(ϕX,ϕY )

= ag(X, Y )− aη(X)η(Y )

= g(X, Y )− a(a− 1)η(X)η(Y )− aη(X)η(Y )

= g(X, Y )− a2η(X)η(Y )

= g(X, Y )− η(X)η(Y )

4.

dη(X, Y ) = adη(X, Y )

= aΦ(X, Y )

= ag(X,ϕY )

= ag(X,ϕY )

= g(X,ϕY )

= φ(X, Y ).

Donc, (ϕ, ξ, η, g) est une structure métrique de contact.

Remarques
2.

1. Posons,
D := {X ∈ Γ(TM) / η(X) = 0}

alors, pour ∀X ∈ D, on a,

g(X,X) = ag(X,X) + a(a− 1)η(X)η(X)

= ag(X,X)
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c.a.d,
|X| =

√
a|X|

tandis que,

|ξ|
2

= g(ξ, ξ)

= ag(ξ, ξ) + a(a− 1)η(ξ)η(ξ)

= a|ξ|2 + a(a− 1)

= a+ a(a− 1)

= a2

c.a.d,
|ξ| = a|ξ|

pour cette raison, on dit que cette transformation est appelle déformation D-homothétique ou déformation
2n-homothétique.
2. La déformation de Tanno reste valable pour les structures métrique presque de contact.
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1.5 Variété presque de contact normale

Soit M2n+1 une variété presque de contact munie d’une structure presque de contact (ϕ, ξ, η).
On définit le tenseur de Nijenhuis Nϕ (Normalisateur) de ϕ par :

Nϕ(X, Y ) = ϕ2[X, Y ] + [ϕX,ϕY ]− ϕ[X,ϕY ]− ϕ[ϕX, Y ]

Pour tous X, Y ∈ X(M).

Définition 1

Remarque
3.

Soient (M2n+1, ϕ, ξ, η) une variété presque de contact et M2n+1 × R la variété produit où (X, f ∂
∂t

) un
champ de vecteurs sur M × R tel que X un champ de vecteurs sur M , f une fonction sur M2n+1 × R
et t système de coordonnée sur R.
On définit sur M2n+1 × R une structure presque complexe J par,

J(X, f
∂

∂t
) = (ϕX − fξ, η(X)

∂

∂t
)

Vérification :

Montrons que J est une structure presque complexe, ie : J2 = −I ?

on a

J2(X, f
d

dt
) = J

(
J(X, f

∂

∂t
)

)
= J

(
ϕX − fξ, η(X)

∂

∂t

)
=

(
ϕ(ϕX − fξ)− η(X)ξ, η(ϕX − fξ) ∂

∂t

)
=

(
ϕ2X − ϕ(fξ)− η(X)ξ, (η(ϕX)− η(fξ))

∂

∂t

)
=

(
ϕ2X − fϕ(ξ)− η(X)ξ,−fη(ξ)

∂

∂t

)
=

(
ϕ2X − η(X)ξ,−f ∂

∂t

)
On sait que

ϕ2X = −X + η(X)ξ ⇒ −X = ϕ2X − η(X)ξ
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donc

J2(X, f
∂

∂t
) =

(
−X,−f ∂

∂t

)
= −

(
X, f

∂

∂t

)
d’où

J2 = −I

Soit (M2n+1, ϕ, ξ, η) une variété presque de contact.
On considère la variété presque complexe M2n+1×R munie d’une structure presque complexe
J telle que :

J(X, f
∂

∂t
) = (ϕX − fξ, η(X)

∂

∂t
)

avec f ∈ C∞(M2n+1 × R).
Alors, si J est intégrable (ie, NJ = 0), on dit que (ϕ, ξ, η) est une structure presque de contact
normale.

Définition 2

Remarque
4.

On va exprimer la condition de normalité en termes de Nϕ le tenseur de Nijenhuis de ϕ avec :

Nϕ(X, Y ) = ϕ2[X, Y ] + [ϕX,ϕY ]− ϕ[X,ϕY ]− ϕ[ϕX, Y ]

Puisque NJ est un tenseur de type (1, 2) (anti-symétrique), alors il suffit de calculer NJ ((X, 0) , (Y, 0))

et NJ

(
(X, 0) ,

(
0, ∂

∂t

))
, pour ∀X, Y ∈ Γ(TM)

Rappelons que : [(X, f
∂

∂t
), (Y, g

∂

∂t
)] =

(
[X, Y ], (Xg − Y f)

∂

∂t

)
, avec f, g ∈ C∞(M).
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On trouve :

NJ ((X, 0) , (Y, 0)) = J2 [(X, 0) , (Y, 0)] + [J (X, 0) , J (Y, 0)]

−J [(X, 0) , J (Y, 0)]− J [J (X, 0) , (Y, 0)]

=



− ([X, Y ] , 0) +
(
[ϕX,ϕY ] , (ϕXη(Y )− ϕY η(X)) ∂

∂t

)
−
(
ϕ ([X,ϕY ])−Xη(Y )ξ, η([X,ϕY ]) ∂

∂t

)
−
(
ϕ ([ϕX, Y ]) + Y η(X)ξ, η([ϕX, Y ]) ∂

∂t

)



=



− [X, Y ] + [ϕX,ϕY ]− ϕ ([X,ϕY ])

−ϕ ([ϕX, Y ]) + (Xη(Y )− Y η(X)) ξ,

(ϕXη(Y )− ϕY η(X)− η([X,ϕY ])− η([ϕX, Y ])) ∂
∂t



=



− [X, Y ] + [ϕX,ϕY ]− ϕ ([X,ϕY ])

−ϕ ([ϕX, Y ]) + (2dη(X, Y ) + η([X, Y ])) ξ,

(ϕXη(Y )− η([ϕX, Y ])− ϕY η(X)− η([X,ϕY ])) ∂
∂t


=

(
Nϕ(X, Y ) + 2dη(X, Y ), (LϕXη(Y )− LϕY η(X))

∂

∂t

)
=

(
N1(X, Y ), N2(X, Y )

)
.

On a utiliser les propriétés suivantes :

dη(X, Y ) =
1

2
{Xη(Y )− Y η(X)− η([X, Y ])}

(LXη)Y = X(η(Y ))− η([X, Y ])



Un
ive

rsi
té

de
M

as
ca

ra

1.5 Variété presque de contact normale 23

On a aussi,

NJ

(
(X, 0) ,

(
0,
∂

∂t

))
= J2

[
(X, 0) ,

(
0,
∂

∂t

)]
+

[
J (X, 0) , J

(
0,
∂

∂t

)]
−J
[
(X, 0) , J

(
0,
∂

∂t

)]
− J

[
J (X, 0) ,

(
0,
∂

∂t

)]
= −(0, 0) +

[(
ϕX, η (X)

∂

∂t

)
, (−ξ, 0)

]
− J

[(
ϕX, η (X)

∂

∂t

)
,

(
0,
∂

∂t

)]
−J [(X, 0) , (−ξ, 0)]

=

(
− [ϕX, ξ] , ξη(X)

∂

∂t

)
− J (− [X, ξ] , 0)− J (0, 0)

=

(
[ξ, ϕX] , ξη(X)

∂

∂t

)
−
(
ϕ ([ξ,X]) , η([ξ,X])

∂

∂t

)
=

(
[ξ, ϕX]− ϕ ([ξ,X]) , (ξη(X)− η([ξ,X]))

∂

∂t

)
=

(
(Lξϕ)X, (Lξη)X

∂

∂t

)
=

(
N (3) (X) , N (4) (X)

)
,

parce que, on sait que :

(LXϕ)Y := [X,ϕY ]− ϕ([X, Y ]), (LXη)Y := X(η(Y ))− η([X, Y ])

d’où, on obtient :

N (1) (X, Y ) := Nϕ (X, Y ) + 2dη (X, Y ) ξ

= Nϕ (X, Y ) +Xη(Y )ξ − Y η(X)ξ − η([X, Y ])ξ

N (2) (X, Y ) := (LϕXη)Y − (LϕY η)X

= ϕXη(Y )− η([ϕX, Y ])− ϕY η(X) + η([ϕY,X])

N (3) (X) := (Lξϕ)X

= [ξ, ϕX]− ϕ ([ξ,X])

N (4) (X) := (Lξη)X

= ξη(X)− η([ξ,X])

Donc : La structure métrique presque de contact (ϕ, ξ, η, g) est normale si

N (1) = N (2) = N (3) = N (4) = 0.
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Soit (M,ϕ, ξ, η) une variété presque de contact, si N (1) = 0 alors,

N (2) = N (3) = N (4) = 0

Lemme 1

Preuve . (Exercice de TD)
On a N (1) (X, Y ) := Nϕ (X, Y ) + 2dη (X, Y ) ξ = 0

posons Y = ξ,

N (1)(X, ξ) = Nϕ(X, ξ) + 2dη(X, ξ)ξ

= ϕ2[X, ξ] + [ϕX,ϕξ]− ϕ[ϕX, ξ]− ϕ[X,ϕξ] +Xη(ξ)ξ − (ξη(X))ξ − η([X, ξ])ξ

= −[X, ξ] + η([X, ξ])ξ − ϕ[ϕX, ξ]− (ξη(X))ξ − η([X, ξ])ξ

= −[X, ξ]− ϕ[ϕX, ξ]− (ξη(X))ξ

= [ξ,X] + ϕ[ξ, ϕX]− (ξη(X))ξ

= 0

Donc,

[ξ,X] + ϕ[ξ, ϕX]− (ξη(X))ξ = 0 (1.4)

En appliquant η à (1.4), on obtient :

η([ξ,X])− (ξη(X)) = 0 (1.5)

ce qui donne :
(Lξη)X = 0 c.a.d N (4) = 0

Dans (1.5), remplaçons X par ϕX, on obtient :

η([ξ, ϕX]) = 0 (1.6)

En appliquant ϕ à (1.4) et utilisant (1.6), on obtient :

ϕ[ξ,X] + ϕ2[ξ, ϕX] = 0

ϕ[ξ,X]− [ξ, ϕX] = 0

[ξ, ϕX]− ϕ[ξ,X] = 0
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ce qui donne :
(Lξϕ)X = 0 c.a.d N (3) = 0

Finalement, dans l’expression de N (1)(X, Y ) = 0, on remplaçons Y par ϕY , on trouve :

0 = N (1)(X,ϕY )

= Nϕ(X,ϕY ) + 2dη(X,ϕY )ξ

= ϕ2[X,ϕY ] + [ϕX,ϕ2Y ]− ϕ[ϕX,ϕY ]− ϕ[X,ϕ2Y ] +Xη(ϕY )ξ − (ϕY η(X))ξ − η([X,ϕY ])ξ

= −[X,ϕY ] + η([X,ϕY ])ξ + [ϕX,−Y ] + [ϕX, η(Y )ξ]− ϕ[ϕX,ϕY ] + ϕ[X, Y ]− ϕ[X, η(Y )ξ]

−(ϕY η(X))ξ − η([X,ϕY ])ξ

= −[X,ϕY ]− [ϕX, Y ]− ϕ[ϕX,ϕY ] + ϕ[X, Y ]− ϕ[X, η(Y )ξ]

−(ϕY η(X))ξ + ϕX
(
η(Y )

)
ξ + η(Y ) [ϕX, ξ] .........(∗)

car, ona

[ϕX, η(Y )ξ] = ϕX
(
η(Y )ξ

)
− η(Y )ξ

(
ϕX
)

= ϕX
(
η(Y )

)
ξ + η(Y ) ϕX

(
ξ
)
− η(Y ) ξ

(
ϕX
)

= ϕX
(
η(Y )

)
ξ + η(Y ) [ϕX, ξ]

En appliquant η sur cette dernière formule (∗), et utilisant (1.6), on trouve :

−η[X,ϕY ] + η([Y, ϕX])− (ϕY η(X)) + (ϕXη(Y )) = 0

d’où,

((ϕXη(Y ))− η([ϕX, Y ]))− ((ϕY η(X))− η[ϕY,X]) = 0

c.a.d,
(LϕXη)Y − (LϕY η)X = 0 c.a.d N (2) = 0

Finalement, on peut arrivée a la proposition suivante :

Une variété presque de contact (M,ϕ, ξ, η) est normale si et seulement si

Nϕ + 2dη ⊗ ξ = 0 (c.a.d, N (1) = 0)

Proposition 1
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Exercice 6. (TD)

Soit S3 ⊂ R4 et X = (x, y, z, t) ∈ R4.
Prenons la paramétrisation suivante :

X =


x = cosα cosβ cosγ

y = cosα cosβ sinγ

z = cosα sinβ

t = sinα

et utilisons le produit scalaire

gij =

〈
∂X

∂xi
,
∂X

∂xj

〉
,

nous trouvons la matrice associée à la métrique Riemannienne g

(gij)1≤i,j≤3 =


1 0 0

0 cos2 α 0

0 0 cos2 α cos2 β

 .

Nous pouvons définir la 1-forme η comme suit :

η =
n∑
i=1

xidyi − yidxi ⇔ η = xdy − ydx+ zdt− tdz.

Avec la paramétrisation ci-dessus on a

η =
(
sin β,− cosα sinα cos β, cos2 α cos2 β

)
.

Remarquer que
η ∧ dη = −2 cos2 α cos βdα ∧ dβ ∧ dγ 6= 0

Donc, (S3, η) est une variété de contact.
Maintenant, nous allons construire une structure métrique presque de contact (ϕ, ξ, η, g) sur S3 :

Calculons le champ de vecteur ξ, nous posons :

ξ = ξ1∂α + ξ2∂β + ξ3∂γ
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et sachons que g(X, ξ) = η(X) on peut avoir

ξ =


sin β

− tanα cos β

1


et nous pouvons facilement voir que η (ξ) = 1

Calculons maintenant l’endomorphisme ϕ, nous avons{
g (X,ϕY ) = dη (X, Y )

2dη(X, Y ) = Xη(Y )− Y η(X)− η([X, Y ])

c.à.d.
g(X,ϕY ) =

1

2

(
Xη(Y )− Y η(X)− η([X, Y ])

)
localement l’équation précédente donne,

ϕkj =
1

2
gki
(
∂i
(
η(∂j)

)
− ∂i

(
η(∂j)

))

d’où la matrice associé à ϕ est donnée par

(ϕij)1≤i,j≤3 =


0 − cos2 α cos β − cosα sinα cos2 β

cos β 0 − cos β sin β

tanα tan β 0

 ,

ou par l’utilisation des opérations sur les matrices, nous utilisons g.ϕ = dη.
et on peut vérifier que

ϕ2 = −I + η ⊗ ξ.

Suivant la base locale {∂α, ∂β, ∂γ}, nous pouvons vérifier que :

η ◦ ϕ = 0, ϕξ = 0, g(ϕX,ϕY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ).

Donc, (S3, ϕ, ξ, η, g) est une variété métrique de contact.

Vérifions maintenant que la structure (ϕ, ξ, η) est normale. on a

N (X, Y ) = Nϕ (X, Y ) + 2dη (X, Y ) ξ, (1.7)
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l’expression locale du N(X, Y ) peut s’écrire sous la forme,

N i
kj = ϕhk(∂hϕ

i
j − ∂jϕih)− ϕhj (∂hϕik − ∂kϕih) + ηk(∂jξ

i)− ηj(∂kξi)

et avec des calculs simples on peut vérifier que N i
kj = 0 pour tous i, j, k ∈ {1, 2, 3}.

Ou par l’utilisation du base locale {∂α, ∂β, ∂γ}, nous pouvons vérifier la formule (1.7).

Donc, (S3, ϕ, ξ, η, g) est une variété métrique de contact normale.
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Un champ de vecteur ξ est dit un champ de Killing s’il conserve la métrique g,
(c.a.d, Lξg = 0).

Définition 3

Remarque
5. Rappelons que :

(Lξg)(X, Y ) = ξg(X, Y )− g(LξX, Y )− g(X,LξY )

= ξg(X, Y )− g([ξ,X], Y )− g(X, [ξ, Y ])

Si M une variété métrique de contact, alors N (2) = 0 et N (4) = 0.
De plus, ξ est un champ de Killing par rapport à g si et seulement si N (3) = 0.

Proposition 2

Preuve .

On a dη(X, Y ) = 1
2
{Xη(Y )− Y η(X)− η([X, Y ])}.

dη(ϕX,ϕY ) = g(ϕX,ϕ2Y )

= g(ϕX,−Y ) + g(ϕX, η(Y )ξ)

= −g(ϕX, Y ) + η(Y )g(ϕX, ξ)

= −g(ϕX, Y ) + η(Y )η(ϕX)

= g(X,ϕY )

= Φ(X, Y )

= dη(X, Y )

Donc, dη(ϕX,ϕY ) = dη(X, Y ).
A partir de ce résultat, on obtient,

dη(ϕX, Y ) = dη(ϕ2X,ϕY )

= −dη(X,ϕY ) + η(X)dη(ξ, ϕY )

= −dη(X,ϕY ) + η(X)dη(ϕξ, ϕ2Y )

= −dη(X,ϕY )
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d’où, dη(ϕX, Y ) + dη(X,ϕY ) = 0.......................(*)

(∗) =⇒ 0 =
1

2
{ϕXη(Y )− η([ϕX, Y ])− ϕY η(X)− η([X,ϕY ])}

0 = ϕXη(Y )− η([ϕX, Y ])− ϕY η(X)− η([X,ϕY ])

0 = (LϕXη)Y − (LϕY η)X

0 = N (2)(X).

D’autre part,

0 = g(X,ϕξ)

0 = dη(X, ξ)

0 =
1

2
{Xη(ξ)− ξη(X)− η([X, ξ])}

0 = ξη(X)− η([ξ,X])

0 = (Lξη)X

0 = N (4)(X)

De plus, ξ un champ de Killing par rapport à g si Lξg = 0.
On va montrer que : (Lξϕ)X = 0 ⇐⇒ Lξg = 0

En effet,

(Lξdη)(X, Y ) = ξdη(X, y)− dη([ξ,X], Y )− dη(X, [ξ, Y ])

=
1

2
ξ{XηY − Y ηX − η([X, Y ])} − 1

2
{[ξ,X]ηY − Y η([ξ,X])− η([[ξ,X], Y ])}

−1

2
{Xη([ξ, Y ])− [ξ, Y ]ηX − η([X, [ξ, Y ]])}

=
1

2
{[ξ,X]ηY +XξηY − [ξ, Y ]ηX − Y ξηX − ξη([X, Y ])− [ξ,X]ηY + Y η([ξ,X])

+η([ξ,X], Y )−Xη([ξ, Y ]) + [ξ, Y ]ηX + η([X, [ξ, Y ]])}

= X((Lξη)Y − Y ((Lξη)X − ξη([X, Y ]) + η([[ξ,X], Y ]) + η([X, [ξ, Y ]])

= η([X, [ξ, Y ]]) + η([[ξ,X], Y ])− ξη([X, Y ])

= η([ξ, [X, Y ]])− ξη([X, Y ])

= −((Lξη)[X, Y ]

= 0. (car N (4) = 0)
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D’où,

0 = (Lξdη)(X, Y )

0 = ξdη(X, y)− dη([ξ,X], Y )− dη(X, [ξ, Y ])

0 = ξg(X,ϕY )− g([ξ,X], ϕY )− g(X,ϕ[ξ, Y ])

0 = ξg(X,ϕY )− g([ξ,X], ϕY )− g(X, [ξ, ϕY ])− g(X,ϕ[ξ, Y ]) + g(X, [ξ, ϕY ])

0 = (Lξg)(X,ϕY ) + g(X, (Lξϕ)Y )

0 = (Lξg)(X,ϕY ) + g(X,N (3)(Y )).

Donc,
N (3) ≡ 0 ⇐⇒ Lξg = 0

Et

(Lξg)(X, ξ) = ξg(X, ξ)− g([ξ,X], ξ)

= ξη(X)− η([ξ,X])

= (Lξη)X

= 0.

Pour une structure métrique presque de contact (ϕ, ξ, η, g), la dérivée covariante de ϕ est
donnée par,

2g
(
(∇Xϕ)Y, Z

)
= 3dΦ(X,ϕY, ϕZ)− 3dΦ(X, Y, Z) + g

(
N (1)(Y, Z), ϕX

)

+ N (2)(Y, Z)η(X) + 2dη(ϕY,X)η(Z)− 2dη(ϕZ,X)η(Y ) (2.1)

avec, Φ la 2-forme fondamentale de la structure.

Lemme 2

Preuve .

Rappelons que la connexion Riemannienne ∇ de g est donnée par la formule de Koszul suivante :

2g(∇XY, Z) = Xg(Y, Z) + Y g(X,Z)− Zg(X, Y )

+g([X, Y ], Z) + g([Z,X], Y )− g([Y, Z], X)
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et que l’application de d sur la 2-forme Φ est donnée par :

dΦ(X, Y, Z) =
1

3

(
XΦ(Y, Z) + Y Φ(Z,X) + ZΦ(X, Y )

−Φ([X, Y ], Z)− Φ([Z,X], Y )− Φ([Y, Z], X)
)
.

alors

2g
(
(∇Xϕ)Y, Z) = 2g(∇XϕY, Z) + 2g(∇XY, ϕZ)

= Xg(ϕY, Z) + ϕY g(X,Z)− Zg(X,ϕY )

+g([X,ϕY ], Z) + g([Z,X], ϕY )− g([ϕY, Z], X)

+Xg(Y, ϕZ) + Y g(X,ϕZ)− ϕZg(X, Y )

+g([X, Y ], ϕZ) + g([ϕZ,X], Y )− g([Y, ϕZ], X)

= −XΦ(Y, Z) + ϕY
(

Φ(ϕZ,X) + η(Z)η(X)
)
− ZΦ(X, Y )

−Φ([X,ϕY ], ϕZ) + η([X,ϕY ])η(Z)

+Φ([Z,X], Y )− g(ϕ[ϕY, Z], ϕX) + η(X)η([Z, ϕY ])

+XΦ(ϕY, ϕZ)− Y Φ(Z,X)− ϕZ
(

Φ(ϕY,X)

+η(Y )η(X)
)

+ Φ([X, Y ], Z)− Φ([ϕZ,X], ϕY )

+η([ϕZ,X])η(Y )− g(ϕ[Y, ϕZ], ϕX) + η(X)η([ϕZ, Y ])

+{Φ([Y, Z], X)− g([Y, Z], ϕX)}............(1)

+{Φ([ϕY, ϕZ], X)− g([ϕY, ϕZ], ϕX)}.........(2)

+{g(2dη(Y, Z)ξ, ϕX)}................(3)

sachant que

2dη(ϕY,X) = ϕY
(
η(X)

)
−X

(
η(ϕY )

)
− η
(
[ϕY,X]

)
N (1) (Y, Z) = Nϕ (Y, Z) + 2dη (Y, Z) ξ

= ϕ2 [Y, Z] + [ϕY, ϕZ]− ϕ ([Y, ϕZ])− ϕ ([ϕY, Z]) + 2dη (Y, Z) ξ

N (2) (Y, Z) = (LϕY η)Z − (LϕZη)Y

= −η ([Y, ϕZ]) + ϕY η (Z)− η ([ϕY, Z])− ϕZη (Y )

Φ(ϕX,ϕY ) = Φ(X, Y )

g(ϕX,ϕY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y )

et, on a ajouté les formules (1), (2) et (3) par ce que sont nulles.
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Finalement, nous obtenons le résultat finale :

2g
(
(∇Xϕ)Y, Z

)
= 3dΦ(X,ϕY, ϕZ)− 3dΦ(X, Y, Z) + g

(
N (1)(Y, Z), ϕX

)
+N (2)(Y, Z)η(X) + 2dη(ϕY,X)η(Z)− 2dη(ϕZ,X)η(Y ).

Si (M,ϕ, ξ, η, g) est une variété métrique de contact, avec Φ = dη et N2 = 0,
alors nous avons :

2g
(
(∇Xϕ)Y, Z

)
= g
(
N (1)(Y, Z), ϕX

)
+ 2dη(ϕY,X)η(Z)− 2dη(ϕZ,X)η(Y ).

Particulièrement, nous avons : ∇ξϕ = 0.

Lemme 3

Preuve .

La première equation est trivial (utiliser l’équation (2.1) du Lemme (2) précédente).
Nous démontrons que ∇Xϕ = 0, d’aprés N2 = 0, nous avons dη(X, ξ) = 0,
alors la première equation implique que ∇Xϕ = 0.

Exercice 7.

Soit (ϕ, ξ, η, g) une structure métrique presque de contact, montrer que :

dη(X, Y ) =
1

2

(
g(Y,∇Xξ)− g(X,∇Y ξ)

)
pour ∀X, Y ∈ Γ(TM)

Comme ∇ est une connexion compatible avec la métrique Riemannienne g, alors on obtient,

dη(X, Y ) =
1

2

(
Xη(Y )− Y η(X)− η([X, Y ])

)
=

1

2

(
Xg(ξ, Y )− Y g(ξ,X)− g(ξ, [X, Y ])

)
=

1

2

(
g(∇Xξ, Y ) + g(ξ,∇XY )− g(∇Y ξ,X)− g(ξ,∇YX)− g(ξ,∇XY ) + g(ξ,∇YX)

)
=

1

2

(
g(∇Xξ, Y )− g(∇Y ξ,X)

)
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2.1 Variétés K−contact

Soit (M2n+1, (ϕ, ξ, η, g)) une variété métrique de contact.
Si ξ est un champ de Killing par rapport à g (c.a.d, Lξg = 0),
alors la structure (ϕ, ξ, η, g) sur M2n+1 est dite structure K−contact,
et M2n+1 dite variété K−contact.

Définition 1

Soit (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété métrique de contact.
Alors, M est une variété K−contact si et seulement si N (3) ≡ 0.

Proposition 1

Preuve .

Preuve est claire, voir la proposition (2) précédente.

Soit (M, (ϕ, ξ, η, g)) une variété métrique de contact, alors on a,

M est K−contact ⇐⇒ ∇Xξ = −ϕX, pour ∀X ∈ Γ(TM)

où ∇ la connexion Riemannienne de g.

Proposition 2

les références que nous avons utilisé, ([6] , p 220 ) et [22].
Preuve .
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g(−ϕX, Y ) = g(X,ϕY )

= dη(X, Y )

=
1

2
{Xη(Y )− Y η(X)− η([X, Y ])}

=
1

2
{Xg(Y, ξ)− Y g(X, ξ)− g([X, Y ], ξ)}

=
1

2
{g(∇XY, ξ) + g(Y,∇Xξ)− g(∇YX, ξ)− g(X,∇Y ξ)− g([X, Y ], ξ)}

=
1

2
{g
(
∇XY −∇YX − [X, Y ], ξ

)
+ g(Y,∇Xξ)− g(X,∇Y ξ)}

=
1

2
{g(Y,∇Xξ)− g(X,∇Y ξ)}

=
1

2
{g(Y,∇Xξ) + g(Y,∇Xξ)} d′aprs (∗)

= g(∇Xξ, Y )

parce que, M est K−contact (ie, (Lξg)(X, Y ) = 0 (ξ Killing ) )

0 = (Lξg)(X, Y )

0 = ξg(X, Y )− g([ξ,X], Y )− g(X, [ξ, Y ])

0 = g(∇ξX, Y ) + g(X,∇ξY )− g(∇ξX, Y ) + g(∇Xξ, Y )− g(X,∇ξY ) + g(X,∇Y ξ)

0 = g(∇Xξ, Y ) + g(∇Y ξ,X)...............(∗)

donc,
∇Xξ = −ϕX, pour ∀X ∈ Γ(TM)

Inverse est existe, parce que puisque ∇Xξ = −ϕX et ϕ est semi-symétrique et ∇g = 0, alors,

(Lξg)(X, Y ) = ξg(X, Y )− g([ξ,X], Y )− g(X, [ξ, Y ])

= g(∇ξX, Y ) + g(X,∇ξY )− g(∇ξX, Y ) + g(∇Xξ, Y )− g(X,∇ξY ) + g(X,∇Y ξ)

= g(∇Xξ, Y ) + g(∇Y ξ,X)

= g(−ϕ(X), Y ) + g(−ϕ(Y ), X)

= g(X,ϕ(Y ))− g(ϕ(Y ), X)

= 0.

d’où, ξ est un champs de Killing.
Donc, M est une variété K−contact.
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Soit (M, (ϕ, ξ, η, g)) une variété K−contact, alors, la courbure sectionnelle de toute section
plane contenant ξ est égale à 1.

Théorème 1

Preuve .

Soit X un champ de vecteurs unitaire orthogonal à ξ et R le tenseur de courbure de g
(ie, g(X, ξ) = 0 = η(X) et ‖X‖2 = 1 = g(X,X) ), et P le plan du base {X, ξ}.

Alors, on sait que : K(P ) =
g(R(X, ξ)ξ,X)

g(X,X).g(ξ, ξ)− g(X, ξ)2
= g(R(X, ξ)ξ,X)

d’autre part,

R(X, ξ)ξ = ∇X∇ξξ −∇ξ∇Xξ −∇[X,ξ]ξ

= 0−∇ξ(−ϕX)− ϕ(−[X, ξ]) car ∇ξξ = 0, ∇Xξ = −ϕX

= ∇ξ(ϕX) + ϕ(∇Xξ −∇ξX)

= ∇ξ(ϕX) + ϕ(−ϕX)− ϕ∇ξX

= −ϕ2X car (∇ξϕ)X = 0 = ∇ξ(ϕX)− ϕ∇ξX

= X − η(X)ξ

= X − g(X, ξ)ξ

= X.

Donc, K(P ) = g(R(X, ξ)ξ,X) = g(X,X) = 1.

Pour une structure métrique de contact (ϕ, ξ, η, g) sur M2n+1, nous avons :

R(X, ξ)Y = ∇X∇Y ξ −∇∇XY ξ −
(
Lξ∇

)Y
X

telle que,
(
Lξ∇

)Y
X

= Lξ∇XY −∇LξXY −∇XLξY

Lemme 2

Preuve .
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R(X, ξ)Y = ∇X∇ξY −∇ξ∇XY −∇[X,ξ]Y

= ∇X

(
∇Y ξ + [ξ, Y ]

)
−∇∇XY ξ − [ξ,∇XY ]−∇[X,ξ]Y

= ∇X∇Y ξ +∇X [ξ, Y ]−∇∇XY ξ − [ξ,∇XY ]−∇[X,ξ]Y

= ∇X∇Y ξ −∇∇XY ξ −
(

[ξ,∇XY ]−∇[ξ,X]Y −∇X [ξ, Y ]
)

= ∇X∇Y ξ −∇∇XY ξ −
(
Lξ∇XY −∇LξXY −∇XLξY

)
= ∇X∇Y ξ −∇∇XY ξ −

(
Lξ∇

)Y
X

Soit M2n+1 une variété Riemannienne admettant un champ de vecteurs de Killing unitaire ξ
tel que R(X, ξ)ξ = X, pour tout champs de vecteur X orthogonal à ξ, alors M2n+1 est une
variété K-contact.

Proposition 3

Preuve .

On définit une 1-forme η et le champ de tenseurs ϕ de type (1, 1) par :
η(X) = g(X, ξ) et ϕX = −∇Xξ ..........(∗)
Comme ξ est un champ de vecteurs de Killing, ∇ξξ = 0 et donc ϕξ = 0.

Encore puisque ξ est de Killing, (ie,
(
Lξ∇

)Y
X

= 0), on a
R(X, ξ)Y = ∇X∇Y ξ −∇∇XY ξ ..................(I)
et donc pour tout champ de vecteurs X orthogonal à ξ, on a :

ϕ2X = −ϕ(∇Xξ)

= ∇∇Xξξ de (∗)

= −R(X, ξ)ξ +∇X∇ξξ de (I) et y = ξ

= −R(X, ξ)ξ

= −X

par conséquent, ϕ2 = −I + η ⊗ ξ parce que η(X) = g(X, ξ) = 0 qui signifie, η(X)ξ = 0.
et d’autre pat, η(ξ) = g(ξ, ξ) = 1, et g compatible avec la structure,
g(ϕX,ϕY ) = −g(X,ϕ2Y ) = −g(X,−Y + η(Y )ξ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ).

Donc, (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) est une variété métrique presque de contact.
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De plus,

dη(X, Y ) =
1

2

(
Xη(Y )− Y η(X)− η([X, Y ])

)
=

1

2

(
Xg(ξ, Y )− Y g(ξ,X)− g(ξ, [X, Y ])

)
=

1

2

(
g(∇Xξ, Y ) + g(ξ,∇XY )− g(∇Y ξ,X)− g(ξ,∇YX)− g(ξ,∇XY ) + g(ξ,∇YX)

)
=

1

2

(
g(∇Xξ, Y )− g(∇Y ξ,X)

)
=

1

2

(
− g(∇Y ξ,X)− g(∇Y ξ,X)

)
car ξ Killing

= −g(∇Y ξ,X)

= g(X,ϕY )

= Φ(X, Y ).

Donc, dη = Φ.
Alors, (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) est une variété K-contact.
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2.1.1 Plan de déférents pesages entre les structures que nous avons vus.
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2.2 Quelques structures liées à la structure presque de contact :

2.2.1 Structure cosymplectique :

Les variétés cosymplectiques ont été introduits par Libermann (voir [12], [13], [7]).

Une structure presque cosymplectique sur une variété M de dimension impaire 2n + 1

est une paire (η, ω), où η est une 1-forme et ω est une 2-forme telle que η ∧ωn 6= 0 (i.e. forme
de volume) sur M. Cette structure est dite cosymplectique si η et ω sont fermés.

Définition 1

Si (η, ω) est une structure presque cosymplectique sur M, le triple (M, η, ω) est considéré comme une
variété presque cosymplectique.

2.2.2 Structure coKähler :

Historiquement, les variétés coKähler ont été définies par Blair dans [1], [7] et [18].

Une variété presque coKähler est une variété métrique presque contact (M2n+1, ϕ, ξ, η, g)

de telle sorte que la 2-forme fondamentale ω et la 1-forme η sont fermés (i.e. dω = 0 et
dη = 0).
Si, en plus, la structure presque contact est normale, on dit que M est une variété coKähler.

Définition 2

Remarque
6.

Soient (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété presque de contact métrique et ω la 2-forme fondamentale.
On peut distinguer les classes suivantes, on dit que :
• M est cosymplectique si dω = dη = 0 (i.e, ω et η sont fermées),
• M est coKähler si elle est normale et cosymplectique.

Soient (M,ϕ, ξ, η, g) une variété presque de contact de dimension (2n+ 1) et ∇ la connexion
de Levi-Cevita sur M . Alors on a :

M est coKahler ⇐⇒ pour tous X, Y ∈ X(M) : (∇Xϕ)Y = 0

Théorème 1
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Preuve .

Supposons que M une variété coKähler
(
i.e. dΦ = 0, dη = 0, et (ϕ, ξ, η) est normale

)

(ϕ, ξ, η) est normale =⇒ N (1) = 0

=⇒ N (2) = N (3) = N (4) = 0

suivant le lemme (2), pour tous X, Y ∈ X(M) on a,

2g
(
(∇Xϕ)Y, Z

)
= 3dΦ(X,ϕY, ϕZ)− 3dΦ(X, Y, Z)

+g
(
N (1)(Y, Z), ϕX

)
+N (2)(Y, Z)η(X)

+2dη(ϕY,X)η(Z)− 2dη(ϕZ,X)η(Y )

= 0,

donc
(∇Xϕ)Y = 0

Pour l’inverse, supposons (∇Xϕ)Y = 0 on a,

3dΦ(X, Y, Z) = XΦ(Y, Z) + Y Φ(Z,X) + ZΦ(X, Y )− Φ([X, Y ], Z)− Φ([Z,X], Y )− Φ([Y, Z], X)

= g(∇XY, ϕZ) + g(Y,∇XϕZ) + g(∇YZ, ϕX) + g(Z,∇Y ϕX) + g(∇ZX,ϕY )

+g(X,∇ZϕY )− g(∇XY −∇YX,ϕZ)− g(∇ZX −∇XZ, ϕY )

−g(∇YZ −∇ZY, ϕX)

= 0

alors dΦ = 0

et [ϕ, ϕ](X, Y ) = 0 =⇒ N (1)(X, Y ) = 2dη(X, Y )ξ

Maintenant

N (2)(Y, ξ) = (LϕY η)(ξ)

= −η
(
[ϕY, ξ]

)
= −g(ξ,∇ϕY ξ −∇ξϕY )

= g(ξ, ϕ∇ξY )

= 0,
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dans le lemme (2) posons Z = ξ, on obtient dη(ϕY,X) = 0, ∀X, Y
d’où dη = 0 i.e. N (1) = 0 donc M est coKähler.

Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété coKähler.
Alors pour tous X, Y, Z ∈ X(M), on a : (∇Xω)(Y, Z) = 0.

où ω 2-forme fondamentale.

Proposition 1

Preuve . On a

(∇Xω)(Y, Z) = Xω(Y, Z)− ω(∇XY, Z)− ω(Y,∇XZ)

= Xg(Y, ϕZ)− g(∇XY, ϕZ)− g(Y, ϕ∇XZ)

= g(∇XY, ϕZ) + g(Y,∇XϕZ)− g(∇XY, ϕZ)− g(Y, ϕ∇XZ)

= g
(
Y, (∇Xϕ)Z

)
= 0.

d’ou
(∇Xω)(Y, Z) = 0.

Exemple
1.

(R3 = C× R, η, ξ, φ) est une variété cosymplectique, telle que,

η = dz, ξ = ∂z, Φ = 2dx ∧ dy.
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3.1 Variété Sasakienne

Dans cette section on donne une définition importante, à savoir celle d’une variété Sasakienne.
On a vu qu’une variété de contact avec la forme de contact η porte une structure métrique presque
de contact (ϕ, ξ, η, g) avec Φ = dη. Cette structure a été mentionnée comme une structure associée ou
simplement comme une structure métrique de contact (voir [3]).

Soient (M,ϕ, ξ, η) une variété presque de contact et Φ la 2-forme fondamentale. On dit que
M est une variété de Sasaki ou Sasakienne si Φ = dη et la triplet (ϕ, ξ, η) est normale.

Définition 1

Si une structure métrique de contact (ϕ, ξ, η, g) est normale, on l’appelle métrique de contact
normale ou structure Sasakienne.

Définition 2

Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variéré métrique presque de contact.
M est une variété de Sasaki si et seulement si

(∇Xϕ)Y = g (X, Y ) ξ − η (Y )X

pour tous champs de vecteurs X, Y ∈ X(M).
c.a.d, (∇Xϕ)Y = g (X, Y ) ξ − η (Y )X = g (X, Y ) ξ − g (Y, ξ)X := (ξ ∧X)Y.

Théorème 1

Preuve . Exercice (TD).

(=⇒) Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de Sasaki alors

Φ = dη, N (1) = 0, N2 = 0

Utilisant le lemme (2) précédente avec Φ = dη on a

2g
(
(∇Xϕ)Y, Z

)
= g
(
N (1)(Y, Z), ϕX

)
+ 2dη(ϕY,X)η(Z)− 2dη(ϕZ,X)η(Y )

⇐⇒ g
(
(∇Xϕ)Y, Z

)
= dη(ϕY,X)η(Z)− dη(ϕZ,X)η(Y ) car N (1) = 0



Un
ive

rsi
té

de
M

as
ca

ra

44 Structure Sasakienne

puisque
dη (X, Y ) = g (X,ϕY )

alors

g ((∇Xϕ)Y, Z) = g(ϕY, ϕX)η(Z)− g(ϕZ, ϕX)η(Y )

= g(Y,X)η(Z)− g(X,Z)η(Y )

= g
(
g(Y,X)ξ, Z

)
− g
(
η(Y )X,Z

)
= g

(
g(Y,X)ξ − η(Y )X,Z

)
d’ou

(∇Xϕ)Y = g (X, Y ) ξ − η (Y )X

(⇐=) Soit (ϕ, ξ, η, g) une structure métrique presque de contact avec

(∇Xϕ)Y = g (X, Y ) ξ − η (Y )X

remplacent Y par ξ on obtient

(∇Xϕ) ξ = η (Y ) ξ −X ⇐⇒ ∇Xϕξ − ϕ∇Xξ = η (Y ) ξ −X

⇐⇒ −ϕ2(∇Xξ) = −ϕX

⇐⇒ ∇Xξ − η(∇Xξ)ξ = −ϕX

⇐⇒ ∇Xξ − g(∇Xξ, ξ)ξ = −ϕX

⇐⇒ ∇Xξ −
1

2
(2g(∇Xξ, ξ))ξ = −ϕX

⇐⇒ ∇Xξ −
1

2

(
g(∇Xξ, ξ) + g(∇Xξ, ξ)

)
ξ = −ϕX

⇐⇒ ∇Xξ −
1

2

(
Xg(ξ, ξ)

)
ξ = −ϕX

⇐⇒ ∇Xξ = −ϕX.
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on a

dη (X, Y ) =
1

2
(Xη(Y )− Y η(X)− η([X, Y ]))

=
1

2
(Xg(Y, ξ)− Y g(X, ξ)− g([X, Y ], ξ))

=
1

2
(g(∇XY, ξ) + g(Y,∇Xξ)− g(∇YX, ξ)− g(X,∇Y ξ)− g(∇XY, ξ) + g(∇YX, ξ))

=
1

2
(g (∇Xξ, Y )− g (∇Y ξ,X))

=
1

2
(g (−ϕX, Y )− g (−ϕY,X))

=
1

2
(g (X,ϕY ) + g (ϕY,X))

= g(X,ϕY )

= φ(X, Y ).

Donc (ϕ, ξ, η, g) est une structure métrique de contact.
et on sait que

Nϕ(X, Y ) = ϕ2[X, Y ] + [ϕX,ϕY ]− ϕ[ϕX, Y ]− ϕ[X,ϕY ]

= ϕ2(∇XY −∇YX) + (∇ϕXϕY −∇ϕY ϕX)

−ϕ(∇ϕXY −∇Y ϕX)− ϕ(∇XϕY −∇ϕYX)

= ϕ2(∇XY −∇YX) + (∇ϕXϕ)Y + ϕ∇ϕXY − (∇ϕY ϕ)X − ϕ∇ϕYX

−ϕ∇ϕXY + ϕ(∇Y ϕ)X + ϕ2∇YX − ϕ(∇Xϕ)Y − ϕ2(∇XY ) + ϕ∇ϕYX

= (∇ϕXϕ)Y − (∇ϕY ϕ)X + ϕ(∇Y ϕ)X − ϕ(∇Xϕ)Y

= g(ϕX, Y )ξ − η(Y )ϕX − g(ϕY,X)ξ + η(X)ϕY

+ϕg(Y,X)ξ − ϕη(X)Y − ϕg(X, Y )ξ + ϕη(Y )X

= −2g(X,ϕY )ξ

= −2dη (X, Y ) ξ

donc

N (1)(X, Y ) = Nϕ (X, Y ) + 2dη (X, Y ) ξ = 0

Alors la structure (ϕ, ξ, η, g) est de Sasaki.

Exercice 8.

Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété métrique de contact.
Montrer que si M est une variété de Sasaki alors M est une variété K-contact.
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Vérification :

Puisque M est une variété de Sasaki, nous avons :
(∇Xϕ)Y = ∇Xϕ(Y )− ϕ∇XY = g (X, Y ) ξ − η (Y )X

En remplace Y par ξ, on trouve :
(∇Xϕ)ξ = ∇Xϕ(ξ)− ϕ∇Xξ = −ϕ∇Xξ

et d’autre part, (∇Xϕ)ξ = g (X, ξ) ξ − η (ξ)X = η(X)ξ −X
d’où,
=⇒ −ϕ∇Xξ = η(X)ξ −X
=⇒ −ϕ2(∇Xξ) = η(X)ϕ(ξ)− ϕ(X) = −ϕ(X)..........(1)

=⇒ −ϕ2(∇Xξ) = ∇Xξ − η(∇Xξ)ξ = ∇Xξ.............(2)

parce que, η(∇Xξ) = g(∇Xξ, ξ) = 1
2
X(g(ξ, ξ)) = 1

2
X(1) = 0

d’aprés (1) et (2), on obtient,
∇Xξ = −ϕ(X)

Donc, M est une variété K-contact.

Exercice 9.

Soit (M,ϕ, η, ξ, g) est une variété de Sasaki.
Montrer que :

(1) ∇ξϕ = 0

(2) ∇ξϕX = ϕ(∇ξX)

(3) ∇ξξ = 0

(4) Lξη = 0
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3.2 Courbure d’une variété de Sasaki

les références que nous avons utilisé [22] et [2].

Soit (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété Sasakienne, nous avons les propriétés suivantes :
(1) R(X, Y )ξ = η(Y )X − η(X)Y

(2) R(X, ξ)Y = η(Y )X − g(X, Y )ξ

(3) S(X, ξ) = 2n η(X)

pour ∀ X, Y ∈ X(M), où S la courbure de Ricci.

Proposition 1

Preuve . (Exercices TD)
1.

R(X, Y )ξ = ∇X∇Y ξ −∇Y∇Xξ −∇[X,Y ]ξ

= ∇X(−ϕY )−∇Y (−ϕX) + ϕ([X, Y ])

= −∇X(ϕY ) +∇Y (ϕX) + ϕ(∇XY )− ϕ(∇YX)

= ∇Y ϕX − ϕ(∇YX)−∇XϕY + ϕ(∇XY )

= (∇Y ϕ)X − (∇Xϕ)Y

= g(X, Y )ξ − η(X)Y − g(X, Y )ξ + η(Y )X

= η(Y )X − η(X)Y

Donc, R(X, Y )ξ = η(Y )X − η(X)Y .
2.

g(R(X, ξ)Y, Z) = g(R(Y, Z)X, ξ)

= −g(R(Y, Z)ξ,X)

= −g(η(Z)Y − η(Y )Z,X)

= −η(Z)g(Y,X) + η(Y )g(Z,X)

= −g
(
g(Y,X)ξ, Z

)
+ g
(
η(Y )X,Z

)
= g

(
− g(Y,X)ξ + η(Y )X,Z

)
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Donc, R(X, ξ)Y = η(Y )X − g(X, Y )ξ.
3.

S(X, ξ) =
2n+1∑
i=1

g(R(X, ei)ei, ξ)

=
2n+1∑
i=1

g(R(ei, X)ξ, ei)

=
2n+1∑
i=1

g
(
η(X)ei − η(ei)X, ei

)
du (1)

=
2n+1∑
i=1

η(X)g(ei, ei)− η(ei)g(X, ei)

= η(X)(2n+ 1)− η(X) (II)

= 2n η(X)

parce que,
η(ei)g(X, ei) = g(ei, ξ)g(Xjej, ei) = g(ej, ξ)X

jg(ej, ej) = g(Xjej, ξ) = g(X, ξ) = η(X)..............(II)

Sur une variété Sasakienne, pour un champ de vecteurs unitaire X orthogonale à ξ, nous
avons :

R(X, ξ)X = −ξ

Proposition 2
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Preuve .

Puisque X un champ de vecteurs unitaire orthogonale à ξ, alors g(X,X) = 1 et g(X, ξ) = 0, d’où :

g(R(X, ξ)X, Y ) = −g(R(X, Y )ξ,X)

= −g(∇X∇Y ξ −∇Y∇Xξ −∇[X,Y ]ξ, X)

= −g(∇X(−ϕY )−∇Y (−ϕX) + ϕ([X, Y ]), X)

= −g(−ϕ∇XY − (∇Xϕ)Y + (∇Y ϕ)X + ϕ∇YX + ϕ∇XY − ϕ∇YX, X)

= g((∇Xϕ)Y − (∇Y ϕ)X, X)

= g(g(X, Y )ξ − η(Y )X − g(Y,X)ξ + η(X)Y, X)

= −g(η(Y )X − η(X)Y, X)

= −g(η(Y )X − g(X, ξ)Y, X)

= −η(Y )g(X,X)

= −η(Y )

= g(−ξ, Y )

Donc, R(X, ξ)X = −ξ.

Soit M2n+1 une variété Riemannienne, admettent un champs de Killing unitaire ξ, de telle
sorte que, R(X, ξ)Y = η(Y )X − g(X, Y )ξ, alors M2n+1 est une variété de Sasaki.

Théorème 1

Preuve .

Comme ξ un champs de Killing, alors M est une variété K-contact,
et
(
Lξ∇

)Y
X

:= Lξ∇XY −∇LξXY −∇XLξY = 0

d’autre part,

R(X, ξ)Y = ∇X∇Y ξ −∇∇XY ξ −
(
Lξ∇

)Y
X

= ∇X∇Y ξ −∇∇XY ξ

= −∇XϕY + ϕ(∇XY )

= −(∇XϕY − ϕ(∇XY ))

= −(∇Xϕ)Y............................(I)

et nous avons, R(X, ξ)Y = η(Y )X − g(X, Y )ξ .................(II)
d’aprés, (I) et (II), nous obtenons :
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(∇Xϕ)Y = g(X, Y )ξ − η(Y )X

Donc, M2n+1 est une variété de Sasaki.

Soit (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété Sasakienne, alors nous avons,

R(X, Y )ϕZ = ϕR(X, Y )Z + g(ϕX,Z)Y − g(Y, Z)ϕX + g(X,Z)ϕY − g(ϕY, Z)X

pour ∀X, Y, Z ∈ Γ(TM).

Lemme 2

Preuve .

R(X, Y )ϕZ = ∇X∇Y ϕZ −∇Y∇XϕZ −∇[X,Y ]ϕZ

= ∇X

(
(∇Y ϕ)Z + ϕ∇YZ

)
−∇Y

(
(∇Xϕ)Z + ϕ∇XZ

)
−
(

(∇[X,Y ]ϕ)Z − ϕ∇[X,Y ]Z
)

= ∇X

(
g(Y, Z)ξ − η(Z)Y + ϕ∇YZ

)
−∇Y

(
g(X,Z)ξ − η(Z)X

+ϕ∇XZ
)
−
(
g([X, Y ], Z)ξ − η(Z)[X, Y ] + ϕ∇[X,Y ]Z

)
= −g(Y, Z)ϕX + (∇Xg(Y, Z))ξ − (∇Xη(Z))Y − η(Z)∇XY + (∇Xϕ)∇YZ + ϕ∇X∇YZ

+g(X,Z)ϕY − (∇Y g(X,Z))ξ + (∇Y η(Z))X + η(Z)∇YX

−(∇Y ϕ)∇XZ − ϕ∇Y∇XZ − g([X, Y ], Z)ξ + η(Z)[X, Y ]− ϕ∇[X,Y ]Z

= g(X,Z)ϕY + (∇Xg(Y, Z))ξ − g(Y, Z)ϕX − (∇Y g(X,Z))ξ

+ϕR(X, Y )Z − (∇Xη(Z))Y + g(X,∇YZ)ξ − η(∇YZ)X

+(∇Y η(Z))X − g(Y,∇XZ)ξ + η(∇XZ)Y − g(∇XY, Z)ξ + g(∇YX,Z)ξ

= g(X,Z)ϕY + (∇Xg(Y, Z))ξ − g(Y, Z)ϕX − (∇Y g(X,Z))ξ

+ϕR(X, Y )Z −
(
∇Xη(Z)− η(∇XZ)

)
Y +

(
∇Y η(Z)− η(∇YZ)

)
X

+
(
g(X,∇YZ) + g(∇YX,Z)

)
ξ −

(
g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

)
ξ

= g(X,Z)ϕY − g(Y, Z)ϕX + ϕR(X, Y )Z −
(

(∇Xη)Z

+η(∇XZ)− η(∇XZ)
)
Y +

(
(∇Y η)Z + η(∇YZ)− η(∇YZ)

)
X

= g(X,Z)ϕY − g(Y, Z)ϕX + ϕR(X, Y )Z −
(

(∇Xη)Z
)
Y +

(
(∇Y η)Z

)
X

= g(X,Z)ϕY − g(Y, Z)ϕX + ϕR(X, Y )Z − g(∇Xξ, Z)Y + g(∇Y ξ, Z)X du (∗)

= g(X,Z)ϕY − g(Y, Z)ϕX + ϕR(X, Y )Z + g(ϕX,Z)Y + g(ϕY, Z)X
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d’où,
R(X, Y )ϕZ = ϕR(X, Y )Z + g(ϕX,Z)Y − g(Y, Z)ϕX + g(X,Z)ϕY − g(ϕY, Z)X.

Vérification (∗) :

(∇Xη)Y = ∇Xη(Y )− η(∇XY )

= ∇Xg(Y, ξ)− g(∇XY, ξ)

= g(∇XY, ξ) + g(Y,∇Xξ)− g(∇XY, ξ)

= g(Y,∇Xξ)

= −g(Y, ϕX) car Sasaki ⇒ K − contact.

Soit (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété Sasakienne, alors nous avons,

R(X, Y )Z = −ϕR(X, Y )ϕZ + g(Y, Z)X − g(X,Z)Y − g(ϕY, Z)ϕX + g(ϕX,Z)ϕY

pour ∀X, Y, Z ∈ Γ(TM).

Lemme 3

Preuve .

D’après le Lemme précédente, nous avons :

R(X, Y )ϕZ = ϕR(X, Y )Z + g(ϕX,Z)Y − g(Y, Z)ϕX + g(X,Z)ϕY − g(ϕY, Z)X

En applique ϕ sur cette formule, nous obtenons :

ϕR(X, Y )ϕZ = ϕ2R(X, Y )Z + g(ϕX,Z)ϕY − g(Y, Z)ϕ2X + g(X,Z)ϕ2Y − g(ϕY, Z)ϕX

= −R(X, Y )Z + η(R(X, Y )Z)ξ + g(ϕX,Z)ϕY + g(Y, Z)X − g(Y, Z)η(X)ξ

−g(X,Z)Y + g(X,Z)η(Y )ξ − g(ϕY, Z)ϕX

= −R(X, Y )Z + g(ϕX,Z)ϕY + g(Y, Z)X − g(X,Z)Y − g(ϕY, Z)ϕX

+η(R(X, Y )Z)ξ − g(Y, Z)η(X)ξ + g(X,Z)η(Y )ξ

= −R(X, Y )Z + g(ϕX,Z)ϕY + g(Y, Z)X − g(X,Z)Y − g(ϕY, Z)ϕX du (I)
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Vérification (I) :

η(R(X, Y )Z)ξ = g(R(X, Y )Z, ξ)

= g(R(Z, ξ)X, Y )

= g(g(ξ,X)Z − g(X,Z)ξ, Y )

= g(ξ,X)g(Z, Y )− g(X,Z)g(ξ, Y )

= g(Z, Y )η(X)− g(X,Z)η(Y )

Donc,

R(X, Y )Z = −ϕR(X, Y )ϕZ + g(Y, Z)X − g(X,Z)Y − g(ϕY, Z)ϕX + g(ϕX,Z)ϕY.

Soit (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété Sasakienne, alors nous avons,

g(R(ϕX,ϕY )ϕZ, ϕW ) = g(R(X, Y )Z,W )− η(Y )η(Z)g(X,W )

− η(X)η(W )g(Y, Z) + η(Y )η(W )g(X,Z) + η(X)η(Z)g(Y,W )

pour ∀X, Y, Z ∈ Γ(TM).

Lemme 4

Preuve . (Exercice TD)
Indication : nous pouvons utiliser les Lemmes précédentes.

Soit (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété Sasakienne, alors nous avons les propriétés suivantes :

(1) g(R(ϕX,ϕY )ϕZ, ϕW ) = g(R(X, Y )Z,W )

(2) S(ϕX,ϕY ) = S(X, Y )

pour ∀ X, Y, Z ∈ X(M) qui sont orthogonales à ξ, où S la courbure de Ricci.

Propriété 5

Preuve . (Exercice TD)
1.
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Comme les champs des vecteurs X, Y, Z sont orthogonales à ξ, alors d’après le Lemme précédente, nous
obtenons directement la première formule.
2.
Supposons {Xi, ϕXi, ξ}ni=1 une ϕ-base, d’où :

S(ϕX,ϕY ) =
n∑
i=1

g(R(ϕX,Xi)Xi, ϕY ) +
n∑
i=1

g(R(ϕX,ϕXi)ϕXi, ϕY ) + g(R(ϕX, ξ)ξ, ϕY )

=
n∑
i=1

g(R(ϕX,−ϕ2Xi)(−ϕ2Xi), ϕY ) +
n∑
i=1

g(R(ϕX,ϕXi)ϕXi, ϕY )

+g(η(ξ)ϕX − η(ϕX)ξ, ϕY )

=
n∑
i=1

g(R(X,−ϕXi)(−ϕXi), Y ) +
n∑
i=1

g(R(X,Xi)Xi, Y ) + g(ϕX,ϕY )

=
n∑
i=1

g(R(X,ϕXi)ϕXi, Y ) +
n∑
i=1

g(R(X,Xi)Xi, Y ) + g(X, Y )− η(X)η(Y )

=
n∑
i=1

g(R(X,ϕXi)ϕXi, Y ) +
n∑
i=1

g(R(X,Xi)Xi, Y ) + g(X, Y )

=
n∑
i=1

g(R(X,ϕXi)ϕXi, Y ) +
n∑
i=1

g(R(X,Xi)Xi, Y ) + g(R(X, ξ)ξ, Y )

= S(X, Y ).

Exercice 10.

La sphère d’unité S2n+1 munie de la structure canonique (ϕ, ξ, η, g) est une variété Sasakienne.
Suivant la déformation de Tanno [20] on a la structure :

η′ = aη, ξ′ =
1

a
ξ, ϕ′ = ϕ, g′ = ag + a(a− 1)η ⊗ η, a ∈ R∗+.

- Montrer que la nouvelle structure (S2n+1
a , ϕ′, ξ′, η′, g′) est aussi une variété Sasakienne.

Exercice 11.

Soit (R2n+1, g) une variété Riemannienne. Avec une métrique g donnée par,

g = η ⊗ η +
1

4

( n∑
i=1

(dxi)2 + (dyi)2
)

d’où, sa matrice associe :
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g =
1

4


δij + yiyj 0 −yi

0 δij 0

−yi 0 1

 .

Alors, montrer que (R2n+1, ϕ, ξ, η, g) est une variété Sasakienne,
avec,

η =
1

2

(
dz −

n∑
i=1

yidxi
)
, ξ = 2

∂

∂z
,

et le tenseurs ϕ donnée par :

ϕ =


0 δij 0

−δij 0 0

0 yi 0

 .

Où, (xi, yi, z), i = 1..n les coordonnées sur R2n+1.
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3.3 Variété de Kenmotsu

Soient (M,ϕ, ξ, η) une variété presque de contact et Φ la 2-forme fondamentale. On dit que
M est de Kenmotsu si η est fermée (c.à.d. dη = 0), dΦ = 2Φ ∧ η et la triplet (ϕ, ξ, η) est
normale.

Définition 1

Soient (M,ϕ, ξ, η, g) une variété presque de contact de dimension (2n+1) et∇ la connexion de
Levi-Cevita surM . On dit queM est de Kenmotsu si et seulement si pour tous X, Y ∈ X(M),

(∇Xϕ)Y = g(ϕX, Y )ξ − η(Y )ϕX.

Théorème 1

De plus, on a la notion la plus générale d’une structure β-Kenmotsu [9], qui peut être définie par

(∇Xϕ)Y = β
(
g(ϕX, Y )ξ − η(Y )ϕX

)
,

où β est une constante non nulle.

Exemple
2.

Soit {x, y, z} les coordonnés cartésiennes sur R3 posons

g =


ρ2 + τ 2 0 −τ

0 ρ2 0

−τ 0 1


telle que ρ et τ des fonction sur R3.
On définie une structure presque de contact (ϕ, ξ, η) sur R3 par

ϕ =


0 −1 0

1 0 0

0 −τ 0

 , ξ =


0

0

1

 , η = (−τ, 0, 1)

(R3, ϕ, ξ, η, g) est une variété métrique presque de contact.
La 1-forme η et la 2-forme fondamentale Φ sont donnée par,

η = dz − τdx and Φ = −2ρ2dx ∧ dy,
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et par conséquent

dη = τ2dx ∧ dy + τ3dx ∧ dz

dΦ = −4ρ3ρdx ∧ dy ∧ dz

tel que ρi = ∂ρ
∂xi

et τi = ∂τ
∂xi
.

Les composantes du tenseur N (1) peut s’écrire sous la forme,

N i
kj = ϕhk(∂hϕ

i
j − ∂jϕih)− ϕhj (∂hϕik − ∂kϕih) + ηk(∂jξ

i)− ηj(∂kξi)

= 0 ∀i, j, k

c.à.d. la structure métrique presque de contact (ϕ, ξ, η, g) est normale pour toutes ρ et τ des fonctions
sur R3.
Donc, (R3, ϕ, ξ, η, g) est une variété :

(1) Sasakienne si ρ3 = 0, τ2 = −2ρ2 et τ3 = 0,
cas particulière si : ρ = e−y, τ = e−2y,

(2) Cosymplectique si ρ3 = 0, τ2 = 0, et τ3 = 0 ,
cas particulière si : ρ = 2xy, τ = x3,

(3) Kenmotsu si ρ3 = ρ, τ2 = 0 et τ3 = 0.
cas particulière si : ρ = ez et τ = x.

Exercice 12.

Soit (x, y, z) les coordonnées cartésiennes sur R3 on pose

η = dz, ξ =
∂

∂z
, Φ = −2e2zdx ∧ dy, g = e2z(dx2 + dy2) + dz2.

Alors, montrer que la variété (R3, ϕ, η, ξ, g) est une variété de Kenmotsu.
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3.4 Structure trans-Sasakienne

3.4.1 Variété trans-Sasakienne

les références que nous avons utilisé, [16], [3], [14] et [15].

Soient (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété métrique presque de contact et Φ la 2-forme fondamen-
tale. On dit que M est trans-Sasakienne si et seulement si elle est normale et

dη = αΦ, dΦ = 2βΦ ∧ η, (3.1)

où α = 1
2n
δΦ(ξ) et β = 1

2n
divξ sont des fonctions différentiables sur M et δΦ est la codiffé-

rentielle de Φ (la divergence)(voir [15], page 17) définie par :

δΦ(X) = −
2n∑
i=1

(
(∇eiΦ)(ei, X) + (∇ϕeiΦ)(ϕei, X)

)
− (∇ξΦ)(ξ,X),

avec {e1, ..., en, ϕe1, ..., ϕen, ξ} une ϕ-base locale d’un ouvert quelconque de M .

Définition 1

Soient (M,ϕ, ξ, η, g) une variété presque de contact de dimension (2n+ 1) et ∇ la connexion
de Levi-Cevita sur M . On dit que M est trans-Sasakienne si et seulement si pour tous X, Y ∈
X(M),

(∇Xϕ)Y = α
(
g(X, Y )ξ − η(Y )X

)
+ β

(
g(ϕX, Y )ξ − η(Y )ϕX

)
où α et β sont des fonctions différentiables sur M , et on dit aussi que la structure trans-
Sasakienne est de type (α, β).

Théorème 1

En particulier, la structure est normale en plus,

– si α = 1 et β = 0 , la structure est dite Sasakienne,
– si α ∈ R∗ − {1} et β = 0, la structure est dite α-Sasakienne,
– si α = 0 et β = 1, la structure est dite de Kenmotsu,
– si α = 0, et β ∈ R∗ − {1} la structure est dite β-Kenmotsu,
– si α = β = 0 , la structure est dite cosymplectique.
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Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété trans-Sasakienne. Pour tous X, Y, Z ∈ X(M), nous avons :
(1) ∇Xξ = −αϕX + β(X − η(X)ξ),

(2) (∇Xη)Y = −αg(ϕX, Y ) + β
(
g(X, Y )− η(X)η(Y )

)
,

(3) (∇XΦ)(Y, Z) = α
(
g(X,Z)η(Y )−g(X, Y )η(Z)

)
−β
(
g(X,ϕZ)η(Y )−g(X,ϕY )η(Z)

)
.

Proposition 1

Preuve . (Exercice TD)
1. On a :

(∇Xϕ)Y = α(g(X, Y )ξ − η(Y )X) + β(g(ϕX, Y )ξ − η(Y )ϕX)

on remplace Y par ξ on trouve

(∇Xϕ)ξ = α(η(X)ξ −X)− β(ϕX)

d’autre part, (∇Xϕ)ξ = −ϕ(∇Xξ)

on obtient,
−ϕ(∇Xξ) = α(η(X)ξ −X)− β(ϕX)

appliquant ϕ on trouve
∇Xξ − η(∇Xξ)ξ = −αϕX − β(ϕ2X

on sait que,

Xg(ξ, ξ) = 0 ⇐⇒ 2g(∇Xξ, ξ) = 0

⇐⇒ η(∇Xξ) = 0

Donc
∇Xξ = −αϕX − β(X − η(X)ξ).

2. On sait que :

(∇Xη)Y = Xη(Y )− η(∇XY )

= Xg(Y, ξ)− g(∇XY, ξ)

= g(Y,∇Xξ)

= g
(
Y,−αϕX − β(X − η(X)ξ)

)
= −αg(ϕX, Y ) + βg(Y,−ϕ2X)

= −αg(ϕX, Y ) + βg(ϕY, ϕX)

= −αg(ϕX, Y ) + βg(Y,X)− η(X)η(Y )
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3. On a :

(∇XΦ)(Y, Z) = XΦ(Y, Z)− Φ(∇XY, Z)− Φ(Y,∇XZ)

= Xg(Y, ϕZ)− g(∇XY, ϕZ)− g(Y, ϕ∇XZ)

= g(Y,∇XϕZ)− g(Y, ϕ∇XZ)

= g
(
Y, (∇Xϕ)Z + ϕ∇XZ

)
− g(Y, ϕ∇XZ)

= g
(
Y, (∇Xϕ)Z

)
= g

(
Y, α(g(X,Z)ξ − η(Z)X) + β(g(ϕX,Z)ξ − η(Z)ϕX)

)
= α

(
g(X,Z)η(Y )− g(X, Y )η(Z)

)
− β

(
g(X,ϕZ)η(Y )− g(X,ϕY )η(Z)

)
.

Remarque
7.

D’après la proposition 1 on peut trouver :

(∇XΦ)(X, ξ) = −α, (∇Xη)X = β.

pour X orthogonal à ξ et g(X,X) = 1, on a aussi

δΦ(ξ) = 2nα, δη = −2nβ.

avec {Xi, ϕXi, ξ}ni=1 une ϕ−base.
Exemple

3. [3]
Soit (x, y, z) les coordonnées cartésiennes sur R3 on pose

ξ =
∂

∂z
, η = dz − ydx

ϕ =


0 −1 0

1 0 0

0 −y 0

 , g =


ez + y2 0 −y

0 ez 0

−y 0 1

 .

Utilisant

δΦ(X) = −
2n∑
i=1

(
(∇eiΦ)(ei, X) + (∇ϕeiΦ)(ϕei, X)

)
− (∇ξΦ)(ξ,X),

et

δη = −
2n∑
i=1

(
(∇eiη)ei + (∇ϕeiη)ϕei

)
,

on trouve
δΦ(ξ) = −e−z, δη = −1 et (R3, ϕ, ξ, η, g) est une variété trans-Sasakienne de type (−1

2
e−z, 1

2
).
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4.1 Courbure ϕ-sectionnelle

Dans cette section on introduit la notion de courbure ϕ-sectionnelle. Cette notion joue un rôle en
géométrie Sasakienne comme le joue la courbure sectionnelle holomorphique en géométrie de Kähler,
c’est à dire la courbure ϕ-sectionnelle déterminer la courbure Riemannienne de variété de Sasaki.

Soit M une variété Riemannienne. Pour x ∈ M , posons P =< {X, Y } > un plan engendré
par les vecteurs tangents X et Y de l’espace tangent TxM (ie, P ⊂ TxM). Le nombre réel :

K(x, P ) =
g(R(X, Y )Y,X)

g(X,X)g(Y, Y )− g(X, Y )2

qui ne dépend que du plan P et le point x ∈M , est appelé courbure sectionnelle de M en
x pour le plan P .

Définition 1

Remarque
8.

Une variété Riemannienne M est dite à courbure sectionnelle constante c, si
K(x, P ) = c, pour ∀ x ∈M et P ⊂ TxM .

Soit (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété presque de contact et R le tenseur de courbure Rieman-
nienne. Nous avons :

(1) Pour tout plan P de TxM où x ∈M , la courbure sectionnelleK(x, P ) est donnée par :

K(x, P ) = K(X, Y ) := g(R(X, Y )Y,X)

avec, {X, Y } est une base orthonormée de P dans TxM .

(2) Si P est invariant par ϕ (ie, ϕP = P ), alors la courbure sectionnelle K(x, P ) est
dite holomorphe et P est appelé ϕ-plan ou ϕ-section.

Définition 2
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Soit (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété presque de contact.
Si P est un ϕ-plan, donc pour tout vecteur unitaire X ∈ P et X⊥ξ telle que la paire {X,ϕX}
est une base orthonormée de P , donc la courbure sectionnelle d’un tel plan est donnée par :

K(x, P ) = K(X,ϕX) = g(R(X,ϕX)ϕX,X) = R(X,ϕX,ϕX,X)

pour tout X ∈ P .
Dans ce cas, la courbure sectionnelle est appelée la courbure ϕ-sectionnelle holomorphe

de M .
elle est noté par H, et sa valeur par rapport au ϕ-plan P =< {X,ϕX} > est noté H(X).

Définition 3

Remarques
3.

(1) La courbure sectionnelle holomorphe ne dépend pas du choix de la base.

(2) Si K(x, P ) est constante pour ∀P invariant par ϕ dans TxM pour x ∈ M , on dit que la
variété M à courbure sectionnelle holomorphe constante.
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4.2 Espace forme de Sasaki (Sasakian space form)

La courbure des variétés de Sasaki est complètement déterminée par sa courbure ϕ-sectionnelle (voir
[3] et [22]).
Le théorème suivant est important, nous donne une expression de la courbure Riemannienne R lorsque
la courbure ϕ-sectionnelle est constante :

Si la courbure ϕ-sectionnelle en tout point x d’une variété Sasakienne M de dimension ≥ 5

est indépendante du choix de la ϕ-section en x, alors elle est constante sur M et le tenseur de
courbure est donné par :

R(X, Y )Z =
c+ 3

4

(
g(Y, Z)X − g(X,Z)Y

)
+

c− 1

4

(
η(X)η(Z)Y − η(Y )η(Z)X + g(X,Z)η(Y )ξ − g(Y, Z)η(X)ξ

+ Φ(Z, Y )ϕX + Φ(X,Z)ϕY + 2Φ(X, Y )ϕZ
)
.

Pour tout X, Y, Z ∈ Γ(TM).
où c est la courbure ϕ-sectionnelle constante, et Φ la 2-forme fondamentale.

Théorème 1

Preuve .

Comme M est une variété de Sasaki, alors nous avons :

R(X, ξ)Y = −g(X, Y )ξ + η(Y )X

R(X, Y )ϕZ = ϕR(X, Y )Z + g(ϕX,Z)Y − g(Y, Z)ϕX + g(X,Z)ϕY − g(ϕY, Z)X

R(X, Y )Z = −ϕR(X, Y )ϕZ + g(Y, Z)X − g(X,Z)Y − g(ϕY, Z)ϕX + g(ϕX,Z)ϕY

Nous remarquons aussi que

R(X, ξ)X = −ξ et R(ξ,X)ξ = −X

pour chaque vecteur X orthogonale à ξ.
Donc pour chaque vecteur vérifié les propriétés précédentes sur cette variété de Sasaki, est satisfait la
symétrie de tenseur de courbure et l’identité de Bianchi, et qui coïncide avec les valeurs de la courbure
ϕ-sectionnelle, donc, il doit être le tenseur de courbure.
et rappelons que pour dimM ≥ 5 la courbure ϕ-sectionnelle est constant c.
A partir de cela, nous trouvons le tenseur de courbure,
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R(X, Y )Z =
c+ 3

4

(
g(Y, Z)X − g(X,Z)Y

)
+

c− 1

4

(
η(X)η(Z)Y − η(Y )η(Z)X + g(X,Z)η(Y )ξ − g(Y, Z)η(X)ξ

+ Φ(Z, Y )ϕX + Φ(X,Z)ϕY + 2Φ(X, Y )ϕZ
)
.

Une variété Sasakienne avec une courbure ϕ-sectionnnelle constante est appelée espace forme

Sasakienne (Sasakian space form), et noté par M2n+1(c).
où c est la courbure ϕ-sectionnelle constante.

Définition 1

Exercice 13.

1. R2n+1 est une espace forme Sasakienne, telle que :
une métrique Riemannienne :

g = η ⊗ η +
1

4

( n∑
i=1

(dxi)2 + (dyi)2
)

d’où, sa matrice associe :

g =
1

4


δij + yiyj 0 −yi

0 δij 0

−yi 0 1

 .

avec,

η =
1

2

(
dz −

n∑
i=1

yidxi
)
, ξ = 2

∂

∂z
,

et le tenseurs ϕ donnée par :

ϕ =


0 δij 0

−δij 0 0

0 yi 0

 .

Où, (xi, yi, z), i = 1..n les coordonnées sur R2n+1.
Dans ce cas R2n+1 est une Sasakienne space form,



Un
ive

rsi
té

de
M

as
ca

ra

4.2 Espace forme de Sasaki (Sasakian space form) 65

avec une courbure ϕ-sectionnelle constante c = −3, noté par R2n+1(−3).

2. S2n+1 est une espace forme Sasakienne, avec :

la structure Sasakienne déformée (ϕ, ξ, η, g) (déformation de Tanno) suivante :

ϕ = ϕ, η = aη, ξ =
1

a
ξ, g = ag + a(a− 1)η ⊗ η, (4.1)

où a une constante strictement positive, et (S2n+1, ϕ, ξ, η, g) est une variété Sasakienne.
Alors (S2n+1, ϕ, ξ, η, g) est une variété espace forme Sasakienne ( Sasakian space form),
avec une courbure ϕ-sectionnelle constante c = 4

a
− 3.
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Exercice 14.

Soit (M2n+1, ϕ, ξ, η, g) une variété Sasakienne à courbure ϕ-sectionnnelle constante c.
Montrer que :

(1) S(X, Y ) =
n(c+ 3) + c− 1

2
g(X, Y )− (n+ 1)(c− 1)

2
η(X)η(Y )

(2) ρ =
1

2

(
n(2n+ 1)(c+ 3) + n(c− 1)

)
,

où S le tenseur de Ricci et ρ la courbure scalaire.

Vérification :
Soit {ej, en+j, ξ}nj=1 une ϕ-base avec en+j = ϕ(ej).
On a,

S(X, Y ) =
2n∑
i=1

g(R(X, ei)ei, Y ) + g(R(X, ξ)ξ, Y )

et

R(X, ei)ei =
c+ 3

4

(
g(ei, ei)X − g(X, ei)ei

)
+
c− 1

4

(
η(X)η(ei)ei − η(ei)η(ei)X + g(X, ei)η(ei)ξ

− g(ei, ei)η(X)ξ + Φ(ei, ei)ϕX − Φ(ei, X)ϕei + 2Φ(X, ei)ϕei

)
=

c+ 3

4

(
g(ei, ei)X − g(X, ei)ei

)
+
c− 1

4

(
0− g(ei, ei)η(X)ξ − 3Φ(ei, X)ϕei

)
=

c+ 3

4

(
g(ei, ei)X − g(X, ei)ei

)
+
c− 1

4

(
− g(ei, ei)η(X)ξ − 3g(ei, ϕX)ϕei

)
=

c+ 3

4

(
g(ei, ei)X − g(X, ei)ei

)
+
c− 1

4

(
− g(ei, ei)η(X)ξ − 3ϕ(g(ei, ϕX)ei)

)
d’où,

2n∑
i=1

g(R(X, ei)ei, Y ) =
2n∑
i=1

(c+ 3

4
g(ei, ei)g(X, Y )− c+ 3

4
g(g(X, ei)ei, Y )

− c− 1

4

(
g(ei, ei)η(X)g(ξ, Y ) + 3g(ϕ(g(ei, ϕX)ei), Y )

)
=

c+ 3

4
(2n)g(X, Y )− c+ 3

4
g(X, Y ) +

c+ 3

4
η(X)g(ξ, Y )

− c− 1

4
(2n)η(X)η(Y )− c− 1

4
3g(ϕ2X, Y )

=
n(c+ 3)

2
g(X, Y )− c+ 3

4
g(X, Y ) +

c+ 3

4
η(X)η(Y )

− n(c− 1)

2
η(X)η(Y )− 3(c− 1)

4
(−g(X, Y ) + η(X)η(Y ))

=
n(c+ 3)

2
g(X, Y )− c+ 3

4
g(X, Y ) +

c+ 3

4
η(X)η(Y )

− n(c− 1)

2
η(X)η(Y ) +

3(c− 1)

4
(g(X, Y )− 3(c− 1)

4
η(X)η(Y ))
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d’autre part,

R(X, ξ)ξ =
c+ 3

4

(
g(ξ, ξ)X, g(X, ξ)ξ

)
+
c− 1

4

(
η(X)η(ξ)ξ

− η(ξ)η(ξ)X + g(X, ξ)η(ξ)ξ − g(ξ, ξ)η(X)ξ + Φ(ξ, ξ)ϕX

− Φ(ξ,X)ϕξ + 2Φ(X, ξ)ϕξ
)

=
c+ 3

4

(
X − η(X)ξ

)
+
c− 1

4

(
η(X)ξ −X + η(X)ξ − η(X)ξ

)
=

(c+ 3

4
− c− 1

4

)(
X − η(X)ξ

)
= X − η(X)ξ

d’où,
g(R(X, ξ)ξ, Y ) = g(X, Y )− η(X)η(Y )

donc,

S(X, Y ) =
(n(c+ 3)

2
− (c+ 3)

4
+

3(c− 1)

4
+ 1
)
g(X, Y )

−
(
− (c+ 3)

4
+
n(c− 1)

2
+

3(c− 1)

4
+ 1
)
η(X)η(Y )

=
(n(c+ 3)

2
+
c− 1

2

)
g(X, Y )−

(n(c− 1)

2
+

(c− 1)

2

)
η(X)η(Y )

=
n(c+ 3) + c− 1

2
g(X, Y )− (n+ 1)(c− 1)

2
η(X)η(Y ).

2. Pour la courbure scalaire, on obtient,

ρ = trg(S(X, Y )

=
2n∑
i=1

(n(c+ 3) + c− 1

2
g(ei, ei)−

(n+ 1)(c− 1)

2
η(ei)η(ei)

)
+

n(c+ 3) + c− 1

2
g(ξ, ξ)− (n+ 1)(c− 1)

2
η(ξ)η(ξ)

=
n(c+ 3) + c− 1

2
(2n) +

n(c+ 3) + c− 1

2
− (n+ 1)(c− 1)

2

=
1

2

(
n(2n+ 1)(c+ 3) + n(c− 1)

)
.
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