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Introduction

Ce polycopié est un cours de Master d’une matiére de ['unité fondamentale de troisieme semestre
de spécialité géométrie différentielle et applications et de filiecre mathématiques et de domaine mathé-
matiques et informatiques. Ce polycopié est destiné aux étudiants de deuziéme année Master géométrie
différentielle et applications (LMD). Le contenu de ce polycopié, il a été préparé conformément au pro-
gramme enseigné. Il est rédigé sous forme de cours détaillés avec des exemples et des exercices résolus

et il a été présenté avec un style tres simple qui permet aux étudiants une compréhension trés rapide.

Ce polycopié qui représente une branche de la géométrie Riemannienne, ce qu’on appelle
la structure de contact ou la variété de contact. Cette géométrie de contact, elle entretient d’étroits
liens avec la géométrie symplectique, la géométrie complexe, la théorie des feuilletages de codimension

un et les systémes dynamiques. Elle est née de [’étude de la thermodynamique et de [’optique géométrique.

Par ailleurs, la théorie de structure sur les variétés est un sujet intéressant de la géométrie différentielle
moderne et les aspects géométriques différentiels des sous-variétés des variétés avec certaines structures
qui sont des champs vastes et treés fructueur pour la géométrie Riemannienne.

Il est bien connu que pour étudie d’une variété Riemannienne donnée (M, g), parfois, il est approprié de
plonger certaines structures dans une variété de Riemann connue, puis arrivé a une géométrie induite.
Ce travail se situe a linterface de la géométrie Riemannienne et de la géométrie de contact, exactement
dans la géométrie Sasakienne.

Ces variétés Sasakiennes ont été introduites en 1960 par le Japonais géométre Sasaki Shigeo. Il n’y avait
pas beaucoup d’activités dans ce domaine aprés la mi-1970, jusqu’a l'avenement de la théorie des cordes
(String theory). Depuis, les variétés Sasakiennes ont gagné en importance dans la physique et la géo-

métrie algébrique, principalement due a une chaine de documents par Boyer, Galicki et leurs co-auteurs.

Ce travail comprend quatre chapitres essentielles :

Le premier chapitre est consacré a l’étude des structures presque de contact et structures de contact
sur une variété différentiable M de dimension impaire et la relations entre eux. Ou nous avons présenté,
dans ce chapitre, les définitions, les théorémes, les propriétés et quelques remarques relatives a cette
structure, avec aborder les preuves en détails, qui permet aux étudiants une compréhension tres large.
Nous rappelons aussi quelques structures qui interviendront dans cette étude.

Puis, nous avons étudié une métrique Riemannienne associe une structure presque de contact, qui nous
permet de construit une variété métrique de contact, ou nous avons arrivé, qu’une variété de contact
avec la forme de contact n porte une structure métrique presque de contact (¢,§,n,9g) avec & = dn.

Cette structure a été mentionnée comme une structure associée ou simplement comme une structure
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métrique de contact. Jusqu’a ce que nous arrivions a déterminer la condition de normalité en terme de
tenseur de Nijenhuis de cette structure.

En fin nous avons donné des exemples (exercices) pour comprendre les notions et pour manipuler les
différents calculs. Ou dans la plupart des cas prenons des exemples de structure de contact sur S* ( ou

R3) qui est le modeéle local de toutes les structures de contact en dimension trois.

Le deuziéme chapitre est consacré a la notion de la variété K-contact, ce qui représente par une
variété métrique de contact avec & un champ de vecteurs de Killing qui conserve la métrique Rieman-
nienne g. Nous présentons les définitions et les propriétés, avec aborder les preuves en détails. ensuite,
nous avons traité certains cas particuliers de courbure de Riemann sur une variété K-contact. Nous
avons discuté aussi pour certains structures liées a la structure presque de contact sur une variété de

dimension impaire. Parmi ces structures, structure cosymplectique et Structure coKahler.

Dans le troisieme chapitre, nous avons €étudié la notion de la géométrie Sasakienne ot nous avons
axé notre €tude sur la variété de Sasaki, ce qui représente par une structure métrique de contact nor-
male sur une variété Riemannienne. Nous présentons les définitions, théorémes et certains propriétés,
avec preuves en détails. Nous avons également discuté du rdle important qui ce fait par la courbure de
Riemann du variété Sasakienne. Finalement, nous avons arrivé a conclure que la structure Sasakienne,
la structure de Kenmotsu et la structure cosymplectique, sont des cas particuliers de structure trans-

Sasakienne.

Le quatriéme chapitre est consacré a [’étude du courbure holomorphique d’une variété Sasakienne.
Dans ce chapitre on introduit la notion de courbure p-sectionnelle. Cette notion joue un réle en géo-
métrie Sasakienne comme le joue la courbure sectionnelle holomorphique en géométrie de Kdihler, c’est
a dire la courbure p-sectionnelle déterminer la courbure Riemannienne de variété de Sasaki, lorsque la

courbure p-sectionnelle est constante, cela se reflete dans un théoréme tmportant. Puis, nous arrivons a

donné la notion d’une variété Sasakienne space forme.




1 Variétés presque de Contact

1.1 Variétés de contact

La géométrie de contact est la partie de la géométrie différentielle qui étudie les formes et les struc-
tures de contact. Elle entretient d’étroits liens avec la géométrie symplectique, la géométrie complexe, la
théorie des feuilletages de codimension un et les systémes dynamiques. La géométrie de contact est née
de I’étude de la thermodynamique et de 'optique géométrique. Une structure de contact sur une variété

est un champ d’hyperplan, c’est-a-dire la donnée en tout point d'un hyperplan dans ’espace tangent.

Pour plus de détail, voir [1], [2], [3],[22]...

(Définition 1]

Une variété différentiable M de dimension impair (2n + 1) est dite variété de contact si elle

existe une 1-forme 7 globale sur M telle que :

n A (dn)" # 0

On dit que M est une variété de contact munie d’'une forme de contact 7).

LI §

En particulier, n A (dn)™ # 0 est un élément de volume de M, de sorte qu’une variété de contact est
orientable. Aussi le rang de dn est 2n sur lalgebre de Grassmann T;M a chaque point p € M, et
donc nous avons un sous-espace de dimension 1, {X € T,M/dn(X,T,M) = 0}, dont n # 0 et qui
est complémentaire au sous-espace défini par n = 0. Par conséquent le choix de &, dans ce sous-espace

normalisée par 1n(&,) = 1, nous avons un champ de vecteurs globale & satisfaisant

dn(§, X) =0, =1

& est appelé le champ de vecteur caractéristique ou le champ de Reeb de la structure de contact 7).

Utilisant la dérivée de Lie on obtient immédiatement,
Eg?] = O, ﬁgdn = 0.

On note D la distribution de contact ou sous-fibré défini par le sous-espace D, = {X € T,M : n(X) = 0}.

Grosso modo, le sens de la condition n A (dn)™ # 0, est que le sous-fibré de contact est aussi loin d’étre
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intégrable que possible, en particulier, D tourne comme un seul mouvement sur la variété. Pour un

sous-fibré défini par une I1-forme n d’étre intégrable, il faut et il suffit que n A (dn)™ = 0.

[Théoréme 1 ]

Soit w une 1-forme sur une variété différentiable M™ et supposons que w A (dw)? # 0
et (dw)P™ = 0 sur M™. Ensuite, sur chaque point, il existe un systéme de coordonnées
(z',...,2P,y', y"P) de telle sorte que w = dy?™ — 3P y'dx’. Ainsi, sur chaque point d'une

variété de contact (M?* ! n) il existe des coordonnées (z%, 1", 2), i = 1,...,n telle que

n:dz—Zyidxi. (1.1)
i=1

Bxemples] |

o R3 est une variété de contact, munie d’une forme de contact :
1
n=dz+ §(xdy — ydr)

avec (x,y, 2) systéme de coordonnées sur R3.

o R2"t1 est une variété de contact, munie d’une forme de contact :

w=dz — i y'da’
i=1

avee (2%, z) i =1,...,n systéeme de coordonnées sur R*" 1.

o T est une variété de contact, munie d’une forme de contact :
n = coszdx + sinzdy

avec (z,y,2) systéme de coordonnées sur T3.
o La variété M munie d’une 1-forme n = (x + y)dz, n’est pas une variété de contact,

avec (x,y,2) systeme de coordonnées sur M?3.
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1.2 Variétés presque de contact

(Définition 1)

Soit M une variété différentiable de dimension impaire (2n + 1).

On appelle structure presque de contact sur M la donnée d’un triplet (n,&, ¢) tel que :
1. ¢ un champ de tenseur de type (1,1)
2. & un champ de vecteurs
3. n une 1-forme sur M

vérifiant les conditions suivantes

n(€) =1, ¢’ X = —X + n(X)¢,

pour tout X € I'(T'M).

(Définition 2

Une variété de dimension (2n + 1) munie d’une structure presque de contact (i, &, n) est une

variéte presque de contact.

Exemples
)

(R3,p,&,m) est une variété presque de contact, dans les cas swivantes :
1) ¢=0y, n = dy, pdr = —0z, wdy =0, w0z = Oz,

2) & =0z, n = dx, pdr =0, wdy = 0z, pdz = —0y,
3) &=-0z, n=—dz, pdxr = —0y, pdy = O, pdz =0,

avec {0, Dy, Dz} une base local et (x,y,z) systéme de coordonnées sur R3.

[Théoréme 1 ]

Soit (¢, &, n) une structure presque de contact ,alors on a les propriétés suivantes :
1. p€=0
2. nop=0
3. rangp = 2n.
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Preuve .

1- On a
n(&) =1, P’ X = —X +n(X)E.

remplacent X par £, on trouve :

¢ = —E+ ()€ =0 = p(pE)

Ce qui implique : @& = 0 ou ¢ est un vecteur propre de ¢ qui correspond a la valeur 0.
Raisonnement par absurde :

Supposons que @€ # 0 on trouve
0 = @*(p€) = —p& +1(p8)¢

c’est-a-dire :

n(p§)€ = v

Donec :

n(w)E #0

et :
n(p€)pé = *€ =0

Contradiction, avec le fait que () # 0 et & # 0,

donc

0§ =10

2- Maintenant prenant @& = 0,

neX)E = X +pX

NeX)E=0 = n(eX)=0
— nop=>0

3- On a € =0, £ # 0, ¢ non injective,
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d’ott rang(yp) < 2n + 1.
Supposons qu’il existe € tel que @€ = 0
alors remplacer X par £ dans p?X = —X + n(X)¢,

on trouve
0=¢?¢ = -+ ()6 = & =n(E)¢

¢ est proportionnel par rapport a &

donc dimkery = 1, et puis rangp = dim(Imp) = (2n+ 1) — 1 alors on a

rangyp = 2n

i

Soit (M?", J) une variété presque complexe.

Montrer que (MZ” X R, (p,&, 77)) est une variété presque de contact, telle que :
n:=dt = (0,dt) ¢ :=0t=(0,0t) o(X, fot) .= (JX,0)

avect €R, feC®(M*™ xR) et X e (TM).

1.3 Variétés métriques presque de contact

1.3.1 Meétrique Riemannienne associée & une structure presque de contact

[Théoréme 1 ]

Toute variété presque de contact (M, p, &, n) admet une métrique Riemannienne g telle que,

9(X, &) =n(X), VX e I'(TM).

P . . -

Pour tous X,Y € X(M), on pose

g(X,Y) =h(X —n(X)E,Y —n(Y)E) +n(X) -n(Y)

oll h est une métrique Riemannienne sur M?7+!
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On remplace Y par ¢ on aura

9(X.&) = h(X —n(X)E,€—n(6)E) +n(X)-n(€)
= k(X —n(X)E0) +n(X)

= n(X)
u
[Proposition 1]
Toute variété presque de contact (M, , &, n) admet une métrique Riemannienne g telle que,
9(pX, YY) = g(X,Y) — n(X)n(Y), VXY e I(TM). (1.2)

et g dans ce cas dite compatible avec la structure.

Preuve .

Soit h une application définie pour tous X,Y € X(M) par
WX, Y) = W(@*X,¢*Y) +n(X)n(Y)
oll I/ est une métrique Riemannienne sur M1

Alors, on a :

hMEX) = B9 °X) +n(&n(X)

on défini g par .
9(X,Y) = 5 (X, Y) + h(pX, 9Y) + n(X)n(Y)).

Donc g est une métrique Riemannienne et :

o(eX, oY) = 5 (h(eX, oY) +h( = X +n(X)E Y +n(V)E))

- %(h((pX, YY) +h(X,Y) = 2n(X)n(Y) +n(X)n(Y))
= g(X,Y) —n(X)n(Y).

Exercice 9

Soit (M, p,&,n) une variété presque de contact,
et g une métrique Riemannienne sur M.
Monter que pour VX, Y € T(TM), on a :  g(X,9Y)+ g(pX,Y)=0.
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Vérification :

D’apres la définition on obtient,

g(pz,°Y) = g(pX, =Y +n(Y)E)

= —g9(pX,Y) +n(Y)g(pX,€)
= —g(eX,Y) +n(Y)n(eX)
= —g(pX,Y).
Or,
g(or, 0?Y) = g(X, oY) — n(X)n(eY) = g(X, pY)
mmplique,

9(X,0Y) = —g(pX,Y)

1.3.2 Variétés métriques presque de contact

[Déﬁnition 1 ]

On appelle une variété métrique presque de contact toute variété presque de contact

(M, p,&,n) munie d’'une métrique Riemannienne g compatible avec la structure presque de

contact (¢, &,n).

Remarques I 1

1) Dans ce cas une variété métrique presque de contact est notée par (M, p,&,n, g).

2) Une variété métrique presque de contact (M*"*' o, &,n,g) admet une base orthonormé de T,M de

type {Xi, o X;, £}y, appelée p—base.

s 1o

Montrer que (R3, (p,&,1,9)) est une variété métrique presque de contact, telle que :

0 10 11+y20—y
p=1 1001, 9=7 0 1 0
0 v O -y 0 1
Yz —ydr), et €220
= —-\dz —ydx), e =20z
=3 ydx),

avec {0, Qy, Dz} une base local et (x,y,z) systéme de coordonnées sur R3.
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[Déﬁnition 2]

Pour chaque structure métrique presque de contact (¢, &, 7, g) sur M on définit la 2-forme

fondamental ® par,

O(X,Y) = g(X, pY), VX,Y € I(TM).

v

Soit (M*+1 o € n, g) une variété métrique presque de contact, avec ® la 2-forme fondamental de cette

structure.

- Vérifier les propriétés suivantes :

1) P(X,Y)=—-9(Y, X), c.a.d, ® est anti-symétrique.
2) P(pX, YY) =d(X,Y), c.a.d, ¢ est invariante a ©.

Pour tous X, Y € X(M).

{Proposition 2 J

Soit M?"*! une variété différentiable munie d’une 1-forme différentielle globale 1 et d'un

2-forme différentielle globale ® sur M telle que :
nA®"#£0

alors M?"*! admet une structure presque de contact.
De plus, si M?*™! est une variété de contact avec la forme de contact 7, alors il existe une
structure métrique presque de contact (p,&,1,g) telle que la 2-forme fondamentale ® est
définie par,

b = dn.

c.a.d,
9(X, 9¥) = B(X,Y) = dn(X,Y) = 3 (Xn(¥) = Yn(X) = n([X,Y]))

pour tout X, Y € I'(TM).

L

Une structure métrique presque de contact construite a partir d’une forme de contact n (c.a.d, ® = dn),
cette structure est appelée structure métrique de contact, et une variété munie d’une telle structure

est une variété métrique de contact.




1.3 Variétés métriques presque de contact 15

.1

On considére une variété Riemannienne (S3,g) telle que g le produit scalaire.

Awvec lutilisation d’une paramétrisation nous posons :

1 0 0
g=1 0 cos’a 0 avec (a, f3,7) des coordonnes sur S°.

0 0 cos’acos’B

Nous pouvons définir une 1-forme n comme suit :
n = sinf da — cosa sina cosf df3 + cos*a cos®3 dry

1- Nous montrons que (S,n) est une variété de contact :

Apres des calcules simple, on trouve :

dn = —2cosf cos*a da A df — 2 cosa sina cos B do A dry — 2cosf3 sinf cos*a df A dry

puis, on obtient,

nAdn = —2cos’a cosf da AdB ANdy # 0

Donc, (S3,n) est une variété de contact.

2- Maintenant, nous allons construire une structure métrique presque de contact (p,&,m,g) sur

S3

Calculons le champ de vecteur &, nous posons :

5 = glaa + 628,3 + 6387

et sachons que g(X,&) = n(X) on peut avoir

sin 3
E=] —tanacosf
1

et nous pouvons facilement voir que n(§) =1




16 Variétés presque de Contact

Calculons maintenant l’endomorphisme o, nous avons

{g(X,soY) = dn(X,Y)
2dn(X,Y) = Xn(Y)—Yn(X)-n(X,Y])

(Xn(Y) = Yn(X) - n([X,Y]))

DN —

9(X,pY) =

localement [’équation précédente donne,

d’ot la matrice associé a ¢ est donnée par

0 —cos’acosfB —cosasinacos?f3
(pijh<ij<s = | cosp 0 —cos sin ,
tan o tan 8 0

ou par ['utilisation des opérations sur les matrices, nous utilisons  g. = dn.

et on peut vérifier que
P =-T+n®¢.
Suivant la base locale {0y, 03, 0y}, nous pouvons vérifier que :
9(e X, 9Y) = g(X,Y) = n(X)n(Y).

Done, (S3,¢,&,m,9) est une variété métrique de contact.
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1.4 Déformation du structure presque de contact

1.4.1 Déformation D-homothetique de Tanno

) —_—
k, le point M est transformé en un point M’ tel que OM = k.OM.

n=0.

Cette déformation donnée par la proposition suivante [20] :

[Proposition 1 ]

posons la déformation suivante :
_ _ = 1 _
p=p,  TM=ay,  £=-¢  g=agtala=1nen,

alors (@, E, 7,g) est aussi une structure métrique de contact.

Dans ce g appelé métrique D-homothétique.

(Exercice de TD)

Puisque (¢, &,7,¢g) est une structure métrique de contact, alors on obtient :

n(€) =1, e’ X = =X +n(X)¢,

g(SOXv SOY> = g(X7 Y) - U(X)UO/)’ dn(Xv Y) = (I)(Xv Y)

pour VXY e I'(TM).
D’ou, 1.

permet d’agrandir ou de réduire une figure selon un rapport d’homothétie k et un centre O.

En géométrie classique (Euclidien), une homothétie est une application ponctuelle caractérisée par

un point invariant appelé centre et un réel appelé rapport. Par I'homothétie de centre O et de rapport

En d’autres termes, I’homothétie laisse O fixe et envoie le point M sur un point M’ situé sur la
droite (OM) par un agrandissement ou une réduction de rapport k. L’homothétie correspond donc & un

changement d’échelle des figures, c’est a dire .’homothétie est une transformation géométrique qui

En 1968, Tanno [20] a introduit une notion dite déformation D-homothétique ou déformation

2n-homothétique sur les structures métrique de contact (¢,&,n,g) ot D est la distribution définie par

Soit (¢, &, n, g) une structure métrique de contact et a une constante strictement positive,

(1.3)
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P(X) = ¢*(X)
= —X+n(X)¢
= —X—I—%ﬁ(X).a
= —X+7(X)

Al
I

9@X,pY) = g(eX,pY)
= ag(pX,pY)
= ag(X,Y) —an(X)n(Y)
= g(X,Y) —ala—1n(X)nY) — an(X)n(Y)
= §(X,Y) = a*n(X)n(Y)
= g(X.Y) —qn(X)nY)

dn(X,Y) = adn(X,Y)
= a®(X,Y)
= ag(X,¢Y)
= ag(X,pY)
= 9(X,9Y)

= ¢(X,Y).

Donc, (3, £,7,3) est une structure métrique de contact. m

Remarques I 0

1. Posons,
D:={Xel(TM) /n(X)=0}

alors, pour VX € D, on a,
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c.a.d,
[X] = Val x|
tandis que,
€ = 569

= ag(&,€) +ala—1L)n(E)n(E)

= al¢f* +ala—1)

= a+ala—1)

= g2
c.a.d,

€] = al¢]

pour cette raison, on dit que cette transformation est appelle déformation D-homothétique ou déformation
2n-homothétique.

2. La déformation de Tanno reste valable pour les structures métrique presque de contact.
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1.5 Variété presque de contact normale

[Déﬁnition 1 ]

Soit M?"*1 une variété presque de contact munie d’une structure presque de contact (i, &, 7).

On définit le tenseur de Nijenhuis N,, (Normalisateur) de ¢ par :

Pour tous X,Y € X(M).

L §

Soient (M?"+1, 0, &, n) une variété presque de contact et M*"+! x R la variété produit ot (X, f2) un
champ de vecteurs sur M x R tel que X un champ de vecteurs sur M, f une fonction sur M*"T! x R
et t systeme de coordonnée sur R.

On définit sur M* 1 x R une structure presque complexe J par,

0 0
J(X, f=)=(pX — X)—
(X, f5,) = (X = fEn(X)5.)
Vérification :
Montrons que J est une structure presque complexe, ie : J? = —17
on a

P = T (1)

On sait que
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donc

d’ou

[Déﬁnition 2]

Soit (M2 o, & 1) une variété presque de contact.

JQ(mea)

- (o)
(o)

J*=—1

On considére la variété presque complexe M?"! x R munie d'une structure presque complexe

J telle que :

JX ) = (pX = JE (X))

avec f € C®(M*™ 1 x R).
Alors, si J est intégrable (ie, N; = 0), on dit que (p, £, n) est une structure presque de contact

normale.

L §

5

On va exprimer la condition de normalité en termes de N, le tenseur de Nijenhuis de ¢ avec :

N, (X,Y) =X, Y]+ [pX,0Y] — ¢[X, Y] — p[pX,Y]

Puisque Ny est un tenseur de type (1,2) (anti-symétrique), alors il suffit de calculer Ny ((X,0),(Y,0))
pour VX,Y € I'(TM)

Rappelons que : (X, f=), (Y,g%)] = <[X, Y], (Xg— Yf)%), avec f,g € C*(M).

et Ny ((X= 0), (0> %))’

ot
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On trouve :

N ((X,0),(¥,0) = J*[(X,0),(Y,0)] +[J (X,0),J (¥, 0)]
—J1(X,0), J(Y,0)] = J[J(X,0), (Y, 0)]

[ = (X Y],0) + ([pX, @V], (pXn(Y) — V(X)) 2) \

_ — (p (X, 9Y]) = Xn(Y)&,n([X,Y]) 2)

\ = (e (eX, YD) + Yn(X)E n(leX, Y] E) )

( — X, Y]+ [pX, Y] = o ([X, 9Y])
= —@ ([pX,Y]) + (Xn(Y) = Yn(X))¢,

\ (pX0(Y) = oY n(X) = n([X, ¢Y]) = n([0 X, Y])) &

( —[X, Y]+ [pX, Y] — 0 ([X, ¢Y]) \

_ — ([pX,Y]) + (2dn(X,Y) +1([X,Y]) €,

\ (@X0(Y) = n([pX,Y]) = oY 0(X) = n([X,¢Y])) § )

0

= (N(X.Y) + 2d0(X, Y ), (Soxn(Y) = Lovn(X))55)

= (N(X)Y),N}(X,Y)).
On a utiliser les propriétés suivantes :
1
dn(X,Y) = S{Xn(Y) = Yn(X) —n([X, Y])}

(Lxn)Y = X(n(Y)) —n([X,Y])
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On a ausst,

Ny ((X,O), (o,%)) = J [(X,O), (0,%)} + lJ(X, 0),J (0,%)}
o (0. 2)] - o (2 2)
= 0.0+ |(exn ) ceo] - | (exam ) (0.5

_J[<X70)7<_£70>]
~ X X))~ T (- [X,60) - T 0.0

(

= (Ieex1.002) - (o(6.XD 00 X)2)
(
(

6.1 = (16, X]). (n(X) ~ n(le. X)) 5 )

= (N9 (X), N (X)),
parce que, on sait que :
(Exp)Y = [X, Y] - o([X,Y]), (Exn)Y = X(n(Y)) —n([X,Y])

d’ot, on obtient :

NY(X,)Y) = N,(X,Y)+2dn(X,Y)¢

= Ny(X,)Y)+Xn(Y)§ = Yn(X)E —n([X,Y])E
NO(X,Y) = (Loxn)Y — (Loyn) X

= oXnY) = n([pX,Y]) — oYn(X) + n([pY, X])
NG (X) = (L) X

- [€7¢X]_¢([€7X])
N®(X) = (Len) X

= &n(X) —n(l¢, X])

Donc : La structure métrique presque de contact (p,&,m,g) est normale si

NO = N@ = §yO) = @) — (.
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r—| Lemme 1

Soit (M, ¢, &,n) une variété presque de contact, si NV = 0 alors,

N® = NO® = N&W — ¢

(Exercice de TD)

On a NO(X)Y) =N, (X,Y) +2dn (X, Y)(=0
posons Y =&,

NO(X,€) = No(X,€) + 2dn(X, )¢
= QLX)+ [pX, E] — @[ X, €] — o X, p€] + Xn(€)€ — (§n(X))E — n([X, €))¢
= —[X, &+ (X, )¢ — plpX, €] — (En(X))E — n([X, €)¢
= —[X,¢& - lpX, € — (En(X))E
= [ X]+ l¢, oX] — (En(X))¢
=0

Donc,
[€, X+ l€, o X] = (En(X))€ =0 (1.4)
En appliquant 7 & (1.4), on obtient :

n([&, X]) — (En(X)) =0 (1.5)

ce qui donne :
(Lem)X =0  cad N® =0

Dans (1.5), remplagons X par ¢ X, on obtient :
([, ¢X]) =0 (1.6)
En appliquant ¢ a (1.4) et utilisant (1.6), on obtient :
pl6, X+ ¢°l€,9X] =0

@6, X] = [, pX] =0
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ce qui donne :
(Lep)X =0 cad N® =0

Finalement, dans I'expression de NV (X,Y) = 0, on remplacons Y par ¢Y, on trouve :
0 = NOX,eY)

= Ny(X,9Y) + 2dn(X, pY)¢
= P[X, Y]+ [pX, Y] = plpX, oY] = o[ X, 0?Y] + Xn(Y )€ — (Y n(X))E = n([X, pY])E
= —[X, Y]+ (X, oY E + [pX, Y] + [pX, n(Y)E] — ¢lpX, oY ] + ¢[X, Y] = [ X, n(Y)¢]

(Y n(X))§ —n([X, pY])E

(X, Y] = [0X, Y] = p[pX, Y] + o[ X, Y] — o[ X, n(Y)¢]

(YN + X (V)€ + (V) [pX,6] e (*)

car, ona

pXn(V)e = X (nV)E) = n()E(X)
= ¢X (n(Y))f +0(Y) X (5) —n(Y) f(sz>
|

= X ()¢ +n(Y) [pX. €

En appliquant 7 sur cette derniére formule (x), et utilisant (1.6), on trouve :

=X, Y]+ n([Y, X]) — (Y (X)) + (pXn(Y)) = 0

d’ou,

(Loxn)Y — (LoymX =0  cad N® =0

Finalement, on peut arrivée a la proposition suivante :

[Proposition 1 ]

Une variété presque de contact (M, p, &, n) est normale si et seulement si

N, +2dn®¢& =0 (cad, NWO=0)
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6. (1

Soit S® C R* et X = (z,y, 2,t) € R%

Prenons la paramétrisation suivante :

= cosa cosf cosy
cosa cosf3 siny

cosa sinf3

SR S RN

= s

et utilisons le produit scalaire

0X 0X
gij = 8_351’8_% )

nous trouvons la matrice associée a la métrique Riemannienne g

1 0 0

(gijh<ij<s =] 0 cos®a 0

0 0 cos?acos?f

Nous pouvons définir la 1-forme n comme suit :
n= Z r'dy’ — y'drt o n = xdy — ydr + zdt — tdz.
i=1
Avec la paramétrisation ci-dessus on a

n= (sinﬁ, — cos asin av cos 3, cos® o cos? 6) )

Remarquer que
nAdn = —2cos®acosfda AdB Ady #0

Donc, (S3,1n) est une variété de contact.

Maintenant, nous allons construire une structure métrique presque de contact (o,&,n,g) sur S :

Calculons le champ de vecteur &, nous posons :

§ = &0 + §205 + &30,
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et sachons que g(X, &) = n(X) on peut avoir

sin 3
E=| —tanacospf

1

et nous pouvons facilement voir que n (§) =1

Calculons maintenant l’endomorphisme ¢, nous avons

{g(X,soY) = dn(X,Y)

2dn(X,Y) = Xn(Y) = Yn(X) —n([X,

g(X> SOY) =

N | —

localement [’équation précédente donne,

d’ou la matrice associé a p est donnée par

Y])

(Xn(Y) = Yn(X) = n([X,Y]))

0 —cos’acosfS —cosasinacos?f3
(pijhi<ij<s = | cosf 0 —cos Asin
tan o tan 0

ou par l'utilisation des opérations sur les matrices, nous utilisons

et on peut vérifier que
pP=—I+n®¢

Suivant la base locale {0, 0p, 0}, nous pouvons vérifier que :

now=0, eE =0,  g(pX,9Y)=g(X,Y)—-n(X)n(Y).

Donc, (S3,p,€,m,9) est une variété métrique de contact.

Vérifions maintenant que la structure (p,&,m) est normale. on a

N(X,Y)=N,(X,Y)+2dn(X,Y)¢,

g.o = dn.

Y

(1.7)
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Pexpression locale du N(X,Y) peut s’écrire sous la forme,
Ni; = 01O — 0501) — ¢} (Onpi, — Oniphy) + i (5€7) — 1 (OkE?)

et avec des calculs simples on peut vérifier que N,ij = 0 pour tous i, j, k € {1,2,3}.

Ou par Uutilisation du base locale {0, 0, 05}, nous pouwvons vérifier la formule (1.7).

Done, (S3,¢,&,m,g) est une variété métrique de contact normale.
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[Déﬁnition 3]

Un champ de vecteur £ est dit un champ de Killing s’il conserve la métrique g,
(c.a.d, Leg =0).

5. Rappelons que :

(Leg)(X,Y) = &g(X,Y) —g(LeX,Y) — g(X, £eY)
= g(X,Y) —g([§, X],Y) = 9(X,[£,Y])

[Proposition 2 ]

Si M une variété métrique de contact, alors N® =0 et N® = 0.

De plus, ¢ est un champ de Killing par rapport a g si et seulement si N©® = 0.

Preuve .

On a

Donc,

dn(X,Y) = 3{Xn(Y) = Yn(X) —n([X,Y])}.

dn(pX,¢Y) = g(pX,p’Y)
= g(pX,=Y) + g(eX,n(Y)E)
= —g9(eX.Y) +n(Y)g(pX, )
= —g9(eX,Y) +n(Y)n(eX)
= g(X,¢Y)
= O(X,Y)
= dn(X,Y)

dn(eX,pY) = dn(X,Y).

A partir de ce résultat, on obtient,

dn(eX,Y) = dn(©*X, oY)
= —dn(X, oY) +n(X)dn(&, oY)
= —dn(X,¢Y) +n(X)dn(p, $*Y)
= —dn(X,pY)
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d’on, dn(eX,Y) +dn(X,9Y) = 0.ceecveeeien. (*)
(¥) = 0 = —{sOXn(Y) n([eX,Y]) = o¥Yn(X) — n([X, ¢Y])}
0 = szn( ) = n([pX, Y]) — oY n(X) — n([X, ¢Y])
0 = (Lexn)Y — (Loym) X
0 = NOX).
D’autre part,
0 = g(Xv 905)
0 = S{Xn©) — en(X) —n(X.€)
0 = &n(X)—n(§ X])
0 = (£n)X
0 = NWX)
De plus, ¢ un champ de Killing par rapport a g si £¢9 = 0.
On va montrer que : (Lep)X =0 <= Leg=0

En effet,

(Ledn)(X,Y) = &dn(X,y) —dn([, X],Y) — dn(X,[§,Y])
= JEXY — VX — (XY}~ {6 XDy — Ya(le, X)) — n(lfe, X1, YD)
X, Y]) ~ (6 YIX — (X, [E. YI))
= %{[SaX]ﬂY + XY — [, YnX =YX — (X, Y]) — [€, XnY + Yn([¢, X])

+n([6, XT,Y) = Xn([§, Y]) + [§, YInX + (X, [§, Y]]}
= X((Len)Y =Y ((Len)X = En([X, Y]) +n([l€, X1, YD) + (X, [, Y]])

= (X [& YT + ({6, XT,YT) = &n([X, Y])
= (& X YT)) = &n((X, V)
= —((Ln)[X,Y]

= 0. (car N® = 0)
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D’ou,
0 = (Ledn)(X,Y)
0 = &dn(X,y) —dn([§ X],Y) —dn(X,[€,Y])
0 = 59(X7 SOY) - ([gaXL QOY) - g(Xv [5, SOY]) - g(X’ 90[5, Y]) + g(X7 [E, (pY])
0 = (Leg)(X,0Y) 4+ g(X, (Lep)Y)
0 = (L9)(X,9Y) +g(X, NO(Y)).
Donc,
NO® =0 «— Leg=0
Et
(’gfg)(Xa 5) - fg(X, 5) - g([&,X],ﬁ)
= &n(X) —n([§, X])
= (L)X
= 0.
Pour une structure métrique presque de contact (¢, &, 7, g), la dérivée covariante de ¢ est
donnée par,

20((Vxp)Y,Z) = 3d®(X,¢Y,9Z) - 3d®(X,Y, Z) + g(NV(Y, 2), pX)

+ NO, Z)n(X) + 2dn(pY, X)n(Z) — 2dn(pZ, X)n(Y) (2.1)

avec, @ la 2-forme fondamentale de la structure.

Preuve .

Rappelons que la connexion Riemannienne V de g est donnée par la formule de Koszul suivante :

29(VXK Z) = Xg(Y7 Z) +Y9(X’ Z) - Zg(X> Y)
—|—g([X, Y]7Z) +g([Z7X]’Y) - g([Y7 Z]7X>
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et que l'application de d sur la 2-forme ® est donnée par :

d®(X,Y,Z) = %(X@(Y, Z)+Y®(Z,X)+ Z9(X,Y)
—(I)([X,Y],Z)—(I)([Z,X],Y)—(I)(D/,Z],X))

alors

20((Vxp)Y,Z) = 29(Vx¢Y,Z) +29(VxY, ¢Z)

= Xg(¢Y,Z) +¢Yg(X,Z) — Zg(X,pY)
+9([X, Y], Z) + 9([Z, X], ¢Y) — g([¢Y. Z], X)
+Xg(Y,0Z)+Yg(X,0Z) — Zg(X,Y)
+9([X, Y], 02) + g([pZ, X].Y) — g([Y, pZ], X)

= X0, 2) + Y ((pZ, X) + n(Z)n(X)) — ZO(X.Y)
—O([X, Y], 0Z) + n([X, eY])n(Z)
+0([Z, X1.Y) = g(eleY, Z], o X) + n(X)n([Z, ¢Y])
+XO(pY, pZ) = Y2, X) = 0Z(D(pY. X)
(Y )n(X)) + ©([X, Y], 2) - (2, X], V)
+n([pZ, XDn(Y) = g(elY; 0Z], 0 X) +n(X)n([»Z,Y])
HO([Y, 2], X) — g([Y, Z), 0X ) Yoo (1)
He([pY, 9Z], X) — g([¢Y, 9Z], o X) }ooconvn. (2)
H{g(2dn(Y, Z)E,0X) v (3)

sachant que

2dn(pY, X) = oY (n(X)) = X (n(¢Y)) —n([pY, X])
NY(Y,Z) = N, (Y,Z)+2dy(Y,Z)¢

= Y, Z] + [oY,0Z] — o ([Y,0Z]) — ¢ ([pY, Z]) + 2dn (Y, Z) &
NOY,Z) = (Loyn) Z — (Lozn)Y

= —n([Y,9Z]) +oYn(Z) —n (Y, Z]) —oZn(Y)
(P(@X?@Y) = CI)(X,Y)
g(pX,0Y) = g(X,Y)=n(X)n(Y)

et, on a ajouté les formules (1), (2) et (3) par ce que sont nulles.




33

Finalement, nous obtenons le résultat finale :

29(Vxp)Y,Z) = 3dO(X,¢Y,0Z) —3d®(X,Y,Z) + g(NV(Y, Z), pX)
+NO(Y, Z)n(X) + 2dn(pY, X)n(Z) — 2dn(pZ, X)n(Y).

Si (M, ,&,n,g) est une variété métrique de contact, avec ® = dn et N? = 0,

alors nous avons :
29((Vx@)Y, Z) = g(NW(Y, Z), 0X) + 2dn(pY, X)n(Z) — 2dn(pZ, X)n(Y).

Particulierement, nous avons : Vep = 0.

Preuve .

La premiére equation est trivial (utiliser ’équation (2.1) du Lemme (2) précédente).
Nous démontrons que Vx¢ = 0, d’aprés N? = 0, nous avons dn(X, &) = 0,

alors la premiére equation implique que V xp = 0.

Exercice -

Soit (,&,1,9) une structure métrique presque de contact, montrer que :

an(X.Y) = 2 (9(V, Vx€) — g(X. V)

pour VXY € I'(TM)

Comme V est une connexion compatible avec la métrique Riemannienne g, alors on obtient,

dn(X,Y) =

2
3

(¥) = Yn(X) = (X, Y]))
Xg(6,Y) = Y&, X) - g(&, [X,Y]))
g(VxE,Y) + g€, VxY) = g(Vy€, X) = g(&, Vi X) = g(€, VxY) + (¢, Yy X))

9(VxE,Y) = g(Vv¢, X))

NI~ -

N N 7N
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Variétés K —contact

2.1 Variétés K —contact

[Déﬁnition 1 J

Soit (M* 1 (¢, &,7,g)) une variété métrique de contact.
Si € est un champ de Killing par rapport & ¢ (c.a.d, Leg =0),

alors la structure (o, &, 7, g) sur M?"*1 est dite structure K —contact,

et M?"*t! dite variété K —contact.

[Proposition 1 J

Soit (M?" 1 o & n, g) une variété métrique de contact.

Alors, M est une variété K —contact si et seulement si N©®) = 0.

Preuve .

Preuve est claire, voir la proposition (2) précédente.

[Proposition 2 J

Soit (M, (p,&,m, g)) une variété métrique de contact, alors on a,

M est K—contact <= Vx&=—pX, pour VX € I'(TM)

ou V la connexion Riemannienne de g.

les références que nous avons utilisé, ([6] , p 220 ) et [22].

Preuve .
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g(_90X7 Y)

9(X, 9Y)

dn(X,Y)

S LX) = Y(X) = (X, V)

S (Xg(¥.6) = Yg(X.€) - 9(1X,],6)}

S{O(VAY.6) + 0(Y. Vx€) — (VX&) — 4(X, V) — g(1X.Y].6)}
(VY — VX S XY €) 4 g(Y.VxE) - g(X. Ty6)
S0V, 7€) = g(X, V)

%{Q(Y, Vx€) +9(Y,Vx§)} d'aprs (x)
g(VX§7 Y)

parce que, M est K—contact (e, (Leg)(X,Y)=0 (¢ Killing ) )

0 = (L9)(X,Y)
0 = &(X,Y)—g([§, X],Y) — g(X,[§,Y])
0 = Q(VEX7 Y) + g(X, V£Y> - g(VgX, Y) + g(vaa Y) - g(X, V£Y) + g(X, ng)
0 = g(Vx&EY)+9(Vy& X)) evvonnnee, (%)
donc,
Vxé=—pX, pour VX € I'(T'M)
Inverse est existe, parce que puisque Vx& = —pX et ¢ est semi-symétrique et Vg = 0, alors,
(£§g>(X7 Y) = §g<X’ Y) - g(K?X]’Y) - g(Xv [f,Y])
= g(VeX,Y) +g(X,VeY) = g(VeX,Y) + g(VxEY) = (X, VeY) + g(X, VyE)
= 9(Vx&Y) +g(VyE X)
= g(=p(X),Y) +g(—¢(Y), X)
= 9(X,0(Y)) = g(p(Y), X)
= 0.

d’ou, & est un champs de Killing.

Donc, M est une variété K —contact.
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[Théoréme 1 ]

Soit (M, (¢,&,7,9)) une variété K —contact, alors, la courbure sectionnelle de toute section

plane contenant £ est égale a 1.

Preuve .

Soit X un champ de vecteurs unitaire orthogonal a £ et R le tenseur de courbure de g

(ie, (X, &) =0=n(X) et | X|*=1=g(X,X) ), et P le plan du base {X,¢}.
: . _ 9(R(X,§)E X) _
Alors, on sait que : K(P) = JX. X)gE.6) — g X g(R(X, )¢, X)

d’autre part,

R(X,8)¢§ = VxVel = VeVx€ = Vixgé
= 0= Ve(=¢X) —o(=[X,¢])  car V£ =0, Vx{=—-pX
= Ve(pX) + @(Vx{ — VeX)
= Ve(pX) + o(=pX) — pVeX
= —p’X car (Vep)X =0 = Ve(pX) — VX

Donc, K(P)=g(R(X,§)&X)=9(X, X) =1. ]

Pour une structure métrique de contact (¢, &, n, g) sur M?"*1 nous avons :

Y
R(X, €)Y = VxVy€ — Vg v€ — (sgv)x

Y
telle que, (ng)x = £VxY — Vo xY — Vx &Y

Preuve .
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R(X,)Y = VyVeY — VeVyY — VixgV
— Vx(Vye+[6Y]) = Vorr€ — [€, VY] - VixgV
= VxVyl+ Vx[§,Y] = Vol —[§, VY] = VixgY
= VxVy{—Vy,v{— ([fa VxY] =V x)Y — VX[faYD
= ViVy€ — Vo€ — (zgvxy ~ VexY — vxsgy)

Y
X

— VixVyé - Vot - (£V)

[Proposition 3]

Soit M?"*! une variété Riemannienne admettant un champ de vecteurs de Killing unitaire &
tel que R(X,&)¢ = X, pour tout champs de vecteur X orthogonal a &, alors M?"™! est une

variété K-contact.

Preuve .

On définit une 1-forme 7 et le champ de tenseurs ¢ de type (1,1) par :

n(X) =g(X,&) et oX =-Vx{ .o (%)
Comme & est un champ de vecteurs de Killing, V¢§ = 0 et donc ¢§ = 0.

1%
Encore puisque ¢ est de Killing, (ie, (SSV)X =0),on a
R(X,6)Y = VyVyé — Vegy€ oo (D)

et donc pour tout champ de vecteurs X orthogonal a £, on a :

P’X = —p(Vx¢)
= Vv, de (*)
= —R(X,E+ Vx Ve de (I) ety =¢
= —R(X,§)¢
- X

par conséquent, p? = —I +n® & parce que 7(X) = g(X, &) = 0 qui signifie, n(X)& = 0.
et d'autre pat, 7n(§) =g(£,€) =1, et g compatible avec la structure,

9(eX,9Y) = —g(X,9*Y) = —g(X, =Y +n(Y)§) = g(X,Y) — n(X)n(Y).

Donc, (M*"*1 ¢ £ n,g) est une variété métrique presque de contact.
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Xn(Y) = Yn(X) = n([X,Y)))
Xg(6,Y) = Y&, X) - g(¢, [X,Y])

g(VX§7 Y) +g(€7VXY) - g(VYé-?X) - g(§7va) - g(§7VXY) +g(§7va))

N N 7N N

NIRNIRNI RN RN -

( —g(Vy&, X) — g(Vyf,X)) car & Killing
= —g(Vy§, X)

= g(X,9Y)

= d(X,Y).

Donc, dn= 9.
Alors, (M*"*1 . €, n,g) est une variété K-contact.
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(M*+ 0, €, 1)

g9(pX,pY) =

Variété
presque contact

ND(X,Y) =0

(M, 0,8, 1)

J05Y) =m0

g(pX,¢Y) =

(M4, 0,€,9, )

Meétrique
presque contact

Presque contact
normale

(X, Y) = n(X)n(Y)

N(X,Y) =0

(M, &1, 9)
Métrique presque
contact normale

(M2 0, &7, 9)
Variété métrique
de contact

(AX)mN

0=

(M**,0,&,m,9)
Variété
Sasakienne

2.1.1 Plan de déférents pesages entre les structures que nous avons vus.
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2.2 Quelques structures liées a la structure presque de contact :

2.2.1 Structure cosymplectique :

Les variétés cosymplectiques ont été introduits par Libermann (voir [12], [13], [7]).

(Définition 1)

Une structure presque cosymplectique sur une variété M de dimension impaire 2n + 1
est une paire (n,w), o 1 est une 1-forme et w est une 2-forme telle que n A w™ # 0 (i.e. forme

de volume) sur M. Cette structure est dite cosymplectique si 1 et w sont fermés.

Si (n,w) est une structure presque cosymplectique sur M, le triple (M,n,w) est considéré comme une

variété presque cosymplectique.

2.2.2 Structure coKahler :

Historiquement, les variétés coKahler ont été définies par Blair dans [1], [7] et [18].

(Définition 2]

Une variété presque coKahler est une variété métrique presque contact (M2""1 o, & n,g)
de telle sorte que la 2-forme fondamentale w et la 1-forme 7 sont fermés (i.e. dw = 0 et
dn =0).

Si, en plus, la structure presque contact est normale, on dit que M est une variété coKahler.

L

Soient (M*"*1 @ & n,g) une variété presque de contact métrique et w la 2-forme fondamentale.
On peut distinguer les classes suivantes, on dit que :
o M est cosymplectique si dw = dn =0 (i.e, w et n sont fermées),

o M est coKdihler si elle est normale et cosymplectique.

[Théoréme 1 ]

Soient (M, p,&,n, g) une variété presque de contact de dimension (2n + 1) et V la connexion

de Levi-Cevita sur M. Alors on a :

M est coKahler <= pour tous X,Y € X(M) : (Vxp)Y =0
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Preuve .

Supposons que M une variété coKéahler (i.e. d® =0,dn =0, et (¢,&,n) est normale)

(p,€,m) est normale = N =0
= NO=NO=NW=g

suivant le lemme (2), pour tous X,Y € X(M) on a,

29((Vxp)Y,Z) = 3d®(X,¢Y,pZ)—3d®(X,Y,Z)
+9(NO(Y, 2), X)) + NO(Y, Z)n(X)
+2dn(pY, X)n(Z) — 2dn(pZ, X)n(Y)
= 0,

donc
(Vxp)Y =0

Pour 'inverse, supposons (Vx¢)Y =0 on a,

3dO(X,Y, Z) = XOV,2)+YO(Z,X)+ Z®(X,Y) - O([X,Y],Z) — ®([Z,X],Y) — &([Y, Z], X)
= 9(VxY,0Z) +g(Y,VxpZ) + g(VyZ,¢X) + g(Z,VypX) + g(V2z X, Y)
+9(X,VzY) —g(VxY = Vv X, 0Z) — g(VzX —VxZ,¢Y)
—9(VyZ =V zY,pX)

=0
alors d® =0
et [0, 0](X,Y)=0= ND(X,Y) = 2dn(X,Y)¢
Maintenant

N6 = (Lorn)(©)
= —n(pY,¢€])
= —9(& Ve — VepY)
= 9(§,¢VeY)
= 0,
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dans le lemme (2) posons Z = &, on obtient dn(¢Y, X) =0, VXY
d’ott dnp = 01i.e. NV =0 donc M est coKéhler.

,—(Proposition 1}

Soit (M, p,&,m, g) une variété coKéhler.
Alors pour tous X,Y,Z € X(M),ona: (Vxw)(Y,Z)=0.

ol w 2-forme fondamentale.

Preuve .
Brewve J 0,4

(Vxw)(Y,2) = Xw(Y,Z)-w(VxY,Z) - w(Y,VxZ)
= Xg(Y,9Z) = g(VxY,0Z) — g(Y,¢VxZ)

= g(VxY,0Z)+g(Y,VxpZ) — g(VxY,0Z) — g(Y, oV xZ)

= g(Y,(Vxp)Z)
— 0

d’ou
(Vxw)(Y,Z) = 0.

L p

(R3 =C x R,n, &, @) est une variété cosymplectique, telle que,

n=dz, & =0z, ® = 2dx N\ dy.
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3.1 Variété Sasakienne

Dans cette section on donne une définition importante, a savoir celle d’une variété Sasakienne.
On a vu qu’une variété de contact avec la forme de contact n porte une structure métrique presque
de contact (p,&,n,g) avec & = dn. Cette structure a été mentionnée comme une structure associée ou

simplement comme une structure métrique de contact (voir [3]).

(Définition 1)

Soient (M, ¢, &, n) une variété presque de contact et ® la 2-forme fondamentale. On dit que

M est une variété de Sasaki ou Sasakienne si ® = dn et la triplet (¢, &, n) est normale.

[Déﬁnition 2]

Si une structure métrique de contact (¢, &,n,¢g) est normale, on 'appelle métrique de contact

normale ou structure Sasakienne.

[Théoréme 1 J

Soit (M, p, &, m, g) une variéré métrique presque de contact.

M est une variété de Sasaki si et seulement si
(Vxp) Y =g(X,)Y){—n(Y)X

pour tous champs de vecteurs X,Y € X(M).
cad, (Vxp)V =g(XY){-n)X=9(XY){-g(Y,§) X :=(AX)Y.

Exercice (TD).

(=) Soit (M, ¢,&,n,g) une variété de Sasaki alors
d=dn, NBH =0, N?2=0
Utilisant le lemme (2) précédente avec ¢ = dn on a

29((Vxp)Y, Z) = g(NO(Y, 2),0X) + 2dn(eY, X)n(Z) — 2dn(pZ, X)n(Y)
= g((Vx9)Y, Z) = dn(pY, X)n(Z) — dn(pZ, X)n(Y) car N =0
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puisque
dn (X,Y) =g (X, ¢Y)

alors

g(Vxp)Y,Z) = g

d’ou
(Vxp)Y =g (X,Y)E—n(Y)X

(«<=) Soit (¢, &,n, g) une structure métrique presque de contact avec
(Vxp)Y =g (X, Y){—n(Y)X
remplacent Y par £ on obtient

(Vxp)E=n(Y)

I

[ R A A

Vxpl —oVx§=n(Y){-X
—p*(Vx€) = —pX
Vx€—n(Vx)E = —pX
Vx€—9(VxE, € = —pX
V£~ 5(20(V€,6)E = —oX

V€~ 3 (0(Vx6,6) + 9(VxE, )€ = —pX

Vi€~ 5 (Xg6,6)€ = —pX
Vx§=—pX.
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on a

dn(X,Y) =

=
3

(Y) = Yn(X) —n(lX,Y])

(Xg(Y,§) = Yg(X,§) — g([X,Y],6))

(9(VxY. ) +9(Y,Vx) — 9(Vy X, &) — 9(X, Vy§) — g(VxY. &) + g(Vy X, §))
(9 (Vx&Y) — g (Vv X))

(9 (=X, Y) — g (=Y, X))

= 50X 9Y) +g(pY, X))

= g(X,¢Y)
= ¢(X,Y).

RN RPN RN RN RN -

Donc (¢, &,7,g) est une structure métrique de contact.

et on sait que

Ny(X)Y) = @*[X, Y]+ [pX,0Y] = p[pX,Y] — ¢[X, Y]

= P (VxY = VyX) + (VoxpY = VoypX)
—p(VoxY = VypX) — o(VxpY — Voy X)

= (VxY = VyX) + (Vox @)Y + ¢VoxY — (Voye) X — oV X
—pVoxY + 0(Vy@)X + ¢°Vy X — o(Vxp)Y — *(VxY) + oVor X

= (Vex@)V = (Voy9) X + o(Vyp) X — o(Vxp)Y

= g(eX,Y)E = n(Y)pX — g(¢Y, X){ + n(X)pY
+og(Y, X)§ — on(X)Y — og(X,Y)E + on(Y) X

= —29(X,pY)¢

= —2dn(X,Y)¢

donc

NO(X,Y) = N, (X, Y) +2dn (X, Y) € = 0

Alors la structure (¢, &,7,9) est de Sasaki.

Exercice 8

Soit (M, p,&,n,g) une variété métrique de contact.

Montrer que si M est une variété de Sasaki alors M est une variété K-contact.




46

Structure Sasakienne

Vérification :
Puisque M est une variété de Sasaki, nous avons :
(Vxp)Y =Vxp(Y) —9oVxY =g(X,YV){—n(Y) X
En remplace Y par &, on trouve :
(Vxp)§ = Vxp(§) — ¢VxE = —pVx¢
et dautre part, (Vxp)¢=g(X,£)&—n(§) X =n(X)§ - X
d’on,
= —pVx{=nX){-X
= —p*(Vx&) =n(X)p(§) — o(X) = —p(X)......... (1)
= —p*(Vx&) =VxE—n(VxEE=Vxl (2)
parce que, 1(Vx§) = g(Vx&,€) = 3X(9(£:€)) = 3X(1) =0
d’aprés (1) et (2), on obtient,
Vx€=—p(X)

Donc, M est une variété K-contact.

Exercice 9

Soit (M, p,n,&,g) est une variété de Sasaki.
Montrer que :

(1) Vep =0

(2) VepX = (Ve X)

(3) Vel =0

(4) Len=0
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3.2 Courbure d’une variété de Sasaki

les références que nous avons utilisé [22] et [2].

[Proposition 1 }

Soit (M*"*1 o, £, n,g) une variété Sasakienne, nous avons les propriétés suivantes :

(1) R(X,Y)E =n(Y)X —n(X)Y
(2) R(X, €)Y =n(Y)X —g(X,Y)¢

(3) 5(X, &) = 2nn(X)
pour V X, Y € X(M), ou S la courbure de Ricci.

(Exercices TD)

1.

R(X,Y)§ = VxVy{—VyVx§—Vixyé
= Vx(=¢Y) = Vy(=pX) + o([X,Y])
= —Vx(©Y) + Vy(pX) + o(VxY) = o(Vy X)
= VypX — ¢o(VyX) = VxpY + p(VxY)
= (Vyp)X = (Vxp)Y
= 9(X,Y){—n(X)Y — g(X, V) +n(Y)X
= (V)X —n(X)Y

Donc, R(X,Y)¢ =n(Y)X —n(X)Y.

g(R(X, Y, Z) = g(R(Y,Z)X,¢)
= —g(R(Y,Z)§, X)
= —g(2)Y —n(Y)Z,X)

= —n(Z2)g(Y,X) +n(Y)9(Z,X)
= —g(g(Y,X)é,Z) +g(n(Y)X7Z>
= g( =9V X)s+ ()X, 2)
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Donc, R(X, )Y = n(Y)X — g(X,Y)¢.

2n+1

S(X,8) = D g(R(X,e)e;, §)

=1
2n+1

= Z g(R(ezaX)g,ez)
27:rL:-‘1-11

- z_: g(n(X)ei —n(e)X, €i) du (1)

2n+1

= Z n(X)g(ei, e;) —nle)g(X, e;)

= 7(X)(2n +1) —n(X) (I1)
= 2nn(X)

parce que,
n(e)g(X,e) = glei, §)g(Xej, e;) = gle;, )X glej, e5) = g(Xej,§) = g(X,€) = n(X)eovvivennn, (IT)

- )

Sur une variété Sasakienne, pour un champ de vecteurs unitaire X orthogonale a &, nous

avons :
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Preuve .

Puisque X un champ de vecteurs unitaire orthogonale a £, alors g(X, X) =1 et g(X,£) =0, d’ou :

g(R(X,X)Y) = —g(R(X,Y)E X)
= —g9(VxVy&{—=VyVx&—Vixyé X)
= —9(Vx(=pY) = Vy(=pX) + o([X,Y]), X)
= —g(—pVxY — (Vx@)Y + (Vyo)X 4+ oVy X + oVxY — oVy X, X)
= 9((Vxp)Y = (Vyp)X, X)
= g(g(X,Y)§ —n(Y)X —g(Y, X){ +n(X)Y, X)
= —g(n(Y)X —n(X)Y, X)

n(Y)X —g(X,8Y, X)

(

Donc, R(X, X = —¢.

[Théoréme 1 ]

Soit M?"*! une variété Riemannienne, admettent un champs de Killing unitaire &, de telle
sorte que, R(X, &)Y =n(Y)X — g(X,Y)¢, alors M?"*! est une variété de Sasaki.

Preuve .

Comme ¢ un champs de Killing, alors M est une variété K-contact,
Y

t (L) = £V = Vex¥ — ViV =
X

d’autre part,

R(X,§)Y = VxVy&—Vy,yvE— (&V)Z
= VxVy{—Vy,v§
= —Vx¢Y +¢(VxY)
= —(VxpV —¢(VxY))
= —(Vx@)Yeioioie. (I)

et nous avons, R(X, Y =n(Y)X —g(X,Y)E oo, (IT)
d’aprés, (I) et (II), nous obtenons :




50 Structure Sasakienne

(Vxp)Y = g(X,Y){ —n(Y)X

Donc, M?"+1 est une variété de Sasaki. .

Soit (M?" 1 o & n, g) une variété Sasakienne, alors nous avons,
R(X,Y)pZ = R(X,Y)Z + g(0X, 2)Y — g(Y, Z)pX + g(X, Z)pY — g(¢Y, Z)X

pour VXY, Z € I'(TM).

Preuve .

R(X,Y)pZ = VxVypZ —VyVxeoZ —Vixy)pZ
= VX((VYSO)Z + SOVYZ> — VY((V)W)Z + SDVXZ> - ((V[XY ©)Z — SOV[X,Y]Z>
= V(Y. 2)6 = n(2)Y +¢VyZ) = Vy (9(X, 2)§ ~n(Z
+9VxZ) = (91X, Y], 2)€ = 0(Z)[X, Y] + V17
= —g(Y,2)eX + (Vxg(Y, 2))§ — (Vxn(2))Y —=n(Z2)VxY + (Vxp)VyZ + ¢oVxVyZ
+9(X, 2)pY — (Vyg(X, 2))§ + (Vyn(2)) X + n(2)Vy X
—(Vy@)VxZ —oVyVxZ — g([X, Y], 2) +0(Z)[X, Y] — oV x v Z
= 9(X, 2)pY + (Vxg(Y, 2))§ — g(Y, Z2)pX — (Vyy(X, 2))¢
ToR(X,Y)Z — (Vxn(2))Y + g(X,VyZ)§ —n(Vy Z)X
+(Vyn(2))X = g(Y,VxZ)§+n(Vx2)Y — g(VxY, Z)E + g(Vy X, Z)¢
= 9(X, 2)pY + (Vxg(Y, 2))§ — g(Y, 2)pX — (Vyy(X, 2))¢
YoR(X,Y)Z — (VXn(Z) - n(VXZ)>Y + (vyn(Z) - n(VyZ)>X
+(9(X, Vv 2) + 9(Vy X, 2) )¢~ (9(VxY, 2) + (Y, Vx2) )¢
= 9(X,Z)pY —g(Y, Z)pX + oR(X,Y)Z — ((Vxn)Z
+1(VxZ) = n(Vx2) )Y + ((Vyn)Z +n(VyZ) = n(VyZ) ) X
= 9(X,Z)pY —g(Y, Z)pX + oR(X,Y)Z — ((Vxn)Z>Y + ((sz)Z)X
= 9(X,Z)pY —g(Y, Z)
= g(X,Z)pY —g(Y, 2)

X + oR(X,Y)Z — g(Vx& Z2)Y + g(VyE, Z2)X du (%)
X + oR(X,Y)Z 4+ g(oX, 2)Y + g(¢Y, Z2)X
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d’ou,
R(X,Y)pZ = pR(X,Y)Z + g(¢X, 2)Y — g(Y, Z)oX + g(X, Z)pY — g(pY, Z)X.
Vérification () :
(Vxn)Y = Vxn(Y)—-n(VxY)
= Vxg(Y,§) — g(VxY,§)
= —g(Y,pX) car Sasaki = K — contact.
]
Soit (M2 o, £ 1, g) une variété Sasakienne, alors nous avons,
pour VXY, Z € I'(TM).
D’apres le Lemme précédente, nous avons :
R(X,Y)pZ = oR(X,Y)Z + g(¢X, Z)Y — g(Y, Z)pX + g(X, Z)pY — g(¢Y, Z)X
En applique ¢ sur cette formule, nous obtenons :
PR(X,Y)pZ = ©*R(X,Y)Z+ g(pX,Z)pY — g(Y, 2)¢*X + g(X, Z)p*Y — g(pY, Z)pX
= —RX,Y)Z+n(R(X,Y)Z)E+ g(eX, Z)pY +g(Y, 2)X — g(Y, Z)n(X)¢
—9(X, 2)Y 4+ g(X, Z)n(Y)€ — g(¢Y, Z)pX
= —RX\)Y)Z +g(pX, Z)Y +g(Y, 2)X — g(X, 2)Y — g(pY, Z)pX
+n(R(X,Y)Z2)€ — g(Y, Z)n(X)§ + 9(X, Z)n(Y)§
= —RX.Y)Z +g(pX,2)pY +g(Y, 2)X — g(X, 2)Y — g(¢Y, Z)p X du (1)
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Vérification (/) :

n(R(X,Y)Z)§ = g(R(X,Y)Z,¢)

= g(§, X)9(Z,Y) — g(X,Z)g(§,Y)
= g(Z,Y)n(X) — g(X, Z)n(Y)
Donc,
R(X,)Y)Z = —oR(X,Y)pZ +g(Y,Z)X — g(X, Z2)Y — g(0Y, Z)pX + g(¢X, Z)pY.

Soit (M2 p, & n, g) une variété Sasakienne, alors nous avons,

9(R(pX, oY )pZ,oW) = g(R(X,Y)Z,W)—n(Y)n(Z)g(X,W)
= n(X)n(W)g(Y, Z) + n(Y)n(W)g(X, Z) + n(X)n(Z)g(Y,W)

pour VXY, Z € I'(TM).

(Exercice TD)

Indication : nous pouvons utiliser les Lemmes précédentes.
Soit (M*1 o, £ n,g) une variété Sasakienne, alors nous avons les propriétés suivantes :
1) g(R(eX,9Y)pZ, W) = g(R(X,Y)Z, W)

(2) S(pX,¢Y) = 5(X,Y)
pour V XY, Z € X(M) qui sont orthogonales a &, ou S la courbure de Ricci.

(Exercice TD)

1.
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Comme les champs des vecteurs X, Y, Z sont orthogonales a &, alors d’aprés le Lemme précédente, nous
obtenons directement la premiére formule.

2.
Supposons {X;, pX;, £}, une p-base, d’ou :

S(pX,9Y) = Zg (X, Xi) Xy, ¢Y) +Zg (X, X)) Xi, 0Y) + g(R(p X, £)E, )

= Z 9(R(X, =" Xi)(—¢°X;), oY) + Z g(R(pX, X)X, ¢Y)
+9(n(€)pX —n(eX)E, ¥Y)

- Zg( (X, —oX:)(— +Zg (X, Xi) X5, Y) + g(p X, 9Y)

_ Zg (X, X)) X:,Y) —|—Zg (X, X)) X3, Y) +g(X,Y) = n(X)n(Y)

=1

= Zg (X, pXi)pX;,Y) +Zg (X, X)X, Y) + g(X,Y)

=1

- Zg (X, pX)) X, Y) +Zg (X, X)X, Y) + g(R(X,§)E,Y)

i=1

= S(X, Y).

e

La sphere d'unité S munie de la structure canonique (p,€,m,9) est une variété Sasakienne.

Suivant la déformation de Tanno [20] on a la structure :

/

1 *
n = an, 5’25& ¢ =, ¢ =ag+ala—1)nemn, aeR}.

- Montrer que la nouvelle structure (S*"*1 o' &' 1, g') est aussi une variété Sasakienne.

e

Soit (R*"*1 g) une variété Riemannienne. Avec une métrique g donnée par,

d’ot, sa matrice associe :
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o +y'y 0 —y
0 5; 0
—y 0 1

<
I
[

Alors, montrer que (R*"T1 ¢ £ n,g) est une variété Sasakienne,

avec,

n = %(dz — zn:yidxi> ,
i=1

et le tenseurs o donnée par :

0 (57;]'
=1 —d0; O
0

Ou, (2%, 4y, 2), i = 1..n les coordonnées sur R*" 1,
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3.3 Variété de Kenmotsu

(Définition 1)

Soient (M, ¢, &, n) une variété presque de contact et ® la 2-forme fondamentale. On dit que

M est de Kenmotsu si 1 est fermée (c.a.d. dn = 0), d® = 2® A n et la triplet (p,&,n) est

normale.

[Théoréme 1 ]

Soient (M, p, &, n, g) une variété presque de contact de dimension (2n+1) et V la connexion de

Levi-Cevita sur M. On dit que M est de Kenmotsu si et seulement si pour tous X, Y € X(M),

(Vxp)Y = g(pX,Y)§ —n(Y)pX.

De plus, on a la notion la plus générale d’une structure 5-Kenmotsu [9], qui peut étre définie par

(Vxe)Y = B(g(X,Y)E —n(Y)eX),

ou [ est une constante non nulle.

B,

Soit {x,y, 2} les coordonnés cartésiennes sur R® posons

PP+ 0 -7
g= 0 p? 0
—T 0 1

telle que p et T des fonction sur R3.

On définie une structure presque de contact (¢, &,n) sur R® par

0 -1 0
= 1 0 of, &=0{|, n =(-101)
0 —7 0

(R3,p,€,1m,9) est une variété métrique presque de contact.

La 1-forme n et la 2-forme fondamentale ® sont donnée par,

n=dz—71dx and d = —2p%dx A dy,
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et par conséquent

dn = mdx Ndy+ m3dx N\ dz
d® = —4pspdx N\dy N dz

tel que p; = g—;’i et 7, = g—;.

Les composantes du tenseur N peut s’écrire sous la forme,

Ni; = or(Ongs — 050) — £h (Ol — On) + mi(0;€7) — 1 (OE")
— 0 Vi jk

c.a.d. la structure métrique presque de contact (p,&,m,g) est normale pour toutes p et T des fonctions
sur R3.
Donc, (R, p,&,1m,9) est une variété :
(1) Sasakienne si p3 =0, o = —2p* et 73 =0,
cas particuliere si : p=e¢ Y 7=,
(2) Cosymplectique si p3 =0, 5 =0, et 3 =0,
cas particuliere si : p=2xy, T =213,
(3) Kenmotsu si p3 = p, 7o =0 et 73 = 0.

cas particuliere si : p=¢€etT =1

i)

Soit (x,y, 2) les coordonnées cartésiennes sur R3 on pose

n=dz, &= %, d = —2e*dx Ndy, g=e*(dz® + dy?) + dz*

Alors, montrer que la variété (R3, o, n,€, g) est une variété de Kenmotsu.
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3.4 Structure trans-Sasakienne

3.4.

1 Variété trans-Sasakienne

les références que nous avons utilisé, [16], [3], [14] et [15].

[Déﬁnition 1 J

Soient (M?"*! & n, g) une variété métrique presque de contact et ® la 2-forme fondamen-

tale. On dit que M est trans-Sasakienne si et seulement si elle est normale et

dn =a®, dd=26dAn, (3.1)
ol a = 5-0P(§) et f = 5-divé sont des fonctions différentiables sur M et 0@ est la codiffé-
rentielle de ® (la divergence)(voir [15], page 17) définie par :
2n
62(X) = = 3 ((Vei@)(eis X) + (Vi @) 001, X)) = (V@) (€, X),

i=1

avec {e1, ..., en, pe1, ..., pen, £} une p-base locale d’'un ouvert quelconque de M.

[Théoréme 1 ]

Soient (M, p,&,n, g) une variété presque de contact de dimension (2n + 1) et V la connexion
de Levi-Cevita sur M. On dit que M est trans-Sasakienne si et seulement si pour tous X, Y €
(M),

(Vx)Y = a(9(X,Y)§ —n(Y)X) + B(g(¢X,Y)E — n(Y)pX)

ol «a et B sont des fonctions différentiables sur M, et on dit aussi que la structure trans-

Sasakienne est de type (a, ).

En particulier, la structure est normale en plus,

sia=1et =0, lastructure est dite Sasakienne,

sia € R* — {1} et B =0, la structure est dite a-Sasakienne,
sia=0et §=1, la structure est dite de Kenmotsu,
sia=0, et f €R*— {1} la structure est dite f-Kenmotsu,

si a = (8 =0, la structure est dite cosymplectique.
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[Proposition 1 ]

Soit (M, p,&,m, g) une variété trans-Sasakienne. Pour tous X, Y, Z € X(M), nous avons :

(1) Vx€ = —apX + B(X — n(X)¢§),

(2)  (Vxn)Y = —ag(pX,Y) + B(9(X,Y) — n(X)n(Y)),

3  (Vx®)(Y.2) = a(9(X, Z)n(Y) - g(X,Y)n(2)) = B(9(X, pZ)n(Y) — 9(X, Y )0(Z)).

(Exercice TD)

1.0n a:
(Vxp)Y = a(g(X,Y)§ —n(Y)X) + B(g(¢X,Y)E = n(Y)pX)

on remplace Y par £ on trouve
(Vxp)€ = a(n(X)§ — X) — B(pX)

d’autre part, (Vxp)é = —p(VxE)
on obtient,

—p(Vx§) = a(n(X)§ — X) — BlpX)

appliquant ¢ on trouve
Vx€ = n(Vx§)E = —apX — B(¢*X

on sait que,

Xg(§,§) =0 == 29(Vx£,§) =0
= n(Vx§) =0

Donc

Vx§ = —apX — B(X —n(X)E).

2. On sait que :

(Vxn)Y = XnY)-—n(VxY)
= Xg(Y.§) —g9(VxY,§)
= g(Y,Vx§)
= g(Y,—apX — B(X —n(X)}))
= —ag(pX,Y) + Bg(Y, —¢p*X)
= —ag(pX,Y) + Bg(¢Y, ¢X)
= —ag(pX,Y)+ Bg(Y, X) = n(X)n(Y)
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3.0n a:

(Vx®)(Y,Z) = X®(Y,Z)—d(VyY,Z)— ®(Y,VxZ)

= Xg(Y,0Z) = g(VxY,pZ) — g(Y,pVxZ)
= g(Y,VxpZ) —g(Y,oVxZ)

= g(Y,(Vx9)Z + ¢VxZ) — g(Y,pVxZ)

= g(v, VXSO )Z)

= g(Y.a(9(X, 2)¢ = n(2)X) + Blg(pX, Z)§ — 1(Z)pX))

= a(g(X, 2)n(Y) = 9(X,Y)n(Z)) = B(g(X,0Z)n(Y) = 9(X, Y )n(Z)).

LI

D’apres la proposition 1 on peut trouver :

(Vx®)(X,§) = —q, (Vxn)X = 8.

pour X orthogonal a & et g(X,X) =1, on a aussi

avec {X;, pX;

0P(&) = 2na, on = —2np.

LEY, une p—base.

3. /3]
Soit (z,y,z) les coordonnées cartésiennes sur R® on pose
0
= o n=dz—ydx
-1 0 ee+y? 0 —y
Y= 0 O 0 e 0
-y 0 —y 0 1

Utilisant

et

on trouve

00(8) =

2n

60(X) = = Y ((Ve®)(er, X) + (Ve ®) (003, X)) = (Ve@)(E, X),

=1

2n

TEEDS ((Vem)ei + (Vw,in)soei),

i=1

—e % on=—1 et (R® p,&,n,9) est une variété trans-Sasakienne de type (—

e %, %)







4 Courbure holomorphique

4.1 Courbure p-sectionnelle

Dans cette section on introduit la notion de courbure ¢-sectionnelle. Cette notion joue un role en
géométrie Sasakienne comme le joue la courbure sectionnelle holomorphique en géométrie de Kahler,

c’est a dire la courbure ¢-sectionnelle déterminer la courbure Riemannienne de variété de Sasaki.

(Définition 1)

Soit. M une variété Riemannienne. Pour z € M, posons P =< {X,Y} > un plan engendré

par les vecteurs tangents X et Y de l'espace tangent T, M (ie, P C T,,M). Le nombre réel :

g(R(X, Y)Y, X)

K(x,P) = g(X, X)g(Y,Y) — g(X,Y)?

qui ne dépend que du plan P et le point © € M, est appelé courbure sectionnelle de M en
x pour le plan P.

L §

Une variété Riemannienne M est dite a courbure sectionnelle constante ¢, si
K(x,P)=¢, pour¥VxeMetP CT,M.

(Définition 2

Soit (M?*"*1 & n, g) une variété presque de contact et R le tenseur de courbure Rieman-
nienne. Nous avons :

(1) Pour tout plan P de T, M ou x € M, la courbure sectionnelle K (x, P) est donnée par :

K(z,P) = K(X,Y) = g(R(X,Y)Y, X)

avec, {X,Y} est une base orthonormée de P dans T, M.

(2) Si P est invariant par ¢ (ie, @P = P), alors la courbure sectionnelle K (z, P) est
dite holomorphe et P est appelé p-plan ou ¢-section.
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[Déﬁnition 3}

Soit (M*"F1 o, &, n,g) une variété presque de contact.
Si P est un @-plan, donc pour tout vecteur unitaire X € P et X L¢ telle que la paire {X, o X }

est une base orthonormée de P, donc la courbure sectionnelle d’un tel plan est donnée par :
K(z, P) = K(X,pX) = g(R(X, pX)pX, X) = R(X, pX, pX, X)

pour tout X € P.

Dans ce cas, la courbure sectionnelle est appelée la courbure p-sectionnelle holomorphe
de M.
elle est noté par H, et sa valeur par rapport au p-plan P =< {X, pX} > est noté H(X).

Remarques I 3

(1) La courbure sectionnelle holomorphe ne dépend pas du choix de la base.

(2) Si K(z, P) est constante pour YP invariant par ¢ dans T, M pour x € M, on dit que la

variété M a courbure sectionnelle holomorphe constante.
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4.2 FEspace forme de Sasaki (Sasakian space form)

La courbure des variétés de Sasaki est complétement déterminée par sa courbure p-sectionnelle (voir
[3] et [22]).
Le théoreme suivant est important, nous donne une expression de la courbure Riemannienne R lorsque

la courbure @-sectionnelle est constante :

[Théoréme 1 ]

Si la courbure ¢-sectionnelle en tout point z d’une variété Sasakienne M de dimension > 5
est indépendante du choix de la (p-section en x, alors elle est constante sur M et le tenseur de

courbure est donné par :

RXZ = C2(gv, 2)X - g(x, 2)Y)

- S 1 (n(X)n(Z)Y = n(Y)n(2)X +g(X, Z)n(Y )€ — g(Y, Z)n(X)€

+ B(Z,Y)pX + B(X, Z)pY + 28(X, Y)¢Z>.

+

Pour tout X,Y, Z € I'(T'M).

ol c est la courbure ¢-sectionnelle constante, et ® la 2-forme fondamentale.

Preuve .

Comme M est une variété de Sasaki, alors nous avons :

R(X,§Y = —g(X,Y)§ +n(Y)X
R(X,Y)pZ = pR(X,Y)Z + g(0X, Z)Y — g(Y, Z)pX + g(X, Z)pY — g(9Y, Z) X
R(X,Y)Z = —pR(X,Y)pZ +g(Y, 2)X — g(X, Z)Y — g(¢Y, Z)pX + g(¢X, Z)pY

Nous remarquons aussi que

pour chaque vecteur X orthogonale a &.

Donc pour chaque vecteur vérifié les propriétés précédentes sur cette variété de Sasaki, est satisfait la
symétrie de tenseur de courbure et I'identité de Bianchi, et qui coincide avec les valeurs de la courbure
p-sectionnelle, donc, il doit étre le tenseur de courbure.

et rappelons que pour dimM > 5 la courbure ¢-sectionnelle est constant c.

A partir de cela, nous trouvons le tenseur de courbure,
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RXY)Z = 2 (g, 2)X — g(x, 2)Y)

c—1

+ = (MOm@)Y = n(¥In(Z)X + (X, Z)n(Y)E - g(¥ Z)n(X )¢

+ D(Z, V)X + B(X, Z)pY + 20(X, Y)goZ).

(Définition 1)

Une variété Sasakienne avec une courbure ¢-sectionnnelle constante est appelée espace forme

Sasakienne (Sasakian space form), et noté par M?>"*1(c).

ol c est la courbure ¢-sectionnelle constante.

B 1

1. R2?"*L est une espace forme Sasakienne, telle que :
une métrique Riemannienne :
g=n®n+ 1<i(d9&i)2
4

=1

d’ot, sa matrice associe :

. 0ij + TRV
9= 1 0 0ij
—yi 0

avec,

et le tenseurs ¢ donnée par :

0 57Lj
p=1 =05 O
0

Ou, (z,y',2), i = 1..n les coordonnées sur R*"+1.

Dans ce cas R*"*1 est une Sasakienne space form,

+ (dy')?)

%

-y
0
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avec une courbure p-sectionnelle constante ¢ = —3, noté par R*+1(=3).
2. S**L est une espace forme Sasakienne, avec :
la structure Sasakienne déformée (@,€,7,3) (déformation de Tanno) suivante :
_ _ = 1 _
g=¢, nN=an, {=-¢ g=agtala—1)n®m, (4.1)

a
ol a une constante strictement positive, et (S* 1 o, & n, g) est une variété Sasakienne.
Alors (S?"+1,5,€,7,9) est une variété espace forme Sasakienne ( Sasakian space form),

avec une courbure p-sectionnelle constante ¢ = % - 3.
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e,

Soit (M ¢ & n, g) une variété Sasakienne a courbure p-sectionnnelle constante c.

Montrer que :

(1) S(ij):n(c—f—?))%—c—l

(n+1)(c—1)
2

9(X,Y) - n(X)n(Y)

1
2)  p=5(n@n+1)c+3)+nlc-1).
ou S le tenseur de Ricci et p la courbure scalaire.

Vérification :

Soit  {ej, entj, )7 une p-base avec e, ; = p(e;).

On a,
Zg (X, e)e,Y) + g(R(X,€)E,Y)
et
ROXeer = 2 (e e X = g, eer) + S (n(Xmtedes = nleomfe) X +g(X, en(en)e
— glenen(X)E + Bler, )X — Ble, X)per +20(X, eme@-)
= 2 e — g0 e)e) + S (0 gles en(X)E — 3B(er, X))
= 023((62,62))( g(X, ei)e:) + ;1( glews en(X)E = 3g(ei, X )pe; )
= 3 e — g(Xee) + S (= glen edn(X)E — Bplglen 9 X))
d’ou,
jf;‘g(mx, e ) = Z (S gten g6, Y) = (X, eer )
— S (slenedm(X)a(6.¥) + Bg(lger, pX)e0), V)
= om0, v) - E2x, v+ X6 )
— S EONY) - SR Y)
= M) - 00wy + S n)
- M) - 2D ) 4 a0mv)
= M g0w) - ) + R eon)
= Do) + 2 Y 00wy - 2 D)
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d’autre part,

c+3

4

— (& X )€+ 20(X, €t
c+3

_ (c-l— 3 c¢c—1
= X =n(X)¢
d’on,
g(R(X,§EY) =g(X,)Y)
donc,

n(c+3) (c+ 3(0—1)

= = (X—n(X)S)Jrc;l(n

RO = 22 (gl 0% 0%, 06) + S (nXm()e
— (€)X + g(X, ()€ — g(&, n(X)E + (&, &)X

(X)§ = X +n(X)§ = n(X)¢)

i 4 )(X_”(X)g)

—n(X)n(Y)

S(X,Y) = .

3(c—1)

+ 1) 9(X,Y)

T

(4
_( c+3 nc—l)
o

—l—3 +c—1
= )2 9(X,Y) -

2. Pour la courbure scalaire, on obtient,
p = try(S(X,)Y)

= 2 (n(0+ 3)2+ L lere) -

+c—

(6)5) -

n(c+3)+c—1 n(c+ 3)

+1)n(X)n(Y)

nlc C‘l) (v — (M D)0

EEVE=D e

+c—1 (n+1)(c—1)

)
2
) (2n) +
2 2

= %( (2n+1)(c+3)+n(0—1))-

2
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