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AVANT-PROPOS

onforme aux programmes LMD (Licence-Master-Doctorat) défini par arrété ministériel

du ministére de I'enseignement supérieur et de la recherche scientifique, Ce support de
cours de comportement mécanique des matériaux s'adresse aux étudiants de premiére et
deuxiéme année Master de la filiere de génie Mécanique, spécialité de Génie des matériaux et
construction mécanique du domaine des Sciences et Techniques (ST), de l'université
Mustapha STAMBOULI de Mascara et autres universités. Il est concu de facon a aplanir au
mieux les difficultés inhérentes au discours scientifique tout en conservant la rigueur
nécessaire. Cet ouvrage présente I'ensemble des notions de bases abordées en mécanique des
milieux continus et les lois de comportement mécanique durant la premiére année et
deuxiéme année de Master Génie mécanique, et méme de l'utiliser dans leurs projets de fin
d'études. Ainsi également, des exercices corrigés sont proposés en fin de chaque chapitre
permettent a I'étudiant de tester ses connaissances et de se préparer aux et aux examens.

Le premier chapitre est dédié a rappeler d’une facon général les matériaux. Son but est de
décrire une différence entre les matériaux et prononcer I'importance des ses utilisation dans
le domaine de la technologie.

Le deuxiéme chapitre est consacré a des rappels sur les notions de base de la mécanique des
milieux continus. En plus des rappels nécessaires, I'objectif de cette partie est d’introduire
des définitions claires et des notations appropriées sur les problémes des matériaux
déformables.

Le troisiéme chapitre représente une recherche bibliographique riche sur les différentes lois

de comportement. Il est consacré a illustrer la partie d’élasticité et identification des
parametres mécanique analytiguement.

Le quatrieme chapitre pour objectif d’orienter les lecteurs vers les méthodes et les techniques
de caractérisation mécaniques et numériques des matériaux. Une grande importance est
donnée aux essais mécaniques et méthode de moindres carrées.

Le cinquieme chapitre résume la classification rhéologique des différents comportements
des matériaux, avec un passage douce et sous silence sur quelques formulations
thermodynamique de la viscoélasticité

Le cours présenté dans ce polycopié de cours est le fruit de 15 ans d’enseignement et
d’encadrement dans le domaine de mécanique des solides déformables dispensé aux
étudiants ingénieurs d’ancien systéme et les titulaires de master 1 et 2 en mécanique de
systeme LMD a l'université Mustapha STAMBOULI de Mascara.

Ce support, dans sa 1ére version, peut contenir des fautes d’ordre scientifiques ou techniques
d’'inattention, de frappe, des fautes d’orthographe...

Je remercie mes chers lecteurs de me les faire part. Ainsi, leurs questions et leurs suggestions
seront les bienvenus en vue d’améliorer le contenu et la forme de ce présent support.

Je remercie bien mes chers collegues et mes amis, surtout Yacine, Kader, Ghani, llies,
Hicham, Benziane, Hachemi, Walid, Djalil et Kada durant la préparation et la rédaction de
support de cours.

J'espére bien que ce support de cours soit a la hauteur de mes chers collegues et de mes chers
étudiants pour leurs aider a bien connaitre la mécanique des solides déformables et
I'identification de son comportement.
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INTRODUCTION GENERALE

INTRODUCTION GENERALE

utilisés pour fabriquer diverses structures. Ce sont les essais mécaniques qui peuvent

lui fournir ces données nécessaires. Elles sont tout d’ abord indispensables pour lamise
au point des procédés de mise en forme. En effet, si, pendant longtemps, I’empirisme et
I” habitude suffisaient pour mener a bien les opérations de laminage, de filage, d’ extrusion, de
forgeage, d’'usinage, etc., I’augmentation de la dimension des demi-produits, les exigences
accrues de qualité et de précision, les économies d énergie a réaliser concourent a rendre
nécessaires les calculs détaillés de ces diverses opérations. |l est évident qu’ils ne peuvent étre
menés a bien sans une connaissance précise des lois de comportement mécanique des
matériaux faisant intervenir la vitesse de sollicitation et la température, ains que les
interactions entre les propriétés mécaniques et les évolutions de la structure microscopique.

I "ingénieur mécanicien a besoin de connaitre le comportement mécanique des matériaux

Les propriétés mécaniques des métaux et alliages sont d' un grand intérét puisqu’elles
conditionnent non seulement les problémes de mise en forme des matériaux mais également
leur comportement en service dans des applications industrielles extrémement diversifiées. Le
choix du matériau d’une piéce industrielle dépendra de propriétés mécaniques, résistance,
dureté, ductilité ...

Il est donc nécessaire de mesurer ces grandeurs physiques par des essais mécaniques. L’
de traction est le procédé expérimental |e plus largement utilise dans I’ étude du comportement
mécanique, il permet |’ étude des propri étés mécaniques de base.

Parmi ces propriétés, une caractéistique incontournable, au point que son évidence

pourrait presque lafaire oublier, est latenue mécanique. Tout produit doit résister aux actions
extérieures subies au cours de sa vie, qu'il Sagisse de son usage propre ou de sollicitations
extérieures accidentelles, qu'il soit destiné a supporter des efforts comme fonction principale
ou non. Ces actions extérieures sont ressenties au coaur du matériau par ce que la mécanique
du solide déformable nomme contrainte, la capacité d'un matériau a supporter ces contraintes
caractérisant sa tenue mécanique. Tout le monde souhaite qu'un objet garde saforme, qu'il ne
se brise pas, quil ne se raye ni ne suse.. a un tel point que cette fonction mécanique
conditionne souvent le dimensionnement de |'objet. Dans d'autres cas, on contraire, on préfere
qu'il rompe (sinon, ouvrir une boite de conserve ou une canette deviendrait délicat !).
A regarder plus finement, on se rend vite compte gque la tenue mécanique recouvre en fait
beaucoup de choses différentes : bien siir, sous faibles sollicitations, la plupart des matériaux
solides ont un comportement élastique, que l'on va caractériser par une déformation
proportionnelle a la contrainte appliquée (comme un ressort parfait ou I'allongement relatif est
proportionnel alaforce de traction). Cependant, lorsgue les forces augmentent, la déformation
peut devenir irréversible (et I'on parlera de plasticité ou de viscoélasticité), elle peut engendrer
des microfissures (endommagement) ou encore donner lieu a une fracture... La formalisation
de ces notions en une description mathématiquement et physiquement satisfaisante est tout
I'art de |la mécanique des solides.

Cette description mécanique repose sur deux piliers : d'une part, une déclinaison adaptée
aux milieux continus du principe fondamental de la dynamique que I'on doit & Newton, et
d'autre part, une loi de comportement qui décrit la relation entre contrainte et déformation,
assortie éventuellement de variables internes qui complétent la caractérisation de I'état du
milieu. Autant le premier pilier est indiscutable, autant le second est une affaire de choix : tout
matériau montre un comportement complexe lorsgue I'on rentre dans les détails, et le plus
souvent on ne se propose que den décrire les traits les plus sallants. En effet, plus la
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INTRODUCTION GENERALE

description est fine, plus ele réclame de nombreux paramétres qu'il est de plus en plus
difficile d'apprécier précisément.

Les lois de comportement donc sont le reflet des propriétés mécaniques d’ un matériau et
sont aussi des données d’ entrée indispensables pour les logiciels de simulation par ééments
finis. Pour pouvoir identifier le comportement d’ un matériau, il existe plusieurs méthodes
(traction statique, barres Hopkinson...) mais la plupart de ces essais sont couteux et exigent
des dimensions spécifiques d’ éprouvettes.

Une loi de comportement a pour objet de rendre compte de la maniere dont se déforme
un volume éémentaire de solide dans une histoire de sollicitation. L'aspect historique est
important car souvent le passé influe tres sensiblement sur le présent (par le biais des
déformations irréversibles ou de I'endommagement subis par le volume considéré). Elle a
I'intérét majeur d'étre intrinséque, générique et de pouvoir rendre compte de toutes les actions
(ou au moins un ensemble représentatif d'entre elles) auxquelles est soumis un volume
élémentaire représentatif du milieu. Ains il sera possible de prédire le comportement d'un
solide de géométrie arbitraire et soumis a des efforts ou des déplacements imposés divers.

L’ objectif est donc de présenter le formalisme et les bases physiques des principales lois
utilisées pour décrire le comportement mécanique des différentes classes de matériaux
(métaux, céramiques, polymeres)

Il est donc nécessaire de disposer d'une évaluation quantitative des parameétres de la loi
de comportement du matériau de facon a déterminer une géométrie qui garantira une certaine
durée de vie al'objet. De plus, cette quantification doit généralement étre validée, d'abord sur
des échantillons de géométries simples, puis par des tests sur I'objet dans sa forme finale ou
proche de celle-ci. Aujourd'hui, on a également souvent recours a la simulation numérique a
des fins de tests virtuels pour diminuer le nombre d'essais effectués dans la phase de
conception.

Pour quantifier les parameétres d'une loi de comportement, |a stratégie classique consiste
a concevoir des géométries d'éprouvette (échantillon du matériau a étudier) et des
sollicitations telles que les champs de déformation et de contrainte soient les plus homogenes
possibles. Ainsi, on pourra apprécier, par le biais de quelques mesures locales ou globales, ces
états de contraintes et de déformation et donc construire facilement la loi de comportement.
L a puissance des techniques de mesures de champ est alors de pouvoir aborder |e probléme de
la mesure de la loi de comportement dans un cadre plus large d'essais mécaniques, sans
recourir a une exigence dhomogénéité. Cela est dautant plus important que la
complexification des lois de comportement, aujourd’hui concevable dans le cadre de la
simulation numérique, rend tres lourd le travail expérimental didentification des paramétres
de ceslois constitutives.

L'enjeu des techniques de mesure de champ de déplacement est d'offrir une opportunité
unique de pouvoir exploiter des essais mécaniques non standards, en maitrisant I'hétérogénéité
du champ de déformation et surtout en I'exploitant comme représentant autant de micro-essais
mécaniques indépendants que de points de mesure du champ. Cependant, cette exploitation
n'est pas a ce jour une démarche habituelle, et clairement des procédures stables et validées
doivent étre dével oppées pour cette application précise.

Le coaur du probléme n'est que trés rarement concentré sur |'évaluation des déplacements en
tant que tels. La finalité la plus fréquente est d'appréhender les paramétres intrinseques (du
matériau) qui vont caractériser son comportement mécanique, opération que I'on quaifie
souvent « didentification ». L'identification fait intervenir le cadre générique formel d'une loi
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INTRODUCTION GENERALE

de comportement. L'expérience nous a appris a distinguer quelques grandes familles de
comportement. Selon le caractére réversible (ou non) des déformations du solide, on parlera
dédasticité (ou dinélasticité) pour qualifier comportement. Si la vitesse de sollicitation
conditionne la réponse du solide on qualifiera son comportement de visqueux... Bref,
I'ensemble de ces critéres nous conduira a formuler des lois de comportement plus ou moins
complexes qui relieront contraintes et déformations (incluant le cas échéant leurs histoires)
par le biais d'éguations constitutives dont les parameétres sont caractéristiques du matériau
étudié.

L'identification consiste aors a évaluer ces parametres a partir d'essais mécaniques.
C'est cette identification qui a conduit a élaborer des tests mécaniques bien balisés qui
permettent d'gjuster les paramétres de ces lois a partir de sollicitations contraintes par le faible
nombre de mesures cinématiques. 1l faudra sassurer qu'une mesure d'une déformation en un
point renseigne de fait sur tout en domaine, et donc le plus souvent I'essai doit étre trés
homogene, ce qui se heurte parfois a des lois rebelles a cette homogénéité (par exemple celles
qui donnent lieu a des déformations localisées). Les mesures de champ nous libérent en
grande partie de ce cadre trés contraignant et nous offrent la possibilité de pouvoir exploiter
des essais imparfaits ou de développer de nouveaux essais. C'est ici encore une véritable
révolution culturelle qui va bouleverser dans les années a venir la définition méme des tests
mécaniques.

L a sophistication poussée des lois de comportement alliées a la puissance croissante des
ordinateurs, et aux agorithmes puissants développés pour traiter cette complexité croissante
nous conduisent aujourd'hui souvent a des situations ou |e recours a la simulation numérique
est indispensable pour pouvoir apprécier le champ de déplacement développé dans un essai.
L'identification consiste alors a gjuster les paramétres des lois constitutives pour reproduire au
mieux le résultat d'un essai. On congoit ainsi aisément que les mesures de champ nous posent
un nouveau probléme : la comparaison entre champs de déplacement mesuré et calculé
devient considérablement plus exigeante et donc plus discriminante sur I'identification, mais
elle interdit de fait la plupart des approches habituelles fondées sur un faible nombre de
mesures, pour nous inviter a un traitement informatique de ces données sous la forme de
champs. On percoit donc I'intérét de choisir une base de description des champs qui assure
une parfaite continuité entre mesure et calcul, comme la base de fonctions de type é éments
finis que l'on pourra mettre en ocauvre sur ces deux procédures, facilitant ains leur
confrontation, et minimisant les erreurs additionnelles liées aux traductions entre deux
représentations différentes.

La simulation numérique du comportement des solides part habituellement de données
d'entrées relatives a la géométrie et aux sollicitations mécaniques, mais auss a la loi de
comportement pour produire différents résultats dont le champ de déplacement. La
formulation de I'identification en tant que probléme « inverse », consiste a échanger ce sens
traditionnel, pour admettre maintenant le champ de déplacement comme une entrée du
probléme, ou les inconnues sont alors les parametres constitutifs. Nous ne rentrerons pas dans
le détail du traitement adapté a ce renversement de perspectives qui devient vite trés
technique, mais nous nous bornerons a mentionner que différentes méthodes existent, dont
certaines sont optimales pour des lois simples, et que dans le cadre général des lois non
linéaires de nombreux développements et progrés sont attendus dans les années a venir. Se
dessinent ainsi deux maillons bien distincts qui relient 'un les images acquises lors d'un essai
au champ de déplacement, et I'autre ce champ de déplacement aux parametres de la loi de
comportement. Cette courte chaine permet alors d'entrevoir I'identification comme travaillant
directement sur les images dans une démarche ou le champ de déplacement n'est plus qu'un
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INTRODUCTION GENERALE

intermédiaire, certes utile a |'appréciation de la qualité du résultat, mais sans finalité autre,
procédure que nous qualifions « dintégrée ». Cette fusion comporte, elle aussi, un gain
propre: la méme démarche est ainsi capable de propager non seulement I'information (ici de
nature cinématique) mais aussi son incertitude associée, incertitude que I'on sait apprécier
point par point en fonction de la texture locale de I'image : cela permet aors de pallier
localement le manque d'information liée a la texture pour la compenser par la connaissance
(méme approximative) de la loi de comportement. De plus la variété des sollicitations
élémentaires rencontrées localement dans un essai inhomogene apportera un ensemble
suffisamment riche pour pouvoir apprécier finement de nombreux paramétres. Nous sommes
aujourd’hui ala porte de cette révolution pour la mécanique des matériaux.

Xi
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CHAPITRE |
GENERALITES SUR LES MATERIAUX.

|.1. Introduction ala science des matériaux

Les matériaux métaliques constituent la base du développement technologique. Ceci est
également valable pour la construction des outils, des machines, des installations et des automobiles
que pour I’ aéronautique et |’ aérospatia et la médecine. Les aliages a base de fer, aciers et fontes,
constituent en masse pres de 90 % de la production mondiale de matériaux métalliques.
Alors que la résistance des structures et des matériaux est un domaine qui nous concerne tous dans
notre vie quotidienne, elle est restée pendant des siecles le parent pauvre des sciences. Essayer de
comprendre pourquoi se produisent des catastrophes telles que I'effondrement d'un pont ou la
rupture d'un barrage était le lot des hommes de I'art dont les connaissances étaient surtout affaire
d'empirisme et de tradition.
C'est en 1638, sur la fin de sa vie, que Galilée (1564-1642) publia son « Dialoghi delle due nuove
scienze», premier ouvrage publie qui traitait sérieusement de résistance mécanique. Il étudia
I'influence de la section sur la résistance statique des tiges, montrant que la charge de rupture était
bien proportionnelle a l'aire de la section droite, et sintéressa aussi, avec plus ou moins de bonheur
(il ne pouvait bénéficier des travaux d'Isaac Newton (1642-1727) sur le principe de I'action et de la
réaction), alarésistance en flexion de divers types de poutres.
Alors qu'il partageait avec les Grecs leur mépris pour les Sciences appliquées, |saac Newton apporta
deux outils dimportance primordiale : le calcul différentiel et sa troisiéme loi, plus connue sous le
nom de « Principe de |'action et de la réaction ». Cette |loi stipule que si un corps pesant exerce sur
un corps support une force due a l'action de la pesanteur (contact statique) ou a celle de
['accél ération (contact dynamique), ce support exerce en sens inverse une force de réaction égale et
opposeée sur le corps pesant. Si les lois de Newton nous donnent les forces auxquelles une structure
peut ére soumise, elle ne nous donne aucune information sur les forces de réaction au sein des
matériaux qui la compose.
Comment et pourquoi la structure résiste-t-elle ? La réponse fut donnée par Robert Hooke (1635-
1703). Etudiant I'allongement produit par |'action de charges croissantes appliquées sur divers
matériaux, il établit une relation de proportionnalité, dans la limite de précision des mesures de
I'époque, et il formula la loi de I'@asticité qui porte son nom en 1679 dans son document « De
potentiel restitua sous la forme « Ut tension, sic vis» . Telle tension, telle force, » car en latin
tension signé généralement étirement et non tension - au sens de force - bien que les romains aient

souvent confondu les deux acceptions.
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Nous savons aujourd'hui que cette loi sapplique bien a presque tous les solides usuels (cristallins ou
amorphes) aux faibles contraintes mais que les matériaux constitutifs des structures biologiques la
suivent rarement. Cependant, pour les structures et les matériaux usuels, elle joue un role essentiel.
Malgré leur richesse, les idées de Hooke ne déboucherent que cent ans plus tard sous la forme des
concepts de contrainte et de déformation introduits par Augustin Cauchy (1789-1857). Bien que
recouvrant des notions trés simples ces deux termes restent souvent mystérieux et rebutants.
Jusgu'alors les études avaient porté sur des structures plus ou moins éaborées pour lesquelles les
analyses en termes d'allongement et de force ne distinguaient pas ce qui était la contribution de la
géométrie de la structure de celle intrinseque au matériau. La définition de I'état mécanique local en
termes de contrainte et de déformation a véritablement sorti 1a science des matériaux de I'impasse.
L'idée qu'un matériau puisse étre caractérise par une rigidité intrinséque est due a Thomas Y oung
(1773-1829) qui démontrait ainsi que la déformation globale d'une structure résulte en fait de la
combinaison de la raideur du matériau et de lataille et de la forme de cette structure. Cependant on
doit a Henri Navier (1785-1836) d'avoir formule mathématiquement le concept développé par
Thomas Young, en Sappuyant sur les notions de déformation et de contrainte formulées par
Augustin Cauchy. Les bases étaient posées pour entreprendre la résolution analytique des
problémes de calcul des structures.

Fort de ces progres, le début du XIXe siecle fut la période privilégiée des tentatives de prédiction
des résistances pratiques des matériaux a partir des connaissances acquises sur les forces des
liaisons interatomiques et des catastrophes, les résultats obtenus sécartant de plusieurs ordres de
grandeur des valeurs expérimentales. |l fallut attendre plus d'un siécle pour voir se dessiner une
approche satisfaisante des mécanismes comportementaux au-dela de la zone éastique : ductilité et
plasticité, fragilité et rupture. En effet, ce n'est qu'en 1920 que A. Grifith publia son article
révolutionnaire sur larésistance a la rupture des solides, et ce n'est qu'en 1934 que Geoffrey Taylor
suggéra l'existence de dislocations dans les cristaux pour interpréter les propriétés de ductilité des
métaux purs.

La science des matériaux disposait enfin des outils conceptuel s nécessaires a son dével oppement.
Les travaux de Grifith et de Taylor sont a la base des méthodes d'élaboration de nos matériaux
modernes. Le développement conjoint des nouveaux matériaux et des moyens de calcul par
éléments finis permettent aujourd’hui aux ingénieurs de concevoir des structures mécanigquement
ables de plus en plus complexes comme en témoignent les réalisations de haute technologie du pont

de Normandie ou du viaduc de Millau pour ne citer que le domaine des ouvrages d'art.
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[.2. Les matériaux

Le physico-chimiste éudie les propriétés de la matiere, métaux, alliages, verres, polymeres,
tissus biologiques, . . . mais ne soccupe que rarement des matériaux correspondants. Les matériaux
sont de la matiere travaillée par I'hnomme pour fabriquer des objets. Le proces d'éaboration procure
au matériau une certaine microstructure qui a son tour détermine ses propriétés chimiques,
physiques, mécaniques, éectriques, thermiques. Il sagit-la des propriétés intrinseques du matériaul.
La synthese des matériaux en laboratoire sappuie sur la trilogie mise en ocauvre - structure —
propriétés comme indiqué dans lestableaux (1.1, [.2 et 1.3) :

Procédes de fabrication Coulég, frittage, dépdts (électrolytique,..)
Laminage, extrusion, étirage, forgeage,
Mise en forme par déformation emboutissage, martelage, . . .
Mise en forme par enlévement de matiere Usinage, rectification, découpe

(chalumeauw, laser, jet d'eau),

électroérosion,. . .
Traitements thermiques Recuit, trempe, vieillissement, revenu, ..
Assemblage Soudage, collage, rivetage, boulonnage,
vissage, frettage
Traitement de surface Grenaillage, rodage, trempe superficielle,

revétement par dép6t (électrolytique,
phase vapeur, projection ...)

Tab. 1.1 Procédesdemiseen oauvre

Type de Liaison, Molécules Type et taille
Systéme cristallin, Ordre Polymeéres alongue et courte distance
Hétérogene eu tes chimiques Taux deréticulation et de cristallinité
Précipites cohérents, incohérents Ségrégation aux joints de grains
Composites Dimension, forme, fraction volumique
Texture, Porosité... Plis, brefs (courtes longues trachytes)

Tab.1.2. Microstructures
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Modules et limites élastiques,
écrouissage (contrainte d'écoulement),
charge alarupture, vitesse de fluage,
Mécaniques ductilité, allongement réparti alarupture,
taux de striction, viscosité, capacité
d'amortissement, dureté, résistance

(fatigue, usure, abrasion, .. .) . ..

Tab. 1.3. Propriétés mécaniques

|.2.1. Classe de matériaux et leurs propriétés

L'ingénieur groupe les matériaux en trois classes correspondant approximativement a trois types

de comportement :
M atériaux Comportement Propriétés
Verres et cramiques Dureté et fragilité |solants et réfractaires
Métaux et Alliages Ductilité Conducteurs et Recteurs
Polymeres Déformabilité

Tab. 1.4. Lestroisclasses de matériaux
Cette class cation recoupe celle des matériaux en fonction de leur type de liaison chimique. Ce
résultat n'est pas fortuit dans la mesure ou une grande partie des propriétés physiques et en

particuliéres propriétés mécaniques sont conditionnées par | es propriétés des liaisons chimiques.

Liaison covalente

Bore Fibres
Carbone diamant Poudres abrasives - brefs
Silicium — germanium Composants électroniques
Carbures — nitrures Meules, paliers, brefs réfractaires
Polymeéres Thermodurcissables
Liaison ionique

Alumine, silice, zircone Abrasifs, réfractaires

Verres, Oxydes et carbures d'uranium Vitres, emballages, brefs

Industrie nucléaire

Liaison métallique

Aluminium Alliages |égers.
Zinc Bétiment, fonderie.
Titane Aéronautique.
Zirconium Industrie chimique, gaines combustible
Cuivre nucléaire
Or, Argent Laitons, bronzes
Etain, Plomb Monnaies, brasures, photographie,
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Tantale contacts
Fer, Cobalt, Nickel Plomberie, soudure
Réfractaire, électronique
Aciers, fontes, superalliages
Chaines covalentes avec liaisons Van der Waal ou Hydrogéene
Polyméres Thermoplastiques
Elastoméres
Bois, Papiers, Cartons
Ciments, Bétons

Tab. 1.5 Matériaux et type deliaisons chimiques
A ces trois classes sgoute la classe des composites qui permet une grande souplesse de

combinaisons de propriétés.

Matdriaux métalliques

Matériaux composites

Matériaux organiques Matérigux minéraux
Fig. 1.1 Lesgrandesfamilles des matériaux.

Ces matériaux peuvent étre regroupés en grandes familles selon I’ organigramme suivant :

Les Matériaux

¥
I ! I |
Mfster o les Polymeres Les céramiques les Composites
Meétalliques -
Ferreux: Fontes. Aciers Ic\ainli’iiuims el
alliés et non alliés
Synthétiques:
Non ferreux : aliages %mnoglast}quﬁ
TR i S Sa. Thermodurcissables.
gélastomeéres. ...

Fig. 1.2. Classification des matériaux.

|.2.2. Liaison chimique et les propriétés des matériaux

Pour résister aux efforts qui lui sont appliques un matériau n'a d'autre ressource que de se
déformer de maniéré a stocker ou a dissiper I'énergie qui lui est fournie. Dans les matériaux
cristallins la déformation est associée a de légeres variations des distances interatomiques, mais
elles entrainent des variations considérables de |'énergie de cohésion (énergie interne). Ainsi, pour

5
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comprendre les caractéristiques mécaniques des matériaux comme leur module il faut descendre a
I'échelle atomique. Deux facteurs ont un effet prépondérant sur ces propriétés:
- Les forces qui retiennent les atomes les uns aux autres (les liaisons atomiques). Elles agissent

comme de petits ressorts qui lient un atome a ses proches voisins dans |'état solide.

- Lamaniere dont les atomes sont empilés (I'empilement atomique) qui va déterminer le nombre de
ressorts par unité de surface et I'angle sous lequel ils sont étirés.

|.2.2.1. Lesliaisons atomiques

Les propriétés des matériaux sont fortement corrélées au type de liaison entre atomes car il
détermine |'énergie de cohésion de la matiére, la force nécessaire pour écarter les atomes les uns des
autres jusgu'a rupture, le coefficient de dilatation, la conductibilité électrique ou thermique, la
stabilité des phases, laréactivité, ... Le chimiste distingue deux types de liaisons : les liaisons fortes
(ionique, covalente et métallique) toutes assez résistantes qui se désagrégent entre 1000 et 5000 °K
et les liaisons faibles ou secondaires (Van der Waals et hydrogene) relativement faibles qui fondent
entre 100 et 500 °K. Latempérature de fusion du corps est un bon indicateur de la résistance de ses

liaisons.

Liaisons lonique ou Covalente Métallique Van der Waals
Energie 10 5 0,1

Tab. 1.6. Energiedeliaison typique en eV/atome
La cohésion des métaux et des céramiques est entiérement due a des liaisons fortes, covalentes et
ioniques pour les céramiques, métalliques et covalentes pour les métaux. Ces liaisons fortes et
rigides se caractérisent par des modules mécaniques éléves. Bien que beaucoup plus faibles, les
liaisons secondaires n'en sont pas moins importantes. Elles sont responsables de liens entre les
molécules de polymeres, leur permettant d'exister al'état solide. Sans elles, I'eau bouillirait a -80°C
et lavie sur terre n'existerait pas. |l faut cependant garder a I'esprit que de nombreux atomes sont
retenus les uns aux autres par des liaisons mixtes qui combinent plusieurs sortes de liaisons
élémentaires. Ains |le carbone graphite Posséde des liaisons de covalence et des électrons libres lui
conférant un caractére métalique et les oxydes réfractaires possedent des liaisons ioniques

partiellement coval entes.
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A stable Einstable r

i

Fig.1.3. L'énergiedeliaison U (potentiel de L ennard-Jones)
La longueur d'équilibre ry d'une liaison résulte de la compétition entre un terme répulsif U, = :Ln

(avec n compris entre 6 et 12) résultant de l'interpénétration des distributions de charges

électroniques et un terme attractif U, = s (avec m < n). L'énergie de liaison U (potentiel de

rm
Lennard-Jones) est fonction de ladistance r entre atomes :
U:UR+UA:EH-A;1 (1.2)
r"or
|.2.2.2. Laliaison ionique

La liaison ionique est une liaison forte dont le terme attractif est d'origine Coulombienne

2
U, = ——— dlle assure |la cohésion des halogénures d'alcalins comme NaCl et partiellement celle

4ATTE T2

des oxydes (magnésie, adumine, . . .) et des congtituants du ciment (carbonates hydrates). Les
électrons de chague ion évoluent dans des domaines complexes (les orbitales) autour du noyau. En
premiere approximation les ions peuvent étre supposés sphériques et, a condition de respecter la
nullité de la charge totale, latolérance d'empilement des ions les uns autour des autres est élevée : la

liaison ionique n'est pas directionnelle.
1.2.2.3. Laliaison covalente

Est une liaison forte tres stable dont le terme attractif provient de la mise en commun d'orbitales
électroniques. Dans la plupart des atomes, les électrons mis en commun occupent des régions bien
dénies de I'espace et leur recouvrement (orbitales a fort degré de symétrie) conduit au caractere
directionnel de la liaison covalente qui détermine a son tour la maniere dont sempilent les atomes
dans les cristaux. Pure, on la rencontre dans le diamant, le silicium et le germanium dont les
modules sont éléves (celui du diamant est le plus grand connu). C'est la liaison dominante des

céramiques au silicium et du verre (pierres, poteries, briques, verres ordinaires et constituants du
7
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ciment). Elle contribue aussi a la cohésion des métaux a température de fusion élevée (tungsténe,
molybdéne, tantale, . . .). C'est également la liaison des atomes de C des chaines carbonées de
polyméres. Ces derniers comportant également des liaisons faibles, leurs modules sont

généralement petits.
1.2.2.4. Laliaison métallique

Est une liaison forte délocalisée. C'est la liaison principale (mais pas unique) des métaux et de
leurs dliages. Dans un méta les électrons d'énergie élevée ont tendance a quitter leurs atomes
d'origine (qui se transforment en ions) pour former un gaz d'éectrons plus ou moins libres ce qui
explique la conductivité électrique élevée des métaux. De ce fait, la liaison métallique n'est pas
directionnelle et les ions métalliques ont tendance a sempiler en structures simples et denses

(comme des billes rangées dans une boite).
1.2.2.5. Lesliaisonsdetype Van der Waals

Sont des liaisons faibles dont le terme attractif entre atomes él ectriquement neutres est d'origine
dipolaire et varies en r®. Si la symétrie des charges d'un atome existe en moyenne dans le temps
(neutralité éectrique), la distribution instantanée autour du noyau ne l'est pas, créant un moment
dipolaire aléatoire. Ce moment induit un moment similaire sur un atome voisin et les deux dipbles
ainsi formés sattirent. Ce sont ces liaisons qui sont responsables de I'état liquide des gaz a basse
température, lorsque I'agitation thermique est trop faible pour les rompre, et la glace n'existe que
gréce aux liaisons hydrogene. C'est par la formation de liaisons fortes et faibles que la matiere se
condense pour passer de |'état gazeux a I'état liquide ou solide. Les liaisons faibles des liquides
ordinaires ont fondu ; pour cette raison ils opposent une forte résistance a la compression mais
faible alatraction ou au cisaillement. Leur module de compressibilité K est grand devant celui des
gaz, mais leur module de cisaillement G et leur module d'Y oung E sont nuls. De maniére générale

les modules dépendent de I'état des liaisons (Solides ou fondues) et de la structure de la matiére.

Etat Liaisons Modules
Faibles Fortes K GetE
Liquides rompues grand nuls(E=G=0)
Cristaux liquides rompues grand | quas nuls(E= G = 0)
Caoutchoucs établies établies grand petits (E = G « K)
Verres Etablies | grand grands (E = G = K)
Cristaux établies grand grands (E = G = K)

Tab. 1.7 Liaisonschimiqueset étatsdelamatiére
8
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[.2.3. L'empilement des atomes

La fagon dont les atomes sont empilés est également une donnée importante pour déterminer les
propriétés mécaniques des matériaux. De nombreux matériaux (presgue tous les métaux et
céramiques) sont constitués d'un assemblage de petits cristaux dans lesquels les atomes sont empilés
en une structure réguliére répétée dans les trois dimensions. Les cristaux les plus simples peuvent
étre modélisées assimilant les atomes a des sphéres dures. |l sagit la cependant d'une s implication
considérable quoique commode. En s implant encore plus un corps pur avec une seule taille de
spheres dures aux liaisons non directives n’ aura tendance s organiser en une structure compacte ou
les sphéres sont rangées sans contrainte autre que géométrique.
Le Cuivre est un bon exemple de matériau répondant aces conditions. Les caractéristiques
principales de I'empilement atomique sexpriment au travers de la masse volumique du matériau qui
est |I'expression de la masse et du diaméetre des atomes constituants, mais aussi de la densité de
I'empilement dans le cristal. La plupart des métaux ont de fortes densités parce que leurs atomes
sont lourds et empilés de fagcon compacte. Les verres minéraux sont constitués d'oxydes (comme
SiO,) amorphes dans lesgquel s I'empilement N’ est pas cristalin.
La masse volumique des polymeres et de nombreuse céramique est plus faible que celle des métaux
parce que les atomes constituants (C, H, O) sont plus Iégers et qu'ils adoptent des structures
d'empilement non compact.

|.2.4. Raideur et résistance ultime

La connaissance du potentiel de Lennard-Jones permet de calculer laforce interatomique F = fl—lr]

et la longueur au repos ro (F = 0) de la liaison qui correspond au minimum de I'énergie U dela
liaison. Lorsque I'on étire la liaison la force croquet progressivement jusgu'a la valeur maximale Fy

pour une longueur ry correspondant a la dissociation de laliaison qui se produit au point d'n’ exonde
la courbe U(r). Lapente S = 3—1; de la courbe F(r) dent laraideur de laliaison. Au repos, F = 0 et

r=ro, €lle apour valeur :

So =Y, (1.2)

dar?
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Fig. |.4. Energieet résistance d'uneliaison.
Elle augmente depuis cette valeur lorsgue la liaison est de plus en plus comprimée, traduisant la
résistance de plus en plus grande du matériau a la compression hydrostatique. Au contraire, lorsque
la liaison est étirée, sa raideur diminue jusque a sannuler au point de dissociation r =1, ou la
liaison ne présente plus de résistance a la traction. Pour de faibles variationsr - ro de lalongueur de
la liaison autour de sa valeur d'équilibre r = ro, la force de résistance F = S(r - ro) varie donc
linéairement avec r = rq pour tous les matériaux. On peut donc calculer lavaeur S, de laraideur de
la liaison en fonction de sa nature a partir des courbes théoriques U(r). C'est le domaine de la

physique du solide et de la chimie quantique.

Type deliaison So(N.m™1) F= S—O(GPA)
To
Covalentes, liaisonC-C 180 1000
lonique pure (i.e Na-Cl) 9-21 30-70
Métallique pure (i.e Cu-Cu) 15-40 30-70
Hydrogene (i.e H,O - H,0) 2 8
Van der Waals (cires, olymeres) 1 2

Tab. 1.8. Raideursdeliaisons: valeurstypiques
La cohésion d'un matériau cristallin éant assurée par les liaisons interatomiques, leur raideur
permet théoriquement de calculer les modules éastiques du matériau condition de prendre en
comptera structure cristalline qui va denier les directions des liaisons par rapport a l'exorét applique

d'ou un comportement généralement anisotrope.

10
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Pour passer de la raideur microscopique (liaison) a la raideur macroscopique (module d'Y oung E)

associe a chaque type de liaison, donc a chaque classe de matériau, considérons le modéle simple

L P . A .
dans lequel tous les atomes sont situés sur un réseau cubique. N = = étant le nombre de liaisons
0

qui traversent une section droite d'aire A normae a la force macroscopique appliquée f, la
résistance alatraction microscopique de chaque liaison faiblement étirée dero ar éant F = S(r-ro),

laforce macroscopique appliquée est donc :

f=NF =AXD (1.3)

To To

Réécrite en terme de contrainte, densité surfacique de force o = f et de déformation, variation

0 cette relation devient o = 22 ¢ Soit 'expression du module d'Y oung

To To

relative d'allongement ¢ =

E= % caractérisant |a raideur macroscopique en fonction de la raideur microscopique E = 22 .

To

En comparant les ordres de grandeur ainsi calculent (Tab. 1.8) avec les valeurs mesurées, on
constate un bon accord pour les matériaux cristallins : céramiques et métaux. On peut également
noter la trés bonne corrélation entre les valeurs des modules élastiques et les températures de fusion
des matériaux qui traduisent bien larésistance des liaisons. Ainsi le diamant qui présente le plus fort
module d'Y oung connu est aussi |e matériau dont latempérature de fusion est lapsus é evée.

Le modéle précédent permet également destimer la limite théorique de résistance ultime a
I’ attraction oy d'un matériau en fonction de son type de liaison. C'est |a contrainte associée a la
force Fyv qui conduit a la dissociation de la liaison au maximum de la courbe F(r), donc au point
d'annexion de la courbe U(r) ou encore a la valeur S=0 de la raideur. Il lui correspond une

déformation maximale ey associée alalongueur maximale ry d'extension de laliaison.

m+1

om _ _1 mtin-m (1.4)
E n+1 n+1
1
__n+1ﬁ:ﬁ__
&M = —— 1 (1.5)

Pour un cristal ionique, m=1 et =9, la limite ultime a la traction est g, = 135 et la déformation
oy = 20%. En faisant varier mde 1 a 6 et n de 6 a 12, le rapport G?M varie assez peu, entre

1—10 et % et ), € varie entre 10 et 30%.

11
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|.3. Lesmatériaux polymeéres

D'apresle Tab. 1.8, tous les matériaux véritablement al'état solide devraient avoir des modules
élastiques supérieurs a la valeur minimale calculée de 2GPa. Or, pour la classe des matériaux
polymeéres, les estimations basées sur la raideur des liaisons présentent une divergence de plusieurs
ordres de grandeur par rapport aux valeurs mesurées. Ceci provient de leur structure particuliére.
Les poly erres sont constitués de trés longues molécules. Bien que les atomes qui en constitue nt le
squelette (généralement compose d'atomes de carbone) soient liés par des liaisons covaentes
rigides, lalongueur de ces carnés les rend exiles et, selon les conditions, ces channes sarrangent :

- Au hasard et non en structures périodiques tridimensionnelles (polyméres amorphes).

- Se replient les unes sur les autres de maniere symétrique et réguliere la maniere d'une rame de
papier informatique (polymeres cristallins).

- Ou présentent une structure mixte contenant a la fois des zones amorphes et des zones

cristallisées.

cristallisde

Fig. 1.5. Structuredespolymeres
A gauche: amorphe partiellement cristallise, adroite: fortement réticule par de nombreux ponts
covalentsinter calées.

Leurs propriétés mécaniques sont conditionnée par |'indice de cristallinité, le degré de pontage entre
le char nés et la densité des liaisons faibles intercale nés de type Van der Waal. Les liaisons le long
du sgquelette des macromolécules et les pontages occasionnels entre char nés (liaisons covalentes
tres raides) ne participent que tres peu a la raideur globale, sauf a tres forte déformation lorsque
toutes le char nés sont completement étirées. Ce sont les liaisons secondaires faibles (inter-channes
de type Van der Waal) qui contrélent les propriétés mécaniques des polymeéres. Or la densité des
liaisons faibles inter-channes étant une fonction de la température, la température de fusion du

matériau doit étre remplacée par latempérature de transition vitreuse Tg qui caractérise latransition
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entre un état normal basse température (T < Tg) dans lequel les liaisons faibles sont établies et un
état fondu haute température (T > Tg) dans lequel les liaisons secondaires ont fondu. La plupart des

polymeéres trés flexibles ont partiellement fondu a I'ambiante.

~al : Liaison
Boucle J covalente moléculaire Van der Waals

Fig. 1.6. Influencede Tgsur lastructure des éastoméres
A gauche: amorphea T > Tg pontage inter-chaines covalents occasionnels, adroite: a T < Tgliaisons
Van der Waal secondair es inter-chaines établies au niveau des groupes.

Au dela de Tg les polymeres non pontés fondent completements et deviennent des liquides
visqueux. Les polymeres réticulés deviennent viscoé astiques (PV C) ou caoutchouteux (Polystyréne
butadiéne). Cette fusion des liaisons secondaires est la cause de leurs propriétés mécaniques
particulieres comme par exemple la formabilité € du polyéthyléne ou la grande déformabilité
élastigue du caoutchouc. Sous contrainte les chaines peuvent alors facilement glisser les unes sur les
autres partout ou il n'y a pas de pont, ce qui explique la grande déformabilité et la faible valeur des
modules élastiques des polymeres a I'ambiante. Par contre, en dessous de Tg les polymeres sont de
véritables solides de module élastique 2GPa. Leur module est élevé par suite de la formation de
ponts Van der Waal dont la densité avoisine de 1. La simple expo éreinte qui consiste arefroidir un
morceau de caoutchouc a latempérature de |'azote liquide permet de rendre compte de la qualité de
la prédiction théorique. En été ce dernier devient alors rigide (et cassant) et son module passe
rapidement d'une valeur 1IMPa a une vaeur normae d'environ 4GPa. L'autre parametre qui
caractérise le comportement mécanique des polymeres est leur degré de réticulation qui mesure la
densité de ponts covalents inter-chaines. La rigidité des polymeres augmente corrélativement a
['augmentation de leur taux de réticulation pour tendre vers la limite du diamant que I'on peut
considérer comme un polymere dont toutes | es liaisons sont pointées.

Les polymeres les plus rigides ont aujourd'hui des modules comparables a celui de I'aluminium. Le
module d'Y oung est donc une fonction croissante de la densité de ponts covalents, méme pour les
caoutchoucs au-dessus de la température de transition vitreuse, en dessous de Tg leur module étant

élevé par suite de laformation de ponts Van der Waal dont la densité avoisine de 1.
13
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| .4. La haute élasticité caoutchoutiére

Pour les matériaux tels que les élastoméres et les tissus biologiques, les conformations des
chaines macromoléculaires peuvent étre considérablement modifiées par les déformations
guasiment sans variation des distances interatomiques et le comportement du matériau résulte de la
variation de résistance au changement de conformation des macromolécules, désenchevétrement,
étirement, alignement, responsables de la haute éasticité caoutchoutique, élasticité dorigine
entropique. La déformation se produit quasiment a contrainte constante et les pelotes sétirent
progressivement, la faible résistance a ce étirement provenant de |'agitation thermique qui tend a
réemmé é les chaines.

Lisieane totae covalentae
1|:|+3_............._.._.._.._.._.._.._......................_.._.._.._..__ ......

Palzmdrca
fortement rétioulés

107 T TET

Liaisons toutes Wan der Waals

E *
Pal vléne
T =-20%C
Lot .__,a Caoulatioucs
; Drensité de ports covralerts
-2 L | 1 k. J 1 1
10t 103 1o 1ir? 1

Fig.1.7. NuancedelaTg et du taux deréticulation

+ T
o =
élasticité élasti cité
E¥Iropigue crisfalline
chatizesm erd watiat ot
e des

conformati on cistatices

Fig.1.8. L'éagticitéd'origine entropique
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A trés haute déformation, le module tangent croit brutalement car ce sont les liaisons covalentes du
squelette carboné de la plupart des chaines qui sont maintenant étirées et la rupture (fragile)
intervient sans accroissement notable de déformation.
|.5. Propriétés des matériaux

Rappelons que le comportement d’'un matériau est caracté&risé par sa réaction a une
sollicitation. 1l existe trois types de propriétés :
- Propriétés mécaniques : comportement des matériaux déformés par un systéme de forces.

F Propriétés physiques: comportement des matériaux soumis a |’ action de la température,
d’un champ électrique E, d’ un champ magnétique B ou d’ une radiation é ectromagnétique.

F Propriétés chimiques: comportement des matériaux soumis a un environnement plus ou
moins agressif.

On résume ces différentes propriétés dans | e tableau ci-dessous :

Fragilite Un métal fragile est un métal qui se rompt au
lieu de se déformer. Le verre, la fonte, le
® béton et les céramiques sont d'excellents
ﬂ \ exemples de matériaux fragiles. lls ne
" S >V supportent pas les efforts de pliage et se
: %i ""‘: brisent lors d'un choc ou impact.
Ductilité

Un matériau est dit ductile lorsqu'il peut étre
étiré, allongé ou déformé sans se rompre. Des
métaux comme l'or, le cuivre et I'acier doux
sont ductiles

Elasticite L'dlasticité d'un métal désigne sa capacité a
reprendre sa forme, tel un ressort que vous
étirez et rel&chez. La limite déadticité

leJ-— l\h représente le point a partir duguel la piece est
y, R 18 déformée de maniére permanente.
Dureté La dureté d'un matériau est définie comme la

résistance qu'il oppose a la pénétration d'un
corps plus dur que lui. Par exemple, I'acier est
g plus dur que l'Aluminium, car il est plus

r[ S difficile a rayer. En d'autres termes, la dureté
e dépend de la facilité avec laguelle un corps

peut déformer ou détruire la surface d'un
matériau en y pénétrant.
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Malléabilité

™

La malléabilité est la facilité avec laquelle un
matériau se laisse faconner, éendre et aplatir
en feuille mince sous un effort de
compression. Les procédés de compression
sont |le forgeage (martélement) et le laminage
(rouleau compresseur). L'or, l'argent, le fer
blanc et le plomb sont tres malléables. La
malléabilité croit avec |'augmentation de la
température.

Ténacité

Cette propriété est en quelque sorte le
contraire de la fragilité. Connue aussi sous le
terme de "résilience”, la ténacité est la
capacité d'un matériau a résister a la rupture
sous l'effet d'un choc. Par exemple, I'acier est
plus tenace que la fonte, et la fonte plus
tenace que le verre. Les machinistes-outilleurs
cavrant dans la fabrication de systémes de
poingon et de matrices en acier connaissent
fort bien l'importance de cette propriété.
Lorsque les systemes ont pour fonction de
découper des plagues d'acier par poingonnage,
il faut que les poincons résistent bien aux
chocs, sans se briser ni sécailler, éant donné
le rythme de production de plus en plus élevé.

Résistance ala corrosion

by

La résistance a la corrosion désigne la
capacité d'un matériau de ne pas se dégrader
sous |'effet de la combinaison chimique de
I'oxygéne de l'air et du métal. Les dliages
d'acier au nickel-chrome (aciers inoxydables),
d'aluminium-silicium-magnésium et
daluminium-zinc résistent tous bien a la
corrosion.
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Résistance al'abrasion

Larésistance al'abrasion désigne la résistance
d'un corps dur a l'usure par frottement. Plus
un matériau est dur, plusil résiste al'abrasion.
Les aciers aoutils (a haute teneur en carbone),
les aciers inoxydables et les aciers rapides
(aciers alliés tres durs) présentent une bonne
résistance a l'abrasion. Par exemple, pour
meuler un acier a outils, on choisit une meule
différente de celle qu'on utilise pour de
['aluminium, qui, lui atres peu de résistance a
['abrasion.

Dilatation et contraction thermiques

D'une maniére générale, les matériaux
subissent un allongement sous l'effet de la
chaleur; cest la dilatation. A I'opposé, ils
subissent un raccourcissement sous |'effet de
froid; il sagit de la contraction. Les matériaux
ne réagissent pas tous de la méme facon sous
une méme température, car ils ont des
coefficients  thermiques différents.  Par
exemple, I'aluminium peut se dilater environ
deux fois plus que l'acier sous une méme
variation de température.

Le magnétisme

Le magnétisme est la propriété des métaux
ferreux d'étre attirés par les aimants. Seuls les
métaux ferreux sont sensibles aux aimants
Les métaux ne contenant pas de fer, comme le
cuivre, I'aluminium et le laiton ne sont donc
pas soumis aux effets du magnétisme.

La fatigue est la détérioration d'un matériau
soumis a des charges répétées. Ces
sollicitations répétées se terminent souvent
par une rupture. Méme s les forces de
sollicitations ne sont pas importantes, elles
finissent par provoquer larupture. Il existe de
nombreux exemples de rupture sous |'effet de
fatigue. Pensez, par exemple, aux ailes
davions, aux pieces de transmission, aux
vilebrequins, etc. Les charges variables et les
conditions de fonctionnement répétitives
sollicitent ces éléments constamment.

17



CHAPITRE | GENERALITES SUR LES MATERIAUX

Point de fusion Le point de fuson dun méta est la
température a laquelle il passe a |'éat liquide
sous I'action de la chaleur. Le point de fusion
dun méa détermine en grande partie sa
soudabilité. Les métaux dont le point de
fusion est bas exigent moins de chaleur pour
étre soudés.

Conductivité La conductivité est la capacité d'un matériau
de conduire ou de transférer la chaleur ou
I'ectricité. La conductivité thermique est
particuliérement importante en soudage,
puisqu'elle détermine la vitesse a laquelle le
métal transfere la chaleur depuis la zone
thermique affectée. La conductivité thermique
dun méa pemet de déterminer le
préchauffage nécessaire et la quantité de
chaleur requise pour le soudage. Parmi les
métaux usuels, le cuivre possede la meilleure
conductivité thermique. L'aluminium possede
environ lamoitié de la conductivité du cuivre,
et les aciers, seulement environ un dixiéme.
La conductivité électrique est surtout
importante lorsquil sagit de souder des
métaux grace a des procédeés éectriques. Plus
la température augmente, plus la conductivité
électrique diminue. La conductivité électrique
sexprime généralement en pourcentage en
fonction du cuivre.

Tab. |.9. Propriétés des matériaux
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CHAPITRE I1

RAPPELS DE LA MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS.
[1.1. Introduction

Les objets de la mécanique sont la matiéere sous ses formes fluides (liquides, gaz, plasmas...) et
solides, les matériaux et les structures qui sont des assemblages d'éléments de matériaux ou de sous-
structures. On étudie leurs mouvements sous |'action de forces, et les variations de mouvement d'un
point matériel a un autre. La variable de température influe aussi sur le mouvement de ces objets et
doit donc étre prise en compte dans le cadre plus général de la thermomécanique des milieux
continus. La modélisation en mécanique des milieux continus est un dialogue incessant et subtile
entre le discret et le continu dans le but de trouver I'outil de modélisation le plus efficace pour un
objectif donné.

L’ingénieur voudrait pouvoir calculer simplement la distribution des contraintes et des
déplacements dans ce volume (afin de véifier, par exemple, qu’elles ne dépassent pas des seuils
imposés). Dans certains cas, le volume étudié présente une dimension négligeable devant les deux
autres (coques et plagues) ou deux dimensions négligeables devant la troiséme (poutres) ;
moyennant un certain nombre d hypotheses, les calculs de la MMC se simplifient : il faut
calculer des champs plus simples. On parle aors de résistance des matériaux (RDM ou mécanique
des structures), ainsi la RDM est une simplification de la MMC : elle fournit des résultats qui ne
sont, en toute rigueur, non exacts mais assez proches de la réalité pour permettre de dimensionner
des structures. Certains des résultats de la RDM contredisent méme certains principes de la MMC,
mais ils s averent suffisamment proches des résultats exacts fournis par laMMC. Bien entendu, les
modéles simplifiés de la RDM sont nombreux, plus ou moins proches de la réalité et les résultats
présentés sont valables dans un cadre théorique bien donné. En RDM, on utilise les notions de
tenseurs de déformations, de contraintes ainsi que la loi de Hooke ; ces notions appartiennent au
domainedelaMMC.

I1.2. La mécanique des solides continus

La mécanique des Milieux Continus (MMC) a pour objet I'éude de milieux continus ; on
suppose connues leurs lois de comportements, qui lient le champ des contraintes et le champ de
déformations, Lui-méme lié au champ de déplacement ou sont rappelées quelques notions de
MMC).

Un cas particulier de la MMC consiste a étudier un volume donné de matériau, suppose éastique
Linéaire (la relation entre contraintes et déformations est linéaire). On suppose de plus que cette

relation entre contraintes et déformations vérifie certaines hypotheses (vérifiées dans le cas de laloi
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d éadticité de Hooke). En écrivant I'équilibre local de la matiére, en explicitant les conditions
limites (une partie de la surface du volume est soumise & un chargement donné, |’ autre est soumise
a un déplacement donné) et en se placant sous |’ hypothése des «petites déformations», on peut
montrer qu’il existe un unique champ de déplacements, de déformations et de contraintes qui décrit
I’ équilibre statique de ce volume de matériau. Le probléme est dit mathématiquement bien posé. Ce
résultat nécessite une certaine abstraction mathématique et demeure assez difficile; néanmoins, il
est toujours admis par les mécaniciens. Malheureusement, si sur le plan théorique, on sait que la
solution existe, sur le plan pratique, on ne peut rarement calculer cette solution de fagon explicite ;
on peut aussi mettre au point des calculs approchés (par exemple, par ééments finis), mais qui
exigent I utilisation de logiciels ainsi que des connaissances d’ ana yse numeérique.

C'est le domaine de la Science qui étudie et modélise le comportement de la matiére en prenant
en compte, contrairement a la Mécanique Rationnelle, sa déformabilité. Comme les déformations
dépendent non seulement des forces, mais aussi de la température, il faut également prendre en
compte les lois d'échange de chaleur et les principes de la Thermodynamique. Contrairement a ces
principes bien éablis, les lois de déformation sont loin d'ére simples et connues avec autant de
certitude. Si théorie et calculs sont nécessaires pour modéliser et prédire, la théorie doit étre

précédée d'observations et les calculs vers I'expérience.

I1.3. Milieux déformables
I1.4. Forces externes et équilibre mécanique
Laloi fondamentale de la dynamique appliquée a un corps:
mg=4F (11.1)

En équilibre mécanique statique implique la nullité de la résultante et du moment résultant des
efforts externes appliques :

&M =0 (11.2)

A&F =0 (11.3)
Si le nombre des efforts externes est égal au nombre d'équations, le corps est en état
d équilibre isostatique et les efforts sont entierement déterminés.
Si ce nombre est supérieur au nombre d'équations, le corps est en état d équilibre
hyperstatique et la détermination des efforts implique la prise en compte de la déformation

du milieu pour obtenir les éguations complémentaires.

I1.5. Forcesinternes, forces de surface et transmission des efforts
Sous I'action d’efforts externes tout corps se déforment. Cette déformation fait apparaitre des
forces internes dont I'origine se situe a I'échelle atomique. Ce sont les liaisons atomiques
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distendues (ou comprimées) qui exercent des forces de rappel qui tendent a ramener les atomes a
leur position d'équilibre et le corps dans son état initial. Ces forces se caractérisent par un rayon
d’ action de |’ ordre de quel ques distances interatomiques.

Or la Mécanique des Milieux Continus, théorie macroscopique, ne considere gque des distances
grandes par rapport aux dimensions atomiques et leur rayon d’ action doit étre considéré comme nul
a cette échelle. Les forces de rappel al’origine de I’ existence des forces internes sont des forces a
courte portée qui ne se transmettent qua leur environnement immeédiat. Il en résulte que les forces
exercées sur une partie du corps par les parties environnantes agissent directement par sa surface.

Lesforces internes sont des forces surfaciques, des actions de contact.

Barrean soumis & un effort de rachon

Effortsintérieurs appliqués par la partie A sur lapartie B

f(B/A)
‘ﬁ( < }Fo Fo s f(ATB) :

Fig. I1.1. Principedel’action et delaréaction : I’action dela partie A sur lapartie B est égale et
opposéeal’action delapartieB sur lapartie A

Considérons un corps soumis a |’action des forces externes F, et F, , L’équilibre mécanique

statique impose :
1

F.+F, =0 (11.4)
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Séparons par la pensée ce corps en deux parties A et B. L' “equilibre de la partie A prise isolément
impose |' existence o' une force : f (B/ A)
Telleque:

F.+1(B/A)=0 (11.5)
Est la force interne représentant |’ action de la partie B sur la partie A. Réciproquement, |’ équilibre
de lapartie B prise isolément impose I’ existence d’ une force : f (A/B)
Telleque:

F,+f(A/B)=0 (11.6)

Laforceinterne représentant I’ action de la partie A sur la partie B.

Il résulte de I’ équilibre du corps pris dans son ensemble que la résultante des forces internes est
toujoursnulle:

t(B/A)+f(A/B)=0 (11.7)

.....

Un corps ne pouvant résister a la sollicitation appliquée qu’en se déformant, I’ essai de traction
donne acces a la raideur K de I’ éprouvette défini comme le rapport de la force F de traction a
I’ allongement Al résultant. Laraideur K prend en compte alafois la géométrie de I’ éprouvette et la

rigidité intrinseque du matériau.

4 F
g A2 B LIENG
‘ ! s || s alls | 2]]s
N N I Ay t i I

=K ?
F F 7, F 7

Fig. I1.2. Raideur del’ éprouvette et rigidité du matériau.

L’ expérience a montré gue pour étirer de laméme quantité Al deux éprouvettes du méme matériau,
De méme longueur initiale L mais d’aire ou de section droite S déférente, la force F  a appliquer
varie proportionnellement & S Elle a également montré qu’a aire de section S et a force F ixés,
I’ allongement résultant Al varie proportionnellement alalongueur initiae|l.

Il en résulte que la raideur K varie proportionnellement a S et inversement proportionnellement al
de sorte que larelation F = KAl se met souslaforme::
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F Dl

—=E— 1.8

S | (11.8)
La quantité E indépendante de la géométrie de I’ éprouvette étant une caractéristique intrinseque du
matériau : sarigidité.
Les variables décrivant |’ état mécanique local, indépendamment de la géométrie de la structure,

seront donc :

§ Lacontrainte: s :%, Ou ladensité surfacique de force.
§ Ladéformation: e :[I)—I , Ou e estla variation relative de longueur.

I1.7. Etat de contraintes dans un solide
L'éat des contraintes en un point M d'un solide soumis & un chargement mécanique (figure 11.3)

permet de caractériser |es actions mécani ques exercées sur la matiére en ce point.

I1.7.1. Tenseur des contraintes
En tout point M d'un milieu continu, I'éat des contraintes est entierement déterminé par la

connaissance du tenseur des contraintes, noté s (M). Ce tenseur est un tenseur de rang 2,
symétrique, représenté par lamatrice :

§ll S12 813['I

A -

— u
S = gslz 2 Saxy (11.9)
81 S Sxub
SaTSp SuTS; Sp TSy (11.10)

Solide

Fig. I1.3. Solide soumis a un chargement mécanique.

11.7.2. For ce exercée en un point sur un élément de surface
L'action mécanique exercée sur la surface unité (considérée comme infiniment petite)

dorientation n (figure 11.4), par la matiére située du c6té de I'orientation positive définie par le
vecteur n (vecteur unitaire), est une force dont la résultante 't(M H') , appelée vecteur contrainte,

sexprime par larelation :
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t(M,n)=t=s (M)n (11.12)
Laforce dF exercée sur I'édément dS de surface de méme orientation sexprime donc par :
dF =t dS

L'expression (11.11) peut sécrire sous forme matricielle en introduisant :
La matrice des composantes du vecteur contrainte t danslabase (g,e,,8,) :

'I ~
e, u
r aua
t=é&-q (11.12)
g
54
La matrice des composantes du vecteur normae n danslabase (g,6,,6,):
II AY
en. U
r éra
n=@anz( (11.13)
el u
gg
est suivante :
éth ésll S 513@@9
a_ Uué, u
L0=Se Sz Sxgahy (11.14)
g3g §§13 S23 SB3Q@3H

1
D'ou les composantes du vecteur t danslabase (g,e,,6):
_i_ tl =S +S 1M +S 13n3
e
[ 1, =S .M 8 5,N, +S 3N, (11.15)
Iy =
| t3 =S 13 TS 55, +S 55,

n

Fig. 11.4. Elément de surface en un point M.

et le vecteur contrainte s'écrit :

u

t=te +t,e L6 (11.16)
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11.7.3. Signification physique des composantes du tenseur de contraintes
Considérons un éément de surface dont la direction de la normale est confondue avec la

direction de I'un des axes de référence (figure 11.5). Soit : n= éj avecj =1, 2, 3.

n=e;

Fig. 11.5. Elément de surface normal aladirection ;: del'un des axes de référence.
D'apreslarelation (11.16), les composantes du vecteur de contrainte sont :
t=s,
t, =S, (11.17)
t, =S,

Les grandeurss,;,s,;,s; sont donc respectivement les composantes suivant les directions

2j
(g.e,,€,) du vecteur contrainte relatif a une surface de direction normale n= éj (j=1,20u3).

Par exemple, s n=e les composantes sont respectivement s,,,S,, =S,,,S; =S,;; , € le
vecteur contrainte sécrit :

t(M,8) =S ,8+S ,6 +5 ;6 (11.18)
D'ou le schémade lafigure11.6.
Il est usuel de représenter les composantes des vecteurs contraintes exercées sur les faces d'un cube
d'arétes paralléles aux axes de référence. Deux notations sont utilisées et sont reportées sur la figure

11.6, suivant les directions considérées : (1, 2, 3) ou (X, Y, 2).

:[d:: =N L€

ij:—'\ €2

o) 1€

Fig. 11.6. Composantes du vecteur de contrainte sur une surface de direction normale.
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I1.7.4. Composantes normale et tangentielle du vecteur de contraintes
Le vecteur contrainte n est habituellement décompose (figure 11.8) en:

@ Unecontrainte normaletun dedirectionn,

@ Une contrainte tangentielle t, de direction contenue dans le plan vectoriel de I'élément de

surface. Cette contrainte tangentielle est généralement appel ée contrainte de cisaillement. Le
vecteur de contrainte sécrit alors :
t=t +t (11.19)

ﬂ'V 7&3

Fig. I1.7. Composantes detenseur de contraintes agissant sur trois plans mutuellement orthogonaux
guelconques.

Fig. 11.8. Composantes normale et tangentielle du vecteur contrainte.

La contrainte normale sexprime suivant :

u uil rua

t,=tn Avec t =n
Ou tn est la composante normale du vecteur de contrainte. Introduisant la relation précédente, cette

composante sécrit suivant :

I , I‘
t,=n& (M)nH (11.20)
Cette relation peut étre réécrite en utilisant la notation matricielle sous laforme:
t =n's(M)n (11.22)
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En introduisant lamatrice ligne n' = [n n2n3] transposee de lamatrice n Nous obtenons :

t =s, N?+s,,n>+s_n>+2s nn +2s,n,n, (11.22)
Si tn est positif, on dit que le solide en M subit dans la direction n une tension ou traction. Si tn est
négatif, le milieu subit une compression. La contrainte de cisaillement peut étre déterminée par la
relation :

r r _r, r.r
t =n u{g (M)an} (11.23)
11.7.5. Etat de déformations en un point

Soit un solide (S) déformable (figure 11.9). Dans son état non déformé, la position d'un point M
quelconque du solide (S) est définie, dansun repére(O/ e, e,,€,) , par le vecteur de position :

OM = X8 + %6 + X6, (11.24)
Sous l'effet d'actions mécaniques extérieures, le solide se déforme, et les points du solide se
déplacent : le point M vient en M. Laposition du point M dans I'état déformé est définie par :

uuuul uuuua uuuuu

OM =OM + MM (11.25)

uuuuu

Le vecteur déplacement MM est une fonction du point M, généralement notée G(M). Ce
déplacement varie d'une maniere continue al'intérieur d'un solide.

Aprés déformation

Avant déformation

Fig. 11.9. Solide déformable.

11.7.6. Tenseur des défor mations

Letenseur des déformations est donné par larelation suivante :

18u  Tu;  fu, Tu, O

€; :ng'_ + ‘Hx: + 111): 11]TXK +

j i 2

Les 9 quantités e; constituent les composantes du tenseur des déformations dans la base(;l,gz,a) :

Dans le cadre d'une théorie dite des petites déformations ou HPP (hypothése des petites

Tue Tug
)|

J
premier ordre. Les composantes du tenseur des déformations se réduisent alors a:

(11.26)

perturbations), l'infiniment petit du deuxiéme ordre est négligé par rapport a ceux du
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138 ‘ﬂio

e = 11.27
2 Tt (11.27)

Le tenseur des déformations est un tenseur de rang 2, symétrique :
e =€, (11.28)
Il sécrit sous forme matricielle suivant :

&ll elZ el3 l;]
a

e(M)= Aelz € €y (11.29)
@B e23 e33 g

Avec .
Ty
: 1 ﬂx1
[ _Tu,
: 22 ﬂxz’ (”-30)
| ﬂus
e. =—
% 33 ﬂXS
et
oo =2 T, 0
1% %, T 5
!ela o, I, 0 (11.31)
1 eﬂxe ﬂxl (%]
:. a&ﬂu o, 6
€ = -
f &M%, ‘ﬂX @
O, =28, (11.32)

La composante g,, du tenseur des déformations représente donc la moitié de la déformation

uuuui Uuuuu

angulaire au point M entre les directions MN, et MN,, . Cette déformation angulaire g,, est appelée

déformation en cisaillement au point M entre les directions g et e, .
De laméme maniere :

u . I . T
lacomposante e,, = % représente |'allongement unitaire au point M dans ladirection €, ;
X3

la composante €,; = 1&y +h— représente la moitié de la déformation en cisaillement
2efs T g
0,; entre les directions q et q
1adqu,  u; 0
la composante e,; = > . ‘H—_ représente la moitié de la déformation en cisaillement
el % g

0, entrelesdirections e2 et % :
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I1.8. Conditions de compatibilité

Le champ des déplacements correspondant a un état de déformation donné est obtenu par
intégration des équations (11.30 et 11.31). Soit au total six équations pour déterminer les trois
composantes (U, Uy, U3z) du déplacement. Pour que la solution soit unique, les composantes du
tenseur des déformations doivent vérifier lessix relations :

2 20
e Thople
o 1% ﬂXﬂX
% & Te. 0
e, - T2 %ew %o 1% 21 i1 K avecijk=123
D TE T T T g
Ces expressions constituent les six relations de compatibilité.

(11.33)

[1.9. Probleme d’ élasticité plane

Un champ de déformations ou de contraintes est dit plan s I'une des valeurs propres

(déformation ou contrainte principale) est nulle (&3 ou o3 par exemple).
11.9.1. Défor mations planes

Si I"'une des composantes de (disons us) est nulle ou constantes, alors ses dérivées (us;) sont
toutes nulles (en particulier ¢33 = 0). Un cas plus intéressant se rencontre lorsgu’ on a une symétrie

de trandation le long d’un axe Dans ce cas, ce sont toutes les dérivées par rapport a x3 qui sont

. u U,
nulles et en outre uz est forcement nul ou constant de sorte que : 2e,; = %TXI + :||11X =

Le tenseur des déformations se réduit alors a:

®, €, €0 a&,; €, 06

-G ~_C -
€3~ €y €x.=(6, €y 0. (l | 34)
éem €x €3y 0 0 0 @

Ou dans | es axes principaux

& 0 006
e,=50 e, 0 (11.35)
éo 0 0

Dans le cas pris en exemple, le chargement doit étre dans le plan (él, éz) et indépendant. On parle
alors d'éat de déformation plane (Figure 11.10). Il peut arriver que le corps déformable soit
incompressible (c’'est en premiere approximation le cas de nombreux liquides comme I'eau par
exemple). Les états de déformation plane correspondent a des états de contrainte non plane. En
effet, laloi de Hooke donne:
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1
€33 =E[s s V(S 11+522)] =0 (11.36)
S33 =V(sll+522) ! O
Cela signifie que pour maintenir un état plan de déformation (u3 = 0), le matériau isotrope exerce

des efforts dans la direction qui S gjoutent aux efforts appligués dans le plan (;al, ;az)

[1.9.2. Contraintes planes

Cet état de contrainte est pratiquement réalisé dans une plague mince qui n’est pas chargée sur
ces grandes faces de normale comme sur I’exemple de la figure (11.11). En effet, sur ces faces, on
peut considérer que le vecteur contrainte Tz = O et que cette condition est vraie dans toute
I’épaisseur de la plague, ce qui implique : 013 = 023 = o33 = 0. Les composantes du tenseur des
contraintes ne sont fonction que des coordonnées X; et X, dans le plan de la plaque (;al, ;az) c est-a

dire indépendante de la position dans I’ épaisseur. Le tenseur s écrit :

£11 S12 S13(._j £11 S12 OO
Sj=8w Sz Spi=n Sp O (11.37)
és 13 S 23 S 33 5 0 0 OB
La relation de comportement permet de dire qu’est une direction principale de contrainte et de
déformation. Le tenseur de déformation s écrit :
wll elZ 613(? wll e12 O O
€ =cy € €ni=gey € O (11.38)
éel?: e23 eS3 5 0 o e33 B
Ses composantes ne sont fonction que de X; et X, également. La déformation e,, est non nulle et

dlevaut :

I
€ =- +—2U(e11 +e22) t0 (11.39)

Fig. 11.10. Etat de déformation plane. Fig. 11.11. Etat de contr ainte plane.
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11.10. Forme destenseurs de contraintes et défor mations en coordonnées cylindriques

L'utilisation de coordonnées cylindriques simpose dans de nombreux problémes, en particulier
lorsque le probléme est de révolution. Le point M est repéré par ses coordonnées (r,q, 2) (figure

11.12). Les matrices des contraintes et déformations sont de laforme:

7 7

i§ rr S rq S rz l;l i&rr erq erz [;l
— u _€e u
S (M)_é%rq Sqq quu; et e(M)_éerq qq eqzu, (”40)
§§ iz Sqz S zzé %rz €4z ezzé
avec .
u u 1 W
e, :ﬂ L, €y :—r+—%-, ezzzﬂ_
r r r9q 1z
i 1u
e, =Tt 10
: qr rr9q
) u W
26, =, T (11.42)
! 2e, :M +'”_W
t 1z 9r
&Z
/'.’M
P
‘E ./;: i
) .f',-z-_l_" ; .Y
P ;r |
,-"f"/ H_UJK HHHHI i
M"ff

Fig. I1.12. Coordonnées cylindriques.

en introduisant les composantes(u, ,u,, W) du vecteur déplacement i dans la base (‘5,‘:[‘th ,II<) obtenue

a partir de la base (il , ] ,Ii) des coordonnées cartésiennes, par rotation q autour de la direction k.

Les relations entre les composantes des matrices des contraintes exprimées dans la base des
coordonnées cartésiennes et des coordonnées cylindriques s'obtiennent aisément a l'aide de la
théorie générale de passage.

Les relations fondamentales en coordonnées cylindriques sont ensuite déduites en transposant les

relations précédentes dans la base ((5r , (% , II<) et sécrivent dans le cas d'un probléme de statique :
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o‘HS

':_ﬂsrr }@qu +Srr-sqq_ I’Z'|‘f =0

Lo r&fa s Tz

:,ﬂsrq +1£-[ aq +25 O+E_+f =0 (||.42)
;T réfq s Tz

:‘ﬂsrz+}aéquz+S 6 ‘ﬂszz+f -0

1

o rSqq g Tz

I1.11. Méthodes derésolution des problémes de la mécanique des solides défor mables

A partir de la formulation des transformations du milieu continu (déformations), du systéme des
efforts intérieurs (contraintes) et de laloi de comportement, la résolution d’ un probléme d’ élasticité
revient atrouver un champ de déplacement et un champ de contrainte vérifiant :

0 leséquationsd équilibres,

o laloi de comportement locale,

o lesconditions aux limites du probléme. Pour un probléme régulier de type I, ces conditions aux
limites doivent prescrire en tout point de la surface extérieure du solide étudié les trois
composantes du vecteur déplacement et du vecteur contraint. Les conditions aux limites
S écrivent :

u =8surs, (11.43)
s,n =¥surs, (11.44)

En quasi-statique, la résolution du probléme revient findement a trouver u (X) et Sy (X)

Vérifiant :
i fs;;
— Y 4+pf =0
: ﬂxj p i
; .:u%piwéﬁﬁ
le = (swe— ( B oo (11.45)
: ij =g kI (3| +2U)
: S :’liisursf
T

Ains posé, on démontre qu’un probléme d’' élasticité est dit ‘bien posé’, ¢’ est-a-dire qu’il admet une
et une seule solution. Ce théoreme est essentiel car il garantit d’ une part que, une fois formulé ainsi,
il existe une solution, mais surtout d autre part que, s nous trouvons une solution, elle sera aors

exacte (aux hypothéses du modéle ains formulé pres). Comment trouver cette solution ?
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Malheureusement, seuls des problémes simples peuvent étre résolus explicitement. Ces solutions
simples sont néanmoins tres utiles et elles permettent souvent de trouver une premiéere réponse a un
probléme méme a priori complexe. Une démarche est de commencer par établir une liste exhaustive
des conditions qui doivent étre vérifiées, puis de faire des hypotheses sur le champ des contraintes
et/ou des déplacements. Le probléme est résolu au fur et a mesure que les diverses équations sont
vérifiées.

11.11.1. Méthode en déplacement (déplacements imposés)

Une solution du probleme est construite a partir d’ hypothéses sur le champ des déplacements (la
forme anal ytique supposé du champ des déplacements). Il reste alors a vérifier toutes les conditions
du probléme, et on revient a substituer dans les équations d’ équilibre, I’ expression des contraintes

en fonction des déplacements. Aingi,

iSi =1 e.d; +2ue, (11.46)
1'!5” =1 ug,d; +u(u ; +u;;) '

Nous devons aussi exprimer la divergence de o pour développer la condition d' équilibre, soit :

?sij =l eyd; +mu ; +mu; (11.47)
Sy = +uu,, +mu ;)

L es équations de mouvement (avec le terme d’inertie) s écrivent donc en fonction des déplacements

comme::
2 2 2
R L i B S ] (11.48)
XK 1X,9X, It
Ce sont les équations de Navier que |’ on écrit souvent sous une forme vectorielle :
. 1%u
(I +m graddivu +nDu+r f =r :W (11.49)

11.11.2. Méthode en contraintes (contraintes imposées)

Dans d’ autres problémes, il pourra étre plus commode de partir des contraintes. La démarche est
analogue, mais elle sefait dans le sensinverse de celle présentée en déplacement :
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is; = f(X)P

i

is;n, =HsurSF p

i

it =0p

19X,

- 1 | ==

l_ = =

e—s-—Trs d)p [1.50
O ) (150
:‘ﬂ e +'|12IJ y ‘ﬂzlke =0p

i

i, __(ui,j+uj,i)+§(ui,j- uj,i)p

i

iy =HsurS, b

faire une hypothese sur le champ des contraintes,
véifier les conditions aux limites statiques,
écrire/vérifier les conditions d équilibre,

calculer le champ des déformations,

vérifier les équations de compatibilité,

calculer les champs de déplacement,

N o a s~ w D PRE

vérifier les conditions aux limites cinématiques.

Lorsqu’il n'y a pas de conditions aux limites cinématiques, il est possible d’ éviter le calcul, parfois
difficile, du déplacement, mais pas celui des équations de compatibilité : le déplacement doit
pouvoir ére calculé méme s il ne I’est pas réellement. La encore, il est possible de regrouper les
étapes 4 et 5 en écrivant directement en fonction des contraintes les équations de compatibilité. On

obtient ainsi les éguations de Beltrami :

1
Sin TS kk.,+(rf),.+ S(r ), d; =0 (11.51)

L’ apparition des forces de volume dans ces équations tient aux équations d équilibre qui
interviennent dans le calcul. Si les forces de volume sont nulles ou constantes, alors ces équations
prennent la forme particulieérement simple donnée par les relations (11.52). Notons qu'elles ne
Sappliquent gquaux problemes d éadticité linéaire isotrope. Bien évidemment, elles sont
automatiquement vérifiées s le champ de contrainte (ou de déformation) sont des fonctions
linéaires des coordonneées.

Ts, , 1 T

= 11.52
X 9%, 1+v IX. 99X, ( )
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I1.12. Expression des conditions aux limites
Nous présentons dans ce paragraphe quel ques cas de conditions aux limites.
[1.12.1. For mulations dynamiques et quasi-statiques

Pour résoudre un probléme de Mécanique des Solides, il faut calculer la sol ution(ui S ) , Cest-

adire calculer les champs de vecteurs déplacements U, (X ) et de tenseurs des contraintess ; (x ), &

partir des données, qui sont constituées par :

a. L’ ensemble des sollicitations imposées au solide::

— forces volumiques;;

— conditions aux limites (forces ou déplacements imposés a la surface).

b. Les conditionsinitiales, précisant la position et la vitesse initiale du solide.

Exemple: Réservoir sphérique soumisa une pression intérieure n

- lesforces volumiques sont supposées nulles (pesanteur négligeable)
f. =0 (11.53)

- lasurface extérieure r =b est soumise ala pression atmosphérique, la contrainte est donc nulle,
et onadonc:

r=b:s;n, =T, =0 (11.54)

- lasurfaceintérieure r = aest soumise alapression p (supposée mesurée par rapport alapression
atmosphérique) d’ ou
r=a:s;n, =T, =-pn, (11.55)
a) Probléeme dynamique : on donne la pression p(t) comme fonction du temps ; on donne

également les conditionsinitiales — par exemple, at = 0, leréservoir est au repos

u, (x,0)=0v, :(x,o):ET“ti (x,0)=0 (11.56)

Et on cherche lasolutionu; (x,t), s (x,t) qui doit vérifier I éguation du mouvement :
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Tu, _ s,
"o g =ﬂ—xjj+fi (11.57)

Avec (11.53), les conditions aux limites (11.54) et (11.55), et les conditions initiales (11.56). Ce
probléme correspond par exemple a I’ étude de la mise en charge brutale du réservoir. Moyennant
une modification des conditions initiales (11.56), il correspond aussi a |’ étude des vibrations du
réservoir, si I’on impose une pression p(t) sinusoidale

p(t) = p, coswt (11.58)

On recherche aors une solution périodique en t, condition qui remplace (11.56).

b) Probléme statique : la pression p est constante c'est la pression en service du réservoir. On
recherche alors une solution statique, ¢’est-a-dire indépendante du temps u; (x),s ; (x) vérifiant
les équations d' équilibre

Ts,
—+f, =0 (11.59)
X
Avec (11.53) et les CI (conditions aux limites) (11.54) et (11.55). Le temps a disparu, et les conditions

initialesn’ont pluslieu d étre.

c) Probléeme quasi-statique : On suppose comme en a) que la pression t varie au cours du temps,
p(t), mais on fait |’ hypothése quasi-statique : les évolutions sont suffisamment lentes pour que,
dans I’équation du mouvement (11.57), on puisse négliger le terme d’'accélération et donc la
remplacer par I’ équation d’ équilibre (11.59). En d’ autres termes, la sollicitation dépend du temps,
mais on résout a chaque instant un probleme statique. Cette hypothése est tout a fait essentielle
en mécanique des solides, car elle permet de ramener a des problémes statiques les problémes
réels qui, eux, dépendent toujours du temps. L’ essentiel de ce cours sera désormais limité au cas
ou cette hypothese est valable, I’ étude des problémes réellement dynamiques (chocs, vibrations)

€étant renvoyée au cours de mécanique des vibrations.

11.12.2. Conditions aux limites de quelques problémes
Exemple 1. Ecrasement d’un bloc métallique cylindrique entre deux plateaux rigides d’une

presse.

Un bloc métallique cylindrique est écrasé entre les deux plateaux rigides d’ une presse.
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L3
f.f‘f.f.-’.-fff:fh‘fffff B
St J
|5

Ty 5'1
5[]

Le plateau inférieur x, =0est immobile, tandis que le plateau supérieur x, =h s'enfonce d’'une

longueur U(t). A nouveau, on peut Sintéresser aux problémes dynamique, statique ou quasi-
statique, mais nous nous limiterons au dernier cas : la solution dépend du temps puisque la
sollicitation en dépend, mais nous écrirons néanmoins les équations d équilibre de la statique.
Comme dans |’ exemple précédent, et comme dans la majorité des cas en Mécanique des Solides, la
seule force de volume est la pesanteur, et nous la négligerons, d'ou (11.53). La surface latérale S est
libre de contraintes, Sur S
T, =s;n; =0 (11.60)

Sur les extrémités § (x3 = 0) et § (x3 = h), la condition exprimant la rigidité des plateaux porte sur
le déplacement vertical :

x3=0: uz=0
(11.61)
X3 =h: us = =U(t)

Mais les autres conditions aux limites dépendent des conditions de contact entre les plateaux et le
lopin.  S'il n'y apas de frottement, ¢’ est-a-dire si le contact est parfaitement lubrifié, alorslaforce
de contact, qui est donnée par exemple, en x; = h, par

1=1(00,+1), T = (013,003,033) (11.62)
Doit étre normale a la surface de contact. Les conditions (11.61) doivent étre complétées par les

conditions o453 ,= 0,3 =0

x3=0: u;=0, 013,= 023 =0
(11.63)
x3:h: U3:_U(t), 0-13,:02320
Sil n'y a pas de glissement, ¢’'est-a-dire s'il y a adhérence compléte entre le lopin et le plateau,

alorsil faut compléter (11.61) par les conditions cinématiques d’ adhérence u; = u, =0
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x3=0:u; =u, =u3 =0 (11.64)
X3=h:u =u, =0,u; =-U(t)
Dans le cas réd, il y a frottement entre le plateau et le lopin, et il faut compléter (11.61) par les

conditions exprimant la loi de frottement. Nous adoptons la loi de frottement de coulomb, avec un

coefficient de frottement f,

V=0 si |T| <fN
(11.65)
V= st |T| <fN
N
T
>
———
v
Que I'on peut encore réécrire sous laforme
V=I1T 1 20 fN~-|T|z0 | (f/N-|T|)=0 (11.66)

On obtient alors

flu, _

XS:O:U3:O"|T_t_I S

I3O;fs%-«ké+s;30,lLfs%-Jsé+s;):O (11.67)

T, _
Tt

X;=h:u,=-U(t), -1 s ;...

Le probléme de I'écrasement d'un lopin consiste donc a trouver u, (x,t), s ; (x,t) vérifiant a chague
instant les équations (11.59) avec f, =0et les conditions aux limites (11.60) et (11.63), (11.64) ou

(11.65), suivant la nature du probléme et suivant la précision des résultats cherchés : le probléme
(11.67) est certainement plus proche de la réalité que les problémes (11.63) ou (11.64) , mais les
problemes (11.63) et (11.64) sont beaucoup plus simples , et peuvent constituer une approximation

suffisante pour nos besoins .
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De méme s le frottement est important, le probléme (11.64) est certainement plus proche de la
réalité que le probléme (11.63). Néanmoins, le probleme (11.63), qui, comme on le verra, se résout
tres simplement, peut étre un approximation suffisante, par exemple pour la calcul de laforce F a

appliquer sur lapresse et qui sera donnée par :
F(t):-(‘;;‘gsagdxldxzb(‘;;‘)sagdxldx2 (11.68)

Exemple 2. Bloc pesant posé sur un plan rigide.

Considérons un bloc pesant posé sur un massif rigide. La surface supérieure et la surface

Latérale sont des surfaces libres. On écrira simplement :
#=0sur S* et S
Par contre, les conditions de contact avec la table sont moins évidentes et nécessitent des

hypotheses Supplémentaires sur la nature du contact. Un premier cas simple est celui d’un contact

adhérent, interdisant tout déplacement relatif du bloc par rapport a la table. Le déplacement doit
donc étre nul et la condition aux limites adaptée est : d=0 S" Dans le cas d'un contact sans

frottement, au contraire, le bloc peut glisser sur la table. Donc, si la composantes verticale u3 du
déplacement doit toujours étre nulle pour assurer le contact entre le bloc et latable, les composantes
horizontales ul et u2 représentent le glissement et sont donc des inconnues. Par contre, le contact
étant sans frottement, laréaction, ¢’ est-&-dire le vecteur contraint, devra étre normale ala surface, et
donc verticale. Les conditions aux limites traduisant un contact sans frottement seront donc

finalement :

H=0sur S" H=H=0sur §"
Ces deux cas sont évidemment deux idéalisations de la réalité (frottement infini dans le premier cas
de contact adhérent, et frottement nul dans le second cas de contact glissant). Pour étre plus proche
de la rédlité, il faudrait écrire en plus de la condition de contact Uz = 0, une relation entre les
composantes horizontales du déplacement et du vecteur contrainte traduisant les conditions

physiques du contact, par exemple le frottement de Coulomb.

Le bloc est soumis ala seule action de la pesanteur.
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s, 4"

I

Ennotantr , =r , lamasse volumique du solide, et g, I'accélération de la pesanteur, on a donc
f,=f,=0,f;=-rg (11.69)
Lasurfacelatérale S et I'extrémité S;(Xs=h) sont libres de contraintes

Sur S :

X3 = htoy3 =033 =033 =0

Sur I'extrémité Sy (x3=0), les conditions aux limites dépendent, comme dans |e cas précédent,

Des conditions de contact:
Dans le cas de non frottement on a:
X;=0:u; =0s,,=S,,=0 (11.70)
et dans le cas de non glissement, on a
X;=0:u,=u,=u, =0 (1.71)
Dans le cas du frottement coulombien, on a une expression analogue a (11.67). Toutes ces conditions
supposent que le contact entre le bloc et le plan reste maintenu. Il peut arriver gu'une partie du bloc

se souleve. |l sagit alors d'une liaison unilatérale. La surface Sy se décompose en deux zones (que

I'on ne connait pas, leur détermination fait partie du probléme)
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Une zone de contact :
X;=0:s,£0 (11.72)
Une zone de non contact, libre de contraintes:
u; 2 0:s,=0 (11.73)
On peut regrouper (11.72) et (11.73) en
u; 2 0: S;3=0U;=s5,=0 (11.74)
En supposant e contact sans frottement, il faut donc remplacer (11.70) par
X;=0! $,=5,=0,u,20,5,£0,u,5,,=0 (11.75)

En toute rigueur, il aurait aussi fallu envisager cette possibilité dans |I'exemple précédent, mais elle
était peu plausible physiquement.

On pourrait également envisager d'autres types de conditions aux limites sur S,
Par exemple, on peut imaginer de poser le bloc sur le plan par l'intermédiaire d'un ballon de
baudruche contenant un gaz a la pression p. les efforts exercés sur le solide par le balon se

remmenent alors a une pression hydrostatique
X;=0: S;=-P,S;3=5,,=0 (11.76)

On peut déterminer p en remarquant que, d'apres |les équations d’ équilibre, les efforts exercés sur le
bloc atravers S, doivent équilibrer les autres efforts appliqués, en |'occurrence, le poids du bloc. On

obtient donc la condition suivante :
- (‘1‘2 S dx,dx, =r gSh (11.77)

Valable quelles que soient les conditions aux limites sur Sy. Avec les conditions (11.76), on déduit la
valeur dep
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p=rgh (11.78)

De maniére générale, dans un probléme réel, I’ écriture des conditions aux limites est une étape tout
afait essentielle, car d’une part ces conditions comprennent |’ essentiel de la physique du probleme,
d’autre part elles conditionnent la facilité de la résolution du probléme mathématique obtenu. 11
faudra souvent faire un compromis entre la précision de la description physique et la facilité de
résolution du probléme mathématique.

11.13. Résolution des problemes axisymétriques plans

Un probleme plan est axisymétrique si sa géométrie est circulaire et la sollicitation, purement

radiale. Dans les coordonnées polaires, on aaors:

u=ue (11.79)
Et
1 €& & &
Rot(u) = " D, 0 O (11.80)
u 0 O

Si bien que I'équation plane de Navier seraméne a.:

E

2G . .
ﬁ[grad(dlv)u] =1 Vz[grad(dlv)u] =-f (11.81)
Soit, pour f = fe,,
E dad 0
& d  h0-_ 11.82
1- vzdrgrdr( );'z; (1182
Pour f =0, tout d'abord, on a:
1 EVZ%%(ru) =2A=Cte (11.83)
D'ou:
E d
———(ru) = 2Ar 11.84
1- v dr( ) (1189
Et:
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Pourlecas f 1 0, cherchons une solution particuliére de laforme::

On adors:

Et:

D'ou:

On obtient dors:

Et:

D'ou:

~ru=2Ar?>+B

u:rC(r)+¥

g(ru)zi(rZC+D):ZCr +C'r’+D"
dr dr
1d D'

— (W) =2C+C'r+ =
:

dad d _1-v
arerar M=

f
rdr
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_ 2
D= 12|;’ Ofr2dr (11.95)

Lasolution générale de I'éguation est donc :

1- V2

e B 2
u= A r+—-— fdr+— fr dr 11.96
E 8 20 0" Ty (11.96)
On en déduit aisément les déformations :
du_1-v?¢, B 1 5
e =—= ~A- — - —‘fdr- > fr dr 11.9
" u E & r? 20 H (11.97)
u 1‘ V2é B 1\ 2
e =—= A+ — - —Afdr +— fr dr 11.98
“ E & r? 20 2r? H (11.98)
Auxquelles correspondent les contraintes :
- B 1 1-v1 (11.99)
= (1+V)A- (1- v)—-—VOfd TV—Zc‘)frzdr
r
E
q :1_ V2 (eq +Ver)
(11.100)
B 1+v v )
=(1+Vv)A+(1- v)—-—ofd 2 Ofr dr
r2

11.13.1. Probléme d’un cylindre épais sous pressionsinterne et externe
Ce probleme a été résolu par Lamé et Clapeyron en 1833.

Cas général
Pour traiter le cas d'un cylindre sous pressions interne et externe, il suffit, dans les équations (11.99),

deposer f =0et:

is (R) = (+V)A-(@-v)S=-p

i RB (11.101)
I = @A+VA-(1- V)= =-

TS (R) 1L+v)A- ( V)R§ pe

En éiminant alternativement A et B, on obtient :
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PP

(Lr)A=T- F:%L - piiji EiRe (11.102)
R R

(1+V)B:§)|: R - (p.é;e)RFfRi (11.103)
RW R

D'ou:

s, =BR-PR p-p RRU
- R-RR-R (11.104)
s —PR-DR _ p-p RRY
CUR-ROR-R T )

Les contraintes circonférentielles aux rayons extrémes sont :

Sq(R): le - peRe+(p|_ pe)Re

R-R . (11.105)
-p R+R . _p 2R
'R-R "R-F
Sq(Re): le - peRRe;:F(Rg_ pe)R
(11.106)
-p 2R? - D 2R;
R-R "R-F
Enfin, le déplacement radial est donné par :
y=l Vil v pR-pR, 1 p-p RRU (11.107)
E {1+v R- R 1VR§-R2rB
Aux rayons extrémes, il vaut :
u(R) :ﬁ{p &1- VR +(1+ V)R Y- 2peRe2}_I[_J
R (11.108)
UR) = Fre s R 2PR - P B VR + VR’ h}'
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11.13.2. Casdu cylindretrés mince
Examinons le cas particulier d'un cylindre trés mince. Posant, dans ce cas,

t=R - R, R=RE—;R (11.109)
La condition de minceur sécrit :
=h <1 (11.120)

Alors:

ir = R@+rh), ri[-12,92]

i (11.112)
iR = R(@-r /h), R, =R(1+h/2)
Et, en notant p’ |'ordre de grandeur des pressions,
I 2 2 2 hZ 2 hz
iR - R = R(1+h+7)-R(1-h+Z):2R2n
: R® = R@-h+ohdy
: ? = R°gl+h+o(h?)y
J{ r = R°gl+2rh+o(h®)y (11.112)
i RR = Rgrohdy
iPR- pR = pR(L-h)p,RA+h)+o(ph?)
: = REp - p)-h(p - p)+o(ph?)y
f
On en déduit :
S, == 8R(P - P)-hR(p +p.)- (P - PIR(L- 2rh)+oh*p)y
ZRZh (11.113)
=-§[(pi- p.)- 2r (p - p.)] +othp)
Sq = Zth gR*(p - p.)- hR*(p +p.) +(p - PIR?(L- 2rh)+o(h’p)y
_B-p, (11.114)

h [(p+pe) 2r (p, - p)]+ohp)

46



CHAPITRE I RAPPELS DE LA MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

La plus grande contrainte est visiblement

s, =(p - P)=+o(p) (11.115)
Comme
s, =o(p) (11.116)

Cette contrainte est négligeable devant la premiére. On a d'autre part

R2 - e U
e(l (p'th D), 1+ R (S.Fh pe)+o(pR)§

_(p-PJR, PR
=P o (F0) (11.117)

2 «
:(pi_ pe)R +O(pR)
Et E

Lesformules (11.113) a(11.117) sont connues sous le nom de formules des chaudi éres.

11.13.3. Casdu rayon intérieur tendant verszéro

Dans le cas d'un cylindre creux sous pression externe, on a:

:FJR): ;éfiz

s =

iu(:j) _ _EZ(E%R:;Z) (11.118)
¥U(Re) = mgl VIR +(1+V)R°Y

Dans ces formules, faisons tendre le rayon intérieur vers zéro. |l vient

lims,(R) = -2p, lims (R) = 0 0
®0 ®0 {

= _ _ PR@A-V)Y (11.119)
limu(R) = 0 lim u(R) = - BRE-Y

Comparons cette solution a celle d'un cylindre plein. Dans ce dernier cas, le déplacement devant

éreni enr =0, ondoit avoirB=0¢et :
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2
=1V A (11.120)
E
Cequi donne:
s, =1+v)A s, =(1+V)A (11.121)
D'ou:
S, =S, = - P
A = _FPe (11.122)
1+v
1-v
u = -—pe

La comparaison de ces résultats avec les formules (11.119) montre que les déplacements sont
identiques, mais que la contrainte maximale dans le cylindre ayant un trou infiniment petit est
double de celle qui regne dans le cylindre plein. Le trou infiniment petit provoque donc une

concentration de contrainte mesurée par :

_an R (11.123)

k —
s 4 (sanstrou)

11.13.4. Casdu rayon extérieur tendant versl'infini

Lecas R,® ¥ correspond & un tunnel profondément enfoncé dans le sol. On a alors, pour p, =0 et en

posantn =R /R, ,

" _p K R?
S, =R - ——® -p [1.124
TP T T P ( )
Et:
n” , b Reg K
S = p——+—"—"_ 1 ® p—~ 11.125
o= P 1- 2 1- n? r2 P r2 ( )

La contrainte maximale vaut donc pi. Le déplacement se calcule par :

2

1é n p R
u=—gal-v)r +(1+Vv)—=—
ES( Pt

U_ 1+v RZ
® —p L 11.126
H E R r ( )

Savaeur maximaleest :
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U(R)=1LEV PR (11.127)

[1.14. Problemes arésoudre

11.14.1. Probléme d’un solideimmergé dansun fluide

Considérons un solide immergé dans un fluide (de |’eau par exemple). Il est soumis sur toute sa
frontiére S & la pression de I’eau. Les lois de I" hydrostatique nous disent que cette pression est
proportionnelle ala hauteur d’ eau par rapport ala surface : p = —po gz, ou po est la masse volumique
del’eau, g I'accélération de la pesanteur et z la profondeur. Sur chaque élément de la frontiére S du
solide s exerce donc une force : On peut donc écrire comme condition aux limites sur la normale
extérieure a |I’éément de frontiere §. Les conditions aux limites donnent le vecteur de contraintes
en chaque point de frontiére.

Remarque. Si le solide est a une trés grande profondeur, il pourra ére |égitime de négliger la
variation de pression entre les divers points du solide et on remplacera la condition aux limite
précédente par : avec pp la pression régnant a la profondeur considérée. C'est également lecas si le
solide est plongé dans un réservoir sous pression.

11.14.2. Probléme d’une enceinte cylindrique sous pression

Considérons une enceinte sous pression interne po. La paroi interne du solide est soumise a cette
! H . . ’ =
pression et la condition aux limites s exprime comme : ¥ =- p,n sur S Si la paroi extérieure se

trouve al’air libre, aors elle est soumise a la pression atmosphérique. En mécanique du solide, la
pression atmosphérique est prise nulle, ce qui revient en fait a prendre comme origine des
contraintes la pression atmosphérique (cela est |égitime sur Terre, puisgue tous les objets sont

soumis a cette pression). On écrira donc sur la paroi extérieure la condition aux limites suivantes

= OsurSe et on parlera de surface libre. Remarque. En coordonnées cylindriques ou sphériques,
1 ) 1
nous écrirons: ¥ =- p,n sur S™ Soit # = p,e: D’ou

—_ int
Sy =- pO sur Slfn
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CHAPITRE |11
LOIS DE COMPORTEMENT MECANIQUE DES SOLIDES.

[11.1. Introduction

L e comportement mécanique releve de la réponse du matériau lorsqu'une force lui est appliquée.
Sous contrainte un matériau peut soit se déformer soit se rompre. Le type de déformation engendrée
dépend de I'intensité de la contrainte. Lorsqu'elle est faible la déformation est éastique: le matériau
retrouve sa forme originale lorsque la contrainte est levée. Si le retour vers la forme initiale prend
un certain temps aprés I'annulation de la contrainte on parle d'effet anélastique ou viscoélastique.
Des contraintes plus élevées peuvent mener a une déformation plastique: le matériau ne retrouve
pas saforme originale lorsque la contrainte est supprimée.
A haute température, une déformation plastique peut se développer avec un certain retard suite a
I'application de la contrainte, cet effet est appelé: fluage.
A plus forte contrainte on assiste a la fracture, le matériau casse et se sépare en plusieurs morceaux.
Si la fracture intervient avant que le matériau n'ait subi une large déformation plastique on parle

de fracture fragile; dans le cas contraire il sagit d'une fracture ductile.
[11.1.1. Diversité des comportements

Le but de ce chapitre est double : d'une part, nous alons décrire quelques-uns des
comportements types ; d’ autre part, nous alons introduire la terminologie utilisée pour caractériser
ces comportements.

Pour les métaux a température ambiante, le comportement est convenablement décrit par la courbe

de traction, résultat de I’essai de traction. On fait croitre la force F et on mesure |’ allongement

longitudinal e, .

B

(¥ (a3
A ¢
0 L0 " eL
Acier doux Acies dur et metaux non ferreux

La courbe se divise en trois régions. Larégion OA correspond a un comportement élastique linéaire,

dont les deux caractéristiques essentielles sont :
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Réversibilité : s, arrivé au point a on diminue la contrainte, on redescend suivant la méme

courbe;

Linéarité : la contrainte est proportionnelle a la déformation.
Cette région correspond ala déformation réversible du réseau cristallin.
A partir du seuil A, on entre dans la zone AB de comportement plastique, essentiellement caractérisé
par son irréversibilité : si, arrivé en b, on décharge, alors on redescend, non pas le long de la courbe
de charge bA, mais sur une droite bc paralléle a OA. En fait le comportement est alors a nouveau
élastique tant que I’on ne dépasse pas le nouveau seuil b. En particulier, on ne constate que la
déformation plastique entre A et b a eu comme effet d'élargir la région élastique. C'est le
phénomene d’ écrouissage.
Le point B correspond a |'apparition de la striction ; instabilité géométrique qui conduit a la
localisation de la déformation. La contrainte diminue alors jusqu’a rupture. En fait, il s'agit de la
contrainte apparente, ¢’ est-a-dire ramenée a la surface initiae et la contrainte vraie ramenée a la
surface réelle de la striction, elle, continue a augmenter. De toute fagon, la déformation n’est plus
homogene, et cette portion de courbe ne décrit pas directement le comportement. Qui plus est,

I” hypothése des petites déformations n’ est plus vérifiée.

o) fo .".I I

g

Mualdrios Tragiles

En compression simple, on obtient en général un comportement symétrique OAOBO(mais sans
striction). Pour certains matériaux fragiles (béton, fonte, roches, etc.), cependant, on obtient en
compression simple un comportement ductile, comme celui que nhous avons décrit, et en traction
simple, un comportement fragile conduisant a rupture tres rapide. Pour les métaux, on observe
souvent |’ effet Bauschinger : apres une décharge OAa en traction, |’ écrouissage qui se traduit par
une augmentation du seuil en traction, entraine également une diminution du seuil en compression,
alors qu’ au départ les deux étaient approximativement égaux.

La courbe de traction permet également de décrire le comportement d’ autres matériaux, comme le
caoutchouc, (comportement élastique non linéaire en premiére approximation) ou les sols. On

représente alors le résultat d’'un triaxial a p fixé, qui présentent un comportement de type
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élasto-plastique avec une région éastique tres réduite et avec ou sans pic suivant que le matériau est

initialement plus ou moins tassé.

...............

caoutchouc sols
Pour des matériaux comme les matieres plastiques ou les métaux a haute température, la courbe de
traction perd toute signification car elle dépend de maniére cruciale de la vitesse de déformation. On

caractérise aors le comportement par des sdefluage et de relaxation.

Matériau tluide Matériau type solide

Pour I'essai de fluage, toujours en traction ou compression simple, on impose une contrainte
constante et on observe la déformation en fonction du temps : I'application de la contrainte
s accompagne d’ une déformation instantanée, puis la déformation se poursuit, puis se stabilise, soit
Vers une constante, soit vers un état de fluage stationnaire a vitesse de déformation constante.
Si aun I'instant to on reléche la contrainte, alors la déformation de décompose en trois parties :

une déformation instantanée (recouvrance instantanée),

une déformation obtenue progressivement (recouvrance différée),

une déformation résiduelle qui subsiste,
Cette derniére pouvant disparaitre pour un matériau de type solide.
L’essai de relaxation consiste a appliquer une déformation constante, et a observer la contrainte

nécessaire.

Fluide Solide
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Si I'on pousse plus loin I'essai de fluage, on voit appardaitre aprés le fluage primaire (régime
transitoire) et le fluage secondaire (régime stabilisé) une zone de fluage tertiaire qui correspond au

phénomene d’ endommagement (détérioration du matériau qui conduit alarupture).

Fluage primaire

Fluage secondaire

Ce type de comportement dépendant du temps est appelé viscoplastique ou viscoélastique, selon
gu'il existe ou non un seuil en dessous duquel le comportement peut étre considéré comme
élastique. En premiére approximation, les matieres plastiques ont un comportement viscod astique

et les métaux a haute température, un comportement viscoplastique.
111.2. Elagticitélinéaire
[11.2.1. Description du comportement élastique

Le modé e de comportement le plus simple est e modéle éastique. Pour des matériaux ayant un
comportement éasto-plastique ou viscoplastique, ce modéle convient parfaitement, pourvu quel’on
ne dépasse pas le seuil de plasticité. Pour des matériaux ayant un comportement de type
viscoélastique, la transformation de Laplace permet de se ramener a un comportement éastique.
Méme pour des matériaux ayant un comportement plus complexe, un calcul éastique peut fournir
des résultats intéressants, par exemple « pour le calcul des fondations en mécanique des Sols ».
Enfin, la résolution numérique d'un probleme de mécanique des solides, avec une loi de
comportement quelconque, s effectue presque toujours par résolution d une suite de problémes
élastiques. 1l est donc naturel, dans un cours de mécanique des solides, de réserver une place
importante & ce modél e de comportement.

[11.2.1.1. Tenseur d'éasticité
Le comportement éastique est caractérisé par une relation linéaire entre contraintes et

déformations. Dans le cadre de I’ élasticité tridimensionnelle, cette relation S écrit :
SIJ :A]khekh eij:Lijkh .S kh
s =Agf Ou inversement e=L ¢ g (11.2)
ou Aijkh et Lijkh sont les composantes de deux applications A et L , inverses|’une de |’ autre, de

I’ espace des tenseurs symétriques dans lui-méme. Ce sont les tenseurs d’ élasticité. Souvent A est
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appelé tenseur de rigidité et L tenseur de complaisance. Compte-tenu de la symétrie des tenseurs
des contraintes et des déformations, on doit avoir, par exemple pour A ;

Ain = Ajikn Ajn = Ajink (111.2)
Nous ferons de plus sur ces applications les deux hypothéses suivantes :

U Hypothese thermodynamique —le tenseur d’ élasticité est symétrique
Aih = Anij (111.3)
U Hypothese de stabilité —le tenseur d’ élasticité est défini positif

Ao ° 868, afo (111.4)

La premiére hypothese est a peu prés invérifiable, mais elle conduit a une théorie bien plus
agréable et satisfaisante. La seconde a une signification tout afait claire, que nous verrons plus loin.
Compte-tenu des relations de symétrie (111.2) et (111.3). Constate que le tenseur d éasticité fait
apparaitre 21 coefficients. On peut le représenté par une matrice 6x6symétrique

ésnl;' (f—cn Cu CG3 Gy GCs ClGl]éelll;I

A

u é ué, u
(;% 22() éclz Cpr Cp Cy Cx Cx uéezz U
SuU_€&; Cp Cy Gy Cp CuUee,u
€ u=é ué a (111.5)
Saxg &u Cu Gy Cy Cp Cuuelanq
& U & ¢ c Uée_ U
& 3lg & 5 Cx GCs Cp Gy CSGl;IQ 31g
B0 s Cs G G Gs CUECUO

On peut auss obtenir le comportement élastique par une approche thermodynamique : un
matériau éastique est un matériau sans dissipation, ¢ est-a-dire un matériau dans lequel toutes les
évolutions sont réversibles. En se plagant d'un point de vue purement mécanique, puisgue la
dissipation j est nulle, larelation :

r%=sij% (111.6)
(en petites deformations ; D; =de; / dt)
Ceci incite aprendre I’ énergie interne u fonction des déformations
ru=w(e) (111.7)
Ou w est le potentiel élastique. En dérivant (111.7) et en identifiant avec (111.6), on obtient
s, ::11_: (11.8)
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L es déformations étant petites, on peut développer wen seriede Taylor ou a; est symétrique et ol
Aijk vérifie les conditions de symétrie (111.2) et (I11.3) qui, dans cette approche, sont

automati quement vérifiées. En reportant dans (111.8) il vient
Sy = & Al (111.9)
Qui montre que a; est nul puisque la configuration de référence est supposée libre de contrainte. On

obtient donc (l11.1), mais avec cette approche | hypothese thermodynamique (I11.3) est
automatiquement vérifiée, alors que I’ hypothése de stabilité (111.4) exprime le fait que I’énergie
interne du matériau atteint son minimum dans |’ état de référence : ¢’ est donc bien une hypothese de

stabilité. Autrement dit, il faut fournir un travail positif pour déformer le matériau a partir de son

état naturel. Nous introduisons égalementw * (s= ) , transformée de Legendre de w

vzl(s ) =S ;€ - w(g) (111.10)
Qui permet d’ écrire
ﬂW*
=V .11
ij ﬂs ! ( )

Finalement, en prenant w, = 0, on peut réecrire laloi de comportement éastique (1.1) sous laforme

1 1
W :EAijkheijekh =W :E L ijknS ijS kh

Tw _
ij ﬂ? - Aijkh kh
i (1.12)
Tw*
€ = =L kS kn
) ﬂS i J

[11.2.2 1 sotropie et anisotropie

Le tenseur d éasticité, qui caractérise complétement les propriétés éastiques du matériau dépend,
dans le cas |e plus général, de 21 coefficients. Fort heureusement, on peut restreindre ce nombre en
utilisant les symétries du matériau, ¢’ est-a-dire les propriétés d’isotropie ou d’ anisotropie. Lorsd’ un

changement de repéere, les matricess; et e, représentatives des tenseurs des contraintes et de

déformations. Lestenseurs d élasticitéA et L se transforment donc par

Aijkh = QmanQkahpAnnpq (I I 13)
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Les composantesAijkh du tenseur d’ élasticité, ou la matrice d’ élasticité (I11.5), dépendent donc du
repére choisi. Les propriétés de symétrie matérielle caractérisent les transformations qui laissent
invariantes ces composantes.

On dira qu'un matériau est isotrope s toutes ses directions sont équivalentes, c'est-a-dire si la
matrice d’ élasticité (I111.5) est indépendante du repere choisi. On doit donc avoir, pour Aij tout

orthogonal :
Al = QmanQkahpAmpq (111.14)

Si, au contraire, il existe des directions privilégiées, le matériau sera dit anisotrope et la matrice
d éasticité dépendra du repere choisi. Il conviendra de choisir au mieux ce repere. Pour caractériser
plus précisément |'anisotropie, nous introduisons le groupe d'isotropieV: groupe des
transformations orthogonal es laissant invariantes les composantes du tenseur d’ élasticité. Si I'on a
choisi un repere, Vesle groupe des matrices orthogonales vérifiant (111.14). 1l est clair que Vest
un sous-groupe du groupe orthogonal. Si Vet le groupe orthogonal tout entier, alors le matériau
est isotrope, sinon le matériau est anisotrope, et |’ anisotropie est caractérisée par V.

L’ origine physique de I’ anisotropie peut étre liée a la structure du matériau ou a son mode de

formation :
[11.2.2.1. Anisotropie de structure

monocristaux métalliques pour lesquels le groupe d'isotropie est dors le groupe
cristallographique. Pour les matériaux métalliques polycristallins, habituellement considérés
comme isotropes, cette isotropie est de nature statistique ; le polycristal est en effet formé de
la juxtaposition d’un grand nombre de grains monocristallins, donc anisotropes. L’isotropie
globale du polycristal résulte donc du caractére aléatoire de la répartition des orientations
cristallographiques de chacun des grains.
matériaux composites renforcés par fibres unidirectionnelles ou multi directionnelles.
matériaux composites stratifiés. Ces matériaux, de développement relativement récent,
permette d' obtenir des performances tres é evées.
matériaux fibreux naturels comme le bois.

Anisotropie de formation pour des matériaux initialement isotropes mais qui ont é&é rendus

anisotropes par les traitements subis::
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produits métalliques semi-finis obtenus par forgeage : téles minces obtenues par laminage et
qui présentent trois directions privilégiées (direction de laminage, direction transversae et
€pai sseur), barres obtenues par filage et qui ont une direction privilégiée.
roches ou sols de nature sédimentaire ou qu'ils ont subi dimportants tassements
géologiques.
On voit donc que les manifestations de I’ anisotropie sont variées. Nous avons présenté le concept
dans le cadre de I’ dasticité linéaire mais le probléme se pose pour tout comportement. Il s agit

néanmoins d' une question difficile et encore imparfaitement comprise.
111.2.2.2. Elasticité anisotr ope

Les propriétés de symétrie, décrites par le groupe d'isotropie G, permettent de réduire le nombre
des coefficients d élasticité. Nous allons envisager quelques cas particuliers correspondant aux
types d’ anisotropie que I’ on rencontre le plus fréquemment en mécanique.

A. Orthotropie

Il existe trois directions privilégiées mutuellement orthogonales et le groupe d’isotropie est formé
des symétries laissant invariantes chacune de ces trois directions (non orientées) ; c’'est a-dire des
Ssymeétries par rapport aux axes correspondants. Si nous choisissons le repere formé par ces trois
directions, alorsle groupe d'isotropie G est formé des quatre matrices :

g 0 Ou ¢é1 0 Ou &1 0 Ou &1 0 Ou
€0 105 0 -105; §0105; & -1 0 (111.15)
001y &0 -19 & 0 -19 &0 0 1§

En écrivant (1.14) pour ces matrices, on obtient directement la nullité des coefficients A,;;,, A,

A, AL, Etc, et lamatrice d éasticité alaforme suivante :
&0 éA By B, 000 uée, U
a é ué,
;;.% 2q Bz A By 0 0 05,y
25 33":’I eBlB BZS Al 0 0 0 @@33 l:I
€ u=é ué " a (111.16)
Sxy 60 0 0 C, 0 Opeexy
S, €0 0 0 0 C 0ug,u
€ u ¢ ue - u
.0 860 0 0 0 0 Cipeent

Pour un matériau orthotrope, la matrice élastique ne fait plus intervenir que neuf coefficients. La
matrice d’ élasticité associée aL , inverse de (111.16), a évidemment la méme structure. Cette forme
simple est liée au choix du repére associé aux directions d’ orthotrope.

Dans un autre repere, cette matrice aurait une forme plus compliquée, déduite de (111.16) par

(111.13). Des essais de traction sur des éprouvettes découpées dans les directions d’ orthotropie
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permettent de déterminer assez facilement les coefficientsA,, A, etA,, beaucoup plus difficilement
les coefficientsB,,,B,, et B,, . Quant aux coefficientsC,,C, etC,, ils sont trés difficiles a obtenir

expérimentalement. Physiquement, cette anisotropie s appligue par exemple aux toles laminées ou
aux matériaux composites renforcés par deux ou trois systémes de fibres dans des directions
perpendiculaires.

B. Symétrie cubique
Cest un cas particulier de la précédente ; il existe toujours trois directions privilégiées
mutuellement orthogonales, mais en plus, ces trois directions sont équival entes.
Physiquement, cette anisotropie est celle d’'un monocristal d’ un matériau cubique ou cubique a face

centrée. Aux matrices (111.15), il faut rgjouter les quatre matrices suivantes :

€ 104 € 01y & 0 oy € 1 0
gloou'.‘3010“‘9001“9001(J (11.17)

u:
g0 0 13 @ O 0g & 1 o €& O 0

Ainsi que celles qu’elles engendrent par produit entre elles et avec celles de (I11.15). On obtient

N

aors:
Sul A B B 00 Oueey
a Ué. a
28220 a A B 0O Ouéezzu
G,U_B B A 0 0 0Ue,U (111.18)
e u-e ué_ u '
Sxg 60 00 C 0 Opegeng
&,U0 € 0 0 0 C 0U&,U
e 'u e 1% ¢
6,0 60 0 0 0 0 Cpéeni

Forme qui ne fait intervenir que trois coefficients A, B et C. Physiquement, cette anisotropie
correspond, par exemple, a un matériau composite renforcé par trois systemes de fibres identiques
et dans des directions perpendiculaires. Elle correspond aussi a un monocristal en systéme cubigque
ou cubique a face centrée. Plus généralement, on sait construire les matrices d’ éasticité associées
aux divers systémes cristallographiques, mais ce type d anisotropie intervient rarement en
mécanique.

C. Isotropietransverse
Le matériau a une direction privilégiée, et le groupe d’isotropie G est |e groupe des transformations
laissant invariante cette direction non orientée. Nous choisissons un repere ayant I’ axe x3 comme
direction privilégiée. Le groupe G est alorsformé :

@ desrotations autour de x3 (d' angle quelconque) ;

@ des symétries par rapport aux droites du plan X;X,.
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C’ est donc le groupe des matrices de laforme::

laecosq sing 06
: G sing cosq O:
fg O 0 1p
-:-a@osj sinj 06
::: ¢sng - cosq O:
i& O 0 15

(111.19)

Par conséquent, on peut obtenir la forme suivante pour la matrice d éasticité

e,
gé. 0
aec2()
Uée,, U
ué " u (111.20)

-
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Il reste cing coefficients d’ élasticité. Les coefficients D et E S obtiennent par un essai de traction sur
une éprouvette parallele aladirection privilégiée, les coefficients A et B, par un essai de traction sur
une éprouvette perpendiculaire a la direction privilégiée, enfin le coefficient C peut s obtenir par
une expérience de torsion sur un tube minée paralléle al’axe privilégié. C'est le type d’ anisotropie
gue I’on rencontre le plus fréguemment : composites renforcés par fibres unidirectionnelles,

composites stratifiés, bois, barres obtenues par filage, roches et sols sédimentaires, etc.
111.3. Elasticité linéair e isotr ope

I11.3.1. Coefficients d’éasticité

Pour un matériau isotrope, sans direction privilégiée, les composantes, du tenseur d’ éasticité
doivent vérifier larelation (111.14) pour toute matrice orthogonale Qij . On vérifie facilement que le
tenseur :

Ay =1 dydy, +m(d,s , +d,d, ) (111.21)
Satisfait a cette condition. Réciproquement, on peut montrer que cette condition ne peut étre
vé&ifiée que s le tenseur d éasticité a la forme (111.21). En écrivant (111.1), on obtient la loi de
comportement :

s; =Is;&,+2neg, (111.22)

Ou en composant

sn=( +2mle, +l e, +l ey (111.23)
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Sip =208y, (1111.24)

Ce qui donne pour lamatrice d’ élasticité :
La matrice d' élasticité a la méme forme que pour un matériau a symeétrie cubique, avec en plus la
relation :

C=A-B (111.25)

C’est normal puisque I'isotropie est une restriction plus forte que la symétrie cubique. En fait, on
peut construire (I111.21) ou (111.24) en remarquant que la relation (I11.14), vraie pour toutQ
orthogonal, doit I"étre en particulier pour les Q, (111.15) et (111.17), ce qui donne (111.18). Larelation
(111.25) se démontre alors en prenant pour Qij une rotation quelcongue, par exemple une rotation
infinitésimale d’angle dq autour de C, .
Pour calculer les coefficients Aijkl de la loi de comportement inverse, nous prenons la trace de
(111.22) :

Sk =(3 +2m)e, (111.26)

qui donne les déformations en fonction des contraintes :

e =—S.-—————-S S [11.27
ij 2m ij 2m(3| +2m) kk* ij ( )

Aing, la loi dastique linéaire isotrope générale dépend de deux coefficients, les coefficients de
Lamé | etm. Pour dégager leur signification physique, et en particulier pour les mesurer,

envisageons quel ques états de contraintes et de déformations particuliers.
I11.4. Forme de coefficients de quelques états particuliers

1. Tension ou compression hydrostatique

Maintenant notre volume éémentaire a un tenseur de contraintes sphérique de pression p
(figurell1.1):

Fig. 111.1. Pression uniforme
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ae p O 0 ('j
s](6.8,.&)=¢0 -p O (111.28)
éo b5
Larelation de cet éat donne alors :
s,=sd, , e =edij, s=(3 +2me (111.29)

3K =3 +2m Est le module derigidité ala compression.

Signe moins sapparait. La déformation correspondante est:

=y ad 0 06 8é000
)=——— p(1- )90 1 0: —'p‘?o 1 0° (111.30)

e](&.8,.& .
éo 0 1fa éo 0 1,(j

Hl y 'z

Ou I’on introduit le module de compressi bi lité:

_E
K= =M -u (111.32)

On note que le cube est réduit de la méme maniére dans les trois directions du fait de I’ isotropie .La

réduction relative de volume est latrace du tenseur des déformations.

_ P
€, t€ey, +ess - E

Le module de compressibilité K relie la pression au changement de volume: c'est un raideur
volumique, PlusK est élevé moins le volume est réduit pour une pression donnée.

2. Cisaillement simple
Sallicitons maintenant notre élément de volume avec un tenseur de cisaillement simple illustré sur

lafigurelll.2:

Fig. I11.2. Cisaillement simple
Laloi de comportement pour cecas:
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1 & g 006
i _¢ =
Iuij_éo 0 o:
0 0 0}
? e (111.32)
ls=¢my 0 o0
S0 o o

L’ état de contrainte est un cisaillement simple, G = m est le module de rigidité au cisaillement ou

module de Coulomb.

3. Traction simple
On applique une force de traction dans une direction comme montrée dans lafigure 111.3.

D’apréslaloi de comportement (111.27), on a:

I = 0 06
-:-s==§0 0 o
f & 0 0y
1.' e (111.33)
'|' w,_ O OO
:::g=90 e, 0>
[ S0 0 ep
Avec:
[ +m S I
e =————S =— ee =-———S =-\e 111.34
“ m(3 +2m)” e & 2m(3 +2m) ) (111.34)
ou E, module d’Young, et v est |e coefficient de Poisson, sont donnés par :
i__m(3 +2m)
PE= | +m
1 (111.35)
"'v:I—
fo2( +m)
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Ainsi, on peut obtenir par un essai de traction le module d'Young et |le coefficient de Poisson : le

module d' Y oung est |a pente de la courbe de traction (qui est rectiligne dans le domaine éastique),

et la mesure de la contraction transversale donne le coefficient de Poisson. On peut ensuite a partir

de E et v caculerl ,met Kpar:
E VE . E

1) Ty T

On peut également réécrire (111.27) avec E et v, et il vient :

_1+v v d
eij _?Sij - Eskk ij

Ou en composantes :
_ 1, .
ell‘E@ll' V(S 22 +833)H

1+v 1
€ =—(—

E S12 _Eslz

Lamatrice d’ élasticité inverse de (111.24) peut alors s écrire :

¢, €l -v -v 0 0 0ués,u

VAN -

e, u é U
éezzg é'V 1 -v 0O Ol:lgszzlfj
G,U_16-v -v 1 0 0 0G& U
e u-—¢ aé T a
€xy EQD 0 0 1+v 0 OpsS»y
geslg @0 0 0 0 1+v O@%glg
& 95 ué *g
@12& é) O O O O 1+V0@12g

I11.5. Généralisation

Vad deux points importants a retenir sur les matériaux éastiques isotropes:

(111.36)
(111.37)
(111.38)
(111.39)

Dans le comportement élastique isotrope, les cisallements et élongations sont tout a fait
découplés. C en ’'est pas le cas dans les milieux anisotropes comme les matériaux

composites;

Le comportement n’ est caractérisé que par deux parameétres scalaires. Ces deux para- metres
peuvent ére au choix: le module de Young E et le coefficient de Poisson, les deux
coefficients de Lamé, A et 1, ou les modules de cisaillement et de compressibilité K.

- Notez quel’on aforcément -1<v <1/2.
Laloi de Hooke peut se mettre sous laforme:

s=C e:

S :Cujmekl;

C :id d +——— d.d
i T g (1+u)(1_ 2u) i Yu
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Ou sous forme inverse:
1 E
e=D:o ;&= Djuwow ; Dijw= %5“(5“-; Gij Ou (111.41)

l

Letenseur C d' ordre 4 est |le tenseur d’élasticitéet?), son inverse.

Ces deux tenseurs s expriment al’ aide de 34=81 composantes. Il n'ya, en fait, que 36 composantes
indépendante car ces tenseurs possédent les symétries suivantes (qui proviennent de la symétrie des
tenseurs € et ¢ ainsi que de |’ existence d’ une énergie):

Cijw=Cuii=Cjik=Cijix ; Dijx=Duij=Dji=Diji (111.42)
Les 36 composantes peuvent étre rangées dans un tableau6* 6 et les lois de comportement s écrivent

aors:
Eﬁllu é].-U U U O O O U@lll:l
a & 1€, U
S0 gu l-u 0 0 0 aczg
& ;0 E é u u 1-u 0 0 0 ée,u (11143
€ U= é ué. :
Spg (tu)(-2200 0 0 -2 O 0 1oy
éslau é 0 0 0 0 1-a 0 9%13@
é u é ae “u
6 20 e 0 0 0 0 0 1- 24,0
Et inversement:
i@lllzl él -U -U O O O l]@lll:l
e, u @& ué. U
&2y gu 1 -u O 0 0 ae 20
&0 16u -u 1 O 0 0 ués U
8 i==¢ Gé 2 (111.44)
&,y Eg0 0 0 1+u O 0 182y
.,0 €0 0 0 0 1+u O U& U

aé “q
&0 g0 0 O 0 0 1l+uges 5

Compte tenu du caractére isotrope de laloi de Hooke, les tableaux 6*6 seront les mémes quelle que
soit la base orthonormée choisie. Par exemple, ils seront les mémes pour des coordonnées
cylindriques ou sphériques.

Pour terminer, le tableau 111.2 donne les modules élastiques approximatifs de quelques matériaux
usuels La plupart des métaux usuels sont, en bonne approximation, isotropes. 11 en va de méme pour
la pierre, le béton, le verre...et pour les résines armeées de fibres réparties uniformément dans toutes
les directions. Le module de compressibilité du caoutchouc est infini puis que ce matériau est

incompressible.
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M atériaux n E(Mpa) m(M pa) K(Mpa)
Acier 0.3 205000 78800 170800
Aluminium 0.33 70000 26300 68600
Verre ordinaire 0.22 60000 24600 35700
Béton 0.2 30000 12500 16667
Plomb 0.45 17000 5860 56700
Pléxiglas 0.36 3000 1100 3570
Bakélites (polypropylene) 0.37 1000 365 1280
Caoutchouc 0.5 2 0.67 ¥
Tab. I11.2. Modules élastiques appr oximatifs de quelques mat ériaux
Les coefficients d' élasticitéE,| , m et Ksont homogenes a des contraintes, tandis que le

coefficient de Poisson v est sans dimension.

I11.6. Criteredelimite d’ dlagticité
[11.6.1. Forme généraledu critére
Le modéle élastique représentait le comportement des matériaux métaliques dans la région

élastique, ¢’ est-a-dire tant que I’ on ne dépassait pas le seuil de limite éastique (figure 111.4).

T A

opF=—-

v

0 -
Fig. I11.4. Comportement d’un matériau métallique.
Pour justifier les calculs issus de ce modéle, il faut donc vérifier, aprés avoir résolu le probléme, que
ce seuil n'est pas dépassé. C'est le principe du calcul élastique des structures ou des éléments de
construction. Dans le cas unidimensionnel, cette vérification se réduit a s assurer que :

s|<se (111.48)

En appelant s e , lalimite élastique en traction simple, dont la valeur est également tirée de I’ essai
de traction. Dans le cas tridimensionndl, il faut vérifier un critere de limite d élasticité qui, de
maniere général

f(s)<o0 (111.49)
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Ou f est une fonction réelle, 1a fonction seuil éastique, qui limite, dans |’ espace des contraintes, la

région élastique dans laquelle doit rester le point représentatif des contraintes. Cette fonction doit

vérifier les symétries du matériau, et doit donc étretelle que:

f(QQsy)=T(s;) (111.50)
Pour toute matriceQ, orthogonale. En particulier, pour un milieu isotrope, la fonction doit vérifier
I'identite (1.50) pour toute matriceQ, orthogonale. On dit alors que lafonction f est isotrope, et on
montre que f est uniquement fonction des invariants principaux des , ou ce qui revient au meme,

fonction symétrique des contraintes principales :

f(s)=1(1,9,,33)= T (s,5,.5,) (111.52)

Plutot que lesinvariantsl,, |, etl,de s , on préfereintroduire |, lié alapartie spherique de s et les
invariants J,du déviateur de s . En effet, ces variables permettent d obtenir directement la surface

seuil dans |’ espace des contraintes principales. En particulier, s J,n'intervient pas dans f alors

cette surface seuil est de révolution autour de I'axe hydrostatique. Pour les métaux, on a montré
expé&rimentalement qu’'une pression hydrostatique, aussi élevée soit-elle, ne produisait aucune
déformation plastique. Nous pouvons donc supposer que la partie sphérique du tenseur des

contraintes n’intervient pas dans f :
f(J,,;)<0 (11.52)

Dans I’ espace des contraintes principales, la surface seuil est un cylindre de génératrice paralée a
I’ axe hydrostatique.

Le seuil sera donc complétement défini par |’ intersection de la surface seuil avec le plan déviatoire
ou plutét, compte tenu des symétries, par cette intersection limitée a un secteur de 60 degrés, le
reste étant complété par symétrie. 1l va de soi que la détermination expérimentale de cette courbe
est tres difficile.

~

66



CHAPITRE 11 LOIS DE COMPORTEMENT MECANIQUE DES SOLIDES

Pour d'autres matériaux, en particulier pour les sols, la pression moyenne -s :éskk intervient

crucidlement dansf. On suppose aors souvent que la contrainte principale intermédiaire

n'intervient pas dans f , ¢’ est-a-dire que f(s,,s,,S,) dépend uniquement de la plus grande et de

lit plus petite des contraintes principales :
f=f(,,5;)EO0 s s,3s,35s, (111.53)

Il ressort que dans la représentation de Mohr, seul intervient le plus grand des trois demi-cercles.
Le critére est alors complétement défini par la courbe intrinséque C, enveloppe des demi-cercles

limites, c' est-a-dire correspondant a f = 0. C’est le critére de la courbe intrinseque.

[11.6.2. Critéresdevon Miseset de Tresca

Pour les métaux, ou plus généralement pour les matériaux dont le critére peut s écrire sous laforme
(111.52), on utilise habituellement les critéres de limite d’ é asticité de Von Mises ou de Tresca. Le
critere (111.52) peut s écrire sous laforme:

-3, < (3s) (111.54)
Qui définit I’équation polaire du courbe seuil dans le plan déviatoire 11 . Le critére le plus smple
Sobtient en écrivant que k ne dépend pas de J, autrement dit que le cylindre seuil est de

révolution.
1. Critéredevon Mises
Cecritere s écrit :

1
'JZ:E%% <k (111.55)

Ou Kest une constante, caractéristique du matériau, que I’on peut relier a la limite éastique en
tractions , . En traction simple en effet, le critére (111.55) donne::

2

1 _S <k
SH% T3 (111.56)
Soit, par comparaison avec (111.48), k =s 2 /3 Lecritére de Von Mises s écrit donc :
1 s 2
8% =% (111.57)

On peut en donner diverses interprétations physiques. Par exemple, |’ énergie de déformation w se

décompose en deux parties, une partie due a la dilatation, et une partie due a la distorsion, ou
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déformation sans changement de volume. Donc, le critére de Von Mises exprime que I’ énergie de

distorsion ne doit pas dépasser un certain seuil:
1
Weig —In%s«j <Wiin, (111.58)

On peut également introduire les facettes octaédriques normales aux quatre tri-sectrices des
directions principales (ainsi nommeées car elles forment un octaédre). Les contraintes normale et
tangentielle associées a ces facettes sont appel ées contraintes normale et tangentielle octaédriques.

En repere principal, un calcul direct montre:

Toctzsl+52+53:£
" 3 3
ot _ 1 2 2 2_ 2
T, _5{(51'52) +(52'53) +(ss'sl) _'5‘]2 (111.59)

z3 (03)

Le critere de Von Mises exprime donc que la contrainte tangentielle octaédrique ne doit pas

dépasser un certain seuil
t
T <T,., . (111.60)

Le critere de Tresca exprime que la contrainte tangentielle ne doit pas dépasser un certain seuil.
2. CriteredeTresca

Cecritere s écrit :
u
T, =T <k (111.61)

En un point donnég, il faut donc vérifier que le maximum de la contrainte tangentielle, lorsque la

facette varie, ne dépasse pas k. on peut écrire cette condition comme suit :
_Si1-S, .
supT, _T<k ; S,%s5,3%s, (111.62)

Et comme pour le critére de Von Mises, on obtient lavaleur dek en identifiant a (111.62) dans le cas

delatraction simple. Il vient :
$;-S3<S.; s,;3s,3s, (111.63)
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Le critere de Tresca est un critere du type (111.62), la courbe intrinséque étant ladroite T, =s /2

AT

.
.:!"

1
Les deux critéeres de Von Mises et Tresca S appliquent aux métaux. |ls conduisent a des résultats
|égerement différents. Lalimite élastique T devient :

— ] Se/2...pour Tresca

Te _{ s e/+/3.... pour Von.Mises (111.64)

Dans |’ espace des contraintes principales, la surface seuil est un cylindre abase circulaire pour Von

Mises, hexagonale pour Tresca

AT

T

La figure ci-dessus montre |’intersection de ces cylindres avec le plan déviatoire et avec le plan

s, =0, description qui conviendra pour les états de contraintes planes. Pratiquement, ils conduisent

a des résultats suffissmment voisins pour que, dans les applications courantes, on puisse utiliser
indifféremment I’ un ou I’ autre.
On utilisera donc le critére de Von Mises lorsgue I’on connaitra le tenseur des contraintes par ses

composantes, puisgue ce critére s'exprime alors par larelation :

(Sll' S22)2"'(522' S33)2"'(533' S11)2"'65122"'65223"'65321<2‘5e2 (111.65)
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Ce critére se préte donc bien aux calculs analytiques ou numériques. On utilisera le critéere de
Tresca (111.62) lorsque I’ on connaitra a priori les directions principales du tenseur des contraintes ;

il conduiraalors ades calculs plus simples que le critere de Von Mises.

[11.7. Problemes a résoudre
[11.7.1. Probléeme 1
Quel est I’allongement d’ un fil de 1 m de long et de section S=1mnY =10 °m* accroche au

plafond, au bout duquel on fait pendre une masse de 1 kg?
« Contrainte: s =mg/S=(1"9,8)/10° ; 10" pa
* Allongement : Al = exlg = c.lo/E.
- Fil denylon: Al =1cm
- Fil de caoutchouc : Al =5 m! On est sorti du domaine linéaire —
Hooke n’est pas valable.
- Fil d'acier : Al =50 pm.

[11.7.2. Probleme 2 : COMPRESSION UNI-AXIALE SELON L'AXE (Oz)
On considére la compression d’une barre maintenue sur les cotés de facon que ses dimensions
latérales ne puissent pas varié (contrairement au cas de la traction uni-axiale on appliqueici une

contrainte sur les surfaces latérales pour les empécher de se déplacer)

e=% 0 o
éo 0 eg
On obtient donc pour le tenseur des contraintes :
Ev
S - = e=
1+v)(1- 2v) Y
s = E- v)
“(1+v(A- 2v)
S,y =5,,=5,=0

En désignant |aforce de compression par unité de surface par S z =—P,ona:

_ (1+v)a- 2v)
Z E(1-V)

e, =S, =-p—r

xx w pl-v



CHAPITRE 11 LOIS DE COMPORTEMENT MECANIQUE DES SOLIDES

L’ énergie libre dlastique de labarre s écrit :

F,=F-F,= E & es + v ezug
21+v) & 1-2v 4
- p? (1+V)(1- 2v)
“ 26 1-v

111.7.3. Probléme 3 (Examen N°1 2018)
Pour les trois cas trouver le tenseur de contraintes et de déformation, sachant que le comportement

est dlastique linéaire isotrope.

i S
e =-——
iu,=b 3 +2m
U =ax _ gl o0 i
1-1a10 ;2-jU,=bx, ;3-8 i=]j
U, =bx, .:.eij=0,8| il
T
1 I
Avec: € =5-S- ij> Kk
2m 2m(3 +2m)
[11.7.4. Probléme4

Un réservoir sphérique soumis a une pression intérieure P; une pression externe P,, les forces

volumiques ne sont pas négligeables.

7 tw

Définir les conditions aux limites pour les trois cas :

1. Leréservoir en statique.
2. Leréservoir en dynamique.

3. Leréservoir en quasi-statique.
[11.7.5. Probleme5 (Examen N° :01 (2019))
Question

Expliquer le phénomene d’ écrouissage et |’ effet de Banchinger ?
Laloi de Hooke généralisée s écrit sous laforme suivante :
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S ij = C|jk| €y
Monter que le tenseur des rigidités élastiques est symétrique
Probléme : Une plaque carrée*’ d’Acier’’ est soumise a un vecteur de déplacement suivant :

U, :%gLSXZ - 3xy +50§

_ 1

U.=—
2 10°

gl5y” - xy + 20§

-Quel est letype de ce probléme ?
-Calculer letenseur | et 11 en*” HPP'’, si e comportement est élastique linéaire isotrope, avec E=
210 GPa etu =0.3
-Peut- on-Utiliser lathéorie d’ élasticité plague ? Justifier votre réponse ?
-Maintenant une éprouvette de cette plaque est soumise aun detraction et le tenseur de
contrainte | est donnée sous laforme suivante :

1$,=5;=5,=S5=5S,=0

%s , =S =10 MPa
-Laloi de comportement est donnée sous laforme suivante :

S = Wﬁ_m)d” tr(e) + %eij
-Trouver le tenseur de déformation Il ?
-Ecrire les constantes (les coefficients) de LAME en fonction de module d’ Young et le coefficient
de poisson si |e tenseur de déformations s écrit sous la forme suivante :
e = is i - I—dij S
2m " 2m(3 +2m)

-Calculer les déformations et |es constantes de Lameé ?

[11.7.6. probléeme 6 (Rattrapage 2019)

Exercice 01 : letenseur de contrainte pour un de traction est donné par :

é u
©0 0
N U
|—§0 0 0 l;l
é E U
0 —=sy

§ 0 574

a) Caculer letenseur de déformation si laloi de comportement est donnée par larelation

suivante:
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s; =1 d;e, +2ne,
b) Calculer lesconstantes E etu en fonctiondel etm.

¢) On donne maintenant laloi de comportement en fonctionde et par larelation suivante::

1+u u
eij =—=S ij +_di's Kk
E J

Et le vecteur de déplacement d’ un point dans un solide par :
10°U =50- 3xy +15x°
'If105.v =20+15y?- xy
d) Quel est letype de ce probléme ?
€) CaculerenfonctiondeX,y, E etu lestenseurs| et |l pour un état de déformations planes.
f) Calculer lestenseur | et 1l dans les points M1(1,1) et M»(2,2) d’ un solide dont |le module de
Young E =3.10°kgf / mnr et le coefficient de poisson u =0.2
g) Ecrirel’ éguation d équilibre.
Exercice 02 :
En associant un ressort de raideur avec d’ autres éléments de type Maxwell comme indiqué dans la

figure.

-Déterminer laloi de comportement du solide correspond a ce modéle ? (Voir chapitre V).
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CHAPITRE IV
TECHNIQUES MECANIQUES ET NUMERIQUES DE
CARACTERISATION DES MATERIAUX.
V. Introduction

A cause de besoins en matériaux de pointe et importance de leur caractérisation pour
l'avancement des technologies actuelles, les recherches sont toujours en progression, et les
spécialistes recourent vers les meilleurs matériaux qui s adaptent avec leur utilisation en industrie,
et pour cet objectif la caractérisation joue un role trés important pour identifier les propriétés
mécaniques des matériaux. Dans cet axe de caractérisation il existe plusieurs techniques, tel que les
techniques optique, mécanique, numérique, thermique, éectronique,...etc. Dans ce chapitre les

méthodes mécaniques et numériques sont résumées d’ une maniere simple.

IV.1. Méthodes de caractérisation mécanique des matériaux

L es essais mécaniques sont |'étape indispensable pour accéder aux grandeurs caractéristiques des
matériaux, du module d'Young alalimite d'élasticité, en passant par la ténacité ou larésistance ala
fatigue, et ce dans des conditions variables, par exemple de température ou de vitesse de
sollicitation.
Le propos de ce chapitre est de présenter les techniques expérimentales les plus couramment
utilisées, aussi bien dans les laboratoires universitaires quiindustriels, pour caractériser le
comportement mécanique des matériaux. Les techniques abordées seront : les essais uni-axiaux
(quasi-statiques et dynamiques), les essais multiaxiaux, les mesures d'indentation, les essais de
fatigue et les techniques gravitant autour du phénomeéne de rupture. En outre, les annexes apportent
un complément sur les méthodes de mesure de la déformation et de |a contrainte.
Il sagit ici de donner les grandes idées et les modes opératoires propres a chacune des techniques
abordées, sans entrer dans trop de détails, chacune d'entre elles pouvant faire I'objet d'un ou de
plusieurs ouvrages a elle toute seule. L'intention de ce document est de donner un "bon sens
physique" au futur ingénieur sur ce que |'on peut mesurer, comment et avec quelle précision, dans
un temps relativement restreint, I'annexe C ala n de ce document sefforcant de proposer quelques
pistes pour aller plusloin.

I'V.2. Essais mécaniques uni-axiaux
IV.2. 1. Introduction

La caractérisation des lois de comportement des matériaux sur une plage de vitesses importante
implique d'utiliser des techniques variées, avec des précautions propres a chacune d'entre elles. Les

résultats sont d'exploitation plus ou moins aisée, et I'on distinguera les essais quasi-statiques et les
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essais dynamiques. Les premiers permettent, par leur caractére uni-axia, une exploitation
relativement directe des résultats, alors que les seconds, qui impliquent des vitesses de déformation
élevées, imposeront une modélisation qui prend en compte la propagation des ondes él astiques dans
les matériaux et pourront imposer |'utilisation des é éments finis an d'étre "proprement” compris. La
figure IV.1 présente les techniques a utiliser en fonction de la vitesse de déformation a laguelle la
loi de comportement du matériau doit étre évaluée.

Toutes ces techniques ne peuvent pas non plus mettre en jeu les mémes énergies, et ne
permettent donc pas de caractériser des échantillons de méme taille. Certaines d'entre elles sont tres
consommatrices de matiére, ce qui peut poser des probléemes de colt ou de faisabilité, alors que
dautres peuvent étre pénaisantes en ne permettant pas de tester des échantillons de taille
satisfaisante. Tout cela dépend, bien slr, de ce que I'éude est appel ée a caractériser.

Maintenant nous présentons quatre types d'essai : les essais de fluage et |'essai de traction (quasi
statique) d'un usage tres répandu, alors que les deux autres, traction a grande vitesse et essais
Hopkinson, par leur complexité de mise en oavre, se rencontrent plutét dans le cadre des

|aboratoires de recherche.

1V.2.2. Fluage

Le fluage d'un matériau se produit a haute température et correspond a un régime de déformation
lente, sous charge constante, la contrainte étant potentiellement inférieure a la limite d'éasticité.
Ces essais intéressent donc les domaines ou les matériaux sont soumis a des températures éleveées,
tels que I'aéronautique ou le nucléaire.
Les essais de fluage nécessitent |'usage d'une machine de mise en charge, d'un four et d'un
extensomeétre. Dans | e cas des métaux, les essais de fluage sont le plus souvent effectués en traction,
guoique des essais de compression soient également possibles pour des matériaux fragiles, le risque
d'endommagement étant plus limité dans ce mode (les mesures perpendiculaires a l'axe de
sollicitation ne pouvant pas se dével opper).

IV.2.1.1. Eprouvettes

Les éprouvettes de fluage sont analogues a celles utilisées en pour les essais de traction uni-
axiale ordinaires : éprouvettes cylindriques ou plates (Fig. 1V.1), encore que d'autres géométries
peuvent étre utilisées selon la disponibilité du matériau ou les contraintes géométriques. Il est
préférable, toutefois, étant donnée la faible vitesse de déformation, de disposer d'éprouvettes

relativement longues pour augmenter |a précision de la mesure du déplacement.
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Fig. IV.1. Eprouvettes detraction plates et cylindriques ; les extr émités sont plus épaisses pour moins
se déformer, elles seraccordent ala section utile (plus étroite et longue pour obtenir un éat de
contrainte réellement uni-axial) par des congés usinés defagon a éviter detrop fortes concentrations
de contraintes (donc avec un rayon de cour bure aussi grand que possible).

IV.2.1.2. Dispositif de char gement

Lors d'une expérience de fluage, il est plus courant de travailler a charge qu'a contrainte
constante, toutefois il est possible d'effectuer des essais a contrainte constante, ce qui implique de
faire varier la charge appliquée au fur et & mesure de la déformation de I'échantillon. Les dispositifs
de fluage sont généralement composes d'un poids et d'un bras de levier relié & un mors sur lequel
I'éprouvette est axée. |l peut étre nécessaire, pour conserver |'équilibre de cette balance, de disposer
d'un moteur qui compense I'élongation de I'éorouvette, les dispositifs correctement congus pouvant
tout de méme assurer une précision satisfaisant les normes pour des angles du bras de levier de
I'ordre de 10°. Il faut porter une attention particuliere a I'alignement des tétes damarrage, an de
limiter les moments de flexion imposés a I'éprouvette (la norme ASTM recommande une
déformation en flexion inférieure a 10 % de la déformation axiale).

Une étape sensible de I'essai de fluage est la mise en charge qui doit étre accomplie de fagon
soignée pour éviter de perturber I'essai. L'éprouvette doit déja étre a la température de |'essai pour
cette opération. La mise en charge peut étre réalisée soit de maniere "instantanée" pour sapprocher
de la courbe théorique de usage, mais cela peut entrainer une perturbation du dispositif de mesure
de la déformation ou un effet de choc sur I'éprouvette qui entraine I'apparition d'un transitoire.
Autrement, on peut procéder & un chargement progressif qui a I'avantage d'ére reproductible, soit
par paliers discontinus (gjout de masses), soit en augmentant contindment la charge, typiquement a

I'aide de petites billes de plomb.
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balancier

four

—— echantillon

| — LVDT .___(

systeme de
pilotage

" Fig. IV.2. Dispositif d'essai defluage.

1V.2.1.3. Four thermique

Les fours utilisés sont en général des fours tubulaires a résistance éectrique qui chauffe par
radiation. Les variations de température ayant un impact fort sur les résultats de usage, il est
important d'assurer un controle précis de la température (Ia norme e une variation maximale de +
1,7 - C au dessous de 980- C et + 2,8° C au-dessus. La montée en température a elle seule peut
durer plusieurs heures pour éviter de dépasser latempérature d'essai, ce qui invaliderait les résultats.
La mesure de température est généralement effectuée par un thermocouple sur I'échantillon. Les
éprouvettes longues peuvent imposer dutiliser plusieurs thermocouples afin de sassurer de
I'hnomogénéité de latempérature.

1V.2.1.4. Mesure des déplacements

La mesure du déplacement est effectuée par extensométre. Dans le cas des essais de fluage, 1a
température élevée interdit le plus souvent de placer |I'extensométre directement dans le four et on
utilise un systeme de tiges capables de supporter latempérature d'essai, transférant la déformation a
un LVDT comme présenté sur lafigure 1V.3. Il est aussi possible de faire appel a de I'extensométre
sans contact, ce qui implique de disposer d'une fenétre dans le four pour suivre le déplacement des

points de la surface pris comme reperes.
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u

micrometre
d'ajustement

Zone utile de 'éprouvette

Fig. IV.3. Dispositif de mesur e dela déformation pour defluage.

1V.2.1.5. Résultats de fluage
Typiquement, le fluage des matériaux présente trois phases : le fluage primaire, pendant lequel la
vitesse de déformation décroit continment, le usage secondaire, a vitesse de déformation
minimum, et enfin le fluage tertiaire pendant lequel 1a vitesse de déformation augmente jusgu'a la
rupture de I'échantillon. Lafigure 1V .4 présente une courbe type d'essai de Fluage.
A
ef 111

11

|

——

t
Fig. 1V.4. Courbe de différentstypes de fluage.

V.2.2. Essaisde traction

L'essai de traction constitue un des essais les plus utilisés pour la caractérisation mécanique des
matériaux. Etant purement uni-axial du moins tant qu'il n'y a pas de striction (diminution
catastrophique de la section de I'éprouvette au centre de celle-ci), il permet de saffranchir des
méthodes de calcul inverse pour aboutir directement a une loi de comportement uni-axiale. Il
permet de déterminer de nombreuses grandeurs normalisées, comme la contrainte a rupture, la
contrainte maximale, la limites d'élasticité, etc. nécessaires dans les calculs de structure. Nous
donnons ici tout d'abord la description générale d'une machine de traction, puis des éléments

concernant les éprouvettes, les mesures de déformation et de charge appliquée.
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pilotage

systeme hydraulique

Fig. 1V.5. Exemple de dispositif detraction.

IV.2.2.1. Présentation de machinedetraction

Une machine de traction est constituée d'un béti portant une traverse mobile. L'éprouvette de
traction, vissée ou enserrée entre des mors, selon sa géométrie, est amarrée a sa partie inférieure ala
base de la machine et a sa partie supérieure a la traverse mobile (dans le cas d'une machine
mécanique) ou au vérin de traction (dans le cas d'une machine hydraulique). Le déplacement de la
traverse vers le haut réalise la traction. Une machine de traction comporte une cellule de charge, qui
permet de mesurer |'effort appliqué al'éprouvette et le déplacement de I'éprouvette peut étre suivi de
diverses facons. Les dispositifs expérimentaux sont généralement asservis et peuvent étre pilotés a
vitesse de montée en charge, a charge constante, a vitesse de déformation constante, etc. selon ce

qui peut étre proposeé par le systéme de pilotage.

1V.2.2.2. Eprouvettes detraction

Les éprouvettes de traction adoptent deux géométries : cylindrique ou plate. La section doit étre
constante sur une longueur suffisante pour obtenir un état de contrainte homogene pendant |'essai.
Aux deux extrémités sont usinées des tétes d'amarrage avec des rayons de courbures suffisamment
grands pour éviter des concentrations de contrainte excessives. Dans le cas des éprouvettes plates, le
centrage de I'éprouvette peut devenir problématique si des trous calibrés ne sont pas percés dans les
tétes.
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1V.2.2.3. Mesure et calcul du déplacement

La mesure du déplacement peut se faire de deux fagons : soit en mesurant le déplacement de la
traverse, soit en placant un dispositif de mesure sur la section utile de |'éprouvette. Les mesures
peuvent atteindre une précision denviron 1 a 0,1 um avec les dispositifs les plus sensibles, hors

mesures de champs Déplacement de latraverse

Cette méthode de mesure implique I'ensemble de |'éprouvette, et donc des zones ou I'uni-axialité
de la contrainte n'est pas variée, ce qui introduit une erreur dans la mesure. En outre, lorsque le
déplacement est évalué directement gréce a celui de la traverse, la raideur de la machine intervient

dans les résultats de déformation obtenus : elle se comporte comme un ressort de raideur K (N/m)

en série avec |'éprouvette. Si la force mesurée par la cellule de charge est F, v le déplacement de la

traverse ou du vérin, L, lalongueur initiale de I'éprouvette et e la déformation, on peut écrire :
DL/Ly+F/(KL)=u/L, (IV.1)

Si K est grand, il est clair que la déformation mesurée est proche de celle du matériau testé : il faut
donc disposer d'une machine aussi raide (ou "dure") que possible. Plus la machine sera molle, plus
les résultats différeront du comportement vrai du matériau, au point de masquer des phénomeénes

comme des chutes de lacharge. L'éguation V.1 se dériveen :

-1

1 0]

F :uid_sg?‘[+_id_s+ (IV.2)
L,deg KL, deg

ol ds /de représente I'écrouissage. Dans le cas ou le matériau présenterait un adoucissement (

ds /de<0) et si la machine de traction est trop molle (K petit), la variation de la force n'est pas

forcément négative et peut tendre vers 0 et donc masquer la diminution de la contrainte

d'écoulement.
[V.2.2.3.1. Extensométre

Un extensométre est un dispositif permettant de mesurer |e déplacement directement sur la partie
utile de I'éprouvette (i.e. ou I'état de contrainte est homogene). Cela permet de saffranchir de la
raideur de la machine et des effets de tri-axialité, et d'obtenir une mesure plus précise que par la
mesure du déplacement de la traverse. Il existe deux types d'extensométre : avec ou sans contact ;
on choisiral'une ou l'autre selon les conditions expérimentales. 11 est possible également de mesurer

lavariation de section d'une éprouvette pour évaluer |'effet Poisson.
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1V.2.2.4. Céellule de charge

La mesure des forces repose sur I'évaluation de la déformation d'un corps dont le module est
connu ; la théorie de I'élasticité permet alors de remonter de la déformation a la force appliquée.
Dans le cas des essais de traction, le principe des cellules de charge repose sur la déformation d'un
corps d'épreuve sur lequel ont été disposées des jauges de déformation qui permettent de mesurer la
déformation par une variation de signal électrique. Il est aors possible de déduire la charge
appliquée de latension lue aux bornes des extensométres. Plus ce corps aura un module faible, plus
il permettra de mesurer des forces faibles, maisil risquera alors de perturber |'expérience puisgue la
cellule de charge est en série avec les mors et I'éprouvette. En outre, la force mesurable maximale
est bornée supérieurement par la limite élastique du corps d'épreuve. Pour éviter le risque
d'endommager la cellule, certaines d'entre elles sont équipées d'une butée qui interdit la mesure au-
dela d'une certaine force. La géométrie de la cellule de force dépendra de la sensibilité souhaitée ou
de la rigidité nécessaire. La figure I1V.6 présente un certain nombre de géométries de cellules de
force classiques. En pratique, I'erreur de mesure sur les cellules de force commerciales varie

typiquement de 0,02 a 2 % environ (selon la charge mesurée et le prix delacellule).

l Capteur en cisaillement
E lensmom  —— |
== A . F
I__.._'(" '\-'{:. [! i I J
i 3 .;*Ti;-;. ' MEZ Faner
i I SO
= _.il - | ks Ny
L i g \
TR = §
Anneau dynamomeétrique Tore en compression I C : lames en cisaillement
Pour toutes les figures :

J :jauges de contrainte
F : force

Tore en fraction

Fig. 1V.6. Différentstypesde cellules de charge.
IV.2.3. Essais dynamiques
Les essais dynamiques sont les technigques expérimentales qui permettent de solliciter un
matériau a des vitesses de déformation élevées. Ils intéressent des applications diverses comme la
protection sismique, les calculs de déformation lors de crash test dans |'automobile, les procédés de
mise en forme de métaux, notamment par usinage, ou encore les problémes liés a la perforation des

blindages, qui impliquent des vitesses de déformation pouvant atteindre, respectivement, 1 210°s %,
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10°s?, 10* s et plus de 10’ s *. Les deux méthodes expérimentales présentées ici intéresseront les
plagesallant de1410°s ™.

Pour les essais de traction uni-axiale classiques présentés dans la section précédente, les vitesses
de déformation atteintes vont de 10 &0,1 s *, environ, ce qui n'est de toute évidence pas suffisant
face aux vitesses de déformation rencontrées dans certaines conditions réelles, comme celles
mentionnées ci-dessus. Il est donc nécessaire de disposer de techniques expérimentales qui
permettent de caractériser le comportement mécanique des matériaux dans des conditions
contrélées. Nous présenterons ici les essais de traction a grande vitesse, qui permettent de faire
varier la vitesse de déformation de 1 & 400 s *, environ, et les essais Hopkinson, dont la plage de
vitesse de déformation est typiquement de 10° 410° s *.

IV.3.1.Traction grande vitesse

Les essais de traction "grande vitesse" se distinguent des essais quasi-statiques, d'une part par la
nécessité d'obtenir des vitesses de vérin tres élevées (jusgu'a 25 m/s), et d'autre part par la mise en
cauvre de techniques de mesure spécifiques que ce soit pour la mesure de la charge ou pour la
mesure de |'allongement de I'éprouvette. Pour cette derniere, I'extensométrie sans contact est une

des techniques les plus utilisées.

A. Déplacement et échantillon

Pour atteindre des vitesses de déplacement élevées (de I'ordre de 20 m/s), il est nécessaire
d'utiliser des systemes servo-hydrauliques ; en outre, an d'obtenir des vitesses de déformation aussi
constantes que possible, il est nécessaire de démarrer le déplacement de la partie mobile sans
entrainer |'éprouvette avant que la vitesse désirée ait été atteinte, que ce soit par des systemes qui
permettent de serrer les mors "ala volée" ou bien par un dispositif qui entraine la traverse avec un
retard suffisant.

B. Mesuredecontrainte et de déformation

A de telles vitesses de déformation, il Savere nécessaire de disposer de systemes d'acquisition
travaillant a des fréquences tres élevées, de I'ordre de quelques MHz. En outre, la cellule de force
montée sur le béti va recevoir un signal fortement bruité par |es ondes mécaniques se propageant
dans le dispositif, ce qui peut nécessiter de réaliser les mesures de contrainte directement sur
I'éprouvette, a l'aide de jauges de déformation appliquées sur les parties de I'éprouvette déformées
de maniere purement éastique. Les mesures de déformation doivent également étre effectuées

directement sur |'éprouvette, par un systeme d'extensométrie adapté. Les extensomeétres laser a et
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Doppler peuvent étre utilisés dans ce cas 1. Lafigure 1V.7 présente le dispositif de traction a grande
vitesse du Centre des Matériaux (CdM) de I'Ecole des Mines de Paris.

Fig. 1V.7. Dispositif detraction grande vitesse (TGV) du CdM. 1) Celluleslaser a effet Doppler pour la
mesur e de déformation 2) Dispositif de morsenserrant I'éprouvette” alavolée' lorsquelavitessede
déplacement désirée est atteinte. La vitesse de déplacement maximale de latraverseest de 25 m/s, la

charge maximalede 80 KN, I'énergied'environ 6 kJ ; il est possible de réaliser des essaisen
température, entre-135 et +250 C.
C. Exploitation desrésultats
Les essais de traction a grande vitesse imposent de prendre en compte la propagation des ondes
élastiques dans le systéme, et donc de modéliser chacun des essais. Une modéisation en éléments
finis permet de reproduire la propagation des ondes éastiques dans I'éprouvette. L'image 1V.8

présente le maillage utilisé ainsi qu'un état de contrainte au cours de la montée en charge.

Fig. IV.8. Exemple de modélisation élémentsfinisd'un de traction/compression :
Maillage d'une éprouvette cylindrique et plate.

Le principe de cette méthode est d'éclairer la surface de I'échantillon par deux faisceaux lasers
issues de la méme source qui interferent sur la surface de I'échantillon, formant ainsi des franges
dont la distance dépend de la longueur d'onde du faisceau et de I'angle que forment les lasers entre
eux. Lorsque la surface de I'éprouvette se déplace dans le volume d'interférence des deux faisceaux,

la rugosité procure une population naturelle de sources de diffusion qui diffuseront la lumiere avec
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une intensité modulée par le contraste dintensité local. La fréquence de modulation est alors
proportionnelle a la vitesse de déplacement de la surface. En mesurant simultanément deux points

de lasurface, leur mouvement relatif peut étre déduit ce qui permet de remonter a la déformation.
IV.3.2. Essais Hopkinson
a) Principe

Les essais Hopkinson consistent a placer I'échantillon entre deux barres a haute limite éastique.
Un projectile vient heurter la barre d'entrée (propulsé par un canon a air comprimé constitué d'un
compresseur et d'une éectrovanne) ce qui génére un train d'ondes se propageant dans toute la
chaine mécanique, provoquant la compression de |'échantillon, les mesures étant effectuées sur le
corps des deux barres. On préfére utiliser des barres longues qui permettent |'approximation
élastique unidimensionnelle car la situation devient trop complexe pour étre exploitable dans le cas
2D. Pour les essais Hopkinson, I'hypothése d'homogénéité de la contrainte n'est pas toujours tenable
- surtout aux plus hautes vitesses - et il Savere nécessaire de prendre en compte la propagation des
ondes dans I'échantillon lorsque I'on traite des régimes transitoires. Dans ce cadre, on ales relations
suivantes :

Ds =-r CDV,DV =-CDe (V.3

avec Ds le saut de contrainte, de vitesse particulaire DV, De , le taux de déformation atraversle

front d'onde, p la masse volumique et C la célérité des ondes élastiques.

Une jauge de déformation est collée au milieu de chacune des barres (d'entrée et de sortie). Ces
jauges permettent d'enregistrer les déformations longitudinales associées aux ondes mécaniques se
propageant dans les barres. Les mesures faites au niveau des jauges doivent étre transportées
virtuellement aux faces des barres pour déduire les efforts et déplacements au niveau des faces de
I'échantillon, par intégration des vitesses. Les vitesses particulaires aux faces entrantes et sortantes

sécrivent :

Ve(t) =-C(e (1)) & (1)

v, (t) =- e, (1)

S

(IV.4)

Avee ladéformation incidente,e, la déformation réfléchie et e, la déformation transmise, et les

forces:
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A (0=SE(e ()< (1) ws
F. = SEe (1)
Ou S, est lasurface des barres et E leur module d'Y oung.
Projectile Bamme d'emrée Eprouvete Barre de sorrie Barre
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. — =5 ) [ |
-

Fig. 1V.9. Schéma du principe de|'essai Hopkinson.
On sintéresse a trois types d'onde : incidente, transmise et réfléchie. Il est donc nécessaire, de

toute évidence, de pouvoir distinguer les ondes incidentes des ondes réfléchies, ce qui ne permet
plus d'effectuer de mesure lorsgue deux trains d'onde se superposent. Le temps de mesure est donc
donné par t = L/C, avec L lalongueur de la barre entrante et C la célérité de I'onde. Par exemple,
pour une barre d'acier (C = 5000 m/s) de 2 m de long, At = 400 us, ce qui autorise une déformation
de 40 % pour une vitesse de déformation moyenne de 10° s *. Ainsi, des vitesses de déformation
trop faibles ne permettent pas de mesurer des déformations suffisamment importantes pour

présenter un intérét réel en termes de lois de comportement.
b) Aspectspratiques

Les dimensions types utilisées en pratique sont des barres de 3 m de long pour 20 mm de
diamétre (une photo d'un dispositif expérimental présenté figure IV.10 ), pour un échantillon.

i

Fig. IV.10. Dispositif expérimental d'essai Hopkinson, NTNU, Trondheim (Norvege).
Les temps de mesure sont tres faibles, inférieurs ala seconde, car €lle ne peut étre effectuée que

sur des ondes se propageant dans une seule direction. Lorsgue les ondes réfléchies et incidentes se

mélangent, il devient impossible dutiliser la proportionnalité entre les grandeurs mécaniques

associées a une onde. Tout ceci impose des contraintes fortes sur le dispositif éectronique

d'acquisition des données qui doit travailler a haute fréquence an de permettre d'enregistrer un

nombre significatif de points de mesure. Un autre élément auquel il faut préter attention est la
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lubrification des contacts barres-échantillons an d'éviter des frottements qui géneraient |'expansion
radiale de I'éprouvette au cours de I'essai. Les effets mesurés pouvant étre extrémement faibles, il
peut savérer important de disposer de jauges de déformation a semi-conducteur pour effectuer les
mesures. Les jauges sont montées en pont, deux jauges longitudinales diamétralement opposées et

deux transversales sensibles al'effet Poisson, également diamétralement opposées.
IV.4. Essais multiaxiaux

Les essais multiaxiaux apportent une information précieuse pour tester les modéles de
déformation, mais ils sont malheureusement peu pratiqués en raison des difficultés expérimental es.
Les essais possibles, classiquement, sont les essais de traction (ou compression) - torsion, les essais
detraction bi-axiale et les essais de compression triaxiale. L'essai de traction cisaillement est e plus
riche pour tester les aspects d'anisotropie. Nous présenteronsiici les essais de traction bi-axiae et les
essais de traction - torsion. Les essais multiaxiaux peuvent étre effectués suivant deux modes : en
phase ou hors phase, selon que |'éprouvette subit simultanément ou non les différentes sollicitations.
Les déplacements et les forces appliquées peuvent enregistrées de la méme fagcon que dans le cas
des essais de traction uni-axiale. Ces essais sont utilisés soit dans des conditions quasi statiques soit
dans le cadre d'essais de fatigue multiaxiae.

V.4.1. Essai detraction biaxiale

Les essais de traction bi-axiadle consistent a exercer une contrainte dans deux directions
perpendiculaires sur une méme éprouvette. Ceci impose d'utiliser des éprouvettes cruciformes,
comme celle présentées figure 1V.11. Pour réaliser des états de contrainte uniformes, il faut que les
bras de la croix aient des rigidités transversales assez faibles, ce que I'on peut obtenir en les évidant.
Les directions principales des contraintes sont fixées et on peut effectuer des chargements dans

I'espace de contraintes comme montré dans la figure 1V.11 a gauche.

Fig. IV.11. Image de gauche : éprouvette detraction bi-axiale montée. Image du centre: dispositif de
traction bi-axiale du labor atoire 3S a Grenoble. Image de droite : chemin mécanique pouvant étre
appliqué sur une éprouvette lors d'essais de traction bi-axiale.
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IV.4.2. Essai detraction-torsion

Ce type d'essai permet d'étudier des trgjets de chargement avec modification des directions
principales des contraintes. La machine est constituée d'un vérin linéaire et d'un vérin torique avec
dispositif de découplage. La figure IV.12 présente un dispositif de traction-torsion du CdM et un
exemple de chemin mécanique dans I'espace des contraintes pouvant étre appliqué a une éprouvette

Fig. 1V.12. Photo de gauche : dispositif de traction-torsion du Centre des M atériaux, image dedroite:
chemin mécanique pouvant étre appliqué sur une éprouvette lorsd'essais detraction torsion.

IV.5. Essaisd'indentation

Les essais d'indentation évaluent la "dureté" du matériau en mesurant mesurent la pression de
contact pendant I'enfoncement d'un indenteur (pyramidal, conique ou sphérique). La dureté est
calculée soit aprés I'essai, par mesure de la surface de I'empreinte (de gauche de la figure 1V.13).
Soit pendant |'essai, par mesure de I'enfoncement de I'indenteur dans les deux cas en fonction de la
charge appliquée. Le résultat obtenu a la dimension d'une pression, mais sexprime dans une unité
liée a la géométrie de I'indenteur qui sécrit : H (Hardness dureté en anglais) suivi d'un caractére
indiquant le type d'indenteur utilisé (V pour Vickers (téte pyramidale) ou B pour Brinell (téte
sphérique)).

Ces essais sont faciles a mettre en ceuvre, puisquiils ne nécessitent qu'un polissage et peuvent
étre réalisés sur des échantillons de petite taille. Les essais de dureté peuvent porter sur des échelles
millimétriques a nanométriques, selon le dispositif expérimental utilisé. Les essais classiques sont
peu colteux et selon les applications ils peuvent étre considérés comme non destructifs. Cependant,
contrairement aux essais de traction, les essais de dureté sont d'une interprétation beaucoup plus
délicate et ne permettent pas d'accéder directement aux parameétres de la loi de comportement d'un
matériau mais nécessitent une analyse inverse. En premiére approximation, on peut voir toutefois le

lien entre limite éastique et dureté ains : au fur et & mesure que senfonce l'indenteur, a force
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constante, I'aire de contact augmente et donc la contrainte appliquée diminue. Lorsque |'indenteur
ne senfonce plus, c'est que la contrainte moyenne a atteint lalimite d'éasticité du matériau.

Hertz a analysé le contact de deux solides élastiques (1882) et en a déduit des formules qui
permettent de déduire le module éastique des essais de dureté. Hill a analysé le probléme de
I'indentation d'un plan parfaitement plastique par un coin rigide et a montré quiil existe une
proportionnalité, dans ce cas, entre la limite élastique du matériau et la dureté. Toutefois, en
général, on ne peut déduire les propriétés de traction monotone a partir des essais de dureté seuls.

L'analyse de la courbe d'indentation permet, elle, d'accéder a davantage dinformations, si elle est
couplée ala profilométrie des surfaces apres indentation et a des calculs en déments finis de l'essai.
Par méthode inverse, et sous réserve de certaines hypotheses, il est alors possible d'accéder aux
propriétés de traction du matériau. 1l existe donc deux manieres d'exploiter les essais de dureté, plus

ou moins faciles a mettre en cauvre et donnant accés a moins ou plus d'information.
IV.5.1. Macro-dureté

Les essais Vickers (pyramide a base carrée) et Brinell (bille) sont les plus couramment utilisés.

IIs consistent a mesurer lataille de latrace laissée par |'indenteur aprés chargement.
IV.5.1.1. Essai Vickers

L'indenteur de I'essai Vickers est une pyramide a base carrée (voir image de gauche, figure
IV.13), dont les faces forment entre elles des angles de 136 - . La dureté est le rapport de la force
appliquée (en Kgf) sur la surface de contact (en mm 2), c'est-a-dire la pression moyenne dans le

contact. L'épaisseur de |'échantillon doit étre supérieure a 1,5 fois la diagonale des empreintes

mdenteur pyra-
miclal & base camée|

d

AN

dchantiian —

Fig. 1V.13. Image de gauche: indenteur type Vickers et empreintetypelaissée par I'indenteur. Image
dedroite: dispositif d'essai de macrodureté. 1) écran de visualisation deI'empreinte 2) indenteur 3)
platine porte-échantillon. environ 7,5 foisla profondeur d'enfoncement h) et la distance entre les
centres de deux empreintes successives supérieure a 6 foisla diagonale pour éviter I'interaction entre
celles-ci.
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IV.5.2. Nanodureté (indenteur Berkovitch)

Les essais de nano-dureté permettent de mesurer des empreintes de taille inférieure au micron
(sous lalimite de résolution de la microscopie optique). Le mode opératoire de ces essais est un peu
différent (figure 1V.14) : le dispositif expérimental effectue une premiére indentation afaible charge
pour localiser la surface puis la mesure a pleine charge. La courbe d'indentation est enregistrée et la
prolométrie des surfaces peut étre mesurée, par exemple par microscopie a force atomique. Cette
méthode permet de mesurer la dureté des grains un par un dans un matériau biphasé, ou I'efficacité

de traitements thermomécaniques qui portent sur de tres faibles profondeurs.

10 e meedecoennte R LI EER—

[--]

(-4

£
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Indent depth, h (nm)

Fig. 1V.14. Image de gauche : Empreintesd'un de nano-dureté obser vée en microscopie
électronique a balayage. L a petite empreinte correspond a la recherche de la surface par le dispositif
expérimental, alors que la seconde empreinte plusgrande constituel'essai de nano-dureté. Image de

droite: courbe charge/déplacement obtenue par nano-indentation d'un verre métallique.

IV.6. Essais de fatigue

La fatigue est un endommagement structural, progressif et localisé qui se produit quand un
matériau est sollicité cycliguement a des niveaux de contrainte inférieurs voire bien inférieurs a sa
contrainte a rupture quasi-statique. La figure 1V.15 présente un faciés type de rupture en fatigue ou
I'on peut distinguer la zone d'initiation de la fissure, la zone de propagation en fatigue (zone lisse) et

larupture finale catastrophigque (zone a grain cristallin ou a nerf).
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Fig. IV.15. Fractured'un tirant d'assemblage de rotor d'alternateur amorcé (a droite) au niveau dela
fleche par unefissure de fatigue ayant amenélarupturefragile, caractérisée par |I'aspect de chevrons
(a gauche).

Les essais de fatigue caractérisent la capacité d'un matériau arésister a une sollicitation cyclique.
Si le nombre de cycles est petit, on parlera de fatigue oligocylique. Il existe plusieurs modes de
sollicitations possibles : flexion, efforts axiaux (traction et/ou compression) et torsion, et des modes
combinés, statiques et dynamiques (torsion / flexion, tension / torsion, etc.).

IV.7. Méthodes d’identification numériques

La thermodynamique donne la formulation générale des modeles sans en préciser la forme
analytique (sauf toutefois pour les comportements linéaires) ni les valeurs numériques. Les
expériences fournissent, pour chague matériau, les relations quantitatives que doivent vérifier les
modeles pour étre représentatifs des phénomenes étudiés. On appelle identification tout le travail
gui consiste a préciser les fonctions qui interviennent dans les modéles et a trouver |¢s valeurs

numériques des coefficients qui les définissent pour chague matériau.

Il s'agit d’'un travail difficile qui n’obéit pas a des régles rigoureuses et ou |’ expérience et « I’ art

du faiseur de modeles »jouent un grand réle pour évoluer entre lathéorie et |’ expérience.
IV.7.1. Généralités

Notons tout de suite que ce probléme se pose de différentes maniéres, suivant les essais dont on
dispose ou le modele étudié. Deux cas sont a distinguer :
- on identifie directement la loi de comportement, c'est-a-dire 1'entité (ou fonction de
transfert) qui est représentative du matériau. Un exemple est celui d'une loi dans laquelle
interviennent une variable X et savitesse X :
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H(X,X,Y)=0 (IV.6)

Lorsgue I'on a pu mesurer une série de triplets de valeurs (X, X, Y) (au méme instant), on peut
obtenir les coefficients définissant la fonction H par lissage direct des points expérimentaux.
Suivant les cas on fera appel a une méthode de moindres carrés linéaire ou non linéaire (voir ci-
dessous).

- Onidentifie sur la réponse, c'est-a-dire que I'on cherche les coefficients caractéristiques de
la fonction H en gustant au mieux la réponse de I'équation de comportement a une
sollicitation donnée (entrée), a la réponse observée expérimentalement pour la méme
sollicitation. Dans ce cas, on utilisera la méthode des moindres carrés non linéaires, les
réponses étant le plus souvent non explicitées de fagcon anal ytique simple.

Remarque:

- Un modéle donné ne peut sidentifier correctement que si 1'on dispose de résultats d’ essais
en nombre suffisant, mettant enjeu une plage de variation importante de chacun des
parameétres (par exemple les paramétres X. X) Y delafonction H). Dans le cas contraire, on
risgue une indétermination plus ou moins nette d'un ou plusieurs coefficients.

Pour un méme maté&iau et un méme modele on peut ére amené a définir plusieurs jeux de
coefficients, chacun sadaptant mieux a un domaine de variation ou a un type de chargement, Par
exemple : chargements transitoires rapides, de courte durée, ou chargements de tres longue durée,

stationnaires.
[V.7.2. Méthode des moindres carréslinéaire

Il sagit de minimiser I'écart entre des valeurs expérimentales et des valeurs cal culées obtenues
par un modéle. Différentes normes d'erreur peuvent étre employées : on aboutit généralement a un
probléme de minimisation d’'une fonction écart h(a) Qui dépend des coefficients caractéristiques
inconnus a;(i=1,2....n) .

Diverses méthodes de minimisation peuvent étre employées : elles sont plus ou moins efficaces,
la convergence peut étre difficile en raison des grandes non- linéarités des phénomenes
généralement étudiés. On selimiteici al’ exposé de la méthode des moindres carrés ou méthode de

Gauss-Newton qui s applique lorsgque la fonction écart choisie est |la somme des carrés des écarts :

18§ ., 18 £, s
h()=28 Ef =Za lyf@x)- ¥i(x)] (1V.6)
j=1 j=1
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y; €t y¢ représentent respectivement les valeurs expérimentales et calculées de I’ un des parametres
en fonction des autres.désignés par x, (le j-iéme point experimental). La figure 1V.16 indique
schématiquement comment est définie cette fonction :

Y COURBE

CALCULEE

POINTS
EXPERIMENTAUX

v

] Xj+1

Fig. IV.16. Graphe d’identification.
La méthode des moindres carrés linéaire s emploie lorsque |’ expression de Y © est linéaire en
fonction des coefficients o;
Y7 = AX) +A(X)a.....+ A(X)a, (IV.7)
Pour minimiser hil suffit d'écrire:

Iy (IV.8)

fla,

Gréce alalinéarité on trouve immeédiatement, avec Aj; =Ai(X;) :

o &o o] o
dca AA | = a Ajk(ij - A) (1V.9)
9 j

e

La résolution de ce systéme linéaire, dont la matrice § A A, est symetrique, fournit facilement
j

lesinconnuesa, .

[V.7.3. M éthode de Gauss-Newton

C'est la généralisation de la méthode précédente, Pour une expression non linéaire de la fonction
on introduit lalinéarisation :
C C 0 °n ﬂyc 0
y/(@=y;@)+a(a")ba (IV.10)
i-1 g
Pour un jeu de coefficients o® donné, on calcule successivement la fonction écart en chague point

y; €t sa dérivée par rapport a chacun des coefficients (ce gradient peut rarement étre etabli
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explicitement, il faut alors procéder par petits accroissements finis sur chaque coefficient). Cette
expression est formellement identique a I’expression du paragraphe précédent : il suffit de
remplacer pour obtenir un jeu de valeursDa qui conduit généralement & une moins mauvaise
solution a' par :
a'=a’=Da, (V.11
On reprend alors de méme a partir de cette nouvelle solution. Notons que la convergence de
cette méthode itérative n’'est pas toujours assurée. Quand €elle converge, elle converge rapidement,
ce qui fait qu'elle est assez pratique d emploi et relativement peu colteuse si le nombre de
coefficients n’ est pas trop éeve.
La figure IV.17 montre I'exemple de I'identification de laloi de plasticité de |I’acier 316 L par
un essai de traction 220 °C. Laloi choisie fait intervenir trois coefficients :
S
s =s,+K.e" (1V.12)
On voit que, pour diverses solutions de départ, la convergence est correcte et assez rapide.

.'1
G o T =

Ao 4 T
m—
._,.a-"""r.'
S00 a8
et 5 el | S © i
o pericnoe
=00 — calcul

o, = 133 MPa
Ky =435 MPa
1My — 022

2000 200 O 4
Eni"f]

— e

O s 1 a5

100 000 O+

iterations

5 ' 10
Fig. 1V.17. I dentification delaloi de plasticité a 3 coefficientsde |’ Acier 316L.

IV.7.4. Variation des parametres caractéristiques en fonction de la température

Sauf exception, les parametres caractéristiques d’ un matériau, qui définissent chaque modéele de
comportement, dépendent de la température Une méthode générale permettant d’introduire cette
dépendance consiste a écrire ces coefficients sous forme d’une fonction parabolique définie par

morceaux. Soit par exemple, pour le paramétre o, :

a(T)=a(T-T)*+b(T-T)+¢ (IV.13)
Pour T<T<T

i+l
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Les coefficientsa ,b, ¢ Ci sont choisis de fagon a assurer la continuité de o et de de/dT :
C|+1:ai(Ti+1- Ti)2+b|(Ti+1_ T|)+C| (IV14)
b|+1:2ai(Ti+1_ Ti)2+b| (IV15)

Ils sont déterminés de proche en proche par les valeurs mesurées du parameétre o, en introduisant

éventuellement des valeurs intermédiaires pour assurer un bon lissage.
IVV.7.5. Notions sur la méthode des éémentsfinis

On donneici les bases de la méthode des ééments finis, considérée comme méthode standard de
résolution des problemes de champ en éasticité. D'autres méthodes existent, en particulier la

méthode des éguations intégrales, mais nous n’en parlerons pas.
IV.7.5.1. Généralités

Les méthodes numériques approchées de calcul des structures reviennent a trouver, dans une
classe de champs de déplacements (ou de contraintes) « raisonnables », celui qui minimise |’ énergie

potentielle g pour les champs cinématiquement admissibles, ou qui maximise I’ énergie potentielle
complémentaire g~ pour les champs statiquement admissibles.

La méthode des é éments finis consiste a calculer I'énergie potentielle g ou g° comme la somme

des énergies de tous les ééments de la structure divisée en déments finis (lignes, surfaces ou
volumes selon la schématisation de |a structure).

Dans chaque éément les champs inconnus (les déplacements) sont représentés par une
combinaison linéaire de fonctions des coordonnées d'espace. Les coefficients de cette combinaison
dépendent des déplacements des noauds de I'éément (les sommets par exemple). Ce sont ces
derniers qui congtituent les inconnues du probléme (inconnues nodales ou degrés de liberté). En
pratique, il est équivalent d’ utiliser le principe des travaux virtuels comme on le fait plusloin.

Apres avoir écrit I’ égalité des déplacements aux nceuds communs des é éments, la minimisation de
I'énergie potentielle conduit a la résolution d'un systéme linéaire. On a ainsi remplacé un probleme
d'équations aux dérivées partielles par un probléme d'équations algébriques linéaires. Le systeme

résolu, on remonte aux déplacements dans les éléments puis aux déformations et aux contraintes.
IV.7.5.2. Formulation des caractéristiquesd'un éément

De nombreux types d'édléments peuvent étre développés. Une méthodologie générale existe pour
I” écriture de tels éléments comportant beaucoup de degrés de liberté. On se contenteiici d'illustrer le
principe de la méhode des éléments finis sur le cas le plus simple, I'@ément plan triangulaire atrois
noauds (Fig. 1V.18).
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Les déplacements d'un point A/, repéré par ses coordonnées ,r,. X2, sSe met sous la forme d’ une

vectrice colonne * ;

X2 A

Fig. 1V.18.Triangle a 3 ncauds.

U < Yixx)
&, (%, %)

Les degrés de liberté de I’ éément sont les six composantes des déplacements des ncauds A, B, C :

(IV.16)

-y (IV.17)

L es déplacements inconnus u sont représentés par une combinaison linéaire de fonctions de base :

TWO_1CG+CX +CX
U= =i
Tuzki/) TC4+C5X1+CGX2B

Les coefficients ¢, ...c, sont des fonctions linéaires des déplacements nodaux ¢, fonctions que I’on

(IV.18)

obtient en écrivant l'identité entre u et g en chacun des nceuds. Le déplacement en tout point
sexprime par :
o Tl TNT066)G N0 0)a7 + N0, )67 i
=i =1
Th N0, %)8 + N, )6 +N2(x, %,)a5

Dans le cas présent, les fonctions N( x;, X, ) sont linéaires. Elles sont appel ées fonctions de forme de

(IV.19)

I'éément. On écrira de facon abrégée
U=Nq (1vV.20)
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Les déformations s expriment par la vectrice colonne :

i €n U ‘I ul,l U
| |
€e=i€, y I U, y=Bq (IvV.21)
1 T
1 2e12b fu,+ uz]lp
ou B est la matrice 3x6 déduite de N par dérivation. La composante 2 e, est utilisée afin que

I’ énergie de déformation puisse s écrire ssimplement par le produit o T €, oul les contraintes ¢ sont

représentées par le vecteur colonne * :

&e o]
is, U Gl v 0 ~ie,; 0
i.1_ E ¢ P
=iSpy= ng 1 0 <€y y=ae (1vV.22)
s, ,o ¢ o L- viize,h
& 2 o

s I’on est en élasticité isotrope et dans le cas d’un élément traité en contraintes planes. Pour écrire
I’ équilibre de I’ élément on considére un champ de déplacement cinématiquement admissible u' (M)
auquel est associé le champ de déformation €'(M) et I’ on écrit |e principe des travaux virtuels.
Joffudv+ [ FTu'ds — [ oTe'dv =0 vu' (1V.23)
ou f et Fsont les efforts extérieurs appliqués dans le volume (ici la surface © de |’@ément) et ala
frontiere D). En tenant compte des relations portant sur les inconnues nodal es on peut écrire :
sTe ={ae}' e =q'B"aBq’ (1V.24)
ou g' représente n'importe quel choix pour les valeurs des déplacements nodaux. En reportant on

obtient facilement :

[[,f"™Ndv+ [ F'™Nds—qT [ BTaBdv]q' =0 (1V.25)
ou
[-q"K+QT]g'=0 vq' (1V.26)
Cette égalité est vérifiée quel que soit g'. Elle entraine donc :
Kg=Q
K est lamatrice derigidité de|’ & ément. Elle est symétrique
K= [ BTaBdv (IV.27)

Q est la colonne des forces extérieures généralisées aux noauds :
Q= [ NTfdv+ [ NTFds (IV.28)
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Si Ton connait ces efforts extérieurs, la résolution du systéme linéaire Kq = Q fournit les
déplacements nodaux g. On en déduit les déplacements u = Ng, les déformationse= Bq et les

contraintes o = ae.
IV.7.5.3. Assemblage

Pour résoudre le probleme de la structure entiére (calcul de q relatif a tous les ééments) il faut
écrire le travail virtuel de toute la structure en sommant sur tous les ééments. En méme temps on
écrit que la structure est continue, c'est-a-dire que les déplacements aux noauds communs a
plusieurs éléments sont égaux. Notons que I’ égalité aux noauds assure I’ égalité des déplacements en
tout point de lafrontiere : on dit que les é éments sont conformes.

Dans la pratique cette opération d’assemblage revient a gjouter les contributions de rigidité (et
d efforts extérieurs) associées a chacun des éléments contenant un nceud donné. Plus précisément
on peut appeler Fq I'ensemble des degrés de liberté de tous les ééments sans tenir compte des
liaisons et g I’ ensemble de tous |es degrés de liberté en tenant compte des liaisons ; ona: fq= Aq,
ol A est une matrice rectangulaire puisque la dimension de g est inférieure & celle de fq. De méme,
on appelle 5K et FQ la matrice et la colonne obtenues par juxtaposition simple des matrices de

rigidité et des efforts nodaux de chacun des ééments :

=~
O _©

N
A
oo\ oo oo

EK = (IV.29)

coccocoo oo oo
m
O
1
D: D> > D D> (P> D>, D> D> D> Dy

MDD D> D> D> (D> D> D D> D> D

Le principe des travaux virtuels sécrit :

[-5q" "K+"Q""q'=0 (IV.30)
quel que soit tq cinématiquement admissible, ¢ est-&dire vérifiant les liaisons : Fq' = Aqg.
L 'assemblage se fait par :

[- (AQ)T FK +FQT] Aq'=0 vq' (IV.31)

ce qui conduit a:
- ATFKAq + ATFQ =0- ATFKAq + A'FQ =0- ATFKAg + ATFQ =0 (IV.32)
gue I’ on peut encore écrire :
Kg=0Q (IV.32)
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Ou K est la matrice de rigidité assemblée, Q et g respectivement la colonne des efforts extérieurs
et la colonne des déplacements nodaux du systéme assembl é.

Résoudre un probléme d'élasticité par la méthode des é éments finis nécessite donc I’ établissement
delamatrice K et du second membre Q et larésolution du systeme linéaire ci-dessus. Il est souvent
nécessaire de décomposer une structure en un grand nombre d'él éments, avec de nombreux degrés
de liberté (de 1 000 a 10 000 ou méme plus). La matrice K peut donc étre énorme ; elle présente
cependant une structure en bande de coefficients situés autour de la diagonale principale, ce qui
diminue le nombre de termes non nuis et facilite la résolution. La largeur de bande de la matrice de
raideur assemblée dépend de la numérotation choisie pour les ncauds de la structure (si un élément
contient des noauds dont les numéros sont trés éloignés les uns des autres il induit une largeur de

bande élevée).
IV.7.5.4. Organisation d'un calcul par les codesde calculs en élémentsfinis

Une analyse générale effectuée a I'aide de la méthode des ééments finis peut se décomposer en
quatre grandes étapes :
le choix de lagéométrie et du maillage,
la définition du modél e mathématique,
larésolution du probléme discrétisé,
['analyse et |e post-traitement des résultats.
Chacune des étapes peut également étre décomposeée en une série de processus é émentaires.
1. Choix delagéométrie et du maillage :
Définition des points, lignes, surfaces et volumes.
Discrétisation.
2. Définition du modéle mathématique :
Définition des données caractérisant le modele :
Typedanayse:
Déformations ou contraintes planes, axisymétrie, séries de Fourier, ...€tc.
Formulation :
M écanique, thermique, fluide, ...€tc.
Comportement du matériau :
Elastique (isotrope, orthotrope, ...), plastique (isotrope, parfait, ...), ...€tc.
Type d'éléments:
Poutres, barres, coques, ...€tc.

-Définition des propriétés matérielles (constantes d'él asticité, masse volumique, ...€tc.).
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-Définition des propriétés géométriques (section des poutres, inerties, épaisseur des coques,
...etc)).
-Définition des conditions aux limites.
-Définition des sollicitations.
-Conditions initiales.
-Résolution du probléme discrétisé :
-Calcul des matrices derigidité et de masse de chague é ément fini.
-Assemblage des matrices de rigidité et de masse de la structure compl ete.
-Application des conditions aux limites.
-Application des chargements.
-Résolution du systeme d'équations.
3. Analyse et post-traitement des résultats :
-Quantités locales : déplacements, contraintes, déformations, ...€etc.
-Quantités globales : déformation maximale, énergie de déformation, ...etc.
Les programmes de calcul par éléments finis classiques sont structurés selon cette logique, chaque
étape étant associée a un module du code :
le préprocesseur pour la définition du maillage et du modé e mathématique,
le programme de calcul qui envoie une série de processus selon la procédure de calcul choisi
par |'utilisateur, celui-ci ne peut maitriser I'enchainement des processus. La procédure agit
comme une boite noire sur laguelle I'utilisateur n'a aucune possibilité d'intervention.
le post-processeur qui procede aux traitements nécessaires apres avoir recu les résultats des
modul es précédents.
Il apparait clairement qu'un code de calcul classique exclut toute intervention de la part de
I'utilisateur qui désirerait apporter des modifications répondant a ses propres besoins. Or, il peut
Savérer tres utile de pouvoir définir pas-a-pas la séquence la mieux adaptée parmi les processus
élémentaires disponibles pour chaque étape. Ceci est d'autant plus valable lorsgque I'utilisateur doit
résoudre des problémes variés et localisés en différents points du processus de résol ution.
En effet, outre les trois grandes étapes obligatoires, il faut pouvoir disposer de facilitéstelles que :
@ la visualisation des informations a toutes les étapes de maniere a contréler les données
introduites et le déroulement du calcul,
@ L’ archivage et la restauration des informations afin d'étre capable d'interrompre un calcul et
de le continuer ultérieurement,

@ Lapossibilité ditérer dans les étapes désirées.
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Chaque étape peut étre décomposée en une série de processus éémentaires. Chacun de ces
processus & émentaires acquiert de I'information existante, la met en forme, la traite et fabrique de
nouvelles informations. Faire un calcul revient donc a sélectionner les processus éémentaires

adaptés au type du probléme et aleur fournir les informations nécessaires existantes ou nouvelles.
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CHAPITRE V
CLASSIFICATION RHEOLOGIQUE DES COMPORTEMENTS MECANIQUES.

V.1. Schématisation des comportementsréels

Dans le cas des matériaux métaliques, I’ existence simultanée de trois mécanismes, gue sont
I’ élasticité (mécanisme réversible), la plasticité (mécanisme irréversible) et la viscosité (dépendance
vis-avis de la vitesse de déformation, fluage et relaxation) est clairement mise en évidence par de

nombreuses études expérimental es et métallurgiques
V.1.1. Introduction

L’ alure qualitative de la réponse des matériaux aux essais caractéristiques permet de les classer
al'aide des qudificatifs : rigide, élastique, visqueux, plastique et parfaitement plastique. A chaque
schéma type correspond une théorie mathématique qui est présentée d’ une facon simple dans ce

chapitre.
V.1.2. Modéesrhéologiques

Les résultats d'essais ne présentent un intérét que si 1'on peut modéliser le comportement du
matériau. Cette modélisation, nécessaire pour le calcul prévisionnel, peut ére multiple. On peut
ains définir un modéle mathématique sous forme d'équations, mais on peut aussi envisager la
recherche d'une modélisation anal ogique. Cette derniere est souvent utilisée a des fins didacticielles.
Défor mations:

Elastiques (instantanées - réversibles)

‘ e
‘ >
g—o—’\/\é\/\/—o?
Visqueuses (f* du temps)
‘ e
‘ >
T >
?C 1] h O S
Plastiques (irréversibles - non linéaire)
&
<4—o0 Cd r °o—>
S S S

Lesrégles de calcul sont les suivantes:
Dans une association en paralléle, la contrainte imposée a l'ensemble est |la somme des contraintes

imposées a chaque branche et la déformation subie par I'ensemble est égale aux déformations subies
101



CHAPITRE V CLASSIFICATION RHEOLOGIQUE DES COMPORTEMENTS MECANIQUES

par chacune des branches, ces derniéres déformations étant toutes identiques. Ces différents
éléments (indice i) peuvent étre associés :
Soit en pardléle:
S = é_ S, et e=g
Soit en groupements mixtes.
Dans une association en série, la contrainte imposée a I'ensemble est supportée en totalité par

chaque élément et la déformation subie par |'ensemble est la somme des déformations subies par

chaque é ément.
Soit en séries:
e:é_q et S =5,

Laforme de la relation contrainte-déformation nous permettra un tri dans I'une des grandes classes
de comportement.

Modéles rhéologiques usuels

Modéles « linéaires » ==> solides visco — élastiques

Ressort e s =Ee
TS
Amortisseur e s =hé
Il i
Modéle de Maxwell 0MM—||—0 é=1d+1s
Modéle de Kelvin-Voigt o_mj\/;—'_o s =Ee +hé

Tab. V.1. Schéma des modéles rhéologiques de base.
Leressort ou I’amortisseur peuvent étre non linéaire

V.1.3. Soliderigide et fluide parfait
lls ne sont cités que pour mémoire puisqu'ils sortent du cadre de la mécanique des solides
déformables. Dans la pratique, la distinction entre solide et fluide est subjective et ne peut étre liée
gu'au choix d'une échelle de temps::
Un solide admet un état d'équilibre sous sollicitation ;
Un fluide subit un écoulement pour toute sollicitation aussi faible soit- elle.
Mais il n'est pas aisé de distinguer un écoulement infiniment lent d'un équilibre atteint pour un
temps infini T Une échelle de temps liée au phénomene étudié permet de lever 1’ ambiguité mais les

notions de fluide et de solide perdent alors leur sens objectif ; tel polymeére pourra étre considéré
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comme un solide pour des problémes de chocs et comme un fluide pour des problémes de stabilité

de longue durée.

V.2. Elagticité
La relation d'éagticité se traduit par une déformation essentiellement réversible. On parle
d'édasticité parfaite lorsque la transformation est entierement réversible et qu'il existe une relation

biunivoque entre les paramétres de charge Q et de déformation q (f (Q, g)=0).

As Ae As e
A4S,
e t t
N N N
% % %
Ecrouissage Fluage Relaxation

......

aorsleressort linéaire :

E
Q=Eq  q=JQ (V.1)

Ce modele convient bien pour les métaux, les roches et les bétons lorsque les sollicitations sont

faibles (ne pas dépasser lalimite d'éasticité!l)

V.2.1. Solides élastiques

La déformation est essentiellement réversible. L'étude détaillée de ces solides dans le chapitre
[1.

V.2.1.1. Solide élastique parfait
Les réponses qualitatives aux trois essais caractéristiques sont les suivantes (figure V.1).

) F 18]
B N -
2
& I
= t t
= - *
Ecrouissago Fluage Jclanation

Fig. V.1. Solide parfaitement élastique.
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Laréversibilité est instantanée. La relation contrai nte-déformation est :

s =F(e) (V.2
Le modele analogique de 1’ élasticité linéaire est le ressort :
s =Ee (V.3

Applications :

Les métauix, les bétons, les roches pour des sollicitations inférieures alalimite d’ élasticité.

V.3. Fluide visgqueux
Un corps est appelé « fluide visqueux » S Ses réponses aux essais caractéristiques ont les

allures suivantes (figure V. 2). Ce corps est aussi quelquefois qualifié de solide viscoplastique:

_ Fs A0
15&. .
L ) 'I L‘
. ~,a, -
Cw B .
e 'jﬂ-/-’
158, _ .- o e
S Th N e 0GBy
S t
Ecrovissage Fluage

Fig. V.2. Fluide visqueux.

Il 'y a écoulement pour toute valeur de contrainte : e=f (s)

Un modéle analogique simple est le modele de Maxwell constitué d'un ressort et d'un

amortisseur linéaires en série. Son équation constitutive est :

E h
S S .
<—|———\/VV\NWV\———|[—E—> =545
0 € ©TE™h

Sa réponse au test de relaxation e =e,H (t) ouH (t) est lafonction échelon d'Heaviside H =0 si
tpO,H=1s t2 0,est:

s = Eeg, expg? hEng (V.4)
4]

Applications : aux solides « mous » :
Polymeres thermopl astiques au voisinage de la température de fusion.
Béton frais en négligeant son vieillissement.

De nombreux métaux aux températures proches de latempérature de fusion.

V.4. Viscoélasticité
La réponse est fonction de la vitesse d'application de la sollicitation. 1l existe des résistances
visgueuses qui font que pour un parametre de déformation fixé g, le paramétre de chargement Q est

une fonction croissante de la vitesse d'application de la déformation §.
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AS

v @

Ecrouissage Fluage Relaxation
On dit quil y a viscosité pure lorsgu'il existe une relation biunivoque entre le paramétre de

chargement Q et le paramétre vitesse d'application de la déformation §(g(Q, §)=0). De plus nous

pouvons avoir une relation linéaire ce qui nous conduit a la viscosité linéaire avec |'amortisseur

linéaire comme modél e analogique :

h
1l
] Q=hq (V.5)
V.4.1. Solide viscoélastique
Le schéma est représenté dans lafigure V.3.
T A
A0
o )
! ‘>\1
r, \‘ £
S W 4
£ T ﬁh“ . t
» -
(= e
Ecrolissage Fluage Relaxation

Fig. V.3. Solide visco-éastique.
Laréversibilité est « retardée » et n’intervient qu’ aprés un tempsinfini

s = f(ee) (V.6)
Un modéle analogique simple est le modele de Kelvin-Voigt : un ressort et un amortisseur

linéaires en paralléle:

E
— MWW
s [
<+ — h —t —>»
0 T €
H

Saréponse au test defluage s =s H(t) est:
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21_ expaE-l Et% V.7)
é & h

_0
E
Les modéles analogiques de Kelvin-Voigt generallse et de Maxwell généralisé pour les solides sont

décrits au chapitre 4. Le solide viscoél astique présent souvent du vieillissement.

Applications

Les polymeéres organiques, le caoutchouc, le bois si la sollicitation n'est pas trop élevée. 1l est
possible d'envisager un modéle plus complet en associant en paralléle un ressort et un amortisseur.
On définit ainsi le modéle de Kelvin-Voigt (figure V.4):

i s,=Ee,

| N
1 IS =S, +S S )
% _hd_e ,I,\ e:e1+e2 e:EO(l- € Et/h) (V8)
TSZ t | 1 2
E
] H .
1]

il
Fig. V.4. Modéle deKevin-Voigt

Les applications sont les polyméres, le caoutchouc et le bois si la sollicitation n'est pas trop éevée.

V.5. Plasticité

Ce phénomene traduit I'apparition de déformations irréversibles lorsque la charge est
suffisamment grande. 11 faut dépasser le seuil de plasticité. Ainsi, aprés cessation des sollicitations,
on constate des déformations permanentes stables. Le temps n'est pas une variable de I'éat de

déformation. Ce comportement admet plusieurs formes.
V.5.1. Solides plastiques

On appelle ainsi des solides qui, aprés cessation des sollicitations, présentent des déformations
permanentes instantanément stables et qui sont en équilibre sous sollicitation. Leur comportement
ne dépend pas explicitement du temps.

Par définition, la déformation plastique est celle qui correspond a la configuration reléchée :

e, =e(s =0).
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V.5.2. Soliderigide parfaitement plastique

En deca du seuil de plasticité, la déformation est nulle. Dés que I'on a atteint le seuil, appelé
contrainte d'écoulement, la valeur de la déformation est arbitraire, quelle que soit la vitesse de

déformation.

Ss

)

1
N O

ils|<s
i| |_ S (V.g)
Tb|_ss

Le modéele analogique associé est |e patin. On trouve les applications en mécanique des sols et en

mise en forme des métaux. La déformation est nulle ou négligeable en deca d'un seuil de contrainte

os € arbitraire pour cette valeur, quelle que soit la vitesse de déformation e dans les essais

d’ écrouissage ou le temps dans les essais de fluage et de relaxation : |s|<ss® e=0 et

S :ssSgn(é)® e =e, (Arbitraire)
Le modele analogique est le patin.
Applications
M écanique des sols.
Analyse de lamise en forme des métaux.
V.5.3. Solide dastique linéair e par faitement plastique
En dela du seuil de plasticité, le comportement est dlastique linéaire. Au dela, on retrouve le

comportement précédent.

AS

Ss

Ss E

v

e
>

On associe le modél e rhéol ogique de Saint-V enant a ce comportement.
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s |<s, e=e,=>
E (V.10)

1
!
-I-
fls|=s. e=e,+e,(arbitraire)

Ce type de comportement permet de traiter des problemes d'analyse limite (ruine d'une structure par
rotule plastique ...) ou pour certain type d'acier a faible teneur en carbone.
Ladéformation est éastique linéaire en dela du seuil o et arbitraire et indépendante de la vitesse

de déformation, pour cette valeur de contrainte :

s|<s,® e:ee:SE (V.11)

S =s SSgn(é) ® e :SE+ep(Arbitraire) (V.12)

Le modéle analogique du solide parfaitement élasto-plastique est le modéle de Saint-Venant, un
ressort linéaire et un patin en série:
S E Ss S
0 €

Applications

Aciers afaible teneur en carbone (présentant un «palier») pour e <2.10° et T < 1TM , (T,, étant
4

latempérature absolue de fusion en °K).
V.5.4. Solide élasto-plastique écrouissable

On voit apparéitre une déformation permanente au dela d'un seuil de contraintes ..

S e Ag AS

| |

| I |
S 1

I
e t t
B B B
Ecrouissage Fluage Relaxation

Le comportement est donné par les relations suivantes :

s |<s, e=e,=>
E
(V.13)

Le modéle analogique associé est le modéle de Saint-Venant généralisé. Il est réalise par des

montages en séries et en paralléles des ressorts et des patins.
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szésg+é Ee

|
|
| i=1 i:j+]_
I s
i _+e S S,=Sg (V.14)
iot E
€71
s .
i P2 S S,<sy
i 15

Modél e de Saint-Venant généralise : le schéma ci-dessous représente ce modele (figure V.5).

El EI El El*l Em

-

Fig. V.5. Modée de Saint-Venant généralisé
La courbe de traction du modéle est linéaire par morceaux. En supposant les seuils s, rangés dans

un ordre croissant, I'éguation au seuil d'indicej est :

Sy &
E—a (V.15)

i=1
Ce modéle présente la particularité d'avoir une courbe d'écrouissage de décharge aprés une traction
gui se déduit de la courbe d'écrouissage en compression par une homothétie de rapport 2 et de
centre M' symétrique du point de décharge M par rapport a l'origine O. Ce comportement se
retrouve dans des métaux et alliages a des températures inférieures au quart de leur température

absolue de fusion.

AS M

-

VvV (D

M'Q=2MP
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V.6. Viscoplasticité

Ce comportement traduit le fait que I'on a des déformations permanentes aprés suppression des
sollicitations (plasticité) et gu'il existe un écoulement de fluage sous sollicitation (viscosité). Il est
possible de faire apparaitre des phénoménes d'éadticité et éventuellement I'influence de
I'écrouissage.

V.6.1. Solides viscoplastiques

Les solides appel és viscoplastiques sont ceux qui présentent des déformations permanentes aprés
cessation des sollicitations (comme les solides plastiques) mais qui subissent un écoulement de
fluage, fonction du temps, sous sollicitation (équilibre impossible).

V.6.1.1. Solide parfaitement viscoplastique
La vitesse de déformation permanente est une fonction de la contrainte comme pour les fluides

visgueux (Fig. V.6)

I,/
1,550/
7’
’
’

So

__,—0,550—— t

\ Al
\

t

v

Ecrouissane Fluage Relaxation

Fig. V.6. Solide parfaitement viscoplastique.

s =(e) (V.16)
Modéle de Norton
K
s =l e (V.17)

Applications : Schématisation trés grossiére des métaux et alliages aux températures supérieures au

tiers de leur température absolue de fusion (en °K).
V.6.1.2. Solide dastique parfaitement viscoplastique
L’ élagticité n'est plus considérée comme négligeable mais la vitesse de déformation plastique ne

dépend toujours que de la contrainte (figure V.7). Il n'y a pas d’influence de L’ écrouissage.

s|<s,® e:ee:SE (V.18)
s[3s.® e=e’+e, é:SE+f(s) (V.19)
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Ecrouissage Fluage t

Fig. V.7. Solide dastique parfaitement viscoplastique.
Modé e de Bingham-Norton : Sa représentation rhéologique est la suivante :

Os
. L
S
S —ww— oy
0 D e

s >s, ®s =Ee

b CEazs 41 ey V.20
S>SS®:,S—Ee—sS+I e, i/ (V.20)
fe=e,t+e, b
Saréponse a une sollicitation de relaxation est :
— — EeO- S,
e=gH({)®s =s_+ (vV.21)
GRS

V.6.1.3. Solide éasto-visco-plastique écrouissable

C'est le schéma le plus complexe puisque la contrainte dépend de la vitesse de déformation
plastique et de la déformation plastique elle-méme ou d une autre variable d'écrouissage (figure
V.8):

Ecrouissage Fluage I Rela:{/g‘aun
Fig. V.8. Solide dasto-visco-plastique.
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s|<s,® e:ee:S—
E (V.22)

s[3s.,®e=e +e,
s =Ee, = f(ep’e'p) (V.23)
Applications:
Métaux et alliages aux températures moyennes et éleveées,

Le bois pour des sollicitations é evées.

V.7. Formulation thermodynamique de la viscoé asticité
V.7.1. Domaine devalidité et d’emploi

Les polyméres et, dans une moindre mesure, le béton et le bois. La vitesse de déformation ¢
intervient comme une variable thermodynamique indépendante. La théorie de la viscodasticité
permet de rendre compte des évolutions réversibles mais fonction du temps, des solides
viscoél astiques tel's que définis précédemment. En dynamique cela se traduit par un amorti ssement
extrémement faible pour les métaux (10~*) atempérature ambiante mais qui peut atteindre 1072 &
1 pour les polymeres.
Les modéles de Kelvin-Voigt et de Maxwell sont décrits ici au titre d applications directes de la
thermodynamique avec variables internes, car dans le cas particulier de la viscoélasticité linéaire,
I"’approche fonctionnelle est plus smple a formuler et plus simple d’emploi. Notons que ces
formulations ne sont valables que pour des matériaux stables. Le vieillissement des bétons ou des

polymeéres exige des traitements spécifiques non décritsici.

V.7.2. Solidede Kelvin-Voigt
Il correspond au choix des variables suivantes :
lavariable observable est |a déformation totale €, sa variable associée est la contrainte o :
pour définir la puissance réversible et la puissance dissipée il y alieu de faire une partition
des contraintes en contrainte «éastiqgue» o€ et contrainte «anélastique» ¢%" qui
correspond d'ailleurs au modéle analogique de Kelvin-voigt, ressort et amortisseur en
parallée, indiqué précédemment.
S =s"+s™ (V.24)

o€: € est la puissance volumique réversible,

o™ ¢ est ladissipation volumique intrinseque.

Lathéorie linéaire isotrope s obtient en choisissant la méme potentielle thermodynamique que pour

I’éasticité linéaire :
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1
Y :E(l q €7+4my &) (V.29)

Pour exprimer la contrainte anélastique o%"(et non la vitesse é ) afin de I’additionner a la
contrainte élastique ¢ ¢, il faut utiliser le potentiel de dissipation j (é) . Pour les mémes raisons que

précédemment on choisit une forme quadratique définie positive des vitesses de déformation :

.1

j =50ad+am,é,) (V.26)
Expression dans lagquelle &, et &, sont les premier et second invariants du tenseur des vitesses des
déformations @ et ou q, et g, sont deux coefficients supplémentaires caractéristiques de la viscosité

du matériau. Conformément ala méhode de’ état local, laloi d' état s obtient par :

s=r %:I Tr(e)l+2ne (V.27)
et laloi complémentaire par :

s = _| g Tr@)1+2m 6 (V.28)
Le modéle mécanique de Kt‘lal1 vin-Voigt sobtient par addition de ces deux contraintes :

s =1 [Tr(e) +q,(@)]1+2mge +q,¢§ (V.29)
ou

s; = (e, +q,&,)d; +2mée, +q.8§ (V.30)

q, €t q,, sont des temps caractéristiques du retard ala déformation dont I'identification peut se faire

d’ apres des résultats d'essais unidimensionnels de traction et de cisaillement (par torsion de tubes
par exemple). L’ essai de cisaillement est régi par :

S, = 2m(e12 +qmé]2) (V.31
Laréponse e, (t) aune expérience de fluage en cisaillement o;, = Cte est donnée par la solution
de cette équation différentielle. Avec la condition initidlet=0—- ¢ =0 :

&t OU

e, = ZmSL expe- i;g (V.32

ce qui permet d’identifier les deux coefficients y et 6,,.

v étant le coefficient de contraction, I'essai de traction est régi par :
=g (1- 2v)+2nge, +@ (1- 2v)q, +2nmy, Bé, (V.33)
Enposant E=1 (1- 2v)+2m comme en élasticité et
h =1 (1- 2v)q, +2ny,, (V.34)
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On trouve:
Su = Eell +hé11 (V.39)
Laréponse aune expérience defluage (avect=0—- e =0) est :

s.. €& e E o
e, :fél expg- Ht%’ (V.36)
e

ce qui permet d'identifier les coefficients E et n puisi . et 6;apres avoir déterminé u et 6, v étant
mesuré par ladéformation transversale : e,, = - ve,,

V.7.3. Solides de Maxwsell
Il correspond au choix des variables suivantes :
Lavariable observable est toujours la déformation totale z alaguelle est associée la contrainte o.
Pour définir la puissance réversible et |a puissance dissipée, on opeére cette fois une partition des
déformations en deux déformations :

e=e’+e” (V.37)
o €° définit la puissance réversible,

0. €%est ladissipation intrinseque.
Conformément a la méthode de I'état local, la loi d'état dérive de le potentiel thermodynamique

Y(e-e™):

S =rﬂ=r Y (V.38)
Te fe®
et laloi complémentaire, du potentiel de dissipation dua ¢* (o)
gan = 20 (V.39)

do
Afin d’ exprimer la vitesse de déformation totale par addition de £¢ et £, il vaut mieux travailler

avec le potentiel thermodynamique dual Y "(s) et, pour obtenir une théorie linéaire, on choisit le

méme potentiel que pour I’ élasticité :

_Latvocn . Vineed
" S E Tr(s ?) E[Tr(s )] - (V.40)
Avec
et=r ItV Vorey (V.41)
fs E E

De méme, le potentiel de dissipation est défini par une forme quadratique définie positive faisant
intervenir deux nouveaux coefficients t, et t,, caractéristiques de la viscosité et qui peuvent étre
identifiés d’ aprés des essais unidimensionnels de traction et cisaillement :

j _la+yv
28 Et,

Tr(s ) ——[Tr(s )]zg V.42)
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- . can d¢p* . . A
Enécrivant & = g€ + gan = ge + % on obtient le modele mécanique de Maxwell :

s

6=TVE SV gy« TE)Y (v.43)
E e t,g Eé t, @
Ou
1+vé s;u ve s, U
¢ =—ad +_Jlj' — &« +AL’Jdij (V.44)
E & t,g Eg t, 0
Appligué au cas unidimensionnel, il correspond au modéele analogique du ressort en série avec

S A BN (V.45)
E &g, 1,0
4V v 1
ouenposant -—=—
1 EtZ h
a=3.,% (V.46)
E h

C’ est un modél e de fluide puisque la possibilité d’ équilibre a contrainte constante non nulle n’ existe

pas.
V.7.4. Modéde de Maxwell généralisé pour les solides

Cette possibilité d’ équilibre peut étre obtenue par addition d’un ressort en paraléle et I’on peut
aussi fendre compte de comportements plus complexes en goutant d’ autres éléments simples de
Maxwell également en paraléee (figure V.9). Ceci constitue aussi une généralisation du modele de
Kelvin-Voigt.

ol

Fig. V.9. Moddle de Maxwell généralisé.
Laloi de comportement unidimensionnelle d’ un tel modele s écrit :
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s (V.47)

On peut aussi faire apparaitre les déformations internes au modele
d=¢ +d (V.48)
En écrivant |’ égalité de la contrainte dans le ressort et I’amortisseur d’un modéele élémentaire, on
obtient laloi d’ évolution des déformations anélastiques internes :
@ :E(e- e’ (V.49)
h. .

]
Laloi de comportement du modéle peut alors se mettre sous une autre forme :

s =Ee+ghé"

j=1

é™" :hE(e - e (V.50)

E.
@ =h—’(e- e’)

J
Les déformations e jouent le role de variables internes au sens de la thermodynamique ( g S
=1

est la dissipation intrinseque). La loi de comportement est formée d'une relation constitutive
contenant les variables internes et autant d’ équations différentielles d’évolution que de variables
internes introduites. Notons que cette formulation peut aussi étre considérée comme un cas
particulier de laviscoplasticité (viscosité linéaire, sans seuil).

Pour représenter des comportements viscoélastiques complexes, on peut géné&aliser ainsi
I’association de ressorts et d'amortisseurs mais les problémes didentification deviennent
rapidement insolubles puisqu’il faut déterminer autant de coefficients au moins que d’ééments
introduits. Le passage au hombre de modéles infini ou au continu se fait par la notion de spectres de
fluage ou de relaxation mais, pour la viscoélasticité linéaire, |’ approche fonctionnelle ou héréditaire

présente des avantages incontestables sur |’ approche par variables d’ état discretes.
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