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Introduction

Clest avec plaisir que je partage mon expérience de presque dix ans d'enseignement du
module "recherche opérationnelle". Ainsi ce livre est composé d'un ensemble de chapitres
fondamentaux qui ont été présentés sous forme de cours pour plusieurs spécialités dans le
domaine des sciences ¢conomiques. Je me suis bas¢ sur la simplicité et la présentation
méthodologique du contenu tout en restant, dans la mesure de possible, loin de la
présentation mathématique pure puisque ce produit est destiné principalement aux
¢tudiants des parcours des sciences économiques, sciences commerciales et sciences de

gestion.

Les exemples et les exercices utilisés dans tous les chapitres sont des problemes directs
d'application économiques, cela pour mieux comprendre l'utilisation des modeles de la

recherche opérationnelle au sien de l'entreprise économique.

Cette premicre ¢dition sera suivie par d'autres améliorations notamment 1'introduction de
nouveaux chapitres concernant la théorie de décision a savoir . l'arbre de décision,

probleme d'ordonnancement, gestion des projets...etc.

En outre, l'utilisation des outils informatiques pour la résolution des problemes de la
recherche opérationnelle est quasiment indispensable a la résolution des problemes de

grande taille, la raison pour laquelle un nouvel ouvrage sera préparé dans cette optique.

Adressons ce travail aux enseignants collegues et aux étudiants, il me reste que de
demander aux lecteurs de me parvenir leurs commentaires ou remarques concernant le

contenu et les méthodes utilisées et cela pour le rendre un référentiel certifié.

Dr. HAMADOUCHE M.A.
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Chapitre 1
1 Introduction a la recherche opérationnelle

1.1 Définition

I n'existe plus une définition exacte de la recherche opérationnelle, la raison pour laquelle
les chercheurs ont la défini différemment, selon leur contexte de recherche et d'application.
GKIMBALL et PMORSE la défini comme wune méthode scientifique fournit a
ladministration exécutive un outil quantitatif pour la prise de décision. RACKOFF et
G.CHORCHMAN ont défini la recherche opérationnelle par [utilisation des méthodes
scientifiques et modéles de résolution aux problémes lics aux systemes dopération pour
fournir aux décideurs les solutions optimales, ou c'est la théorie des décisions pratiques
lutilisation des méthodes scientifiques et mathématiques qui permet aux exécuteurs la
résolution des probléemes selon M.STARR et M.MILLER. Aussi, HWANGER a défini la
recherche opérationnelle par /ufilisation du principe scientitiqgue pour résoudre les
problemes des directeurs exécutits.

Ces définitions sont communes dans plusieurs mots clés, a savoir . méthode scientifique,
modeles et outils qui constituent en fait les modeles mathématiques et statistiques, les
problemes des directeurs, les décisions, les solutions optimales. Ces derniers résultent
essentiellement de la compréhension et l'utilisation de cette discipline par les chercheurs
dans des domaines différents.

Globalement on peut définir la recherche opérationnelle comme l'ensemble des méthodes et
techniques rationnelles d'analyse et de syntheése des phénomenes d'organisation utilisables

pour ¢laborer de meilleures décisions.

1.2 Historique

De¢s le XVIle siecle, des mathématiciens comme Blaise Pascal tentent de résoudre des
problemes de décision dans l'incertain avec l'espérance mathématique. D'autres, au XVIlle
siccle et XIXe siecle, résolvent des problemes combinatoires.

Mais ce n'est qu'avec la seconde guerre mondiale que la pratique va s'organiser pour la
premicre fois et acquérir son nom. En 1940, Patrick Blackett est appelé par ['état Major
anglais a diriger la premiere équipe de recherche opérationnelle, pour résoudre certains
problemes tels que l'implantation optimale de radars de surveillance. La réussite de ces
recherches a encouragé les américains par la nécessité de ['utilisation des différents outils

de la recherche opérationnelle.



Le mot "Opérationnelle" vient donc du fait que la premicre application d'un groupe de
travail organisé dans cette discipline avait trait aux opérations militaires. Le nom est resté
par la suite, méme si le domaine militaire n'est plus le principal champ d'application de
cette pratique.

Apres la guerre, les techniques se sont considérablement développées, grace, notamment, a
l'explosion des capacités de calcul des ordinateurs. Les domaines d'applications se sont

¢galement multipliés.

1.3 Champs d'application

La recherche opérationnelle peut aider le décideur lorsque celui-ci est confronté a un

probleme appartenant a un des types suivants .

1.3.1 Problémes combinatoires

Un probleme est dit combinatoire lorsqu'il comprend un grand nombre de solutions
admissibles parmi lesquels on cherche une solution optimale ou proche de 'optimum.

Exemple typique . déterminer ou installer 5 centres de distribution parmi 30 sites
d'implantation possibles, de maniere a ce que les couits de transport entre ces centres et les
clients soient minimums. Ce probleme ne peut étre résolu par une simple énumération des
solutions possibles par l'esprit humain, puisqu'il en existe 30 * 29 * 28 * 27 * 26 -
17.100.720 (!). Et méme si un probleéme de cette taille pourrait €tre résolu par énumération
par un ordinateur, les décideurs sont régulicrement confrontés a des problemes infiniment

plus complexes, ou le nombre de solutions acceptables se compte en milliards de milliards.

1.3.2 Probléme aléatoires

Un probleme est dit aléatoire s'il consiste a trouver une solution optimale face a un
probleme qui se pose en termes incertains.

Exemple typique : connaissant la distribution aléatoire du nombre de personnes entrant
dans une administration communale en une minute et la distribution aléatoire de la durée
de traitement du cas d'une personne, déterminer le nombre minimum de guichets a ouvrir

pour qu'une personne ait moins de 5% de chances de devoir attendre plus de 15 minutes.

1.3.3 Problémes concurrentiels

Un probleme est dit concurrentiel s'il consiste a trouver une solution optimale face a un
probleme dont les termes dépendent de l'interrelation entre ses propres agissements et ceux
d'autres décideurs.

Exemple typique : fixer une politique de prix de vente, sachant que les résultats d'une telle

politique dépendent de 1a politique que les concurrents adopteront.



1.4 Relations avec d'autres disciplines

La recherche opérationnelle se situe au carrefour de différentes sciences.

1.4.1 Economie

Outre le fait que les principales applications pratiques se situent dans ce domaine, 'analyse
¢conomique est souvent nécessaire pour définir 1'objectif a atteindre ou pour identifier les

contraintes d'un probleme.

1.4.2 Informatique

Les progres de l'informatique sont intimement liés a l'accroissement des applications de la
recherche opérationnelle. Une puissance de calcul importante est nécessaire a la résolution
de problemes de grande taille. Cette puissance est cependant loin de constituer une panacée
. il a en effet été prouvé que certains problemes, parmi lesquels certains liés a la recherche
opérationnelle, ne peuvent étre résolus de maniere optimale par un ordinateur dans un
temps raisonnable et cela, méme si l'on considere des ordinateurs un milliard de fois plus
puissants que ceux d'aujourdhui. Pour ces problemes, le chercheur opérationnel fera le
plus souvent appel a des techniques empruntées a l'intelligence artificielle, permettant de
trouver en un temps acceptable des solutions proches de 'optimum.

L'informatique peut également constituer un domaine d'application, en maticre de
localisation de serveurs, de nombre de serveurs a mettre en place pour obtenir un temps de

réponse raisonnable...

1.4.3 Mathématiques

Beaucoup de méthodes utilisées par la recherche opérationnelle sont issues de théories
mathématiques diverses. En ce sens, la recherche opérationnelle est une branche des

mathématiques appliquées.

1.5 Principe de la recherche opérationnelle

La recherche opérationnelle s'articule sur un principe scientifique qui commence par la
création du modele approprié jusqu'a sa résolution et l'application de la décision optimale.
L'utilisation de la recherche opérationnelle comme outil daide a la décision dans
l'entreprise doit obligatoirement suivre certain cheminement d'opération .
- Déterminer toutes les composantes du probleme étudi¢ ainsi que les relations
d'influence entre elles.
- Construire le modele mathématique approprié.
- Examiner le modele introduit pour qu'l tienne en compte tous les facteurs qui
influencent sur l'objectif principal.

- Déterminer la solution optimale du modele et vérifier par la suite sa réalisabilité.



Chapitre 2

2 Programmation linéaire

I existe des méthodes mathématiques qui permet la résolution des problemes a objectifs
définies le cas de maximisation du bénéfice ou de minimisation du cotit sous un ensemble de
contraints. Cette technique est utilisée pour la résolution des problemes d'optimisation.

La programmation linéaire (PL) est I'un des outils les plus puissants et les plus utilis€s en
application "industrielle" parmi les technologies d'aide a la décision. Elle est utilisée dans
plusieurs domaines a savoir :

Planification de la production ; répartition des ressources ; choix de produits a fabriquer ;
choix et planification d'investissements ; problemes de distribution ; affection et gestion du

personnel ; gestion des projets, et bien autres ...

Programmation Linéaire

/ \

La mise en place d'un La supposition que le
modele pour résoudre phénomene étudié se varie
un probleme d'une maniere linéaire

Figure 2-1 Programmation linéaire

2.1 Définition

C'est une technique mathématique permet de traiter d'une facon systématique des problemes
complexes ou plusieurs activités sont en compétition pour des ressources limitées et objectif

global (maximisation des profits, minimisation des couts, ...) est recherche.

2.2 Création du modele de la PL

La mise en place du modele de la PL représente 1'étape clé du processus global. En faite c'est
la représentation des relations réelles par des fonctions mathématiques hypothétiques,
fondées sur l'examen et I'analyse de I'existant (le probleme réel). Un tel modele est ainsi créé

en quelques étapes -



2.2.1 Définir les variables de décision

Elles présentent les quantités que le décideur doit les connaitre (inconnus) et en plus ces
valeurs ont une influence directe sur la valeur de la fonction économique. Par exemple le

nombre des unités produites, le nombre des heures de fonctionnement, ...

2.2.2 La fonction économique (ou fonction objectif)

C'est une fonction qui présente mathématiquement 1'objectif principal du probleme, elle est
caractérisée par un sens de préférence qui peut €tre la maximisation (bénéfice,

production,...) ou la minimisation (cott, nombre d'employ¢s,...).

Exemple : Max: Z = 2X; + 4X, + 7X;
avec : X1, X,, X3 variables de décision

2,4, 7 les coefficients associés aux trois variables qui représentent par exemple le
prix de vente, le bénéfice d'une unité de chaque produit.

2.2.3 Les contraintes

Un ensemble de contraintes qui traduit mathématiquement sous forme d'équation et
d'inéquation tous les facteurs ayant impact sur les composantes du probleme étudié. Ces
derniers sont généralement associés a la consommation des ressources limitées (maticre

premiere, heures de travail, nombre des employes, ...).

Exemple : 2X; — 10X, < 150 une contrainte sous forme d'inéquation "inférieure ou égale"
a une quantit¢ limitée de ressources "150". Evidemment, une contrainte peut étre une
¢quation ou une in¢quation (<, >, <, > ).
Un programme linéaire s'exprime de facon générique sous la forme :
Max:Z = c;X; + -+ ¢Xj+ -+ Xy
a X1+ +a X+t apXy, < by

aile + - + al-ij + -+ al-an < bi

am1X1 + + am]X] + + aman S bm
Vj; Xj = 0 selon le cas de la non — négativité

Ou, sous une forme plus compacte :
. — n
Max:Z = Yj-; ¢;X;
;-lzl al]X] < bi i=1..m

Vj; Xj =0 selon le cas de la non — négativité



Prenant l'exemple suivant pour mieux comprendre les étapes a suivre afin d'établir un

programme linéaire a un probleme donné .

Enoncé . Une sociét¢ produit plusieurs types de poudre a laver. Cette société¢ a recu une
commande de 12000 kg d'un type de poudre qui se construit par la compilation de trois
produits (A, B, C) et les caractéristiques de la poudre demandée sont .

1. La quantité livrée contient au minimum 3000 kg du produit B.

2. La quantité livrée ne contient pas plus de 4000 kg du produit A.

3. La quantité livrée contient au maximum 2000 kg du produit C.
Si le cott d'un kilogramme du produit B est de 2 dinars, 3 dinars pour le kg du produit C et
4 dinars au troisiecme produit.

Ecrire le programme linéaire qui minimise le coiit total.

Solution -
La société a recu une commande de 12000 kg sur un seul type de poudre, alors le probleme
dans sa globalité vise a minimiser les couts d'achat des trois maticres premieres (MP) tout
en respectant les conditions exigées par cette commande et sans oublier la quantité
demandée puisque une quantité en plus de la MP engendre des frais supplémentaires.
Variable de décision .
Il s'agit de calculer les quantités des trois MP, qui influencent directement sur la valeur
totale des couits, donc . on note par X,, X,, X5 respectivement les quantités des trois matieres
premieres A, B et C.
Fonction économique :
Il s'agit de minimiser les cotits d'achats de la maticre premicre =»le sens de préférence est la
minimisation.
le cotit d'un kg du produit A est de 4 dinars

alors le cout de la quantité X, kg du produit A est de 4X, dinars
le cotit d'un kg du produit B est de 2 dinars,

alors le cout de la quantité X, kg du produit B est de 2X, dinars
le cotit d'un kg du produit C est de 3 dinars

alors le cout de la quantité X; kg du produit C est de 3X5 dinars

Ce qui donne le cout total . W = 4X; + 2X, + 3X;
La fonction économique est de la forme suivante : MIN: W = 4X; + 2X, + 3X3 ... ... ... (1)



Les contraintes .

1- contrainte du produit A

La condition de "la quantité livrée ne contient pas plus de 4000 kg du produit A" se traduit
mathématiquement par : X; < 4000 ... ... ... (2)

2- contrainte du produit B

La condition de "la quantité livrée contient au minimum 3000 kg du produit B" se traduit
mathématiquement par : X, > 3000 ... ...... 3

3- contrainte du produit C

La condition de "la quantité livrée contient au maximum 2000 kg du produit C" se traduit
mathématiquement par . X; < 2000 ...... ... 4)

4- contrainte de quantité demandée

La quantité demandée est de 12000 kg, ce qui traduit mathématiquement par la somme des trois
quantités : X; + X, + X3 = 12000 mais si on exprimant cette contrainte sous forme d'égalité, nous
n'avons pas assez de garantie pour assurer la production de 12000 kg, a cet effet cette contrainte

prendra la forme d'une inéquation : X; + X, + X5 = 12000 ... ... ... (5)

Ajoutant la contrainte de la non-négativiteé (quantités positives).

Le modele de 1a PL associé est :

MIN: W = 4X, + 2X, + 3X;
X, < 4000
X, = 3000
X3 <2000
X, + X, + X5 > 12000
X1, X5, X3 >0

Remarque .

Du faite que la création du modele de la PL représente une étape tres importante, sur
laquelle s'articule l'action de la prise de décision vis-a-vis un probleme donng, il s'avere
nécessaire de présenter la résolution d'une série d'exercices afin de présenter un maximum

de cas.



2.3 Exercices

Exercice 2.1 .
Une societe nationale produit deux types de matelas (A et B) qui nécessite chacun trois

phases : phase de coupure, phase de pliage sous forme de rouleaux et la phase d'emballage.

Le tableau ci-contre précise la durée en

Types de matelas .Temps
minute consacrée pour les deux types sur A B disponible
. . (min)
les trois phases de production. Phase 01 9 5 5100
Phase 02 5 7 1900
Phase 03 2 3 2500

Il est donné que le bénéfice d'une unité de type A est 1200 dinars et 800 dinars pour celle

de B. Ecrire le programme linéaire dont le but est de maximiser la marge bénéficiaire.

Exercice 2.2 Un artisan fabrique deux articles A et B nécessitant chacun deux opérations -
un usinage et un traitement thermique. Le produit A subit un usinage d’1 heure et un
traitement thermique de 3h. B subit un usinage de 2h et un traitement thermique de 3h. De
plus, 2kg de matiere premicre entrent dans la composition de A et 1kg dans celle de B. La
fabrication de B se termine par un travail de finition qui dure 1h.

Toutes les 3 semaines, artisan dispose de 'atelier d’usinage pendant 80h et du four pendant
150h. De plus, pendant cette période, il ne peut pas consacrer plus de 35h au travail de
finition ni stocker plus de 80kg de matiere premicere.

Quelles quantités de A et B P'artisan doit-il fabriquer pendant cette période si la marge

bénéficiaire est de 30 euros pour ’article A et de 20 euros pour Iarticle B.

Exercice 2.3 La société des carrieres de VALAY fournit aux Ponts et Chaussées des graviers
de différents calibres ; le marché, adjugé pour un prix global, porte sur les quantités
suivantes . 13 500 tonnes de gravier de calibre 1, 11 200 tonnes de calibre 2 et 5 000
tonnes de calibre 3. La sociét¢ VALAY loue deux carricres : P1 au prix de 19,40 euros la
tonnes et P2 "a 20 curos la tonne. Apres extraction, la pierre est pesée puis concassée -
chaque carriere fournit, par tonne de pierre pesée, les quantités définies par le tableau

suivant (le sable résiduel est sans valeur marchande) :

calibre 1 calibre 2 calibre 3
pierres de P1 0, 36t 0, 4t 0, 1ot
pierres de P2 0, 45t 0,2t 0, 10t

La direction souhaite définir son programme d’extraction de pierres de P1 et P2 de facon a

minimiser le couit de la location. Donner une solution a ce probleme.
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Exercice 2.4 Dans une cafétéria, on sert 2 sortes de desserts glacées, a base de cocktails
exotiques, de glace et de fruits confits . la créole et la tropicale. La créole nécessite 8cl de
cocktail exotique, 2dl de glace et 15¢ de fruits confits.

La tropicale nécessite 5cl de cocktail exotique, 2dl de glace et 25¢ de fruits confits. Chaque
jour, Patelier de patisserie peut préparer 1600 cl de cocktail exotique, 520 dl de glace et 5
kg de fruits confits. Une créole est vendue 1,2 euros et une tropicale 1 euro. Maximiser le

profit.

Exercice 2.5 Un commercant s’est spécialisé dans la fabrication de chaussures en cuir. Il en
fabrique deux types : des chaussures A cousues main et des chaussures B collées. Son
approvisionnement en cuir ne lui permet pas de fabriquer plus de 120 chaussures par
semaine. De plus, il ne peut vendre pendant cette période plus de 100 chaussures B et 70
chaussures A. Une paire de chaussures A lui demande 4 heures de travail, et une paire de
chaussures B lui demande 1h. Avec ses ouvriers, il dispose de 240h de travail par semaine.

Il peut vendre les chaussures A 150 euros et les chaussures B 50 euros. Quelle quantité de

chaussures A et B doit-il fabriquer par semaine pour maximiser sa recette ?

Exercice 2.6 Une entreprise disposant de 10 000 m? de carton en réserve, fabrique et
commercialise 2 types de boites en carton. La fabrication d’une boite en carton de type 1 ou
2 requiert, respectivement, 1 et 2 m?* de carton ainsi que 2 et 3 minutes de temps
d’assemblage. Seules 200 heures de travail sont disponibles pendant la semaine a venir. Les
boites sont agrafées et il faut quatre fois plus d’agrafes pour une boite du second type que
pour une du premier. Le stock d’agrafes disponible permet d’assembler au maximum 15000
boites du premier type. Les boites sont vendues, respectivement, 3 et 5 UM.

a) Formuler le probléme de la recherche d’un plan de production maximisant le chiffre
d’affaires de lentreprise sous forme d’un programme linéaire. Préciser clairement les
variables de décision, la fonction objectif et les contraintes.

b) Déterminer un plan de production optimal en résolvant graphiquement le programme

lin€aire trouve en a (voir la section des solutions dans le chapitre3).

11



Solutions des exercices
Solution 2.1
(@) Variables de décision
Soit X, : le nombre de matelas de type A ;
X, : le nombre de matelas de type B.
(b) La fonction économique
Le but est de maximiser la marge bénéficiaire.
Le bénéfice d'une unité de matelas de type A est de 1200 Dinars.
Le bénéfice de la quantité x; unités de matelas A est de 1200X, Dinars
Le bénéfice d'une unité de matelas de type B est de 800 Dinars
Le bénéfice de la quantité X, unités de matelas B est de 800X, Dinars
Le bénéfice global est : Z = 1200X; + 800X,
Ainsi la fonction économique est . Max: Z = 1200X, + 800X,
(b) Les contraintes
- La contrainte de la phase 01
Une unité du matelas A nécessite 9 min, donc 9X,; min sont nécessaire pour X, unités.
Une unité du matelas B nécessite 5 min, donc 5X, min sont nécessaire pour X, unités.
La durée de la phase 01 est limitée par 2100 minutes, ce qui donne la forme suivante de la
contrainte : 9X; + 5X, < 2100
- La contrainte de la phase 02
9X, min sont nécessaire pour produire X; unités de A et 5X, min sont nécessaire pour X, unités de B.
Avec une durée maximale 1900 minutes, la contrainte s'écrit -
5X; +7X, <1900
- La contrainte de la phase 03
Le temps consacré pour produire X,, X, unités du matelas A et B est : 2X; + 3X, qui ne doit pas
dépasser les 2500 minutes, donc . 2X; + 3X, < 2500

On a donc le programme linéaire suivant .
Max:Z = 1200X, + 800X,
9X; + 5X, < 2100
5X, + 7X, < 1900
2X; + 3X, < 2500
X1, X, >0
Pour la résolution de ce modcle veuillez consulter le chapitre 3

12



Solution 2.2
(@) Variables de décision
Soit X, :la quantité des articles A ;
X, : la quantité des articles B.

(b) La fonction économique
L'objectif est de maximiser la marge bénéficiaire.
La marge bénéficiaire d'une unité de P’article A est de 30 euros.

Le bénéfice de la quantité X; unités de larticle A est de 30X,€
La marge bénéficiaire d'une unité de I’article B est de 20 euros

Le bénéfice de la quantité X, unités de Particle B est de 20X,€
Le bénéfice global est : Z = 30X; + 20X,
Ainsi la fonction économique est : Max: Z = 30X, + 20X,
(b) Les contraintes
- La contrainte d'usinage
Une unité du produit A subit un usinage d’une heure

Alors X,unités du produit A subissent un usinage de X; h
Une unité du produit B subit un usinage de 2h

Alors X,unités du produit B subissent un usinage de 2X, h
Partisan dispose de I’atelier d’usinage pendant 80h, donc . X; + 2X, < 80
- La contrainte du fraitement thermique
Une unité du produit A nécessite 3h, donc 3X; h sont nécessaire pour X; unités.
Une unité du produit B nécessite 3h, donc 3X, h sont nécessaire pour X, unités.
Pendant cette phase, l'artisan ne dispose pas le four plus que 150h ce qui donne la forme
suivante de la contrainte . 3X; + 3X, < 150
- La contrainte de finition
La fabrication de B se termine par un travail de finition qui dure 1h pour chaque unité.
La durée de cette phase est limitée a 35h, ainsi la contrainte . X, < 35
- La contrainte de la matiere premiéere
2kg de matiere premicre entrent dans la composition de A et 1kg dans celle de B.
Alors la quantité de la MP consommeée est . 2X, + X,
Le seuil maximal de stockage est de 80kg : 2X, + X, < 80

On a donc le programme linéaire suivant .

Max: 7Z = 30X1 + ZOXZ
X, +2X, < 80
3X; + 3X, < 150
X, <35
2X, + X, < 80
X1, X, >0
Pour la résolution de ce modcle veuillez consulter le chapitre 3
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Solution 2.3
Il s'agit de déterminer les quantités de pierres en tonnes des deux carrieres P1 et P2
nécessaires pour répondre aux besoins de la sociét¢ VALAY (qui sont 13500 T, 11200 T et
5000 T des calibres 1,2 et 3 respectivement).
(@) Variables de décision
Soit X, :la quantité de pierres extraite du carriere P1 ;
X, : la quantité de pierres extraite du carricre P2.

(b) La fonction économique
L'objectif est de minimiser les cotits de location des carrieres dons le sens de préférence est la
minimisation.
Le prix de location d'une tonne de P1 est de 19.40 €

ainsi le prix de location de X, tonnes de P1 est de 19.40X, €
Le prix de location d'une tonne de P2 est de 20 €

ainsi le prix de location de X, tonnes de P2 est de 20X, €
Le cout global de location est : W = 19.40X, + 20X,
La fonction économique est : Min: W = 19.40X; + 20X,
(¢) Les contraintes
Les quantités demandées des trois calibres sont définies, utilisant les informations du tableau
on retient .
- La contrainte du calibrel
Une tonne de pierres de P1 fournit 0.36 t de gravier calibrel

La quantité X, tonnes de pierres de P1 fournit 0.36X, tonnes de gravier calibrel
Une tonne de pierres de P2 fournit 0.45 t de gravier calibrel

La quantité X, tonnes de pierres de P2 fournit 0.45X, tonnes de gravier calibre1l
En conséquence, la quantité extraite du calibrel est . 0.36X; + 0.45X, qui doit étre au
minimum 13500 tonnes (pour satisfaire le besoin).
Alors, la contrainte s'écrit sous la forme suivante . 0.36X; + 0.45X, = 13500
Avec les mémes étapes d'explication on retient .

- La confrainfe du calibrel

0.41X; + 0.2X, > 11200
- La confrainte du calibre3

0.16X; + 0.11X, > 5000
On a donc le programme linéaire suivant .
Min: W = 19.40X; + 20X,
0.36X; + 0.45X, = 13500
0.41X; + 0.2X, > 11200
0.16X; + 0.11X, = 5000
X1, X, >0
Pour la résolution de ce modcle veuillez consulter le chapitre 3
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Solution 2.4
(@) Variables de décision
Soit X, : le nombre des unités de créole vendues ;
X, : le nombre des unités de tropical vendues.
(b) La fonction économique
L'objectif est de maximiser le profit de cette cafétéria.
Le prix de vente d'une unité de créole est de 1.2 €
Le prix de vente de X, unités de créole est de 1.2X,€
Le prix de vente d'une unité de tropical est de 1 €
Le prix de vente de X, unités de la tropical est de X, €
Le total du profitest : Z = 1.2X; + X,
Ainsi la fonction économique est : Max: Z = 1.2X; + X,
(b) Les contraintes
- La contrainte du cocktail exotigue
Une unité de créole nécessite 8 cl, alors 8X;cl sont nécessaire pour préparer X; unités.
Une unité du tropical nécessite 5 cl, alors 5X,cl sont nécessaire pour préparer X, unités.
L’atelier de patisserie peut préparer 1600 cl de cocktail exotique quotidiennement, ce qui
donne la contrainte . 8X; + 5X, < 1600
- La contrainte de glace
Une unité de créole nécessite 2 dl, alors 2X, dl sont nécessaire pour préparer X; unités.
Une unité du tropical nécessite 2 dl, alors 2X,dl sont nécessaire pour préparer X, unités.
L’atelier de patisserie peut préparer 520 dl de glace par jour, ce qui donne la contrainte .
2X; + 2X, < 520
- La contrainte des fruits contits
Une unité de créole nécessite 15 g, alors 15X, g sont nécessaire pour préparer X, unités.
Une unité du tropical nécessite 25 g, alors 25X, g sont nécessaire pour préparer X, unités.
Latelier de patisserie peut préparer 5 kg (5000 g) de fruits confits par jour, ce qui donne la
contrainte : 15X, + 25X, < 5000

On a donc le programme linéaire suivant .
Max: Z = 12X1 + XZ
8X; + 5X, < 1600
2X; + 2X, < 520
15X, + 25X, < 5000
X1, X, >0
Pour la résolution de ce modcle veuillez consulter le chapitre 3
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Solution 2.5

Soient les variables de décision suivantes :

X, : la quantité de chaussures A fabriquées ;

X, : la quantité de chaussures B fabriquées.

La fonction objectif a maximiser correspond a la recette obtenue lors d'une semaine de

travail .

Le prix de vente d'une paire de chaussures A est 150 euros et celle de B est de 50 euros, alors

la recette globale est . Z = 150X, + 50X,
Donc la F.E est donnée par : Max: Z = 150X; + 50X,
On a les contraintes suivantes :

- La confrainte de la matiéere "cuir”

Le nombre de chaussures fabriqué par semaine ne doit pas dépasser 120 chaussures alors -

X, + X, <120
- Les confraintes des quantités vendues
Chaussures de type A : X; < 70 c-a-d on ne produit pas plus que la quantité
Chaussures de type B : X, < 100 qu'on peut la vendre

- La contrainte des heures de travail
240 h de travail est possible pendant la semaine et puisque une paire de chaussures A et B
nécessite respectivement 4 et 1 h de travail, ce qui va donner : 4X; + X, < 240

On a donc le programme linéaire suivant .

Max: Z = 150X; + 50X,
X, + X, <120
X, <70
X, <100
4X, + X, < 240
X1, X, >0
Pour Ia résolution de ce modéle veuillez consulter le chapitre 3

Solution 2.6

Soient les variables de décision suivantes :

X, : le nombre de boites fabriquées de type 1 ;

X, : le nombre de boites fabriquées de type 2.

On a les contraintes suivantes :

—sur les m? de carton : X; + 2X, < 10000

— sur le temps d’assemblage en minutes . 2X; + 3X, < 200 * 60

—sur le nombre d’agrafes . X; + 4X, < 15000

La fonction objectif a maximiser correspond au chiffre d’affaires obtenu lors de la vente des

cartons :
Max:Z == 3X1 + 5X2
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On a donc le programme linéaire suivant .
Max:Z = 3X; + 5X,
Sc: Xy +2X, < 10000
2X; + 3X, < 12000
X, + 4X, < 15000
X1,X, =0
Pour Ia résolution de ce modéle veuillez consulter le chapitre 3
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Chapitre 3
3 La méthode graphique et la résolution d'un PL

3.1 Introduction

La méthode graphique est une méthode simple qui est basée sur la représentation graphique
des droites. Cependant, son utilisation est limitée dans certains cas .
_ Sile nombre de variables dépasse deux variables',

- Sile nombre de contraintes augmente d'une manicre importante.

3.2 Traitements

Quand on veut vreprésenter dans le plan les solutions de Tlinéquation
3x + 3y < 150, il y a deux astuces :

(1) on transforme I'inégalité pour qu’elle soit de I'une des 4 formes possibles : y < ax + b ;
y>ax+b;y<ax+b;y>ax+Dh.

Ici 3y < -3X + 150 d’oi1 y < -x + 50. On trace la droite d’équation y - -x + 50. L’ensemble
des points M(x ; y) dont les coordonnées vérifient I'inéquation est le demi-plan fermé situé
au dessous de la droite d’équation y - -x + 50, droite comprise.

(2) On ftrace la droite d’¢quation 3x + 3y = 150. L’ensemble des points M(x ; y) dont les
coordonnées vérifient 1'inéquation est le demi-plan fermé situé¢ au dessous de la droite
d’équation 3x+3y = 150, droite comprise. Pour la forme général ' ax+by < c ; ax+by > ¢ ;
ax+by < ¢ ; ax+by > ¢!, la figure ci-dessous montre les cas possibles pour déterminer

I'ensemble des solutions -

ax+by>c (si b>0) ax+by>c (si b>0)

ax+by<c (si b<0)

ax+by<c (si b<0)

ax+by<c (si b>0) ax+by<c (si b>0)
ax+by>c (si b<0) ax+by>c (si b<0)
Pente>0 Pente<0

Figure 3-1 Solutions réalisables d'une inéquation selon la pente

' L'utilisation de la méthode graphique est possible dans le cas de trois variables (chaque contrainte est
représenté graphiquement par un plan) et par la suite la solution réalisable si elle existe, elle est présentée par un
volume.
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En conséquence, pour déterminer les solutions d’un systeme d’inéquation a deux inconnues,
il suffit de construire les droites correspondantes et les demi-plans qui désignent l'espace
vérifiant chaque inéquation, Pintersection de tous les demi-plans est la représentation des
solutions réalisables.

Ajoutant que pour la résolution d'un programme linéaire, il reste la recherche d'une solution
optimale (qui est décrit par la fonction économique) parmi l'ensemble des solutions
réalisables.

Prenons, par les deux astuces, 1'exemple 2.5 du cours précédant .

Soit le modele de PL suivant - Max: Z = 150X, + 50X,

X, +X, <120

X, <70

X, <100

4X; + X, < 240

X,X, =0
Astuce 1 :

On fait isoler la variable X, du deux inéquations (1 et 4) .

X, < —X, + 120
X, <70

X, <100

X, < —4X, + 240
X, =0

X, =0

Il faut d’abord déterminer les couples (X, y) vérifiant le systeme.

— Les points de coordonnées (x, y) vérifiant l'inégalité¢ X, < —X; + 120 sont les points
appartenant 'un des demi-plans délimités par la droite d’équation X, = —X; + 120. Le
demi-plan convenable celui qui est au dessous de la droite (puisqueilya ™ <").

— Les points de coordonnées (X, y) vérifiant I'inégalité X, < 100 sont les points appartenant
au demi-plan qui est au dessous de la droite d’¢équation X, = 100 qui est parallele a l'axe des

abscisses.

— Les points de coordonnées (X, y) vérifiant I'inégalité X; < 70 sont les points appartenant au
demi-plan qui est au dessous de la droite d’équation X; = 70 qui est paralléle a l'axe des
ordonnées.

— Les points de coordonnées (x, y) vérifiant I'inegalit¢ X, < —4X,; + 240 sont les points
appartenant au demi-plan qui est au dessous de la droite d’équation X, = —4X, + 240

— Les points de coordonnées (X, y) vérifiant 'inégalité¢ X; > 0 sont les points appartenant au
demi-plan des abscisses positives,

— Les points de coordonnées (X, y) vérifiant 'inégalité X, > 0 sont les points appartenant au

demi-plan des ordonnées positives,
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On choisit de colorier en gris la partie qui ne convient pas.

100 X2
250 4 s On détermine 83
200 X, < =X, + 120 200
150 > 150
100 = 3 Avec les contraintes 1oy =~
de la non-négativité d
50 53 -
0 ] T~
0 s0 4 100 1 1581 0 s 4 w1 1564
Puis on ajoute Xy < 70 Puis on ajoute X, < 100 Puis on ajoute X, < —4X; + 240
s00 X2 300 %2
50 250
2 2
100 200
150 _»A(O,IOO) B(20,100)
100 3 100N C(40.80) .
50 50
0 ~ o 60,0y
o s0 9 100 1

(
15! Q & 4 wo 1 1581

Solutions réalisables

On trace la droite d'Iso-bénéfice .
150X, + X, = 0 On translate la droite d'Iso-
300 | X2 bénéfice d'une maniere paralléle, ooe T2
250 tous les points qui appartiennent a 25000 |
200 -

cette droite et coupe la zone des
150

2
Z=0
solutions réalisables représentent
des points de méme bénéfice. ’ “
X1 La derniére intersection représente ' 2 a
150 la solution optimale ici c'est le

point C(40,80) qui donne un
] bénéfice de 10000 Dinars

Figure 3-2 Etapes de la solution

Sur la figure ci-dessus, sont représentées les étapes de la résolution graphique du PL donné.
La recherche de l'optimum a €té basée sur la translation de la droite iso-bénéfice (purement
graphique) quoi qu'il est possible avec les calculs ; alors si la solution optimale d'un PL
existe, elle est aux bords de la zone des solutions réalisables. Pour la déterminer, il suffit de
calculer la valeur de la fonction ¢conomique dans tous les coins d'espace des solutions
réalisables et on retient la plus grande valeur dans le cas de maximisation et la plus petite

pour la minimisation.

Astuce 2 : on trace les droites des quatre contraintes

X, + X, =120
X, =70
X, = 100

4X, + X, = 240
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On se basant sur les informations présentées dans la figure 3.1 pour déterminer l'espace des
solutions réalisables pour chaque contraintes et enfin la détermination des la solution

optimale.

3.3 Cas particuliers

1. Si les contraintes du programme linéaire sont incompatibles, le polygone des solutions
réalisables est vide : le programme linéaire n’a alors aucune solution

2. Si le polygone est ouvert vers le haut, un probleme de maximisation n’a aucune solution
car la droite de référence peut se déplacer indéfiniment vers le haut

3. La solution optimale, si elle existe, se trouve toujours sur un sommet du polygone

4. Si les coordonnées du point S trouvé comme solution ne sont pas entieres, il faut alors
chercher un point du polygone a coordonnées enticres qui soit proche du point S

5. Si la droite de référence est parallele a 'un des cotés du polygone, le probleme a une
infinité de solutions alternatives.

Les droites définissant le sommet correspondent a des ressources completement utilisées, on
les appelle ressources rares. Les autres ressources non utilisées completement sont dites en

surabondance.

3.4 Solution des exercices du chapitre précédant

Solution 2.1

Prenons, par les deux astuces, 1'exemple 2.1 du cours précédant .

Soit le modele de PL suivant . Max: Z = 1200X,; + 800X,

9X; + 5X, < 2100
5X; + 7X, < 1900
2X; + 3X, < 2500
X1,X; =0
Utilisons l'astuce 1 :

On fait isoler la variable X, du trois inéquations :

(X < —2X;, +420

5 1900
X2 S _;Xl +T

2 2500
< X2S_§X1+T

X, >0

%20

Il faut d’abord déterminer les couples (x, y) vérifiant le systeme.
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— Les points de coordonnées (X, y) vérifiant I'inégalit¢ X, < —%Xl + 420 sont les points
appartenant 'un des demi-plans délimités par la droite d’équation X, = —%Xl +420. Le

demi-plan convenable celui qui est au dessous de la droite (puisqueilya ™ <").

— Les points de coordonnées (X, y) vérifiant I'inégalit¢ X, < —;xl +22%% sont les points

7
appartenant au demi-plan qui est au dessous de la droite d’équation X, = — gX 1+ @

— Les points de coordonnées (x, y) vérifiant I'inégalite X, < —§X1 +¥ sont les points

appartenant au demi-plan qui est au dessous de la droite d’équation X, = — §X1 + @

— Les points de coordonneées (X, y) vérifiant 'inégalité X; > 0 sont les points appartenant au
demi-plan des abscisses positives,

— Les points de coordonnées (X, y) vérifiant 'inégalité¢ X, > 0 sont les points appartenant au

demi-plan des ordonnées positives,

On choisit de colorier en gris la partie qui ne convient pas.

900 X2 ong M2
800 - 800
700 1 On détermine ey
600 - 600
500 X, < —gxl +420 L
400 - > 400
300 - 300
200 - 200
100 | 100
0 : : : 0 A
0 1 2500 1000 2 15081 0 1 25g 1000 ° 15041

On constate que la contrainte (3) est

supplémentaire.

oy A2
S0

Puis on ajoute 730

) 1900 5@ Ainsi, la solution optimale est
XS —ZXi+—— 50 donnée par le point
ii A‘(O’liﬂ B(136.84,173.58) et qui donne
250 \ B(136.84,173.58 2=303157.89
130 2100
CERO
o ( = ) :
0 * 500 wew  ° 1sodt

Solutions réalisables

Figure 3-3 Etapes de la solution 2.1

On remarque que les valeurs de la solution optimale ne sont pas en nombres entiers.

Solution 2.2
L'objectif est de maximiser la valeur Z = 30X, + 20X, sous I'ensemble des contraintes -
X, +2X, < 80
3X, + 3X, < 150
X, <35
2X, + X, < 80
X1, X, >0
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On trace les droites correspondantes aux quatre contraintes puis on détermine l'espace des

points qui réalisent 1'ensemble des contraintes. Les étapes de résolution sont décrites dans la

figure ci-dessous -

100 X2

80

60 |
Z=0

40

3 RN
20
X1
s T T Y T T

r
-30 -10 30
20

40 |

4 502 70

1

90

On détermine
l'espace des points
qui vérifie toutes les
contraintes ; la zone
des solutions
réalisables est
l'hexagone
OABCDE.

Figure 3-4 Résolution graphique du programme (2.2)

On détermine les coordonnées des coints du polygone : ABCDE.

X1 X2 Z
A |0 35 700 La plus grande valeur de la
B |10 35 1000 fonction économique est
C | 20 30 1200 1300 qui corresponds a la
D | 30 20 1300 solution suivante . X;=30,
E |40 0 1200 X,=20.
Solution 2.3 Min: W = 19.40X; + 20X,
0.36X; + 0.45X, > 13500

0.41X, + 0.2X, > 11200
0.16X, + 0.11X, > 5000

X, X, >0

La résolution est présentée dans la figure suivante .

70000
60000
50000
40000

30000

20000

-30000

2=0 30000 B -

2

-1000fbooo @ 20000 300do
~20000

x

130000

On choisit de
colorier en gris
la partie qui ne

convient pas.

On fait translater parallelement la droite Iso-couit
jusqu'au premier contact (on cherche le MIN) avec la
zone de la solution réalisable. La solution optimale est
le point C(,) ; avec W=680000.

— D

3 .
o 20000 sdofo laoooo

. e -
i
e 10000 20000 30000 5BBO0 50000

Figure 3-5 Solution graphique du probleme (2.3)
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Solution 2.4

Max:Z = 12X1 + XZ
8X, + 5X, < 1600
2X, + 2X, < 520
15X, + 25X, < 5000
Xy, X, = 0

On choisit de
colorier en gris
la partie qui ne

x1 convient pas.

On fait translater parallelement la
droite Iso-colit jusqu'au dernier
contact (on cherche le MAX) avec la
zone de la solution réalisable. La
solution optimale est exprimée par
le point B(120,128) ; avec Z=272.

-100 400

Figure 3-6 Solution graphique du probleme (2.4)

Solution 2.6

Il suffit de représenter le domaine admissible D du =

4500 x1+2x2=10000

programme linéaire et de trouver sur le bord de D le

4000
1

point qui maximise la fonction 3X; + 5X,, Ceci est AP

3500 N P(x4=600,x2=3600) : point optimal

fait sur la figure ci-contre, et on voit que le plan == =

optimal consiste donc a produire 600 boites de type ™
1 (x; - 600) et 3600 boites de type 2 (xz - 3600), | Domaine .

admissible .
pour un chiffre d’affaires d’une valeur de 19 800 = A

N

UM (Z =19 800) o 24+ 3Kz=12000 \1

] 5000 [ 10000 ¥

X1+4x2=15000

3x1+5x=19800

Figure 3-7 Résolution graphique (2.6)
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Chapitre 4
4 La méthode du Simplexe

4.1 Introduction

Elle est développée par George Bernard Dantzig en 1947, c'est une procédure itérative qui
permet d'améliorer la résolution de la fonction objectif a chaque étape. Le processus se

termine lorsqu'on n'a pas de possibilité pour améliorer la valeur de la FE.

Il sera nécessaire de tenir compte que la méthode du Simplexe fonctionne uniquement avec
les contraintes du probleme dont les contraintes sont du type "<-" (inférieur ou €gal) et ses
coefficients indépendants sont supérieurs ou ¢gaux a O. Ainsi, les restrictions devraient étre
normalisées pour répondre a ces exigences avant de commencer l'algorithme du Simplexe.
Dans le cas ou les contraintes de type ">" (sup€rieur ou €gal) ou "=" (égal) apparaissent
apres ce processus, ou on ne peut pas les modifier, il sera nécessaire d'utiliser d'autres
méthodes de résolution, étant la méthode de Deux Phases ou la méthode de pénalite (dite
Big-M).

4.2 Principe de la méthode

L'algorithme du simplexe est basé sur la détermination d'une solution de base réalisable,
ainsi plusieurs itérations sont déclenchées jusqu'au 1'obtention de la solution optimale si elle
existe. La premicre étape (solution de base) consiste a choisir un certain nombre de variables
(qui est égale au nombre de contraintes) dites variables de base (VB).
Une variable de base doit vérifier deux conditions :

»  Son coefficient dans la contrainte associée é¢gale a "1",

= Son coefficient est nul dans les autres contraintes.

A chaque itération, on fait varier une seule VB par le choix d'une variable entrante (parmi
les variables hors base) et une variable sortante (parmi les variables de base). Il est évident
que le choix de ses deux types de variable n'est plus au hasard. Une variable entrante est une
variable qui am¢liore le plus la valeur de FE (augmentation pour la maximisation et la
diminution pour le cas de la minimisation). La variable sortante est la variable qui influence

le moins.

4.3 Adaptation du modele

L'utilisation de méthode du simplexe exige l'adaptation du modele lin¢aire en un modele

d'équation mathématique dite modéle standard avec une fonction objectif a optimiser.
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Le modele standard doit accomplir les conditions suivantes -

1. L'objectif sera de maximiser ou minimiser la valeur de la fonction objectif (par
exemple, augmenter les bénéfices ou réduire les pertes, respectivement).
Toutes les contraintes doivent €tre des equations d'égalit¢ (identités mathématiques).

3. Toutes les variables (Xj) doivent étre une valeur positive ou nulle (condition de non-
négativite).

4. Les termes indépendants (bi) de chaque ¢quation doivent etre non négatifs.

Le modele standard est donné sous sa forme générale par -
Fonction objectif - Max:Z = ¢, X; + -+ ¢Xj+ -+ Xy

Ensemble de contraintes a; Xy +-taXj+ot+ ag Xy + X500 = by
aile + - + CIUX] + -+ Cll'an + Xrel+i = bi

Am1Xy + 0+ amiXj+ o+ QG Xy + Xpom = by
Vi,j; Xj,Xnyi = 0 selon le cas de la non — négativité

Avec . X¢

++; ¢ variable d'écart associe a la contrainte i.

on suppose les contraintes du modele linéaire sont des inéquation de type <,

Ainsi, le tableau du simplexe est présenté sous la forme suivante -

Variables - X1 |- Xj |- | Xy | X541 - Xiim 1 Coefficients des
VB
Cocfficients de la FE | C, C; C, 0 0 Bi Chi
1 | Q11 azj Ain | 1 - 0 | b, Cj (X£i1)

Variables de base | Xn+t | @i aij AGn [ O | - | 0 | b; G (Xn+i)
1et+m am1 Amj Amn 0 - 1 bm Cj ( ﬁ+m)
Valeurde FE> | Zj | Z; Zj Zn | O 0 | Z
Couts marginaux-> | AZ |AZ; AZ; AZ, | O 0 T Ressources disponibles

Tableau 4-1 Présentation générale de tableau du simplexe
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Depuis le tableau du simplexe, on peut retirer un certain nombre d'information .

« Les variables de base et ses valeurs : chaque VB est associe a une contrainte, ils sont
inscris dans la premicre colonne du tableau (X, . ... X51.,)- La colonne Bi regroupe les
valeurs des VB (by, ..., by).

« Les variables hors base : représentent le reste des variables qui ne se figurent pas sur la
colonne des VB. Leurs valeurs est automatiquement remisent a zéro (0).

« La valeur de la fonction objectif . est inscris sur I'avant dernicre ligne dans la case qui
correspond a la colonne bi (Z).

« Les couts marginaux : le cout marginal d'une variable hors base (VHB) représente I'effet
sur la valeur optimale de la FE d'une augmentation unitaire de cette VHB. Il est donné
que le cout marginal d'une VB est nul dans tous les cas. Ces valeurs sont inscrites sur la
derniere ligne du tableau.

« La vérification du critere d'arrét . c'est la condition d'optimalité qui est basée sur le signe
des différentes valeurs des cotits marginaux selon le sens de la fonction objectif

1. Pour la maximisation : les colits marginaux sont négatifs ou nuls.
2. Pour la minimisation . les colits marginaux sont positifs ou nuls.
. Les prix marginaux des contraintes” . représentent l'effet sur la valeur optimale de la FE

d'une augmentation unitaire de la ressource disponible (bi) de cette contrainte.

4.4 Algorithme du simplexe

Prenant 'exemple suivant .

Max z = 2X,+ 3X; sa forme standard est donnée par. Max z =2X, + 3X,
S.C. X +2X,<20 S.C. X, +2X,+S,=20
X1+ Xzflz X1+ X2 +Sz=12
X1, X,=0 X1, X5, 81,5, =20

On a quatre variables et deux contraintes, selon 1'algorithme du simplexe il faut choisir deux
variables comme variables de base (qui vérifient les deux conditions de la section 4.2). Pour
le présent cas les variables S, et S, sont les Variables de base.

Le tableau initial du simplexe :

MAX X, X, S S,

Cj 2 3 0 0 Bi Cbi
2012=10 S 1 2 1 0 20 0
=12 | §, 1 1 0 1 12 0

Zi 0 0 0 0 0
2 3 0 0

? Plus de détails sur les prix marginaux seront développés dans le chapitre de I'analyse de sensibilité.
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Les couts marginaux des VHB sont positifs et du faite qu'on traite un probleme de
maximisation, Cela signifie qu'on a la possibilité d'améliorer la solution actuelle. Alors on
applique les criteres de Dantzig qui concerne le choix d'une variable entrante et autre
sortante.
La variable entrante est la variable qui y a le plus grand cout marginal (AZ) parmi les
valeurs positives, c'est la variable X, (désormais, la colonne de X est dite colonne pivot).
La variable sortante est la variable qui minimise le quotient bi/a;; (on divise seulement sur
les valeurs positives) ; avec ajy le coefficient de la variable entrante dans la contrainte i. ce
qui résulte que la variable sortante est S; (la ligne de la variable S, est dite ligne pivot).
Le passage au tableau suivant se fait sur la base des regles suivantes -

» Les éléments de ligne pivot sont divisés par la valeur du pivot.

» Les éléments des autres lignes sont obtenus par -

La nouvelle ligne - l'ancienne ligne — a;;* la nouvelle ligne pivot (ici az,-1 pour la

ligne 2)
c-a-d . [1 1 0 1 12]
(D12 1 12 0 10]
[1/2 0 “12 1 2]

MAX X, X, Si S,

Cj 2 3 0 0 Bi Cbi
w2=10 | X, 12 1 12 0 10 3
= |, 12 0 -172 1 2 0

- 3/2 3 3/2 0 30
AZ_Ci-7; 12 0 -3/2 0

Le cout marginal de la VHB X; est positif, cela signifie que la solution actuelle n'est plus

optimale alors on passe par les mémes régle a la 2™ itération .
MAX | X, X, Si S,
Cj 2 3 0 0 Bi Cbi
100520 | X, 12 1 172 0 10 3
w4 | s, | 12 0 -1/2 1 2 0
Zi 3/2 3 3/2 0 30
AZ_CiZs 12 0 -3/2 0

Variable entrante (VE) . X;
Variable sortante (VS) : §;
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MAX | X, X, S S,
(& 2 3 0 0 Bi Cbi
X, 1 -1 8 3
X, 0 -1 2 4 2
Zi 2 3 1 32
AZ_Ci-Z; 0 0 -1 -1

Le critére d'arrét est vérifie dans le tableau ci-dessus (les couts marginaux sont négatifs ou
nuls), ajoutant que X; et X, ont des valeurs positives (pas de contradiction avec la condition
de la non-négativit€) alors on dit que la solution actuelle est optimale avec : X;- 4, X;-8,
7-32. (5:-0, S,-0 signifie que les quantités disponibles des deux contraint ont été totalement

consommées).

4.5 Cas particuliers

» Aprés le choix d'une variable entrante, s'il n'existe pas de variable sortante (les
coefficients de toutes les VB dans la colonne pivot sont négatifs ou nuls) alors la solution est
non bornée.

- Solution de base dégénérée si une ou plusieurs variables de base sont nulles (plus de
bijection entre les solutions de base admissibles et les points extrémes).

» La présence d'une variable entrante avec un couit marginal nul provoque une infinité de
solutions alternatives (cela se justifie du faite que le changement des variables de base n'a

pas modifi¢ la valeur de la fonction objectif).

4.6 Exercices

Exercice 4.1 .
Soit le programme linéaire . Max z = 2X; + 3X,

s.c. 2X;+3X,>10
X <30
X, <20
X;,X,20
» Résoudre le PL jusqu'au deuxieme tableau du simplexe.

« La solution actuelle est-elle réalisable ? justifiez ?
« Est que la solution présentée dans le 2ieme tableau est optimale ? pourquoi ?
« Déduire les valeurs des variables.

«  Quelle est 1a valeur de la fonction objectif ?
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Exercice 4.2 .

Résoudre avec la méthode du simplexe le PL suivant .

Max z =2X, + X,
S.C. Xl - 2X2 <2
-2X1 +X, < 2

Xi,X,20

Exercice 4.3 . résoudre le PL suivant avec la méthode du simplexe

Max z = 2X1 - X2+ 3X';
s.c. X; - Xp+5X53<10
-4X1 + 2X2 - 6X’; >-80

X1,X2.X3520

Exercice 4.4 . résoudre le PL suivant avec la méthode du simplexe

Max z = 3X, + 7X,
s.c. 2X;+8X, <16
2X,+4X, <8

X;,X,20

Solutions des exercices

Solution 4.1 .

La forme standard du programme linéaire est . Max z = 2X, + 3X,

Les deux premiers tableaux :

S.C.

MAX | X; [Xol] S [ S ] Ss
Cj 2 3 0 | 0] 0] Bi]| Chi
/ S, 2 |31 1]0|0]-10
/ S, olo|[1]0(3] 0
201=20 | 8| O 1 oo 1]20
Z o Jolololo]o
AZ_C;-Z; 2 3 0O 0] O
Xl XZl S] S2 S3
Cj 2 3 0 | 0] 0] Bi]| Cbi
/ S, | 20| 1]0]3]50
/ S, 1 O | 0| 1] 0730
X, | 0 | 10|00 1]20
Zi 0 3 0] 0] 3 ]60
AZ_Ci-Z; 2 Jolo]o]-3

-2X1 -3X2 + S1= -10
X +S=30
Xz + S3= 20
X1,X2,51.52,S;20

VE: X, (le plus grand colit marginal)
VS: S; (on ne tient pas en compte les
coefficients négatifs ou nuls).
= le pivot = 1

Appliquant les regles de transformation,
on obtient le tableau ci-contre.

A ce moment, le critere d'arrét n'est pas
vérifie et puisque il est demandé
uniquement les deux premiers tableaux,
on s'arréte la.
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« La solution actuelle est-elle réalisable ? justifiez ?

Oui, elle est réalisable puisque il n'y a aucune contradiction avec la condition de la

négativité (X,=0, X,=20, $1-50, $,-30, $3-0)

« Est que la solution présentée dans le 2ieme tableau est optimale ? pourquoi ?

Elle n'est pas optimale parce qu'il reste un cout marginal positif (celui de Xy).

« Déduire les valeurs des variables.

Les valeurs des VB sont les valeurs correspondantes dans la colonne bi.

X,=20, $1=50, §,=30,
Les VHB sont nulles :
X1=0, 83=O.

« Quelle est la valeur de la fonction objectif ?

la valeur de la fonction objectif est 60.

Solution 4.2 .

La forme standard est la suivante .

MaXZ=2X1+X2
S.C. X1 - 2X2 + Sl= 2
-2X1 + Xz + Sz= 2

X1,X5,51.5,=20

MAX | X4 | X5 [ S ] S,
Cj 2 1 | 0] 0] Bi| Cbi
m=2 | 8§, | 1 | 2|1 ]0]2 0
/ S, 2 Lo 1] 2 0
Zi 0 0] 0010
AZ_C;-Z; 2 1 ][0 o0
Xi [ X5l 8] S
Cj 2 1 | 0] 0] Bi| Chi
/ X, 1 201102 2
/ S, 0o | 3|2|1|6] 0
Zi 2 |4 2101 4
AZ_Ci-Z; 0 51210

VE: X (le plus grand colit marginal)
VS: S, (on ne tient pas en compte les
coefficients négatifs).
=> le pivot =1

Appliquant les regles de transformation, on
obtient le tableau ci-contre.

A ce moment, le critere d'arrét n'est pas
vérifie alors on choisi la VE qui est X, MAIS
le choix de la VS est impossible a cause des
coefficients négatifs (-2 et -3) ;
=> la solution est non bornée.
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Solution 4.3 .
La forme standard est . Max z = 2X, - X, + 3X;

s.c. X;- Xp+ 5X3+ Sl= 10
4X1-2X2+ 6X3 +Sz=80

Xi,X2.X38.,.5,>20

VE: X; (le plus grand cofit
marginal)
VS: S, (le plus petit quotient).
=> le pivot =5

Appliquant les regles de
transformation, on obtient le
tableau ci-contre.

A ce moment, le critere d'arrét
n'est pas vérifie alors on choisi la
VE qui est X ainsi, le choix de la
VS qui est X5 ;
=> le pivot = 1/5.

On continuant par le choix de la
VE (X;) etla VS (S,), le pivot =2

>

On remarque qu'il y a une VHB
(X3) avec un colit marginal nul,
cela signifie qu'il y a une infinité
de solutions alternatives

VE: X, (le plus grand co(it marginal)
VS: ici, on a deux possibilité puisque
les quotients sont les mémes, notre

MAX | X; | X, | Xal| S S,
Cj 2 -1 3 0 0 Bi | Cbi
ws2 | S, | 1 | -1 | 5] 1 0 [10] 0
80/6=13.33 S, 4 -2 6 0 1 go | O
7 0 0 0 0 0 0
AZ_Ci-Z,; 2 -1 3 0 0
Xil X, X3 Sq S,
Cj 2 -1 3 0 0 Bi | Cbi
wis=10 | Xy | 1S | -1/5 1 1 0 2 3
68/145=242 | S, 14/5 | -4/5 0 0 1 68 0
Zi 3/5 | -3/5 3 3 0 6
AZCrZy | s s | o | 3] 0
X, | Xl [ X5 | S S,
Cj 2 -1 3 0 0 Bi | Cbi
10/5=2 X, 1 -1 5 5 0 10 2
806=1333 | 8, | O 2 | -14| -14 1 401 0
7 2 -2 10 | 10 0 0
AZ_Ci-Z,; 0 1 -7 | -10 0 20
Xl X [ X5 S S,
Cj 2 -1 3 0 0 Bi | Cbi
2/1/5=10 X, 1 0 2| 2 172 130 | 2
68/14/5=242 | X, 0 1 -7 -7 12 20| -1
Zi 2 -1 3 3 1/2 6
AZ_Ci-Z; 0 0 0 -3 -1/2
Solution 4.4 . 1a forme standard est la suivante .
Max z = 3X, + 7X,
s.c. 2X;+8X, +S,= 16
2X1 + 4X2 + S2 = 8
X:,X,.51.5,>0
MAX | X; | X3l S: S,
Cj 3 7 0 0 Bi | Cbi
16/8=2 S 2 8 1 0 16 0
8/4=2 S, 2 4 0 1 8 0
7 0 0 0 0
AZ_Ci-Z; 3 7 0 0

choix c'est porté sur S;.
=> le pivot =8
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Xil | X Si S,

Cj 31 7 ] 0] 0 | Bi| Cbi
=8 | x, | 114 1 8| o | 2] 7
=0 | <s,| 1 | 0o |12| 1 | o] o

, 74 7 |8 0 |14
AZ.CrZi | s;u | o | 18] o0
. Xl 4 VXVZLLV V Sl V VSVZV V

Cj 31 7 ] 0 0 |Bi| Chi

X, | 0| 1 | 14l 7
X, | 1] o0 |-12] 1 3

. 3 | 7 | 14| 54 | 14

AZ.CiZ, 0 | 0 |-1/4| 54

Appliquant les regles de
transformation, on obtient le tableau ci-
contre.

A ce moment, le critere d'arrét n'est pas
vérifie alors on choisi la VE qui est X
ainsi, le choix de la VS quiest S, ;
=> le pivot = 1.

Par la suite le critere d'arrét est vérifié,
mais on remarque la valeur de la
solution (X,=0, X,=2, Z=14) n'ont pas
changé entre les deux derniers tableaux
=> on dit que la solution est
dégénérée. Cette situation résulte du
faite qu'une contrainte est en suppliant.
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Chapitre 5
5 La méthode du Pénalité et du deux Phases

5.1 Inconvénients de la méthode du simplexe

Les termes indépendants (bi) de chaque contrainte doivent étre non négatifs afin d'utiliser la
méthode du Simplexe. A cette fin, si certaines des contraintes présentent un terme
indépendant négatif il faudra la multiplier par "-1" (en tenant compte du fait que cette

opération affecte également au type de contrainte)

On peut trouver que dans les contraintes ou on doit modifier les signes des constantes, les
types d'inégalités sont "<" (apres l'opération, ils resteront du type "2"), donc il sera nécessaire
de développer d'autres méthodes. Cet inconvénient n'est pas maitrisable, mais autrement il
pourrait se produire dans le cas contraire et d'étre bénéfique si les termes indépendants sont
négatives dans toutes les contraintes d'inégalité de type ">". S'il y a des contraintes du type "="
ils n'entrainent pas des avantages ou désavantages car il serait toujours nécessaire
d'appliquer l'une des deux méthodes . la méthode des Deux Phases ou la méthode du
pénalite (dite Big-M).

En résumé, il existe des cas ou l'application du simplexe devient impossible a cause de deux

points essentiels -

- Sl est impossible de déterminer les variables de base (pas de variables vérifient les
conditions des VB),
- Sila solution n'est pas réalisable (il y a contradiction avec la condition de la non

negativite).
5.2 Normalisation des contraintes

- Contrainte de type (<) : Pour normaliser une contrainte d'in¢galit¢ du type " <", on ajoute
une nouvelle variable positive, appelée variable d'écart X® ou S;. Cette nouvelle variable
n'apparait pas dans la fonction objectif du fait que c'est une variable qui exprime 1'écart

entre les deux cotés de l'inéquation (variable implicite).
a11X1 + -+ alTlXTl < b1 9 a11X1 + -+ alan‘l‘Xe = b1

- Contrainte de type (2) : Dans ce cas, on doit retrancher une quantité positive qui est
représentée par une nouvelle variable appelée variable d'exces (ou d'écart tout simplement).
Cette nouvelle variable n'apparait pas dans la fonction objectif, Les inéquations contenant le
type d'inégalité ">" seraient -

a1 X, + 4+ apXn = by P a Xy o+ Xy —X6= by
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Lors de la premicre itération de la méthode du Simplexe, il sera impossible de choisir les
variables de base (la condition de non-négativité n'est plus vérifice). On doit ajouter un
autre variable X*, appelée variable artificielle, qui apparaitra dans la fonction objectif selon

la méthode utilisée et en ajoutant dans la contrainte correspondante. Comme suit -
9 a11X1 + -+ alan _Xe + XR = b1

- Contrainte de type (=) : Pour les contraintes de type "=" (malgré¢ d'étre des identités) on a
également besoin d'ajouter des variables artificielles X* afin de permettre le choix des VB.
Logiquement cette opération est fausse (ajouter un plus dans une €galit€ 11 ), quoi qu'elle est
obligatoire pour démarrer l'algorithme du simplexe mais il sera nécessaire d'assurer que ces
variables artificielles ont une valeur nulle dans la solution finale. La contrainte se présente
comme suit

a X, ++ apXn=by P apX; ++ apX,+XB= b,

Lorsque les variables artificielles apparaissent sous forme standard ou canonique du

probleme, il sera évident qu'on fait appel a I'une des méthodes suivantes :

5.3 Méthode des deux phases

Elle est composée de deux phases ; la premicre phase vise a résoudre le probleme auxiliaire
W' qui est bas¢ sur les variables artificiclles afin de rendre la somme des variables
artificielles nulle (dans le but d'éviter les incohérences” mathématiques). Apres avoir résolu
le premier probleme, et tant qu'il est comme prévu le résultat, le tableau qui en résulte est
réorganisé pour une utilisation dans la deuxieme phase sur le probleme d'origine. Sinon, le
probléme n'est pas faisable®, c'est-a-dire, il n'y a pas de solution et il ne faudra pas continuer

avec la deuxieme phase.

Pour mieux comprendre les étapes de cette méthode, voici le PL suivant .

Min W =2X, + X, ainsi, la forme standard est : [une nouvelle FE]
S.C. Xl + 3X22 30 S.C. X1 + 3X2 - S] + R1 =30
4X1+2X2240 4X1+2X2—Sz+ R2=40
X1,X,>0 X1, X5, R, R, >0

La premicre phase consiste a résoudre le PL tout en modifiant sa fonction objectif par une
nouvelle fonction de minimisation qui est exprimé par la somme des variables artificielles ;
c-a-d . Min® W'=R;+R; ; les régles de calculs sont les mémes que la méthode du simplexe

sauf que pour cette phase, 1'objectif de rendre nulle la valeur de W'

? L'incohérence résulte du faite qu'on a ajouté des variables en plus aux contraintes de type égalité.

4 Si le critere d'arrét est vérifié et l'une des variables artificielles a une valeur positive, alors le PL n'est plus
réalisable

* Dans tous les cas, la nouvelle FE prend le sens de minimisation méme si la FE origine a le sens de
maximisation.
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Phase 1

MIN X | X% [ S5 S | R | R VE®: X,
Gj 0 0 0 0 1 1 Bi | Cbi | Xi: la FE sera réduite
, 1 3 -1 0 1 0 |30 | 1 |par(-5*10=-50
00 R, X5: la FE sera réduite
404=10 | <R, 4 2 0 -1 0 1 40 1 par (-5)*10=-50
W 5 5 -1 -1 1 1 70 Avec: la valeur 10
présente le plus petit
AW'_C-W' 5 5 1 1 0 0 quotient résultant du
== i i choix de la V.
VS: R,. = le pivot=4
MIN X1 le S1 S2 R1 Rz Bi Chi | VE: Xz la valeur
20152=8 | Ry 0 52 | -1 1/4 1 -1/4 | 20 1 | négative la plus petite

du cofit marginal.
X, 1 172 | 0 | -1/4 0 174 | 10 0 | vs:R,Ie plus petit

W 0 52 | -1 1/4 1 -1/4 | 20 quotient.
AW'_C;-W'; 0 51201 -1/4 0 1/4 => le pivot = 5/2.
VVVVV MIN | X | X, [ S | S | R | Ry | Bi | Cbi| = Alorslavaleurdela
X, | 0 1 (25110 | 2/5 [-1710| 8 | o | FE ‘;V est nulhlf C}g qu\n
confirme que le PL a
X, 1 0 1/5 | -5/10 | -1/5 | 3/10 | 6 0 une solution et que le
W 0 0 0 0 0 0 0 tableau ci-contre
, , représente le tableau
AW'_Ci-W'; 0 0 0 0 -1 -1 initial de la 2™ phase.
Phase 2 => les valeurs du
MIN X, X, S, S, R, R, tableau ci-contre sont
Cj 2 1 0 0 Bi | Chi les mé€mes que le
1 tableau précédant sauf
X 0 L1 -2/5| 110 8 qu'on élimine les
X, 1 0 1/5 1 -5/10 6 2 colgn;ies ass.(;mci.ée1 1aux
variables artificielles et
Wi 2 ! 0 12 20 on reprend les
coefficients de la FE
AW_C;-W; 0 0 0 12 d'origine (W).

L]
Le critere d'arrét est vérifi€ (le cas de Min, tous les cotits marginaux sont positifs ou nuls),
mais on remarque qu'une variable hors base (S1) avec un cout marginal nul ; cela signifie

qu'il y a un ensemble de solutions optimales alternatives’.

® Les deux variables X;, X, ont le méme coiit marginal, par conséquence on peut déterminer la VE d'une maniére
facultative ot bien on détermine la variable qui minimise le plus la FE.

7 Graphiquement, cet ensemble de points est situé sur la droite délimitée par les deux points : A(8,6) et B(0,20)
et la valeur de la FE reste stable (W=20).
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5.4 Meéthode du pénalité (Big-M)

Le principe de calcul reste le méme qu'avec la méthode du simplexe. Sauf qu'il faut s'assurer
d'¢liminer l'effet des variables artificielles (VA) sur la recherche de l'optimum de la FE. Pour

cela, les VA sont ajoutées a la FE d'origine de la maniere suivante .

(1) La FE est a maximiser : les variables artificielles recoivent le méme coefficient (-M).
(2) La FE est a minimiser : les variables artificielles recoivent le méme coefficient (+M).
Avec : M représente une tres grande valeur (d'ou vient les deux mots Big-M et pénalife).

Exemple : le cas de deux variables artificielles

MinW=2X1+X2
Max Z =2X,+ X,

=>Min W = 2X1 + X2 + MR1+ MRZ

=>Max Z =2X,+ X, - MR, - MR,
Prenant le PL précédant .
Min W = 2X1 + Xz

ainsi, sa forme standard est : Min W =2X, + X, + MR+ MR,

s.c. X;+3X,>30 s¢. X;+3X,-S1+R;=30
4X, +2X,>40 4X,+2X5 - S+ R, =40
X;,X,20 X1, X5, R, R, =20
1 | MIN X, X,| S, S, R, R,

Cj 2 1 0 0 +M +M Bi Cbi
s3n=10 | <Ry 1 3 -1 0 1 0 30 +M
40/2=20 R, 4 2 0 -1 0 1 40 +M

W 5M M -M -M M M 70M
AW'_C;-W'; 2-5M 1-5M M M 0 0

2 | MIN Xyl X, S, S, R, R, Bi Cbi
10/(1/3)=30 X, 1/3 1 -1/3 0 1/3 0 10 1
20/103)=6 | «—R, 10/3 0 2/3 -1 -2/3 1 20 +M

Wi 1/3+10/3M 1 -1/342/3M | -M | 1/3-2/3M M 10+20M
AW'_C-W'; 0 M 4 0

3 | MIN X, X, S: S, R, R, Bi Cbi
X, 0 1 -2/5 1/10 2/5 -1/10 8 1
X, 1 0 1/5 -3/10 -1/5 3/10 6 2

Wi 2 1 0 -1/2 0 1/5 20

AW'_C-W'; 0 0 0 1/2 M M-1/5

Tous les couits marginaux sont positifs ou nuls (critere d'arrét vérifi€) mais le cout marginal

de la variable hors base S; est nul, c'est le cas de solutions optimales alternatives.




5.5 Exercices corrigés
Exercice 5.1

11 est donné le PL suivant .

- Vérifie si le PL a une solution ?

- Sioui, détermine-la sans résoudre le PL.

Exercice 5.2

Un probleme de maximisation est présenté sous forme du PL suivant .

- Résoudre avec la méthode du pénalité ce PL.

- Expliquer économiquement la solution obtenue.

Exercice 5.3

On veut résoudre le PL ci-contre avec la méthode du deux phases -

- Déterminer la condition de choix de la variable

entrante concernant la premicre phase.

votre choix ?
- Résoudre le PL.

Min W = 3X;, + 2X,
se. X+ Xp>2
2X,+3X,<4
X, X2=0 [A]
Max z = 4X1 + 5X2
s.c. -X;+3X,<2
X1 + X2 >2
X2 :3
X, X2=0 [B]
Max z = 2X1 + 3X2
Justifier ~ S-C- 52X, +2X,<5
5Xi+ 4X,>20
X1, X220 [C]

- Lavaleur de la FE, comment est elle vari€e (elle augmente ou elle diminue) ? pourquoi ?

5.6 Exercices non corrigés

Exercice 5.4

- Déduire que le PL [D] n'a pas de solution ?

- Vérifier graphiquement la réponse ?7

- Résoudre par la méthode du pénalité ou du deux

phases les PL . [D] et [E]

Exercice 5.5

Max z = 2X;, + X,
s.c. 3X;+2X,<6

2X; +3X, > 12

X, X2=0 [D]
Min z = 2X1 + 2X2 + 6X';
s.c. 2X;- 2X,- X5<1

X+ 2X, >1

X1,X5,X320 (E]

Résoudre avec la méthode du deux phases puis de la méthode du pénalité les PL suivants .

Max z = 4X, + 14X,
s.¢. 2X,+7X, <21
TX, + 2X,>21
X;,X,>0

Max z X, - X5

s.c. 2X;- X,+2X3<4
2X1 - 3X2+ X3 <-5
- Xl + X2 - 2X'; <-1
X;,X3,X52>0

+X3
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Solutions des exercices
Solution 5.1 .
11 est donné le PL suivant .

~ Si la solution du PL ci-contre existe, elle se trouve Min W = 3X, + 2X,
. ' ) . se. X+ Xp>2

dans le premier quart de l'espace de représentation. Cela 2X,+3X, < 4

est justifier par le fait qu'on a deux variables X,, X, et qui X1, X320 [A]

ont des valeurs positives (la condition de la non-négativite). De ce fait, il suffit de vérifier si
les contraintes sont intersectées dans le premier quart -

{ X+ X, = 2
2X;+3X,=4 celadonne : X; =2, X,=0

- Puisque il est demande de déterminer la solution optimale sans résoudre le PL, on va vous
présenter cette astuce . les pentes des droites représentent les deux contraintes sont
respectivement Pi--1, P,--2/3 et puisque (1) les deux contraintes sont opposées, (2) la
contrainte ayant la plus grande valeur de pente est exprimée en inégalite de type (<), (3)
l'intersection est située sur l'axe des abscisses ; on déduit que la solution optimale est bien le

point d'intersection (X, =2, X,=0).

Max z = 4X; + 5X; -MR; -MR,

Solution 5.2 . s.c. -X;+3X,+S,=2

- La forme standard du PL est donnée par : X+ Xo-S,4R; =2
X2 +R2 =3
Xl’ XZ’ Sl’ SZ’ Rl’ RZZ 0
1 | MAX X, X, S S, R, R,
Cj 4 5 0 0 -M -M Bi Cbi
23 —S; -1 3 1 0 0 0 2 0
21=2 R, 1 0 -1 M
3/1=3 R, 0 1 0 0 0 1 -M
Zj -M -2M 0 M -M -M -SM
AZ_C;-Z; 44M | 542M 0 M 0 0
2 | MAX Xi| X, S S, R, R, Bi Cbi
/ X, -1/3 1 1/3 0 0 0 2/3 5
anyan=1 | «—Ry 4/3 0 -1/3 -1 1 0 4/3 -M
anan=1 | Ry 173 0 -1/3 0 0 1 713 -M
7 -5/3+5/3M 5 5/3+2/3M | M -M -M 1
AZ_Ci-Z; 0 41-M 0 0
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3 | MAX | X; | X, S: S,| R, R, Bi Cbi
; X, 0 1 1/4 -1/4 2/5 0 1 5
; X, 1 0 -1/4 -3/4 -1/5 0 1 4
2/(1/4)=8 <R, 0 0 -1/4 1/4 -1/4 1 2 -M
. 4 5 -M | 9-2M
AZ_C;-Z; 0 0 0
4 | MAX | X; | X, Sil S, R, R, Bi Cbi
/ X, 0 1 0 0 3
; X, 1 0 -1 0 7
/ S, 0 0 -1 1 -1 8
- 4 5 4 0 0 0 43
AZ_C;-Z; 0 0 4 0 M M

Dans le tableau n°4, la variable S; est choisie comme variable entrante mais il est impossible

de choisir la variable sortante donc c'est le cas de solution non bornée.

- La solution obtenue est exprimée en sept unités de X; et trois unités de X, qui donne un
gain de 43. Mais réellement cette solution représente la plus petite valeur de la FE c-a-d
puisque l'espace des solutions réalisables n'est pas borné du coté haut on peut avoir d'autres
solutions qui donnent une valeur plus grande de la FE. Par conséquence, le décideur seul a
les capacités (pouvoir, expérience...) de déterminer le niveau maximal qui pourra atteindre

selon l'existant.

Solution 5.3 .

- Pour Tl'utilisation de la méthode du deux phase, on définit une fonction économique
exprimée par la somme des variables artificielles. Pour déterminer la condition de choix de
la variable entrante concernant la premicre phase, il est a noter que le sens de préférence de
la nouvelle fonction sera la minimisation dans tous les cas, méme si la FE d'origine est a
maximiser (comme dans ce cas). Par conséquence, la variable entrante est celle qui a 1a plus
petite valeur négative parmi les valeurs négatives des colits marginaux.

Cette condition est justifi¢e par le fait que 1'objectif de la premicre phase est de faire sortir les
variables artificielles de la base c-a-d la valeur de la nouvelle FE sera nulle, la raison pour
laquelle on déduit que le PL recoit une solution.

- La forme standard est ..

.. . Min W' = Rl
On définit une nouvelle FE qui représente la  g¢ 512X, +2X,+S,=5
somme des variables artificielles. SXi+ 4X;-S; +R; =20
Xl’XZaaSIa827R120 [C]
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1 | MIN X, X, S S, R,

Cj 0 0 0 0 1 Bi Chi
5/(5/2)=2 ‘ S, 5/2 1 0 0 5 0
20/5=4 R, 5 0 -1 1 20 1

W 5 4 0 -1 1 20

AW'_C;-W'; -5 -4 0 1 0

2 | MIN Xyl X, S S| R Bi Cbi

/ X, 1 4/5 2/5 0 0 2 0

/ R, 0 -1 -2/5 -1 1 10 1
Wi 0 -1 -2/5 -1 1 10

AW'_C-W'; 0 1 2/5 1 0

Tous les cotits marginaux sont positifs ou nuls donc il n'y a pas de variables qui minimisent
la FE ; c'est la fin de la premiere phase. Mais on remarque qu'il y a une variable artificielle
qui n'est pas nulle (R;-10) cela implique que le PL n'a pas de solution.

- Pour la premi¢re phase la valeur de la FE est en diminution (20 puis 10), parce que
l'algorithme de cette méthode vise a rendre nulles toutes les variables artificielles dans la

premicre phase afin de corriger les suppliant qui a été ajouté au départ.
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Chapitre 6
6 Programme Dual.

6.1 Tllustration économique °

(a) Une famille utilise 6 produits alimentaires comme source de vitamine A et C

Produits (unité/kg) Demande
1 2 3 4 5 6 (unite)
Vitamine A 1 0 2 2 1 2 9
Vitamine C 0 1 3 1 3 2 19
Prix par Kg 35 30 60 50 27 22

Le but est de . satisfaire les besoins en vitamines avec un cout total minimum.

(b) Un vendeur de produit veut convaincre la famille d'acheter ses produits.

Quel prix de vente W, et W ?

» pour étre compétitif (aux produits alimentaires)

« et maximiser le profit.
On peut généraliser la situation des deux cas 'a' et 'b' comme suit .
Probléme primal (demandeur de produit) . quelle quantité Xi de ressource i acheter pour
satisfaire la demande a cotut minimum ?

min(b; * X;) SC:aq;iX; =2 C Vj

Probléme dual (vendeur de produit) : a quel prix proposer les produits pour maximiser le

profit tout en restant compétitif 7
max(C; * Y;) S.C:a;Y; =b; Vi

6.2 Etapes de transformation

1. Le sens de préférence de la FE sera inverse (Max—>Min et vice-versa).

2. Les coefficients de la FE du primal représentent les termes indépendants des contraintes
(bi).

3. Les valeurs des termes indépendants du primal représentent les coefficients de la FE du
dual.

4. Le transposé de la matrice des coefficients associ¢s aux contraintes du primal représente

les coefficients des variables du dual.

¥ Exemple tiré de "Cours de recherche opérationnelle” Nadia Brauner.
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5. Les contraintes du dual seront représentées

selon la condition de la non-négativité du primal.

par des inéquations (<, >) ou ¢galités (=)

6. La condition de la non-négativit¢ du dual est basée sur le type (<, >, =) des contraintes

du primal.

Alors les liens entre le programme primal et son dual sont les suivants .

Programme primal

Programme dual

Maximisation
n variables

m contraintes
Aij

G

Bi

Contraintes <
variables >
contraintes =
variables libres

Minimisation
n contraintes
m variables

AT =Aji

Bi

G

variables >
contraintes >
variables libres
contraintes =

Exemple 1 : soit le programme linéaire suivant

Min W =4X, + X,

s.c. 30X; +10X, >100
125X, + 12X, =200
120X, + 15X, > 150
X;,X,=0

L'écriture de son dual passe par les étapes suivantes :

Min W =4X, + X, PRIMAL
S.C. 30X1 + 10X2 > 100 Yl

120X, + 15X, >150 Y dual sont
Xl 5 XZZ 0

e Le nombre de variables du dual est trois (Y1, Yz, Y3) 2>
c'est le nombre des contraintes du primal.

125X, + 12X, >200 .Y, |*X; et X, sont positives - toutes les contraintes du

des inequations de type (< puisque les

contraintes du primal sont de type 2)

e Lc sens de préférence de la FE est Max.

e Les coefficients de FE sont les valeurs des termes
indépendants du primal (100, 200, 150).
eles termes indépendants du dual sont les

coefficients de la FE du primal (4, 1).

Max Z = 100Y, + 200Y, + 150Y; DUAL
s.c. 30X, + 125Y,+ 120Y; <4 ...X,
10X, + 12Y,+ 15Y; <1..X,
Y:,Ys Y20

o Les coefficients des contraintes du dual sont obtenus a partir du transposé de la matrice des

coefficients des contraintes du primal.

e Toutes les contraintes du primal sont des inéquations - la condition de non-négativité est

imposée pour toutes les variables du dual.
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Exemple 2 . soit le programme linéaire suivant

Max Z = Xl + X2 - X3 - X4 PRIMAL
S.C. 3X1 - 2X2 + X3+ 5X4S 18
5X; +6X53=20
X -X+4X5+Xy4>9
Xy, X5, X4>0
X3< >0 (signe libre)

Avant de commencer, il tenir en compte de ces remarques -

« 11 faut d'abord uniformiser les contraintes de type inéquation en < puisque la FE est Max.

« La deuxieéme contrainte est une équation

« La variable X; est en signe libre.

Ainsi, voici les étapes de la transformation -

MaxZ = X+ X5 -X5-Xy PRIMAL

S.C. 3X1 - 2X2 + X3 + 5X4§ 18
5X;+6X53=20
-X1+X2-4X3-X4§-9
Xi,X,,X4>0
X3<>0 (en signe libre)

Y
.Y,
Y3

eLe nombre de variables du dual est trois (Y1, Yz,
Y3) = c'est le nombre des contraintes du primal.

ele nombre de contraintes du dual est quatre—>
c'est le nombre de variables du primal.

oX;, X, et X; sont positives = les contraintes
correspondantes dans le dual sont des
inéquations de type (> puisque les contraintes du
primal sont de type <)
e Lc sens de préférence de 1a FE est Min.

e Les coefficients de FE sont les valeurs des termes

indépendants du primal (18, 20, -9).

eles termes indépendants du dual sont les

coefficients de la FE du primal (1, 1, -1, -1). Min W = 18Y, +20Y, - 9Y; DUAL
eLes coefficients des contraintes du dual sont $€¢ 3Y1+35Y>- Y5 =1 ..X,

. . , . -2Y1+ Y';zl Xz
obtenus a partir du transposé de la matrice des Y, +6Y,-4Ys=-1 ..X;
coefficients des contraintes du primal. 5Yi- Y3 =>-1 Xy

ela f{roisieme contrainte du dual est une

Yi,Y;20
Y,<>0 (en signe libre)

équation parce que la variable X3 du primal est

en signe libre.

e La variable Y, est en signe libre puisque la contrainte correspondantes dans le primal est

une équation.

e Les variables Y;, Y, sont non-négatives puisque leurs contraintes correspondantes dans le

primal sont des inéquations.
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6.3 Conditions de dualité

Selon la forme générale des PL, on peut les classer en trois ensembles -

Ensemble 1 .
Soit les PL ci-contre . ~ MaxZ = Y7, (;X; Min W= Y, bY;
s.¢. Yiqa;iX;=b;;i=1..,m Ssc YitiaY; =G sj=1,..,n
X;j=0 ;j=1,.,n Y, <=0 ;i=1,..,m
PRIMAL (I) DUAL (1I)

Ces deux PL sont duaux et en conséquence, d'une part, s'l existe une solution au programme
I, on trouve une solution au programme II par l'écriture de ses m inéquations (qui
correspondent aux VB) sous forme des ¢quations, et d'autre part, s'il existe une solution au
programme II, on trouve une solution au programme I par la détermination d'une base
regroupant m variables correspondent aux m inéquations exprimées sous forme des

¢quations.

La conversion des inéquations en équations en utilisant les variables d'écart donne -

Max Z = Y7_; C;X; Min W = Y bY;
n g X.=h: i = se. Yt oaY;—Y,,:i=C;j=1,..,n
S.C. 2121 aUX] bl ;L 1,...,m i=1%iti m+j j v ] ) ey
X;i>0 ij=1,..,n Y, <=20,Y,,; 20 ;i=1,..,m
PRIMAL (I) DUAL (II) sous sa forme standard

Ainsi les conditions de dualité sont les suivantes -

noxy ..=0 (1)  La premiére condition résulte du faite que si la variable
j=14j1m+j
Yi=1aijX; =b; (2) d'écart ¥, est nulle (probablement variable hors base),
iz1 @Yy = Yiny; =G 3) la variable X;ne sera pas nulle (probablement variable
Xi=0 4)
J

de base) et vice versa. Les autres conditions résultent du
Y =0 (5) .
deux PL (le primal et son dual).

Les mémes conditions s'appliquent au cas suivant .

Min W = ¥7_; G;X; MaxZ = )", bY;
S.C. 2?21 al-ij =bi = 1, w,m S.C. Z:Zl atii < C] ;j = 1, e,
X;j=0 ij=1,..,n ;<=0 i=1,..,m
PRIMAL (I) DUAL (D)
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Exercice 6.1 :

Le programme primal et son dual sont donnés comme suit -

Max Z = 5X; + 3X, — 4X; Min W = 2, + 7Y,

S.C. 2X1 + X2 - X3 = 2 Yl S.C. 2Y1 + YZ 2 5 Xl
X1+2X2+3X3=7 YZ Y1+2Y223 XZ
Xj=20 ;) ~Y, +3Y, = -4 X,

Y, <=0 ;Vi
PRIMAL (I)
DUAL (1I)

Si la solution optimal du primal est donnée par -
Z*=5; X, =0(VHB); X, =3 (VB); X3 =1 (VB)
- Déduire la solution optimale de son dual.

Solution 6.1 .
La forme standard du dual est .

s.c. 21+ Y,—-Y3=5 X,
i +2Y,-Y,=3 X,
-V +3Y,-Ys=—4 X;
;=20 ;Vi

Y3,Y,,Ys = 0 Variables d'écart

Selon la solution optimale du primal, les variables X, et X5 sont des variables de base, alors
selon la premiere condition de dualité les variables d'écart du dual associées aux contraintes
correspondantes aux variables X, et X3 recoivent des valeurs nulles (VHB) donc : Y, =Yg =
0 (1).Dou: Y;+2Y,=3 alors . Y1=%;Y2=—§

{ =Y, +3Y, =4

En remplacant les deux valeurs dans la premicre contrainte .

2(3)+(3)-vs=5 = vs=2; w=2(3)+7(3)=5s

La solution optimale du dualest: W* =5; Y; =%; Y, = —%; Y;=2;,Y=Y=0

Les valeurs des variables d'écart signifient que les quantités disponibles dans les contraintes 2 et 3

sont totalement exploitées, par contre il reste deux (02) unités non consommees de la premicre

contrainte.
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Exercice 6.2 :

Le programme primal et son dual sont donnés comme suit -

Min W = 3X1+8X2+5X3 Max Z = Y1+ YZ
S.C. 3X1 + X2 - 5X3 = 1 Yl S.C. 3Y1 + YZ S 3 Xl
X1+2X2+ X3=1 YZ Y1+2Y2S8 XZ
<=0 ;Vi
PRIMAL (I)
DUAL (1I)

La solution optimal du dual est donnée par -
Yy =—2 (VB); Y, == (VB); Y3 = Y5 = 0 (VHB)
- Donnezla valeur Z* et Y,.
- Déduire la solution optimale du primal.

Solution 6.2 .

L o 1,15 7
Par application numérique on trouve . Z* = — T =

2
Pour la contrainte 2ona .y, +2Y, +¥,=8 & Y, =8-Y, -2Y, & y4=%

Pour déduire la solution du primal, on a -
Puisque Y; et Y5 sont des variables hors base alors X, et X5 sont des variables de base. Ainsi,

puisque le nombre de variable de base est le méme que le nombre des contraintes ; le cas du

primal est deux (02) variables ; alors la variable X, sera une variable hors base.

On remplace X, = 0 dans les deux contraintes du primal .

3X1_ 5X3 = 1
3 7

X+ X3=1 = X =2 ;%= a w=303)+80)+5( =1

Ensemble 2 .
Soit les PL suivants . Max Z = ¥7_; CiX; Min W= Y bY;
S.C. 2_7]'1=1 ainj Sbl ;i=1,...,m S.C. Zﬁlatii ZC] ;j =1,..,n
X;j=0 ;j=1,..,n ;>0 ;i=1,..,m
PRIMAL (I) DUAL (II)
La transformation des inéquations en ¢quations en utilisant les variables d'écart donne .
Max Z = 27:1 C]X] Min W = Z?ll bLYl
S.C. Z}l:l ClUX] +Xn+i =bi ;i=1,...,m S.C. Zﬁlajlyl_ym+] =4 ;j =1..,n
X;>0,X,.; =0 ij=1,..,n Y;20,Y4;20  i=1..,m
PRIMAL (I) DUAL (II) sous sa forme standard

47



Ainsi les conditions de dualité sont les suivantes -

Yi=1XjYm+j =0 (1)
21 YiXp4 =0 (2)

Yi=1aiXj + Xnii =b; (3)
i=1iY; =Yy =G 4)

X;>0,Y >0

Ym+j =0, Xn+i 2 0 (5)

Les deux premieres conditions impliquent que si la variable d'écarty,, . : est hors base, la

m+j
variable X; sera une variable de base et vice versa. Aussi on déduit que si la variable d'¢écart

X,,4; €st hors base, la variable y; sera une variable de base et réciproquement.
Exercice 6.3

Soit le programme linéaire suivant .

MaxZ = 2X, + X3 PRIMAL (I)

s.C. X1+ X, + X3<48 Y;

~7X, +6X,—X3<0 Y,
X]ZO ;Vj

- Ecrire son programme dual.

La solution optimal du primal est donnée par -

Z' =77 X, = 0 (VHB); X, =7 (VB); X3 = ° (V)
- Déduire la solution optimale de son dual.

Solution 6.3 .

Appliquant les regles de passage du primal au dual, voici le dual du programme donné -

L'écriture du dual sous sa forme standard donne .

Min W = 481 Min W = 48Y,

s:c. ;/1;23253 j((l se. Y, —7Y,—Ys=0 X
Yl— Yz;]_ XZ Y1+6Y2_Y4_=2 Xz
L z= 3 Y,— YV, —-Yg=1 X3
Yiz0 ;vi Y, >0 ;vi

Y720,Y,=20,Y5=>0

Selon les deux premicres conditions de dualité .

Il est donné que X,, X5 sont des variables de base cela signifie que les variables d'écart v, Y5
seront hors base a la solution optimale c-a-d Y, =Y; =0, alors il suffit de résoudre le

systeme d'équation suivant .

7

Y, -7, —-Y3=0 Y;=1/7
Vi— Y, =1 Y,=1/7 et les conditions de dualité sont toutes vérifies.
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Ensemble 3 .

Soit le PL c1.—contre : Max 7 = Zf:l CX; + 5701 G,

Les contraintes sont S.C. Z;"":l a;X; + Z;lzkﬂ a;X; <b; ;i=1,..,L
sous forme des Yo aiX; + X g1 aX; =b; ;i=L+1,..,m
équations et des X;j=0 ;J=1,..k

inéquations. Xj==0 i j=k+1,..,n

Son dual est . L
Min W = ¥i_ i b)Y + Xit 1 biY;

Les contraintes sont .
s Xiog @Y + X4 26 5 =1,k

i rimé ;
aussi exprimées sous S @Y+ Y Y =C =k +1,..,n
forme des ¢quations Y, >0 ;i=1,..,L
et des inéquations ¥ =20 i=L+1,.,m

MAIS sur la base de

condition de la non

négativité du primal.

PRIMAL (I)

DUAL (II)

Les programmes I, II sont duaux et la résolution de l'un du deux conduit a déduire la

solution de l'autre. On remarque que lors de 1'écriture des contraintes du dual, 1a contrainte j

s'écrit sous forme d'équation si la variable correspondant est en signe libre dans le primal

(pas de condition de la non-négativit€), dans le cas contraire la contrainte j s'écrit sous

forme d'inéquation.

On constate aussi qu'une variable du dual n'est plus conditionnée par la contrainte de la

non-négativité si elle correspond a une contrainte sous forme d'équation dans le primal.

Tandis que la variable est soumise a la non-négativité si elle correspond a une contrainte

sous forme d'inéquation.

Exercice 6.4 :
MinW = 2X1 - 4X2 + 11X3

Soit le programme linéaire suivant . s.c. 2X,+ X+ X32>1
Xi— Xo4 X327
Ecrire son programme dual. —Xi— X, +2X;=1

. . Xi=z0 ;vj=13
La solution optimal du dual est donnée par -

Y, =3 (VB); Y3 = 1 (VB); Ys = 6 (VB)

- Déduire la solution optimale de du programme donné.

Solution 6.4 . MaxZ= Y, +7Y, + Y,
. s.c. 2+ Y,— Y, <2
Le programme dual est le suivant . Y,— Y, — Ys=—4

Y+ Y, +2¥; <11
Y, >0 ;vi=12

Y
¢
Y
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D'apres la solution donnée, on déduit que les variables Y, ¥, (variable d'écart de la

premicre contrainte) sont des variables hors base.

La forme standard du programme primal donné est la suivante :

Min W = 2X; — 4X, + 11X,
S.C. 2X1 + XZ + X3 _X4_ = 1 Yl
Xl_ X2+ X3_X5=7 YZ

_Xl_ X2+2X3=1 Y3
X220 ;Vj=13
X4, X520

Y, est une variable de base & X5 = 0 (variable hors base)

Y5 est une variable de base & X3 = 0 (variable de base),

(AN).
X4_:1
2X, + Xy — Xy = 1 §2f;4
X1— X =7 D'ou 1=
_Xl_ X2=1

etW* = 2(3) —4(—4) + 11(0) = 22
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Chapitre 7
7 La méthode Dual Simplexe.

La détermination de la solution finale d'un programme linéaire se réalise si deux conditions

sont vérifiées a savoir :

La solution doit étre réalisable c.-a-d. elle doit vérifiée la contrainte de la non-
négativite.
La solution doit étre optimale c.-a-d. le critere d'arrét est vérifi¢ (pas de variable

entrante).

Alors que dans certains cas, la condition d'arrét soit vérifice (I'optimalit¢) mais la solution
n'est plus réalisable a causse d'au moins une valeur négative de l'une des variable si cette
derniere n'accepte pas les valeurs négative. Dans ce cas précis, l'algorithme du simplexe est
limité puisque parmi les conditions de son application est que les coefficients indépendants
associées aux contraintes doivent étre positives. L'implication a d'autres principes vis-a-vis
la faiblesse de l'algorithme du simplexe a donné naissance a une nouvelle méthode appelée

Dual Simplexe.

Par la méthode dual simplexe, on traite le PL des deux cotés ; le coté du primal (pour
atteindre le critere d'arrét base sur les colits marginaux) et le cot¢ du dual (pour que les
variables de base ne recoivent pas des valeurs en contradiction avec la contrainte de la non-
négativité). Par conséquence, l'utilisateur de cette méthode doit choisir au départ le sens de

traitement a savoir . Primal puis dual ou dual puis primal selon le cas.

(4) Primal puis dual : on traite le programme sur les deux cot€s jusqu'a atteindre en premier
le critere d'arrét basé sur les couits marginaux et en deuxicme le critere de la réalisabilité de

la solution (qui concerne les valeurs de bi).

(b) Dual puis primal : c'est le cas contraire du précédant ¢.-a-d. on traite le programme sur
les deux cotés jusqu'a atteindre en premier le critere de la réalisabilité¢ et en deuxicme le

critere d'arrét basé sur les cotits marginaux.
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Prenant l'exemple du programme linéaire suivant pour exposé les différentes étapes de cette
méthode -

Min W = X, + 3X, Min W = X, + 3X,

La forme standard est .

S.C. Xl - ZXZ S 1 S.C. Xl — 2X2 +X3 = 1
2X; +3X; 23 Le but est dajouter les —2X; —3X; + Xy =3
XlIXZ 2 0 . , XllXZ > O

variables d'écarf sans

sinquiéter aux valeurs

négatives des Bi

Le premier tableau du simplexe est donné comme suit -

MIN | Xy, | Xo | S | S,

Cj 1 3 0 0 | Bi | Cbi
s, | 1| 2|1 o | 1] 0
«S, | 2| 3 0 1 |3 0

Wi 0] oo 0 10

AW_Ci-W; 1 3 0 0

Rappelons qu'on traite ici un probleme de minimisation et on constate que le critere d'arrét
est d¢ja vérifie (les colits marginaux AW sont tous positifs ou nuls (pas de question de traiter
le coté Primal du programme). On remarque aussi que la valeur du variable d'écart S, est
négative (doit obligatoirement €tre positive), donc il est claire qu'on doit régler d'abord le
cot¢ dual du probleme (€liminer les valeurs négatives du Bi qui ont une contradiction avec
la contrainte de la non-négativite).

Dans le cas du dual-primal —particulicrement pour la partie du dual- on doit déterminer la
variable sortante (VS) en premier puis la variable entrante a la base. Pour se faire on suivre
certaine logique :

La variable sortante est déterminée par . Max {b;; Vb; < 0} ; on doit choisir la variable
correspond a la plus grande valeur de bi parmi les valeurs négatives seulement. Ce critere

reste valable pour les cas de maximisation et de minimisation.

. , . . Aw
La variable entrante est déterminée par : Min {|—
aj j

; Vag; < 0} ; on doit choisir la variable

correspond a la plus petit quotient en valeur absolue des colits marginaux sur les valeurs
négatives de la ligne correspondante a la variable sortante. Ce critere est valable pour les cas

de maximisation et de minimisation.

Pour le cas de cet exercice, la VS est X; (une seul valeur négative dans bi) et la VE est S,
(Min {|_i2| , |_i3|} = {%}) donc le pivot recoit la valeur (-2).
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Appliquant les mémes regles de passage d'une solution (tableau) a une autre présentées dans

le chapitre 4 (la méthode du simplexe), voici le tableau suivant du simplexe -

MIN | Xy | X501 | S S, .- :
: : —| On remarque qu'il y a aussi une valeur
Cj 1 3 0 0 Bi | Cbi (o . .
négative dans bi donc on continu le
«S | 0 | 22| 1 | 12 |-12]0 dual :
X, 1 3/2 0 a2 | 321 VS : S, (la seule valeur négative)
oI 0 i || Ve e o o
AW_C-W, 0 |32 o0 | 12 ghe dep prvot=
MIN | X, X Si S, On remarque que toutes les valeurs de
Cj 1 3 0 0 Bi_| Cbi | bi sont positives donc I'amélioration du
X, 0 1 270 <1771 1771 3 dual est achevée. Passant maintenant
1 au primal ; on constate que tous les
Xy 1 0 37 | 217 | 97 colits marginaux sont positifs ou nuls
Wi 1 3 [ -3/7 ] -5/7 11217 donc le critére d'arrét du primal est
AW_Ci-W; 0 0 37 | 577 vérifi€. =» la solution est optimale
Remarque :

Dans le cas du traitement du dual, on constate que la variation de la fonction économique se
fait d'une maniere inverse ; pour la minimisation la valeur de la FE augmente et elle diminue
pour la maximisation. Cela est justifi¢ du fait que le traitement du dual ce n'est qu'une
correction (ou amélioration) appliquée au programme lin€aire pour rendre la solution

réalisable (qu'elle n'a pas de contradiction avec la contrainte de la non-négativite).

Exercice 7.1
Résoudre avec la méthode dual simplexe (Primal-Dual et Dual-Primal) le PL suivant.
MaX Z = _6X1 - SXZ + 2X3

S.C. _Xl _X2 +X3 S _2
_Xl - ZXZ - 3X3 2 _3

X1,X5,X320
Solution 7.1
Max Z= —6X; — 5X, + 2X; La forme standard est: MaxZ = —6X; — 5X, + 2X;
S.C. _Xl _XZ +X3 S _2 S.C. _X]_ _Xz +X3 +X4_ = _2
_X1_2X2_3X32_3 —X1_2X2_3X3 +X5=_3
X1,X5,,X320 X1,X5,X3,X4,X5 >0
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Il est demandé de résoudre le PL par les des sens de la méthode dual simplexe .

(D). Primal-Dual .

Le premier tableau du simplexe est donné comme suit -

La solution est ainsi

MAX | X, [ X, [ Xal | Xq [ Xs
G 6 | -5 [ 2] 0 | 0] Bi]|Chi
m=2 | <X, | -l -1 1 1 0 2 0
X | -1 | 2|30 ]|1]3]0
2z o[ oo ofo]o
82G7% | 6| 51 2] 0o
MAX | Xy | Xo) | X5 | Xq | X5
G 6 | -5 [ 2] 0 | 0] Bi]|Chi
=2 | <Xz | -1 -1 1 1 0 2 2
X | 4| 5|30 ]|1]9]0
2 2 2] 2] 210 -4
AZ.C;-Z; 4| 370|210
VVVVVVVVV MAX | X, | X | X3 | X4 | Xs
Cj 6 | 5| 2] 0 | 0] Bi|Cbi
X, | 1 1|1 ] -1 ]0] 2] -5
Xs | 1 0 | 5|2 |1]1]0
2 5| 5] 5] 5 ]0]-10
AZ_C;-Z; 1] 03] 5710

Primal
VE: X, (la plus grande valeur
positive de AZ).

VS: pas de variable sortante (les
valeurs de la colonne X, sont
négatives).

VE’: X; (le plus grand aprés X»)
VS: S, (la seule valeur positive)
Primal
Alors que les valeurs de AZ sont
tous négatives ou nulles, le critere
d'arrét du primal est achevé.
On passe au Dual :

VS: X; (la plus grande valeur
négative de bi).

vE: X vin | 5 [ S

Dual
Toutes les valeurs de bi sont
positives. En plus tous les cofits
marginaux sont négatifs ou nuls
donc c'est la solution optimale.

X=X3=0, X,=2, Z'--10. (X5=1 - ¢.-a-d. qu'il une unité qui n'est

consommée de la deuxieme contrainte-, X4=0 —la valeur disponible pour la premicre

contrainte a été totalement consommée—).

(2). Dual-Primal .

MAX | X; [ X0 | X5 | Xq [ Xs
Cj 6| 5| 2] 0 | 0] Bi|Cbi
m=2 | X | -1 | | 1 1 o] 2|0
X | -1 | 2|30 ]|1]3]0
Z o[ o]Jo]ofo]o
AZ.Cy-Z; 6| 5] 2] 00
MAX | X; [ Xo) | X5 | Xq | Xs
Cj 6 | -5 | 2] 0 | 0] Bi|Cbi
X, | 1 1| 1] -1 ]0] 2] -5
X, | 1 o |52 |1]1]0
2 5| 5] 5] 5 ]0]-10
AZ.C-Z4 1]l o3| 510

Dual
VS: X; (la plus grande valeur
négative de bi).

VE: X, Min {77, |5}
=>Pivot=-1

Dual
Toutes les valeurs de bi sont
positives. En plus tous les colits
marginaux sont négatifs ou nuls
donc c'est la solution optimale.

? Dans le cas ot le choix de la VS est impossible, on vérifie s'il y a une autre variable entrante et en détermine sa

variable sortante sinon la solution sera non bornée si elle est réalisable.
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Exercice 7.2

- Résoudre avec la méthode graphique le PL ci-dessous.
- Résoudre le avec la méthode dual simplexe (Primal-Dual ou Dual-Primal).
. Faite une comparaison entre la résolution avec les deux méthodes.
Max 7 = 2X 1 + X 2
s.c. X1—2X,<-1
X, <2
— X +X, <1
—2X; +6X, <9
X1, X, >0

. Ecrire son programme dual.

» Déduire sa solution optimale en se basant sur les conditions de dualité.
Solution 7.1

Résolution graphique . on représente graphiquement les droites correspondent aux
contraintes puis on détermine l'ensemble de la solution réalisable du probleme pour enfin

définir la solution optimale si elle existe.

On détermine
l'espace des points
qui vérifie toutes les
contraintes ;.la zone |y

u des solutions
réalisables est le
polygone ABCDE.

Figure 7.-71-Etapes de solution 7.1

D'apres le tableau suivant, la solution optimale est représentée par le point E ; X1=3, X2-2,
7*-8.

Points X, X, Valeur de FE
A 0 1/2 0.5
B 0 1 1
C 3/4 7/4 13/4
D 3/2 2 5
E 3 2 8
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Résolution avec la méthode dual simplexe : la forme standard est comme suit .

Max Z= 2X{ + X,
s.¢. X1—2X,+X3=-1
Xz +X4_ =2
X1 +X+Xs5=1
—2X1+6X,+Xe=9
X1,X5,X3,X4,X5,X6 = 0

Les étapes de résolution sont présentées sur les tableaux ci-dessous, on note ici qu'on va

commencer par le dual :

MAX | X; [ Xp! | X3 | Xy [ X5 | X6
Cj 2 1 0 0 0| 0 | Bi | Chi
“X;| 1| 2|10 ]0o]0})a1]0 Dual
VS: X; (la plus grande valeur
0 0 3
X4 0 ! 0 ! 0 2 négative de bi).
Xs | 1| 1 [ojoj1rjoj1]0 VE: X, Min {|= b
X, | 2| 6 0] o |0o]1]9]0 - Pivot=-2
Zi 0 0 0 0 010 0
AZ_C;i-Z; 2 1 0 0 0
MAX | Xyl | X5 | X3 | Xy [ X5 | X6
Cj 2 1 0 0 0| 0 | Bi | Chi
Dual
X, |-12 I |-12]7 0 0 0 |12] 1 Toutes les valeurs de bi sont
e | X, | 12| 0 12 1 ol o |32 o positives. En passe au Primal
— VE: X,
Xs |-122] O 1721 0 1 0 |12] 0 VS: X,
6/1=6 X, 1 0 3 0 0 1 6 0 =>Pivot=1/2
Zi 120 1 | -12] 0 0] 0 |12
AZ_C;i-Z; 52| 0 1721 0 0] O
MAX | X4l | X5 | X3 | Xy [ X5 | X
Cj 2 1 0 0 0| 0 | Bi | Chi
X, | 0| 1 [o0o| 1 [o0o|lo|2]1 Primal
Touts les colits marginaux sont
@22=3 | <Xy | ] 0 1 210103 2 négatifs ou nuls. Donc la
X 0 0 1 1 1 0 2 0 solution est optimale
X=3, X,=2,Z'=8
6/1=6 X, 0 0 2 -2 0| 1 3 0
Zi 2 1 2 5 010 8
AZ_Ci-Z; 0 0 -2 -5 0] O

Comparaison : on remarque que chaque tableau du simplexe est représenté par un point sur
graphe ; le tableau 1 représente I'origine O(0,0) du graphe puis l'algorithme du simplexe
parcourt le périmetre de la zone des solutions réalisables du fait que le tableau 2 représente
le point A(0,1/2). Ajoutant que les regles de passage d'un tableau a l'autre assurent le choix

du bon sens (le plus court) vers la convergence de la solution.
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Le programme dual .

Min W= -Y; +2Y;, + Y; + 97,
se. YV;—-Y;-2Y, =2 X,
=21+, +Y:+6Y, =21 X,
Y1,Y5,Y5,, 20

Min W = —Y, + 2Y, + Y, + 9Y,
s.c. Y, —=Y;-=-2Y,—-Y;=2
2 Yy Y6V, — V=1
11,Y2,Y3,,20

Forme standard

La solution optimale du primal était . X,=3, X,=2, Xs=2, X(=3, Z'=8, X;=X,=0 (VHB).

X, X, sont des VB = Ys,Y sont des VHB donc : Ys=Y=0

X1
X3

Xs, Xg sont des VB = Y3, Y, sont des VHB donc : Y;=Y,=0 remplagant ces valeurs dans les

contraintes, in nous reste :

Yl = 2 Yl = 2
—2Y;+Y,=1 Donc: ¥, =5 et W*=8
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Chapitre 8
8 Programmation en nombre entier

8.1 Introduction

Lorsque les variables d'un programme mathématique représentent des décisions
stratégiques, ou simplement lorsque certaines variables ne peuvent prendre des valeurs

fractionnaires, il faut intégrer dans le modele des contraintes d'intégralité.

En effet, Un probleme de programmation linéaire en nombres entiers (PLNE) est un
probleme de programmation lin€aire (PL) avec tout ou partie des variables qui doivent étre
enticres, voire restreintes a O et 1 comme valeur (le cas des PL booliens). On dit que les

variables sont soumises a des contraintes d'intégrité.
La recherche de la solution optimale d'un PLNE nécessite deux étapes essentielles -

(1) la résolution du PL original avec la méthode qui convient et si la solution optimale n'est

pas en nombre entier on passe a la deuxieme étape.

(2) c'est I'é¢tape de séparation de solution trouvée dans I'étape précédente avec le but est de
chercher la solution en nombre entier la plus proche a la solution d'origine. Dans ce

contexte, il existe des méthodes telles que -

La Procédure de Séparation et d'Evaluation Séquentielle —PSES- (ou la méthode

Branch-and-Bound)
La méthode de coupe de Gomory.

8.2 Remarques sur la PLNE

On note que dans tous les cas de la PLNE, la solution en nombre entier est toujours moins
bonne en matiere de valeur de la FE par rapport a la solution d'origine (en nombre non
entier). En maximisation, la solution en nombre entier représente la solution de la limite
inférieure. Tandis que pour la minimisation, elle représente la solution de la limite

supérieure.
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Comme on l'a vu, on dispose de bons algorithmes pour résoudre les problemes de
programmation linéaire classiques, on peut se demander s'il ne serait pas possible de
résoudre, sans tenir compte des contraintes d'intégrité, puis arrondir la solution trouvée a

l'entier le plus proche, ceci n'ayant évidemment pas de sens pour une variable booléenne.

Considérons l'exemple suivant . Max Z-11X,+22X,
SC 3 4X1+7X2 S IS

X, X,>0 est sont entier

<=5 : Solution optimale en nombre réel
X,=0, X,=13/7, Z=39

Z=33

X1

| - .
0 1 2 3\ 4

Solution optimale en nombre entier
X;=3, X,=0, Z=33

Figure 8-1 Explication graphique

Sans la contrainte d'intégrité, la solution optimale est au point x1- O et x2 = 13/7. Si on ne
considere que les points a coordonnées enticres, 'optimum est atteint au point X; = 3 et
X,=0, qui ne peut évidemment pas étre obtenu par arrondi de la solution réelle. De plus la
valeur optimale de l'objectif n'est que de 33 alors qu'elle est ¢gale a 39 dans le cas des

variables réelles.
8.3 La méthode Branch-and-Bound (PSES)

On fait résoudre le PL sans la condition d'intégrité et si la solution optimale n'est pas en
nombre entier, on construit de nouveaux modeles par l'ajout de nouvelles contraintes selon

la logique suivante .

Soit une variable (X;) en valeur réelle représentée par d;, logiquement, la valeur de X; est
inscrit dans l'intervalle [d;;, di»] avec d;;, dip représentent deux valeurs consécutives de type

entier (dj; < X < dip).

Par exemple la valeur 4.63 est comprise entre les deux valeurs entieres 4 et 5.
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Et pour exclure que la valeur de X; soit réelle, on ajoute deux nouvelles contraintes :

(@) Xj<di (b) Xj 2 djz ce qui résulte deux nouveaux PL. on continuant la procédure de

séparation jusqu'a atteindre une solution (qui est logiquement optimale) en nombre entier.

Exercice 8.1: Considérons le programme linéaire suivant.

Max Z-20X+2X,
S.C.4X,+10X, < 22
X1, X, > 0 est sont entiers.
Utilisant la méthode du simplexe la solution est : X;=11/2 ; X,=0 ; Z*-110.

MAX| X, | X, | S,
Cj 20 2 | 0 | Bi | Chi
X, | 1|52 |ua|112] 20
Z 20 | 50 | 5 [ 110
AZ_C;-Z,; 0 | 48 | 5

X;=11/2 c'est-a-dire 5 <X <6 et pour exclure X; de cette intervalle, deux contraintes sont

nécessaires . X; <5 et X126 ce qui résulte deux nouveaux programmes linéaires a résoudre.

PL1.2 PL1.3
Max Z = 20X; + 2X, MaxZ = 20X, + 2X,
S.C. 4X1 + 10X2 < 22 S.C. 4X1 + 10X2 S 22
X <5 X, =6
X1, X, >0 X, X, >0
On résoudre les deux PL :
PL1.2.
MAX | X, X, S, S,
Cj 20 2] 0 0 Bi | Cbi
X, | 0| 1 |10 4101 15 | 2
X, | 1] 0] o0 1 5 | 20
Zi 20 2 1/5 | 96/5 | 502/5
AZ.CZ; | 0 | 0 | -1/5-96/5

La solution optimale est : X;=5 ; X,=1/5 ; Z*~ 502/5.

PL 1.3 . ce programme présente n'a pas de solution puisque la valeur minimale de X; est 6
selon la contrainte 2, on remplagant cette valeur dans la premicre contrainte, alors la

contrainte n'est plus vérifie.

Donc on continue avec la résolution du PL 1.2 . la valeur de X, est comprise entre O et 1 d'ou

l'ajout des contraintes ; X, <0 et X,>1 et on retient deux nouveaux programmes.
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PL1.2.1

PL1.2.2

Max 7Z = 20X, + 2X,
s.c. 4X; +10X, <22
X1 <5
X, <0
X1,X, =20

MaXZ= 20X1+ 2X2
S.C. 4’X1 + 10X2 <22

X, <5
X, >1
X1, X, >0

La résolution du PL 1.2.2 donne la solution suivante :

Le PL 1.2.1 présente une contradiction avec la contrainte de la non-négativité.

PL 1.2.1

Solution non
réalisable

MAX Xl X2 Sl S2 S3
G 20 | 2 0 0 0 Bi | Cbi
X, | 1|0 | 1a] O | 104 3 |2
S, | O 0 |-1/4 1 -10/4 | o
XZ O 1 O 0 -1 1
Zi 20 | 2 5 0 48 62
AZCiZ; | O] 0| 5] 0 | -48
Donc : X;=3 ; X,-1 ; Z*- 62. C'est une solution avec des valeurs enticres.
Programme original
X1=5.5
X2=O
7*¥=120
PL 1.2 PL 13
XX1_=052 Solution non
Z52100.4 réalisable
PL1.22
X1=3
X2:1
2¥=62

Figure 8-2 : Procédure de séparation séquentielle.
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Chapitre 9
9 Analyse de sensibilité

9.1 Définition

Une solution optimale est dite stable si ’ensemble des variables de base a Poptimum ne

changent'® pas, méme si les valeurs de ces variables de base sont modifiées.

Par l'analyse de sensibilité, on examine la stabilité de la solution optimale du programme

linéaire suite a la variation de ’'un de ses parametres a savoir -
(a) la variation des coefficients de la fonction objectif (cj).
(b) la variation des ressources disponibles dans les contraintes (bi).
(¢) la variation des coefficients de variable dans les contraintes (aij).
(d) l'ajout d'une nouvelle activité (nouvelle variable).
(e) l'ajout d'une nouvelle contrainte.
On utilisera pour présenter lanalyse de sensibilit¢ sur les différents parametres du

programme linéaire ’exemple suivant .

Max Z = 3X; + 2X, + X5

s«¢. 2X;+X,+3X356
X1+4X, +2X3 <4
X1,X,,X3=20

La solution optimale est présentée dans le tableau suivant .

MAX | X; | X, X3 X4 Xs
Cj 3 2 1 0 0 Bi | Cbi
Heures de travail X, 1 0 10/7 4/7 -1/7 20/7 3
Plaques en aluminium X, 0 1 1/7 -1/7 2/7 2/7 2
Zi 3 2 32/7 | 10/7 | 1T | 64/7
A2Cr 2, 0 | o | 257|107 | 17 | € Colts
marginaux

On note par P le vecteur associ¢ a la variable X; dans le tableau de la solution optimale

, ’ , 10/ , 4/ , —1/ ’ 20/
e Qe Qs (37 (3 o (5 i ()

' 1ci le changement de la solution concerne le changement des variables de base et non plus ses valeurs.
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Et on note par P; le vecteur associ¢ a la variable X; dans la forme standard du PL .

Q= () Q= (o= () =)
9.2 Variation des coefficients de la FE

Selon la solution du PL donneé, il deux variables de base (X et X») ainsi la variable X3 qui est
hors base. Alors la détermination de l'intervalle de variation des valeurs se fait de deux
manicres distinctes pour le cas d'une variable de base ou hors base .

(a) Coefficients des variables de base
- Variable X; :

Le coefficient de la variable X; représente le bénéfice d'une unité du produit 1, ainsi
l'augmentation ou la diminution de cette valeur implique une variation proportionnelle de
la valeur de la FE (le bénéfice global). Mais réellement, il existe des seuils de variation pour
que la solution reste optimale c'est-a-dire tous les cotits marginaux restent nuls ou négatifs
(le cas de maximisation). Pour déterminer les seuils de cette variation il suffit d'exprimer les

couts marginaux (c/) des VHB en fonction de C; (coefficient de X; dans la FE).
Le cout marginal est donné par . ¢ = C; — Z; = (] = C; — (Cp; * P))

1- colit marginal de X;
10 -10 5
C3=C3—(Cpi *xP3) & C3=0C5—(C; 2)*( 7>=>C§=—Cl+— ................ (1)

2- colit marginal de X, -

4/
! [ ] I} -4 2
C4=C4_(Cbi*P4) = C4=C4_(C1 2)*(_17>:>C4=761+; ................ (2)
/7
3- cotit marginal de X5
1 l; l; I} 1 4
CSZCS_(Cbl*PS) (=4 C5=CS_(C1 2)*(2 7>=>CS=;C1_; ................ (S)
/7
La solution reste optimale si seulement si .
1
(-2c+3 <0 {5125
1
\7’j;C-’SO<=)!—fC1+E <0 @4 1 =>=-<( <4
J 17 47 | Clzz 2
;G-7 =0 \ ¢, <4

Donc on peut varier le bénéfice du produit 1 dans l'intervalle [%, 4] et la solution reste optimale quoi

que le bénéfice global sera change¢ (les valeurs des variables seront aussi changées).
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- Variable X :

De la méme manicre on déterminera l'intervalle de variation pour le bénéfice du produit 2 .

1- colit marginal de X;-

10/
! / / ! -1 23
C3=C3_(Cbl*P3)@C3=C3—(3 Cz)*(l 7>ﬁC3=7C2—7 ................ (1)
/7
2- colit marginal de X, -
, / , 4/7 ;1 12
C4=C4_(Cbl*P4)c>C4=C4_(3 Cz)* _1/ :>C4=;CZ_7 ................ (2)
7
3- colit marginal de X5
, ) ) ~1/; - 3
C5=C5_(Cbi*P5) = C5=C5—(3 Cz)* 2/ $C5 =7C2+; ................ (3)
7
La solution reste optimale si seulement si
-1 23
7O =0 o> 23
< 3
vj; C]-’SO@{ 1(,’2—2 <0 & C=12 _ 2 < (<12
7 7 c .3 2
2 =
2

| -2 3
Donc on peut varier le bénéfice du produit 2 dans l'intervalle [g, 12] et la solution reste

optimale avec évidemment la variation des valeurs des variables de base.

(b) Coefficients des variables hors base

Cette section concerne uniquement les variables principales hors base c'est-a-dire Xz, en
revanche, les variables d'écart X4 et X5 ne sont pas concernées (coefficients nuls dans la FE).
Si le coefficient de Xz change, cela provoque uniquement le changement de C5 dans le
tableau du simplexe alors -

10 32
%=Q—@w%%ﬁ%=%—82%<1j$%=%—7
/7
La solution reste optimale si seulement si: € <0 < C; — 3—72 <0 donc C3 < 3—72
Tendis que le bénéfice du produit 3 est inférieur a % sa production n'est plus économique
pour l'entreprise.

Supposons que le bénéfice du produit 3 égale a 5, dans ce cas son cotut marginal est positif. A

cet effet, il aura un changement aux variables de base puisque la solution n'est pas optimale.
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(c) Coefficients des variables de base et hors base a la fois

Supposons que la FE est la suivante : Max Z = X; + 3X, + 2X;. Bien que le changement des
trois coefficients est dans les intervalles déterminés dans les sections a et b, on ne peut pas
dire que la solution reste optimale. En conséquence, le recalcule de tous les colits marginaux

est fortement conseillé.

1- cotit marginal de X

1A ! A 1 A
Cl=C—(Cu+P) & Cl=1-(1 3)%()= €] =0 (1)

2- colit marginal de X, -

Cy=Cr—(Cp+Pp) & C3=3-(1 3)+(

3- cotit marginal de X3

10/

! ! ! ! 1

CG=C—((rixP) & G3=2-( 3)*(1 7>:>C3=; ..................... (3)
/7

4- couit marginal de Xy

I _ ’ I _ 4-/7 . 4

C4—C4_ (Cbi*P4)@C4—O (1 3)* _1 QC— e ()
/7

5- cotit marginal de X5

-1

Ce=Cs—(CpixPs) & Ce=0—-(1 3)*(2//7>:>cg=—§ ................ (5)

7

La solution n'est pas optimale a cause de la valeur positive du cotit marginal de Xs.

9.3 Variation des ressources disponibles des contraintes (bi)

Le changement de l'une des valeurs de bi implique la variation de la valeur des variables de
base (b;) et par la suite la valeur de la FE. Alors, tant que les valeurs de b{ ne présentent pas

une contradiction avec la contrainte de la non négativité, la solution reste réalisable.

Il existe une relation matricielle qui relie chaque colonne du tableau initial du simplexe d'un
PL avec la colonne correspondante dans le tableau de la solution optimale, elle est exprimée
par . P].’ =B '« P;;

Avec : P, P]-’ les colonnes associes a la variable X; dans le tableau initial et le tableau de la

solution optimale.

B~ : la matrice inverse de la matrice de passage.
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Pour les valeurs de b; , 1a relation matricielle devient . b{ = B~ « b;

Comment déterminer la matrice B ?

On lit les valeurs de B VB du On lit les valeurs de B VB du
a partir du tableau tableau ' 4 partir du tableau tableau
initial du simplexe optimal | optimal du simplexe initial |

X, X, Xy X5
VB du — X| 2 1 VB du — X
tableau  B_ tableau  B'-
initial X5 1 4 optimal X, -

9.3.1 Variation des heures de travail (premieére contrainte)

On suppose que la valeur disponible pour la premiere contrainte est inconnue (b) ;

4 1 4y 4
e 2p -2
R I
- - 4 7b1+7

7 7
4 4
;bl—;ZO (:){b121

La solution est réalisable si: vi,b; 20 & {/ o
- b1 + > >0

9.3.2 Variation de nombre des plaques d'aluminium (deuxiéme contrainte)

On suppose que la valeur disponible pour la deuxieme contrainte est inconnue (bz) ;

' _ g1 . 7 _( 77" 7

bj =B " xb; & b; = 1 2 x(b)— 2 6
- = 2 7192—7
7 7
-1 24

. - o —b+=20 (<24
La solution est réalisable si: Vi,b; >0 & {7, . @{ =3<b; <24

hy—-2>0 b, >3

Cas n°l . on suppose que le nombre de plaques égale a 5, cette valeur appartient a

l'intervalle [3, 24] c'est-a-dire que la solution reste optimale mais elle change en valeur.
b =B 'xb; & b =
La solution optimale est - X1=§ , X2=§,  X3=0, Z*= 675

. , 1 . , . ;e pe . .
Bien que la valeur de FE a augment¢ par = il est nécessaire de vérifier si cette augmentation

est bénéfique ou non ?
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N . sz . .y . 2
Le cout'' d'augmentation d'une unité de bi de la deuxiéme contrainte est . =

g o 65 64 1 : . 2 .
Alors le bénéfice enregistré est —-— - = mais le cout est = donc cette augmentation

n'est pas bénéfique pour l'entreprise.

Cas n°1 . on suppose que le nombre de plaques égale a 25, cette valeur est en dors de
l'intervalle [3, 24] c'est-a-dire que la solution ne sera pas réalisable (donc pas d'optimalité).

Dans ce cas on fait appel a la méthode dual simplexe.
9.4 Variation dans la matrice des contraintes
(a) 1a variation des coefficients de variable dans les contraintes (a;)

Les caractéristiques d'un produit peuvent étre changées de maniere que la solution reste
optimale. Particulicrement, on parle aux besoins d'une unité en nombre des heures ou en

nombre de plaque d'aluminium. Souvent, on se confronte a deux cas :
- la variation des informations d'une variable hors base :

On suppose que les besoins du produit 3 (X3) en plaques d'aluminium est réduit en une
seule plaque, c'est-a-dire Py (i) on vise a mesurer l'impact de ce changement sur

l'optimalité du programme.

4 1 11
- _- 3 =
P;=B"'+«P; &P, = 71 27x(1)= _71
77 7

Ainsi, le cotit marginal sera

11/ Y
C5=C— (Cp*P)) & Cj=1-(1 3)*(_1/>=>Cé=7
7

Le solution reste optimale, on conclus que la production du produit 3 n'est pas encore
bénéfique.
- la variation des informations d'une variable de base :

Dans ce cas, il est préférable de résoudre a nouveau le PL parce que le changement des
coefficients de VB (le cas de X, et X;) dans les contraintes influence sur toutes les valeurs du

tableau optimal (en cas échéant le changement des variables de base).
(b) I'ajout de nouvelles activités (nouvelles variables)

On suppose que l'entreprise vise la production d'un nouveau produit, la raison pour laquelle
le décideur cherche si le nouveau produit —selon leurs caractéristiques- sera économique

pour l'entreprise.

"1 est inscrit dans la case d'intersection de la ligne de contrainte avec la colonne de la variable d'écart utilisée
pour cette contrainte.
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On propose par exemple les caractéristiques suivantes :

Le nouveau produit (Xg) nécessite deux (02) unités des heures de travail et unités des
plaques d'aluminium, le bénéfice unitaire est 2 unités monétaires. Donc, C, = 2 et Py (;)
4 1
) _ pe1 7 T (3
Po =B " x Py & Py = 1 2 xz—

NN o

7 7
D'ou

6 _
Co=Co—(CuirP) & C=2-(1 3)*(/7):'Cé=7

2 /7
Le cotit marginal de la VHB X; est négatif, c'est-a-dire la production du nouveau produit
n'est pas économique. On peut déduire que sa production va diminuer le bénéfice global par
la valeur'? (_78).

(c) I'ajout d'une nouvelle contrainte

Avant l'ajout d'une contrainte, il faut d'abord s'assurer si cette contrainte est vérifiée par la

solution optimale du PL. Deux cas peuvent se présentée .

(@) la contrainte est vérifiee ; donc elle est considérée comme suppliante au PL et par

conséquence on peut la négliger.

(b) la solution optimale ne vérifie par la contrainte ; donc il faut I'impliquer dans le

programme et par conséquence la solution sera modifice.
Exemple 1 . soit a ajouter la contrainte 2X;+X,+2X3< 8.

(AN):  2(2)+ 2+2(0) = =6 qui est inferieure a 8. Alors la contrainte est verifice et elle peut
étre négligée.
Exemple 2 . soit a ajouter la contrainte 2X;+X,+2X3< 5. D'apres I'exemple précédant, cette

contrainte n'est plus vérifiée par la solution optimale. A cet effet, voici les étapes nécessaires -
On transforme la contrainte en équation : 2X+X+2X3 +Xg = 5 (avec Xg variable d'écart).

On ajoute la contrainte au tableau optimal du simplexe mais on remarque qu'il y a des
anomalies a régler ; on doit vérifier les caractéristiques des variables de base c'est-a-dire une
variable de base doit obligatoirement un coefficient €gal a un (1) dans la contrainte associée

et nul pour le reste des contraintes. En effet, cette démarche concerne les variables X;, X,, X.

"2 L'impact d'une VHB sur la valeur de FE est le produit de son colit marginal avec le plus petit ratio de la
. -8 -8
variable sortante, pour notre cas 7x1 ==
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I'addition des trois contraintes selon le tableau suivant -

MAX | X; | X5 | X3 | X4 | Xs | X
Cj 3 2 1 0 0 0 Bi | Cbi
Heures de travail X; 1 0 10/7 4/7 -1/7 Q 20/7
Plaques en aluminium X2 0 1 1/7 -1/7 2/7 Q 2/7
Nouvelle contrainte X6 2 1 2 Q Q 1 5
Zi 3 2 32/7 | 10/7 | 17 64/7
AZCrly 0| 0 |-257|-107| -177 < Cois
marginaux

Contrainte1x(-2) -2 0 -20/7 -8/7 2/7 0 -40/7
Contrainte1x(-1) 0 -1 -1/7 1/7 =217 0 =217
Nouv contrainte 2 1 2 0 0 1 S
Par addition: O 0 -1 -1 0 1 -1
Ainsi le tableau du simplexe sera comme suit
MAX | X; | X, X3 Xyl X; Xs Cette solution
Gj 3 2 1 0 0 0 Bi | Cbi n'est pas
Heures de travail X, 1 0 10/7 417 -1/7 0 20/7 réalisable
(valeur
Plaques en aluminium X, 0 1 1/7 -1/7 2/7 0 2/7 né g ative de
Nouvelle contrainte —X 0 0 -1 -1 0 1 -1 0 ]§<6) .]
ua
= z(,: Z 3 2 32/7 | 10/7 | 1/7 0 64/7 . Simplexe
- 0| 0 |as7| S| 7| o | $Cobs | VS: X, VEX,
10/7 marginaux Pivot = -1
MAX | Xy | X | X5 [ Xy | Xs | Xg
Gj 3 2 1 0 0 0 Bi Cb
i
_ La solution est
Heures de travail X 1 0 6/7 0 -1/7 4/7 16/7 3 réalisable et
Plaques en aluminium X, 0 1 2/7 0 2/7 -1/7 3/7 2 elle est
Nouvelle contrainte Xy 0 0 1 1 0 -1 1 0 Optlmale
Zi 3 2 22/7 0 1/7 10/7 | 54/7
AZCrly 0| o |57 | o | 7 |10 | € CoUS
marginaux

A travers cet exemple, nous avons abordé pratiquement tous les cas de figures qui peuvent
étre présentés dans le cas de l'analyse de sensibilité des résultats d'un PL donné. En effet,
l'analyse de sensibilit¢ est une étape primordiale, nécessaire aux décideurs puisque elle offre
des informations clés pour l'analyse de la solution optimale et évidemment pour de futures

prévisions.
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Exercice résolu -

Une entreprise produit deux types de produits cosmétiques par l'utilisation de deux

machines. Les informations nécessaires sont présentées dans le tableau suivant .

Produitl | Produit2 | Heures disponibles

Machine 1 4 2 60
Machine 1 2 4 48
Bénéfice 8 6

. Déterminer la quantité a produire pour maximiser le bénéfice.

. Déterminer l'intervalle de variation du bénéfice associe au produit1.

. Déterminer les seuils de variation des heures disponibles pour la machine .

. Etudier la possibilit¢ d'ajouter un nouveau produit qui est caractéris¢ par : le bénéfice

unitaire est de 7 u.m, il nécessite respectivement 3h, 2h sur la machinel et la machine?2.
Solution .

Le PL de ce probleme est exprimé par .

MaxZ = 8X, + 6X,
S.C. 4’X1 + 2X2 <60
2X, + 4X, < 48

X, X, =0
La solution optimale est la suivante :
MAX Xil | Xo | X5 X4
Gj 8 6 0 0 Bi Cbi
Machinel <X;| 4 2 1 0 60 0
Machine2 X, 2 4 0 1 48 0
7 0 0 0 0 0
AZ_C;-Z,; 8 | 6 | 0 0
MAX X, Xl X | x| |
Machinel X, 1 12 | 1/4 0 15
Machine2 <X, | 0 3 | -12 1 18
Zi 8 4 2 0 120
AZ_Ci-Z; 0 6 2 1 0
MAX Xy | X5 | X5 X4
Machinel X, 1 0 1/3 -1/6 12
Machine2 X, | O 1| -1/6 | 1/3 6
Zi 8 6 5/3 2/3 132
o AZ.CiZ; 0| 6 | -2 |-23

Les quantités sont 12 unités du produitl et 6 unités du produitZ2 pour un gain de 132 u.m.
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. Déterminer l'intervalle de variation du bénéfice associe au produit1.

Pour déterminer les seuils de cette variation on exprimer les cotts marginaux (¢j) des VHB
en fonction de C; (coefficient de X; dans la FE).

Le cout marginal est donné par . ¢ = C; — Z; = (] = C; — (Cp; * P))

1- colit marginal de X;-

1
Cé=C3_(Cbl*Pé)=>Cé=0_(C1 6)*(_13>:>Cé=_?61+1 ................ (1)

2- colit marginal de X, -

-1
Ch=Cy— (Cpi *P)) = Ch=0—(C, 6)*( 6):»@;:361—2 ................ (2)

1/3

La solution reste optimale si seulement si

-1

(?Cl‘}‘l <0 C123
Vj;c,-’soﬁ{ S0, <12=>3 < (<12
kg(:1—2 <0

Donc on peut varier le bénéfice du produit 1 dans l'intervalle [3,12] et la solution reste optimale.

« Déterminer les seuils de variation des heures disponibles pour la machinel.

On suppose que la valeur disponible pour la premiere contrainte est inconnue (b) ;
1 1 1
= | /b =b; -8
bi=B"'xb &b =3 16x<1)= >3
- 2| \48 —by +16
6 3
1
§b1—820 c}{b1224

1 = 24<by <96
—b;+1620 (b1=96

La solution est réalisable si: Vi,b{ > 0 < {

. Etudier la possibilité d'ajouter un nouveau produit qui est caractérisé par . le bénéfice
unitaire est de 7 u.m, il nécessite respectivement 3h, 2h sur la machinel et la machine?2.
Ona.:

3 @l 3
P;=B"1xpP, &P=|7 6x<>=

ANk WIN

Ce=Cs—(Cpi*xP) & Cc=7—(8 6)* < ) = (s = § La production du nouveau produit

P wWIN

est économique (cout marginal positif).
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Exercice non résolu :

Soit le PL suivant -

Max 7Z = 5X1 + 3X2
s.¢. X;1— X, <2

2X;+ X, <4
—3X, +2X, <6
X1,X, =20
La solution optimale est la suivante -
MAX | X; | X, Xi3 Xy Xs
Cj 5 3 0 0 0 Bi | Cbi
X;| O 0 1 1/7 3/7 | 36/7 | 0
Heures de travail X; 1 0 0 2/7 -1/7 2/7
Plaques en aluminium X, 0 1 0 3/7 2/7 24/7 3
7 5 3 0 19/7 | 1/7 | 82/7
AZ_C;Z; 0 0| o |-97| -7 | €Colts
marginaux

. Déterminer les seuils de variation des coefficients de toutes les variables dans 1a FE.

» Déterminer les seuils de variation des ressources disponibles pour toutes les contraintes.

72



Chapitre 10
10 Probléme de transport —le cas de minimisation-

10.1 Définition

Certains problemes en programmation lincaire ont une structure particuliere que 'on peut
exploiter ; l'exemple d'un probleme de transport qu'on peut le résoudre comme d’habitude
par un simplexe, mais on peut aussi le résoudre plus simplement et plus efficacement par
d'autre méthode.

Un probleme de transport peut étre présenté sous l'image suivante .

- Un produit doit €tre transporté de sources (usines) vers des destinations (dépots, clients).

« Objectif . déterminer la quantit¢ envoyée de chaque source a chaque destination en
minimisant les cotts de transport. Les cotts sont proportionnels aux quantités
transportées.

« Confrainfes d’offre limitée aux sources et de demande a satisfaire aux destinations.

Sources Destinations

a1—'® (1D— b 1

Figure 10-1 : Modélisation graphique d'un probleme de transport

10.2 Présentation du probléeme

Soit une série de villes alimentées en eau potable par des stations de pompage. Chaque
station est caractérisée par la quantité pompée d'eau en m®jjour

La station1 offre la quantité S;.

La station2 offre la quantité S,. Les stations représentent les sources.

La station3 offre la quantité S;.
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Les besoins quotidiens en eau potable des villes représentent les quantités journalieres
demandées .

La villel consomme la quantité D;.

La ville2 consomme la quantité D,.

La ville3 consomme la quantité D;.  Les villes représentent les destinations.

La ville4 consomme la quantité Dy.

Les cotits de pompage sont comptabilisés et présenter sous la forme suivante

Destinations
Villel Ville2 Ville3 Ville4
3 Station1 Ch Ci Cp Cus
= Station2 Ca Co Cas Cas
3 Station3 Cs Cs Csys Csy

Avec : Cjj présente le cout de 1 m® pompé a partir de la station 'i' vers la ville j'

L'objectif est de satisfaire les besoins quotidiens des villes en eau potable tout en respectant la
capacité de chaque station, et tout cela avec un minimum de cott global.

D'une maniére plus simple, il faut déterminer la quantité d'eau en m® distribuée a partir de
chaque station vers les quatre villes. On désigne par X;; la quantité d'eau en m® distribuée a

partir de la station 'i' vers la ville 'j', voici le tableau suivant .

Ville1 Ville2 Ville3 Ville4
Station1 X X2 X3 Xia
Station?2 X X X3 Xo4
Station3 X5 X35 X3 X4

10.3 Modélisation du probléme de transport

Par la suite, on peut regrouper toutes les informations en un seul tableau -

Villel Ville2 Ville3 | Ville4
- Cul [Cu] Col [Cul [S
Statlon 1 11 12 13 14 1
X1|1 )(|12 Xl?] X14‘
. C C C C S
Station3 2L 2 z i 2
X2|1 )(|22 XZ?] X24‘
. C C C C S
Station2 3 2 b H 3
Xml XmZ X33 X34
D, D, D; D,
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Dans le général, le tableau du transport est exprimé sous la forme suivante -

s; - les sources d; d; d,
S; : la quantité offerte par la source s;. S1 Cl;( | C12X| gl)ré S1
. . 11 12 In
d; : les destinations s; | Ca | Ca | Cy S,
D;: la quantité demandée par la destination d;. Xo1 X2 Xon
C; le cofit de transport dune unité de s vers d, |~ | e | e [ | e
Xj;: la quantité transportée du s; vers d;. Sm | Cor | | Cop ] Con Sm
Xml sz an
D, D, D,

Un probleme de transport est décrit mathématiquement par .
(1) un cout global est :

W= Cii X+ CoXiot+ CiaXiz+ CraXigt CauXort ConXont CozXoszt+ CosXogt Cai1 X+ Can Xt
C33Xi3+ C34X34

En général, w=3¥3 ¥, CiiX;;

(2) des quantités transportées a partir des sources :

Sourcel : X1+ X+ X13+ X14=Sl
Source?2 : X21+ X22+ X23+ X24=Sz
Source3 : X31+ X3+ X33+ X34=S3

En général, ¥i_, X;; = S;;pouri=123

(3) des quantités transportées vers les destinations :

Villel : X1+ Xo1+ X31 =Dy
Ville2 : X2+ X+ X33 =D,
Ville3 : X3+ Xz3+ X33 =D3
Ville3 : X4+ Xz4+ X34 =D3

En général, Y7_, X;; = D; ;pour j = 1,234
En effet, le modele de transport est exprimé mathématiquement par la forme générale
suivante .
Minw = ¥?_; o, CijXy;
(Z}*leU =S;;pouri=1,23
e, 1 1 Xy 3= D;;pourj =1234
=191 = §=1D i

\ X; =0
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10.4 Etapes de résolution d'un probleme de transport

Avant d'entamer la solution d'un probleme de transport, il quasiment nécessaire de vérifier
la contrainte d'égalité des quantités d'offre et de demande. Si ce n'est pas le cas, plus de

détails et astuces sont présentés dans la section 10.5.

10.4.1 La recherche d'une solution de base réalisable

a- Méthode du coin Nord-Ouest (supérieur gauche) . choisir a chaque étape la variable
située a l'intersection de la premiere ligne et la premiere colonne du tableau réduit. Donc on
partant du coin supérieur gauche du tableau, voici les étapes -

1. allouer le plus possible a la cellule courante et ajuster 'offre et la demande ;

2. se deplacer d’une cellule vers la droite (demande nulle) ou le bas (offre nulle) ;

3. répéter jusqu’au moment ou toute 1’offre est allouée.

b- Méthode du colit minimum (Moindres colits) . choisir 4 chaque ¢tape la variable Cpyq
correspondant au plus petit cout du tableau réduit. C,, = min; ]-(C i j)
En détails, voici les étapes -
Sélectionner la cellule de cotit minimum.
1. allouer le plus possible a la cellule courante et ajuster 'offre et la demande ;
2. sélectionner la cellule de cotit minimum ayant une demande et une offre non nulles ;

3. répéter jusqu’au moment ou toute 1’offre est allouée.

c- Méthode approximative de Vogel (VAM): clle basée sur le calcul des pénalites,
généralement la solution est tres proche a la solution optimale -
1. pour chaque ligne (colonne) avec une offre (demande) non-nulle, calculer une
pénalite €gale a la différence entre les deux couts les plus petits dans la ligne (colonne) ;
2. sélectionner la ligne ou colonne avec la pénalité maximale et sélectionner la cellule de
cout minimum dans la ligne ou colonne ;
3. allouer le plus possible a la cellule courante ;

4. lorsqu’il ne reste qu’une ligne ou colonne : choisir la cellule du moindre coti.

10.4.2 La recherche de la solution optimale

Apres avoir déterminé une solution de base réalisable par lune des trois méthodes
précédentes, on tente ainsi a la recherche d'une solution optimale par lune du deux
meéthodes -

a- Méthode de distribution modifie

Le programme dual d'un programme de transport est donné par :

m n
Max:Z =Zaiui+2ijj
i=1 j=1

avec: u;+v; >Cii;i=1,...mj=1,..,n
i j ij ]
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On note ici que u;, v; sont des valeurs libres calculées pour toutes les variables de base par la
formule . C;; = u; + vj; VX;; >0

Remarque : dans le tableau du transport, les cellules qui regoivent des valeurs positives non-
nulles représentent les cellules des variables de base, tandis que les cellules vides

représentent les variables hors base.

De se fait, il résulte (m + n -1) équations a (m + n) inconnues. On fixe u; - O et on résoudre

récursivement le systeme suivant .

Cij = u; + vj; pour tout X;; > 0 c'est-a-dire pour les cellule remplies.

i
Les valeurs de u;, v; sont inscris dans le tableau du transport au début des lignes et colonnes

correspondantes.

Apres avoir calculé la valeur des variables duales, il devient facile de calculer la valeur des

composantes du vecteur de couit relatif pour chaque variable hors base :
Cij — (u; + vj) = 0; pour toute VHB.

Ainsi, la solution de base considérée est optimale si et seulement si .
Cij — (u; +v;) = 0; pour tout X;; >0

Si l'une de ces composantes est négative, alors nous ne sommes pas a l'optimum et doit

déterminé la variable sortante et entrante pour préserver ’admissibilité .

Deux objectits a véritié : 1. Uoffre et la demande doivent continuer a étre satisfaites ;
2. les quantités transportées doivent rester positives.

Pour se faire on doit -
. Déterminer la variable entranfe qui est caractérisée par la plus petite valeur des cotits
relatifs négatifs.
. Construire un cycle parcourant les variables de base en partant de et revenant a la
variable entrante (le cycle doit contenir uniquement des droites horizontale et verticales et
on ne compte pas les VB qui ne sont pas au coin du cycle),
. Marquer alternativement par + et — sur les variables qui construisent le cycle retenu en
commencgant par la variable entrante.
. Déplacer le long de lignes et colonnes en alternant ajout et retrait de la plus petite
quantité¢ parmi les quantités précédées par un signe moins (-), elle corresponde a la
variable sortante.
. Recalculé les nouvelles valeurs des variables duales, puis les valeurs des cotts relatifs. Si
ces derniers ne sont pas négatifs alors la solution est optimale sinon on refait les étapes

précédentes jusqu'a l'optimum.
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Exemple 1 . soit le cycle fermé X, - X;3 = X,3 & X,, = X;,. ici la variable entrante est
X1, . et Xi3,X,3,X,, sont des variables de base avec respectivement les valeurs

suivantes: 50, 20,65. Appliquant les regles décrites au dessus on a

Cycle Xi2 = X132 Xo3 = X2 = Xpp
Marquage + - + -
Valeurs des VB 50 20 65
La plus petit valeur précédée par leggne (-) est 50 =» VS. X, 5
Traitement | +50 -50 +50 -50
Nouvelles valeurs des VB | 50 70 15

b- Méthode de pierre mobile (stepping stone)

L'algorithme de cette méthode ressemble le plus a la méthode précédente quoiqu'on
commence d'abord par la détermination des cycles pour toutes les variables hors base puis
on calcule le couit relatif de chaque cycle comme suit -

Prenant le cycle de l'exemplel et supposant que les colts unitaires sont respectivement

9,10.5,12 et 8 pour la variable entrante, alors le cout relatif du cycle est

X1z = X132 Xo3 = X2 = Xpp
8 — 9 + 105 - 12 =-25
. La variable entrante corresponde au cycle ayant le plus petit cotut négatif.

. Marquer alternativement par + et — sur les variables qui construisent le cycle retenu en
commencgant par la variable entrante.
. Déplacer le long de lignes et colonnes en alternant ajout et retrait de la plus petite
quantité¢ parmi les quantités précédeées par un signe moins (-), elle corresponde a la
variable sortante.
. Ajuster le tableau du transport par les nouvelles valeurs.
. Reconstruire a nouveau tous les cycles associ¢s aux variables hors base, puis leurs valeurs
des couits relatifs. Si ces derniers ne sont pas négatifs alors la solution est optimale sinon on
refait les étapes précédentes jusqu'a 'optimum.

Exercice 10.1 (résolu) .

Trois usines (A1, A2, A3) fournissent le méme type de matiere premiere a quatre micro-

entreprises (S1, S2, 83, §4). Les informations

concernant l'offre et la demande ainsi que le cout B1| B2 | B3 | B4 | Offre

itaire de t " ¢ présentées d 1 Al 3121512 30
unitaire de transport sont présentées dans le A2 c 5 37 40
tableau ci-contre - A3 21 81 47 ¢ 150

Détermine la stratégie de transport avec un cotit | Demande | 30 | 90 | 80 | 20

minimal.
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Solution 10.1 .

On va résoudre cet exemple par toutes les méthodes étudices -

1- véritiant la condition d'égalité de I'oftfre ef la demande

Vi, ;Y3 .S = Z;*:l D; la quantit¢ demandé-30+90+80+20-220
La quantité offerte=30+40+150=220

Le tableau du transport est présenté comme suit -

donc /a condition esf vérifiée

B1 B2 B3 B4
Al 3 ] 2 | 5 | 2 | |30
A2 6 | 5 | 8 | 71 |4
A3 2 | 8 | 4 | 6 | |150
30 90 80 20 220
220

2- déterminant alors une solution de base réalisable (SBR) -

(a) Méthode du coin Nord-Ouest.

- La cellule du coin Nord-Ouest est C;y, l'offre de la source A; égale a la demande du client
By, alors la cellule C;; recgoit la quantité 30 c'est-a-dire X;;=-30. On ajuste les valeurs du
tableau.

- La cellule du coin Nord-Ouest est Cy,, Min {90,40}={40} donc X;,-40.

- La cellule du coin Nord-Ouest est C3,, Min {50,150}-{50} donc X3,-50

— La cellule du coin Nord-Ouest est Cz3, Min {80,100}={80} donc X33=-80.

- il reste que la quantit¢ demandée du client B, qui corresponde, selon le tableau, la quantité

d'offre restante de la source Az, donc X34-20.

B1 B2 B3 B4

3 ] 2 | 5 ] 2 | ]300
Al 30

6 | 5 | 8 | 7
A2 20 400

2 | 8 | 4 | 6 | [150100
A3 50 80 | 20 200

300 90500 |800 200 220

220

Important : le nombre des cellules remplies (correspond au nombre de VB) est 5, alors qu'il
faut etre (m+n-1=6 ; avec 'm' le nombre de sources et 'n' nombre de clients). Dans ce cas on
ajoute la quantité ¢ (¢ — 0) dans l'une des cellules vides (prenant dans notre cas la cellule
Ciz).
Le cotit global est : W= C; X1+ C12X 2+ C23X03+C3: X304+ C33X33+ C34X34

W=3%30 +2*e+5%40+8*50+4*80+6*20=1130+2¢
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(b) Méthode des moindres colits :

On fait choisir a chaque itération la cellule contenant la petite valeur de cott avec
ajustement de 1'offre et la demande a chaque fois.

- la plus petite valeur de cout (-2) corresponde aux trois cellules [Ciz, Cis Cail,
commencgant par X, qui va regoit la quantité 30.

- La cellule C31, Min {30,150}-{30} donc X3;=30.

- on cherche ainsi a la cellule de cotut le plus minimal sans tenir en comte la premicre ligne
(offre consommée) et la premiere colonne (commande veérifi€e). Il s'agit de la cellule Css
Min {80,120}-{80} donc X33=-80

- La cellule C,; contient le cotut minimal parmi les cellules restantes donc,
Min{60,40}={40} donc X,,-40

- il reste deux cellules qu'on doit les remplir pour satisfaire les demandes des clients B, et By.
Donc, X34=20 et X3,=20.

B1 B2 B3 B4

3 ] 2 | 5 | 2 | [360
Al 30

6 | 5 | 8 | 7
A2 20 400

2 | 8 | 4 | 6 | [1s0120
A3 30 20 80 20 400

300 9060200 | 800 200 220

220

Important : le nombre des cellules remplies (correspond au nombre de VB) est 6, alors qu'il
faut etre (m+n-1=6 ; avec 'm' le nombre de sources et 'n' nombre de clients). Dans ce cas la
condition est vérifiée.
Le cotit global est : W= C 15X+ CrnXoo+ C31X314+C3:X30+ C33X33+ C34X34

W= 2%30 +5*%40+2*30+8*20+4*80+6%20=920

(c) Méthode approximative de Vogel (VAM) : A chaque, on calcul les pénalités des lignes et
colonnes qui ont une quantité d'offre ou demande non nulle. Par exemple pour la premicre
ligne le plus petit couit égale a 2, la valeur suivante égale a 3 donc la pénalité est P;=3-2=1.
Il résulte que la colonne de By a recu la plus grande péenalit€ (-4), dans cette colonne le petit

cott correspond a la cellule Cy4 alors X;4=20.

Apres l'ajustement de 1'offre et la demande on recalculant a nouveau les pénalités pour les
lignes et colonnes ayant des quantités d'offre ou demande non nulles.

La plus grande pénalité corresponds a la 2™ colonne dont laquelle le petit cout égale a 2.

Alors X;,=10.
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On recalculant les pénalité, on remarque que la 1" et la 3™ colonnes ont la méme
pénalite (-4), on a choisi la premiere colonne du faite qu'elle contient le petit cout (-2), alors
X31=30.

Puis X33=80, X,=40 et X3,=40.

Offre
B1 B2 B3 B4
Pénalités
3 ] 2 | 5 | 2 | [3e10 [11--
Al 10 20
6 | 5 | 8 | 7 ] 1113
A2 40 400
2 | 8 | 4 | 6 | |[10120 [22214
A3 30 40 80 400
Demande 300 9080400 | 800 200
1 3 1 4
PR 1 3 1 -
Pénalités 4 3 4 -
- 3 4 -

Le nombre des VB €gale (6) qui est le méme chiffre donné par la formule (m+n-1), la
condition est vérifice.

Le cout global est. W= C12X12+ C14X14+ C22X22+ C31X31+C32X32+ C33X33
W=2%10 +2*20+5*%40+2*30+8*40+4*80=960

Remarque : on a retenu trois solutions de base réalisables différentes et celle des moindres

cotts est la plus proche a la solution optimale.

2- déterminant ainsi la solution optimale : Pour la solution de départ, logiquement il faut
utiliser la solution la plus proche a la solution optimale (le plus petit cont global), mais
puisque on vise a expliquer en max les algorithmes des méthodes a travers ce cours, la

solution de départ est celle obtenue par la méthode du coin nord-ouest.
(a) Méthode de distribution modifie :

On calcul u;, v; selon la formule : C;; = u; + vj; VX;; >0
De se fait, il résulte (m + n -1) équations a (m + n) inconnues. On fixe u; - O et on résoudre

récursivement le systeme suivant .

VB u; = 0 alors,
X Cii=u +v; v; =3
X2 Cipo=u; +v, v, =2
X2 Crp =uy + v, u, =3
X35 Cz3, =uz+v, uz; =6
X33 Ci3 =uz+v; v3=-2
X34 Cyy =usz+v, v,=0
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Les valeurs de u;, v; sont inscris dans le tableau du transport au début des lignes et colonnes

correspondantes. Puis on calcule la valeur des composantes du vecteur de cout relatif pour

chaque variable hors base : C;; — (u; + v;) = 0; pour toute VHB.

On constate que le conit relatif a la VHB X3 est néga’[if13 donc c'est la variable entrante (VE).

Ainsi, on construit un cycle débutant de cette cellule et fermant sur elle.

Bl B2 B3 B4
N Vi 3 2 2 0
Al 0 331) 2 | 5 | 7 2 | 2
A2 3 : | 0 : ‘|10 : | 7 7| 4
A3 6 - 7 ; |so 48(1 260 |

Le cycle fermé sera : Xz1=» Xz, = X127 Xi1=» X3

Appliquant le principe de cette méthode pour déterminer la variable sortante .

Cycle X31 = X3z = X122 X3 = X3
Marquage + - + -
Valeurs des VB 50 € 30
La plus petit valeur précédée par le signe (-) est 30 =» VS X,
Traitement | +30 -30 +30 -30
Nouvelles valeurs des VB | 30 20 30
Ainsi la deuxieme itération est présentée dans le tableau suivant -
B1 B2 B3 B4
V;
U j -4 2 -2 0
3 | 2 | 5 ] 2 |
Al 0 30 7 3
6| 5 | 8 | 7|
A2 3 40 4
2 | 8 | 4 | 6 |
A3 6 30 20 80 20

On remarque que tous les cotits relatifs sont positifs c'est-a-dire la solution est optimale.

Le cout global est : W= C5X 2+ CooXoo+ C31X31+C3 X350+ C33Xs3+ C34X34

W= 2%30 +5*40+2*30+8*20+4*80+6*20=920

(b) Méthode de pierre mobile (Stepping Stone) : on prend, cette fois, comme solution de

départ celle obtenue par la méthode approximative de Vogel.

" Le choix de la VE correspond au coiit négatif le plus petit (le plus grand en valeur absolue).
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B1 B2 B3 B4
Al 3 | 2 1|0 5 | 220\
A2 6 | 5 4|0 8 | 7 ]
A3 230| : 4|0 480| -

On détermine les cycles fermés correspondent aux VHB puis on calcule les couts relatifs

pour chaque cycle .

VHB Cycle Coiit
Xy X112 X5 = X35 0 X3 o Xgq | 3-248-2=7
X3 Xi3 = X33 2 X3 o Xy, o Xg3 | 5-448-2=7
Xa1 X1 = X5 o Xgp o X3y o X, | 6-5+8-2=7
X3 X3, & X330 X3, o Xpp o X5, | 8-448-5=7
X4 Xos = Xiu o X3 o Xpp o Xpy | 7-242-522
X4 X34 o X4 Xy o X530 o X3y | 6-242-8=-2

La variable entrante est Xay :

Cycle | X34 = X154 = X12 = X35 > X3y

Les résultats sont les suivantes :

Marquage + - + -
Valeurs des VB 20 10 40
La plus petit valeur précédée par le signe (-) est 20 =» VS. X,
Traitement | +20 -20 +20 -20
Nouvelles valeurs des VB | 20 30 20
B1 B2 B3 B4
3 | 2 | 5 [ L2 |
Al 30
6 | 5 | 8 | [ 7]
A2 40
2 | 8 | 4 | 6
A3 30 20 80 20

On détermine a nouveau les cycles fermés correspondent aux VHB puis on calcule les couits

relatifs pour chaque cycle .

VHB Cycle Coiit relatif
X X1~ X o X35 o X539 o Xyq | 3-248-2=7
X3 X3 = X330 X3, o Xip o Xg5 | 5-448-2=7
X4 X4 = X340 X530 2 Xqp > Xq4 | 2-648-2=2
Xo1 X1 = X5y o Xgp o X3y o X,y | 6-5+8-2=7
X3 X3p = X33 2 X3 o Xyp o X3, | 8-4+8-5=7
X4 Xos = X1y o X150 Xpp o Xpy | 7-242-522
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Tous les cotits relatifs sont positifs, cela signifie qu'il n'y a pas de variable HB qui diminue le
cotit global donc cette solution est optimale.
Le cout global est:. W= C12X12+ C22X22+ C31X31+C32X32+ C33X33+ C34X34
W=2%30 +5*%40+2*30+8*20+4*80+6%20=920
10.5 Problemes non balancés

On dit que le modele est non balancé si l'offre n’est pas égale a la demande. A cet effet, on
introduit une source artificielle (si la demande dépasse I'offre) ou destination artificielle (si
l'offre dépasse la demande). La source et destination artificielles sont caractérisées par les

cotuts nuls.

10.6 Probleme de transbordement

Il se peut que les quantités disponibles aux sources doivent étre acheminées a des centres de
distribution avant d’arriver aux destinations. Prenant par exemple deux usines P1 et P2

servent 3 vendeurs D1, D2 et D3, via deux centres de transit T1 et T2 (voir schéma suivant).

DI———= 800

1000

1200

D3———= 500

Transformation en probléme de transport .
— 3 types de nceuds -
Neceuds d’offre purs . arcs sortants uniquement. offre - offre originale
Noeuds de demande purs : arcs entrants uniquement. demande - demande originale
Nceuds de transbordement . arcs entrants et sortants. offre/demande - offre/demande
originale + buffer
— Les noeuds de transbordement sont a la fois sources et destinations pour le probleme de
transport.
— Buffer . quantit¢ nécessaire pour transporter toute la demande a travers le nceud de
transbordement. Dans notre exemple : B = 1000+1200=2200.
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T1 T2 D1 D2 | D3 | Offre
P1 3 4 M M| M| 1000
P2 2 5 M M| M| 1200
T1 0 7 8 6| M| 2200
T2 M 0 M 4 91 2200
D1 M M 0 5| M| 2200
D2 M M M 3| 2200

Demande | 2200 | 2200 | 3000 | 3100 | 500

Pour T1 et T2, la quantité demandée est la méme puisque les deux points de transbordement
recoivent les produits des deux sources P1 et P2 (la somme des quantités).

Le client D1 demande une quantité de 800, quoique ce dernier a la possibilit¢ de livrer le
produit au client D2, donc on doit ajouter le buffer c'est-a-dire 800+2200-3000. Idem pour
le client D2 ; 900+2200-3100 la quantit¢ demandée. En effet les clients D1 et D2
représentent des points de transbordement. Le client D3 représente un point de demande
c'est-a-dire la quantité demandée est 500.

La valeur M représente une tres grande valeur de couit de transport, réellement signifie qu'il
n'y a pas de relation entre la source et la destination. Utilisant les méthodes décrites, on peut

facilement atteindre la solution optimale.

10.7 Autres utilisations du probleme de transport

Le modele de transport n’est pas limité au transport de produits entre des sources et
destinations géographiques. En effet, il peut étre adapté a d'autres problemes économiques
de minimisation tels que le financement des projets, la réalisation des projets avec un cott
minimal, choix d'investissement, planification des opérations d'achat ou de vente, les
problemes d'approvisionnement et évidement il existe une multitude de cas facilement
adaptables au modele de transport. A titre d'exemple, nous citons ces deux cas -
Exemple 1 (Modéle de production).
Une sociéte fabrique des sacs a dos, pour lesquels la demande arrive de mars a juin et est de
100, 200, 180 et 300 unités, respectivement. La production pour ces mois est de 50, 180,
280 et 270, respectivement.
La demande peut étre satisfaite

1. par la production du mois courant ($40 / sac) ;

2. par la production d’un mois précédent (+ $0.5 / sac / mois pour le stockage) ;

3. par la production d’un mois suivant (+ $2 / sac / mois de pénalité de retard).
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Correspondances avec le modele de transport .

Transport Production — stocks
Source i | Période de production i mars, avril, mai et juin
Destination j | Période de demande j mars, avril, mai et juin
Offre a la source i | Capacité de production a la période i 50, 180, 280, 270.
Demande a la destination j | Demande pour la période j 100, 200, 180, 300.
Coft de transport de i a j | Cofit unitaire (production + stock + pénalité) Voir le tableau suivant.
pour une production en période i pour la période j

Tableau des couts -

Mars Avril Mai Juin Offre

Mars 40 42.5 45 47.5 50

Avril 42.5 40 42.5 45 180

Mai 45 42.5 40 42.5 280

Juin 47.5 45 42.5 40 270
Demande 100 200 180 300

Exercice 10.2 (résolu) :

La ligue des activités sportives de l'université de mascara a organisé une compétition
sportive de foot. Trois terrains de foot ont €t¢ retenus (omnisports de l'unité africaine, stade
de la daira d'El Bordj et le stade de Tighennif) pour programmer un match par jour. L'office
des ouvres sociales de ['université de mascara a été chargé pour transporter les participants
et les spectateurs depuis trois points de départ (la cit¢ universitaire 2000 lits, pole de
Mamounia et le pdle de Sid Said) par des mini bus de 30 places de capacité. Le tableau

suivant décrit les différents cotits de transport.

Stades Nombre d'étudiants
Unité Africaine | El Bordj | Tighennif
Cité universitaire 5 7.5 6.5 90
Péle de Sidi Said 5 7.5 6.5 90
Péle de Mamounia 5.5 8 9 95
120 70 85

- Déterminer une solution de base réalisable au probleme.

- Déterminer ainsi la solution optimale et calculer le couit global de transport.
On suppose que la solution retenue corresponde a un seul voyage (allée ou retour), et la
compétition a été programmeée sur trois jours -

- Quel sera le cout global ?

- Déterminer le nombre de bus nécessaires au transport selon la solution obtenue.
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Solution 10.2
On remarque que le probleme est balancé c'est-a-dire que le nombre des étudiants égale
aux nombres de place disponibles : 90+90+95 = 120+70+85 = 275.

- Déterminant une solution de base réalisable : on utilise la méthode des moindres cofits.

St. Mascara | St. El Bordj | St. Tighennif | Nb étudiants
D'apres la solution de base 2000 lits 5 7.5 6.5 99 0
obtenue, on remarque que 90
le nombre de VB égal a Sidi Said Ain ﬂ ﬂ 60 90 66 0
(m+n-1) soit 5 variables de
base. Mamounia ﬂ A7 0 0 75 %520
.. #8230 0 |48 0 & 25 0 275
Capacité 275

Le cout global est : W= 5#90+5*30+6.5%60+8*70+9*25-1775 um.

- Véritiant ensuite loptimalité de la solution : on utilise la méthode de distribution modifiée.

On calcul les valeurs des variables duales qui | ui~yj 5 5.5 6.5
vérifient la relation : Cj=u;+v; pour toutes les 5 75 6.5
variables de base. On suppose que u;=0 ; alors 0
on obtient récursivement : u,=0, uz=2.5, v{=5, 90 2.5 0
v,=5.5, v3=06.5. 5 7.5 6.5
Calculant maintenant les cofits relatives aux 0 30 60
VHB, on remarque qu'il y a des valeurs 2.5
négatives c'est-a-dire la solution n'est pas 25 55 8 9
optimale. 15 70 5
Construisant le cycle fermé correspond a la VHB X3 -
X317 Xz Xz Xz Xo;
+ - + -
25 60 30
+25 -25 +25 -25
25 85 5
Ainsi, le tableau est le suivant .
ui~yj 5 7.5 6.5
On calcul a nouveau les valeurs des variables 5 75 6.5
duales qui vérifient la relation : Cj=u;+vjpour | 0 90
toutes les variables de base. On suppose que 0 0
u;=0 ; alors on obtient récursivement : u=0, 5 75 6.5
ll3=0.5, V1:5, V2:7.5, V3=6.5. 0 5 35
Les colts relatives aux VHB sont tous positifs 0
alors la solution est optimale. 0.5 5.5 8 9
) 25 70 2
Le cotit global est : W= 5*90+5*5+6.5*85+5.5%25+8*70-1725 um.
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Remarque :

Il y a des VHB avec un cout relatif nul, cela signifie que la solution actuelle peut étre
changge tout en gardant la méme valeur de la fonction économique (1725 um), du fait que
le couit relatif d'une VHB représente son influence sur la valeur de la FE si cette variable est
retenue comme variable entrante a la base.

Si on considere que la variable X, est un VE, la solution sera la suivante .

X11=20, X12=70, X1=5, X»3=-85, X31=-95. Ce qui donne W-1725 um.

Il sera le méme cas si on choisi X3 ou X;, comme variable entrante a la base. On dit qu'il y a

des solutions alternatives.

On suppose que la solution retenue corresponde a un seul voyage (allée ou retour), cela
donne six (6) voyages pour une durée de trois jours :
- Le cout global = 1725*6-10350 um
- Le nombre de bus nécessaires au transport selon la solution obtenue sera :
1. Pour transporter 90 ¢étudiants depuis la cité universitaire vers l'omnisports de
l'unité africaine, il nécessite trois (3) bus (90/30-3).
2. Pour transporter 5 étudiants depuis le pole de Mamounia avec 25 étudiants depuis
le pole de Sidi Said le tous vers l'omnisports de l'unité africaine, il nécessite un (1)
bus.
3. Pour transporter 70 étudiants depuis le pole de Mamounia vers le stade d'El Bordj,
il nécessite trois (3) bus (70/30-2.33).
4. Pour transporter 85 étudiants depuis le pole de Sidi Said vers le stade de Tighennif,
il nécessite trois (3) bus (85/30-2.83).
Donc dix (10) bus sont nécessaires pour assurer le transport des ¢tudiants sur une

durée de trois jours.

Exercice 10.3 (non résolu) :

Une usine de fabrication des produits en plastique dispose trois dépots situés
géographiquement a Mascara, Oran et Alger. Suite a une rupture de stock d'un type de
maticre premicre essentielle a la fabrication d'un produit qui a été fortement demandée par
ses quatre grands clients, les décideurs cherchent une meilleure stratégie de livraison en
matiere de cout et de temps. Les informations concernant 1'offre et la demande ainsi que le
cout unitaire de transport sont présentées dans le tableau ci-dessous -

- Détermine la stratégie optimale de transport.

- Comment justifier que cette stratégie est optimale en maticre de temps ?
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Client1 | Client2 | Client3 | Client4 | Offre

Mascara 2 3 7 11| 200

Oran 5 8 5 12 125

Alger 14 13 3 4 75
Demande 100 20 80 200
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Chapitre 11
11 Probléme de transport —le cas de maximisation-

11.1 Introduction

L'utilisation des problemes de transport ne se limite pas aux problemes de minimisation car
ils peuvent étre appliqués aux problémes de maximisation de bénéfices, de production, ...etc.
Globalement, ils sont applicables a tout probleéme de maximisation qui peut étre adapté a
une structure cohérente aux modeles de transport. A la différence des problemes de
minimisation, la fonction économique prends le sens de maximisation et les cotits unitaires

sont remplacés par les bénéfices unitaires selon le cas.

11.2 Forme mathématique

En effet, le modele de transport est exprimé mathématiquement par la forme générale -
Max z = Y2, X1 CijXij
(XF Xy =Si;pouri=12,..,m

SC 4 1Xij=Dj;pourj=1.2,..,n
o L =18 = 7]-1=1D].
Xij=20,C;=20

n.n

Avec : "m" nombre de sources, "n" nombre de destinations, "D;" quantités demandées, "S;"
quantités offertes.

11.3 Résolution d'un probléme de transport

Il n'y a pas une grande différence entre la résolution des problemes de maximisation et de
minimisation sauf quelques ajustements des méthodes présentées dans le chapitre précédant.
D'abord, il faut toujours vérifier la contrainte d'égalité¢ des quantités d'offre et de demande. Si

ce n'est pas le cas, on fait appel a 'ajout des sources (ou destinations) artificielles.

11.3.1 La recherche d'une solution de base réalisable

a- Méthode du coin Nord-Ouest (supérieur gauche) . choisir a chaque étape la variable
située a l'intersection de la premiere ligne et la premicere colonne du tableau réduit. Donc on
partant du coin supérieur gauche du tableau, voici les étapes -

1. allouer le plus possible a la cellule courante et ajuster 'offre et la demande ;

2. se déplacer d’une cellule vers la droite (demande nulle) ou le bas (offre nulle) ;

3. répéter jusqu’au moment ou toute 1’offre est allouée.

b- Méthode du bénéfice maximal . choisir a chaque étape la variable Cpq correspondant au

plus grand benéfice du tableau réduit. Cp,, = max; j(C ; j)
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En détails, voici les étapes -
S¢lectionner la cellule de bénéfice maximal.
1. allouer le plus possible a la cellule courante et ajuster 'offre et la demande ;
2. sélectionner la cellule de bénéfice maximal ayant une demande et une offre non nulles;

3. répéter jusqu’au moment ou toute 1’offre est allouée.

c- Méthode approximative de Vogel modifie . elle est basée sur le calcul des valeurs
correspondantes a la différence entre les deux bénéfices successives les plus grands pour
chaque ligne (colonne) avec une offre (demande) non-nulle, puis on sé¢lectionne la ligne ou
colonne de la valeur maximale et on sé¢lectionne la cellule de bénéfice maximal dans la ligne

ou colonne ; et ainsi de suite jusqu'a ce que toute l'offre est allouée.

11.3.2 La recherche de la solution optimale

On utilise les deux méthodes décrites dans le chapitre précédant a savoir -
a- Méthode de distribution modifie

Le programme dual d'un programme de transport est donné par -

m n
Min:W = Eaiui +2b]17]
i=1 j=1

avec : u; +v; > Cij;i =1,..mj=1..,n

Apres avoir calculé la valeur des variables duales, il devient facile de calculer la valeur des

composantes du vecteur de bénéfice relatif pour chaque variable hors base -
Cij — (u; + v;) < 0; pour toute VHB.

Ainsi, la solution de base considérée est optimale si et seulement si .
Cij — (w; + vj) < 0; pour tout X;; > 0

Si l'une de ces composantes est négative, alors nous ne sommes pas a l'optimum et doit

déterminé la variable sortante et entrante pour préserver "admissibilité -

Pour se faire on doit -
. Déterminer la variable enfranfe qui est caractérisée par la plus grande valeur des
bénéfices relatifs positifs.
. Construire un cycle parcourant les variables de base en partant de et revenant a la
variable enfrante ;
. Marquer alternativement par + et — sur les variables qui construisent le cycle retenu en
commencant par la variable entrante.
. Déplacer le long de lignes et colonnes en alternant ajout et retrait de la plus petite
quantit¢ parmi les quantités précédées par un signe moins (-), elle corresponde a la

variable sortante.
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. Recalculé les nouvelles valeurs des variables duales, puis les valeurs des bénéfices relatifs.
Si ces derniers ne sont pas positifs alors la solution est optimale sinon on refait les étapes

précédentes jusqu'a l'optimum.

b- Méthode de pierre mobile (stepping stone)
On détermine les cycles fermés pour toutes les variables hors base puis on calcule le
bénéfice relatif de chaque cycle comme si on est dans le cas de minimisation.

. La variable entrante corresponde au cycle ayant le plus grand bénéfice positif.

. Le reste des ¢tapes est identique a la méthode de distribution modifie.
Exercice résolu .

Une entreprise de transport a recu une commande d'un mandateur pour transporter la
pomme de terre depuis trois ports vers trois stocks. Pour l'entreprise le bénéfice change selon
le kilométrage parcouru, les informations sur les quantités en tonnes d'offre et de demande

ainsi que les bénéfices (x1000) en dinars sont présentées dans le tableau suivant .

Stock 1 Stock 2 Stock 3 Offre (tonnes)
Port 1 9 3 1 200
Port 2 6 3 0.5 150
Port 3 4 0.5 8 250
Demande (tonnes) 280 220 100

- Détermine la meilleure stratégie de transport afin de garantir le maximum de bénéfice.
Solution .

On remarque que la somme des quantités demandées égale a la somme des quantités
offertes, de se fait on détermine une solution de base réalisable par la méthode du bénéfice
maximal .

1. Le plus grand bénéfice est inscris dans la cellule (1,1), pour laquelle 200 T sont offertes et
280 T sont demandées alors la variable X;; recoit 200.

2. Le bénéfice suivant le plus grand est celui de la cellule (3,3) donc X33 recoit 100 donc la
demande du stock 3 est totalement réglée.

3. A cette €tape, le bénéfice le plus grand est celui de la cellule (2,1) et puisque la demande
qui reste du stock 1 est 80, 1'offre du port 2 est 150 alors la variable X;; recoit 80.

4. Ensuite la cellule (3,1) est concernée par le plus grand bénéfice mais le fait que la
quantité¢ demandée est totalement réglée, on passe a la cellule (1,2) de bénéfice 3 milles
dinars mais on remarque que la quantité d'offre est totalement consommeée. On passe a la
cellule (2,1) de bénefice 3 milles dinars pour la quelle, la quantité d'offre est 70 et la
quantité demandée est 220. Donc la variable X,; recoit 70 c'est-a-dire 1'offre du port 2 est

consommeé.
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5. Il reste que la cellule (3,2) avec des quantités disponibles d'offre et de demande. Alors X3,

recoit 150. Ainsi, la solution de base est présentée dans le tableau suivant .

Stock 1 Stock 2 Stock 3 Offre (tonnes)
Port 1 9 3 1 200 0

200
Port 2 6 3 05

%0 o 150 70 0
Port 3 4 05 8 250 150 0

150 100

Demande | 280 80 0 | 220 4500 | 409 0 600 600

Le bénefice global est : Z- (9*200+6*80+3*70+0.5*1 50+8“*1OO)"*IO3 -3365*10° um.

On examine l'optimalité¢ de cette solution par la méthode de pierre mobile (stepping stone).

On commence par le calcul des bénéfices relatifs des cellules vides (VHB)

VHB Cycle Bénéfice relatif
X2 X122 Xop o Xo0 2 X4 o Xypp 3-3+6-9=-3
Xis | X132 X33 2 X3p 2 X5 o Xo1 » Xqq — Xy3 | 1-840.5-3+6-9=-12.5
Xa3 Xo3 = X332 Xgp = Xoy o Xog 0.5-840.5-3=-10
X3 X312 X = Xop = X5y > Xy 4-6+3-0.5=0.5

La solution n'est pas optimale car il existe des VHB avec un bénéfice relatif positif donc la VE

est Xaq -

X31 = Xp1 2 Xop = X35 2 X34

La solution devient .

+ - + -
80 70 150
+80 -80 +80 -80
80 150 70
Stock 1 Stock 2 Stock 3 Offre (tonnes)
Port 1 9 3 1
200 200
Port 2 6 3 0.5
150 150
Port 3 4 0.5 8 250
80 70 100
Demande | 280 220 100 600
600

Calculant les bénéfices relatifs des cellules vides (VHB) .

VHB Cycle Bénéfice relatif
X2 X, = X302 X312 X442 Xqn 3-0.5+4-9=-2.5
Xi3 X132 X332 X312 X1 o Xi3 1-8+4-9=-12
X X1 2 Xop 2 X3y o X312 Xy 6-3+0.5-4=-0.5
X2 Xo3 = X332 Xgp = Xoy o Xog 0.5-840.5-3=-10

Tous les bénéfices relatifs sont négatifs donc il n'y pas de variable hors base qui peut

augmenter le bénéfice global alors la solution est optimale.
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Le bénéfice global est : Z- (9*200+3*1 50+4*‘*80+O.5*“7O+8*'*IOO)*'*IO5 -3405*10° um.

Cette solution est exprimée comme suit -

L'entreprise doit transporter une quantité de 200 tonnes depuis le port1 vers le stockl, 150
tonnes depuis le port2 vers le stock2 et 250 tonnes depuis le port3 distribuées
respectivement sur les trois stocks selon les quantités 80, 70, 100.

L'entreprise va gagner la somme de : 3 405 000 um.

Exercice non résolu -

Un livreur de poissons vise a satisfaire les besoins de ses clients a I'ouest tout en respectant la
quantité demandée et le temps de livraison. A cet effet, il a implanté quatre dépdts bien
répartis géographiquement vis-a-vis ses clients. D'habitude, il ramene les poissons depuis
trois pécheries (Oran, Mostaganem et Ain Témouchent), les gains par fardeau de poisons
ainsi que les quantités d'offre et les capacités d'accueil (par unité) des dépots sont

représentées dans le tableau suivant .

Dépdtl | Dépdt2 | Dépdt3 | Dépdt4 | Offre

8 Oran 10 30 20 11| 200

;‘j Mostaganem 12 7 9 20| 350

& Ain Témouchent 30 14 16 18 | 180
Capacité d'accueil 260 300 120 50

. En utilisant toutes les méthodes étudiées, il est demandé d'aider ce livreur dans sa mission.
. Expliquez la solution retenue.
. Quel est le gain total.

. Commentez sur le probleme du temps de livraison.
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