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Chapitre 1 

1 Introduction à la recherche opérationnelle 
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Chapitre 2 

2 Programmation linéaire 
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La mise en place d'un 
modèle pour résoudre 
un problème 

La supposition que le 
phénomène étudié se varie 
d'une manière linéaire  

Figure  2-1 Programmation linéaire 
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2.2.1 Définir les variables de décision 
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2.2.2 La fonction économique (ou fonction objectif) 
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2.3 Exercices 
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Chapitre 3 

3 La méthode graphique et la résolution d'un PL 

3.1 Introduction 
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1  L'utilisation de la méthode graphique est possible dans le cas de trois variables (chaque contrainte est 
représenté graphiquement par un plan) et par la suite la solution réalisable si elle existe, elle est présentée par un 
volume.   

Pente<0 Pente>0 

ax+by>c   (si b>0) 
ax+by<c   (si b<0) 

ax+by<c   (si b>0) 
ax+by>c   (si b<0) 

ax+by>c   (si b>0) 
ax+by<c   (si b<0) 

ax+by<c   (si b>0) 
ax+by>c   (si b<0) 

Figure  3-1 Solutions réalisables d'une inéquation selon la pente 
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On détermine 

Avec les contraintes 
de la non-négativité 

Puis on ajoute �	 6 
5 

Solutions réalisables 

O 

Puis on ajoute �� 6 455 Puis on ajoute �� 6 3��	 
 ��5 

C(40,80) 

A(60,0) 

B(20,100) A(0,100) 

On trace la droite d'Iso-bénéfice 
 475�	 
 �� � 5 On translate la droite d'Iso-

bénéfice d'une manière parallèle, 
tous les points qui appartiennent à 

cette droite et coupe la zone des 
solutions réalisables représentent 

des points de même bénéfice. 
La dernière intersection représente 

la solution optimale ici c'est le 
point C(40,80) qui donne un 

bénéfice de 10000 Dinars 
  

Figure  3-2 Etapes de la solution 
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On détermine 

On constate que la contrainte (3) est 
supplémentaire. 

�� 6 3
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Puis on ajoute 

Solutions réalisables 

O 

A(0,	Y\\
[

) 

B(136.84,173.58
,) 

C(�	\\
Y

,0) 

Ainsi, la solution optimale est 
donnée par le point 

B(136.84,173.58) et qui donne 
Z=303157.89 

Figure  3-3  Etapes de la solution 2.1 



23               
  

( ���
�	�������
������	�

��
�����������������
��	���
�������
�����������
� ��������
�	������


����������
���������������� ��������	���
�������� ������
������
�����������������	
�������������

����
��	�?��������#��

�
On détermine les coordonnées des coints du polygone : ABCDE. 

���� 68686868���� 6E6E6E6E���� \\\\����  

�������� ;� BA� G;;�  ��
�����
����������
�������

���	����� �	���� ����� ����

8B;;� ���� 	�

��
����� "� ���

��������� ��������� #� 68IB;��

6EIE;��

----���� 8;� BA� 8;;;�

�������� E;� B;� 8E;;�

%%%%���� B;B;B;B;���� E;E;E;E;���� 8B;;8B;;8B;;8B;;����

$$$$���� :;� ;� 8E;;�

Solution 2.3                                    T#$���S � 4Q2�5R	 
 �5R��
��������������������������������������������������������������������52JUR	 
 52�7R� 8 4J755��
��������������������������������������������������������������������52�4R	 
 52�R� 8 44�55��
��������������������������������������������������������������������524UR	 
 5244R� 8 7555�����

�	� �� 8 5����

 ��
��������������

��������������������
�����������#�

 

 

( ��	����������

	���
��
�����
���

���
�
�����������

	��������
����

A 

B 
C 

D 

( �� ����� �
�������
� 
�
���!��� ���� ��� �
����� *��?	�C��

���������

�� ��
�	����	��J���	��
	������' *2 L����	����

P�������������������
����������� ������������
��� ��������

���
������J�L�N����	�5 =HF;;;;���

On détermine 
l'espace des points 

qui vérifie toutes les 
contraintes ; la zone 

des solutions 
réalisables est 

l'hexagone 
OABCDE. 

A B C 
D 

E 
O 

Figure  3-4 Résolution graphique du programme (2.2) 

Figure  3-5 Solution graphique du problème (2.3) 
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Figure �3-6 Solution graphique du problème (2.4) 

Figure �3-7 Résolution graphique (2.6)
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Chapitre 4 

4 La méthode du Simplexe 

4.1 Introduction 
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4.3 Adaptation du modèle 
 ������������� ����������� ��� ���
����� ������ �����
������� ������!��� ������
�� ��� ������!���

��������������������������������!���������
�����	��������	���������	����"��
������
�����



26               
  

 �����!���������
��������		��
��
�����	��������������������#�

8�  �����	���� ��
�� ��� ��������
� ��� ��������
� ��� �����
� ��� ��� ���	����� ����	���� J
�
�

����
������������
�����������	������
����
������
�
�����
��
�	��������L��

E� 4����������	���
���������������=�
��������������������������J�����������������������L��

B� 4������������
�������J6 �L���������=�
�����������
�
�����������������J	���������������?

����������L��

:�  �����
��������
��������J��L����	�����������������������=�
����������������

�� �����!���������
����������������������
�������
����
�
�#�

1��	���������	����#�� � ��� � � �	�	 ���
 ;
 �<�< 
;
���=�=�

$�������� ��� 	���
������� #� � � � � � � �		�	 ��
 ;�
 �	<�< 
;
���	=�= 
 �=]	
^ ��� �	����������������������

� � � ����>�������������������������>�

����������������������������������������������������������������?	�	 ��
 ;�
 �?<�< 
;
���?=�= ��
 �=]?
^ � �? �������

>�������������������������>�

��������������������������������������������������������������@	�	 ��
 ;�
 �@<�< 
;
��@=�= �
 �=]@
^ � �@�����

�������������������������������������������������������������A��� B�C ��< � �=]? 8 5������������������������ 3 ��D�E���E������

���	�#���=]?
^ �#���
���������	�
������	���"����	���
���������

����������������

��������	���
�������������!���������
��������������������������3
��6��

�

� �����������������������
���������

�����������������
������������#�

7�
��������� � _`�������� ????���� _a�������� ????���� _b�������� �=]	
^ �� ?� �=]@

^

�
� c� ������	������ ����

7-�

������	������������1$� ������������ d	�� � d<�� � d=�� ;� � ;� -�� ����

7�
���������������

_b]`
e ����

����

�		�� � �	<�� � �	=�� 8� ?� ;� f`�������� ���J�=]	
^ L�

���� ???� � ???� � ???� ???� � ???� ????���� ???�

_b]g
e �������� �?	�� � �?<�� � �?=�� ;� ?� ;� fg�������� ���J�=]?

^ L�

���� ???� � ???� � ???� ???� � ???� ????���� ???�

_b]h
e

����

�@	�

�
� �@<�

�
� �@=

�
;� ?� 8� fh�������� ���J�=]@

^ L�

7����
����1$��� ia�������� �	�� � �<�� � �=�� ;� � ;� \\\\���� �
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Tableau  4-1 Présentation générale de tableau du simplexe 
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4.4 Algorithme du simplexe 
.
������������
�����������#�

Max z = 2X1+ B6E�������������������
���������
�������������
�
�#     Max z = 2X1 + 3X2�
   s.c.       X1 +2X2 � 20                                                                 s.c.       X1 +2X2 +S1 = 20�
               X1 +   X2 � 12                                                                             X1 +   X2  +S2 = 12�
               X1 , X2  � 0                                                                               X1, X2, S1, S2  � 0   
 
( ��"�����
����
���������������	���
��������������������
������������
�������������	�����
������

��
�������	�������
���������������J������
����������������	������������������	�����:�EL��.��
�

���

������	���������
�������S1 et S2 sont les Variables de base. 

 ������������������������
�����#�

MAX X1 X2 S1 S2   
Cj 2 3 0 0 Bi Cbi 

20/2=10 S1 1 2 1 0 20 0 

12/1=12 S2 1 1 0 1 12 0 

Zj 0 0 0 0 0  
2 3 0 0   

 

                                            
2 Plus de détails sur les prix marginaux seront développés dans le chapitre de l'analyse de sensibilité. 
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 ��
������������������������������������
�������������
!���������������#�

�  ���������������������
������������������
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���������
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�  �������������������
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 ����������� ������I� ����	������ ������W���ED� ������������ ������
����� J�	���EEI8�
��
� ���

������EL�

� 	?"?��#����������^8� 8� ;� 8� 8E_�

�������������������������?J8LD̂ 8]E� 8� 8]E� ;� 8;_�

� � ????????????????????????????????????�

����������^8]E� ;� ?8]E� 8� E_�

�MAX X1 X2 S1 S2   
Cj 2 3 0 0 Bi Cbi 

20/2=10 X2 1/2 1 1/2 0 10 3 

12/1=12 S2 1/2 0 -1/2 1 2 0 

Zj 3/2 3 3/2 0 30  
ji=Cj-Zj 1/2 0 -3/2 0   

 �� 	�C����
������ ��� ��� 7& -� 68� ���� 
�������� 	���� ��������� ���� ��� ��������� �	������� ������ 
����

�
����������
�����
�����
�
������=����
!����"����E�!������
������#�

MAX X1� X2 S1 S2   
Cj 2 3 0 0 Bi Cbi 

10/0.5=20 X2 1/2 1 1/2 0 10 3 

2/0.5=4 �S2 1/2 0 -1/2 1 2 0 

Zj 3/2 3 3/2 0 30  
ji=Cj-Zj 1/2 0 -3/2 0   

7�
���������
�����J7$L�#�68�

7�
��������
������J70L�#�08�

�

�
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�

MAX X1� X2 S1 S2   
Cj 2 3 0 0 Bi Cbi 

 X2 0 1 1 -1 8 3 

 X1 1 0 -1 2 4 2 

Zj 2 3 1 1 32  
ji=Cj-Zj 0 0 -1 -1   

�
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4.6 Exercices 

$��
	�	��:�8�#$��
	�	��:�8�#$��
	�	��:�8�#$��
	�	��:�8�#����

0�������

��
�� � ��������
��#��Max z = 2X1 + 3X2�
s.c.     2X1 +3X2 � 10 

X1          � 30 
X2  � 20 
X1 , X2  � 0�

� /�����
�����. ���������������!� ���������������� 
�������

�  ������������	����������?�����
����������U����������P�U�

� $�������������������

����������������E�!� ���������������
��� ����U�
��
�����U�

� % ����
�����������
��������
��������

� R ������������������
����������	���������	����U�
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$��
	�	��:�E�#�$��
	�	��:�E�#�$��
	�	��:�E�#�$��
	�	��:�E�#�����

/�����
�����	����� ������������� 
��������. ���������#�

Max z = 2X1 + X2                                     
                 s.c.     X1 - 2X2  � 2   
                        -2X1 + X2  � 2 

                          X1 , X2  � 0                                                             �

����

$��
	�	��:�B�#�$��
	�	��:�B�#�$��
	�	��:�B�#�$��
	�	��:�B�#�
�����
�����. ������������	����� ������������� 
������������

Max z = 2X1 -  X2 + 3X3                                    
                 s.c.    X1  -   X2 + 5X3 � 10   
                       -4X1 + 2X2 - 6X3  � -80 

                          X1 , X2 , X3 � 0             

                                                 �

$��
	�	��:�:�#�$��
	�	��:�:�#�$��
	�	��:�:�#�$��
	�	��:�:�#�
�����
�����. ������������	����� ������������� 
�����

 Max z = 3X1 + 7X2                                     
                 s.c.   2X1 + 8X2  � 16   
                         2X1 + 4X2  � 8 

                          X1 , X2  � 0                        

                                      �

����

0����������������
	�	��0����������������
	�	��0����������������
	�	��0����������������
	�	������

0��������:�80��������:�80��������:�80��������:�8����####����

 ����
� ��������
�����

��
�� � ��������
������#��Max z = 2X1 + 3X2�

                                      s.c.     -2X1 -3X2 + S1= -10 
                                      X1   + S2=  30 
                                      X2  + S3=  20 
                                      X1 , X2 , S1, S2, S3 � 0 

 ��������

�� ��
�����������#�

MAX X1 X2� S1 S2 S3   VE: X2 (le plus grand coût marginal) 
VS: S3  (on ne tient pas en compte les 

coefficients négatifs ou nuls). 
� le pivot = 1 

Cj 2 3 0 0 0 Bi Cbi 
/ S1 -2 -3 1 0 0 -10 0 
/ S2 1 0 0 1 0 30 0 

20/1=20 �S3 0 1 0 0 1 20 0 
Zj 0 0 0 0 0 0  

ji=Cj-Zj 2 3 0 0 0   
 X1 X2� S1 S2 S3   Appliquant les règles de transformation, 

on obtient le tableau ci-contre. 
A ce moment, le critère d'arrêt n'est pas 

vérifie et puisque il est demandé 
uniquement les deux premiers tableaux, 

on s'arrête là. 
 

Cj 2 3 0 0 0 Bi Cbi 
/ S1 -2 0 1 0 3 50 0 
/ S2 1 0 0 1 0 30 0 

 X2 0 1 0 0 1 20 3 
Zj 0 3 0 0 3 60  

ji=Cj-Zj 2 0 0 0 -3   

����



31               
  

����

�  ������������	����������?�����
����������U����������P�U�

( �������������
����������
������������3�����	����	���
���	��������	����	���������������

�����������JX1=0, X2=20��08IA;��0EIB;��0BI;L�

� $�������������������

����������������E�!� ���������������
��� ����U�
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�����U�

$����������
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��������	�C��� �
������
�������J	��������68L��
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��������

 ��������
������7-���������������
��	�

��
�����������������	���������#�

X2=20��08IA;��0EIB;���

 ���7& -�������������#�

X1=0,�0BI;��

� R ������������������
����������	���������	����U�

��������
����������	���������	��������H;��

����

0��������:�E�#0��������:�E�#0��������:�E�#0��������:�E�#����

 ����
� ��������
������������������#��

Max z = 2X1 + X2                                     
                 s.c.     X1 - 2X2  + S1= 2   
                        -2X1 +  X2  + S2= 2 

                          X1 , X2 , S1, S2 � 0         

                                                     �

MAX X1� X2 S1 S2   VE: X1 (le plus grand coût marginal) 
VS: S1  (on ne tient pas en compte les 

coefficients négatifs). 
� le pivot = 1 

Cj 2 1 0 0 Bi Cbi 
2/1=2 �S1 1 -2 1 0 2 0 

/ S2 -2 1 0 1 2 0 

Zj 0 0 0 0 0  
ji=Cj-Zj 2 1 0 0   

 X1 X2� S1 S2   Appliquant les règles de transformation, on 
obtient le tableau ci-contre. 

A ce moment, le critère d'arrêt n'est pas 
vérifie alors on choisi la VE qui est X2 MAIS 
le choix de la VS est impossible à cause des 

coefficients négatifs (-2 et -3) ; 
� la solution est non bornée. 

Cj 2 1 0 0 Bi Cbi 
/ X1 1 -2 1 0 2 2 

/ S2 0 -3 2 1 6 0 

Zj 2 -4 2 0 4  
ji=Cj-Zj 0 5 -2 0   

����

����

����

����

����

����
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0��������:�B�#0��������:�B�#0��������:�B�#0��������:�B�#����

 ����
� ��������
������#       Max z = 2X1 -  X2 + 3X3                                    
                                                      s.c.    X1  -   X2 + 5X3 + S1 =  10   
                                                             4X1 - 2X2 + 6X3  + S2 = 80 

                                                              X1 , X2 , X3, S1, S2 � 0              

                                                �
MAX X1 X2 X3� S1 S2   

VE: X3 (le plus grand coût 
marginal) 

VS: S1  (le plus petit quotient). 
� le pivot = 5 

Cj 2 -1 3 0 0 Bi Cbi 
10/5=2 �S1 1 -1 5 1 0 10 0 

80/6=13.33 S2 4 -2 6 0 1 80 0 

Zj 0 0 0 0 0 0  
ji=Cj-Zj 2 -1 3 0 0   

 X1� X2 X3 S1 S2   Appliquant les règles de 
transformation, on obtient le 

tableau ci-contre. 
A ce moment, le critère d'arrêt 

n'est pas vérifie alors on choisi la 
VE qui est X1 ainsi, le choix de la 

VS qui est X3 ; 
� le pivot = 1/5. 

Cj 2 -1 3 0 0 Bi Cbi 
2/1/5=10 �X3 1/5 -1/5 1 1 0 2 3 

68/14/5=24.2 S2 14/5 -4/5 0 0 1 68 0 
Zj 3/5 -3/5 3 3 0 6  

ji=Cj-Zj 7/5 -2/5 0 -3 0   

 X1 X2� X3 S1 S2   

On continuant par le choix de la 
VE (X2) et la VS (S2), le pivot = 2 

; 

Cj 2 -1 3 0 0 Bi Cbi 
10/5=2 X1 1 -1 5 5 0 10 2 

80/6=13.33 �S2 0 2 -14 -14 1 40 0 
Zj 2 -2 10 10 0 0  

ji=Cj-Zj 0 1 -7 -10 0 20  
 X1� X2 X3 S1 S2   

On remarque qu'il y a une VHB 
(X3) avec un coût marginal nul, 

cela signifie qu'il y a une infinité 
de solutions alternatives 

Cj 2 -1 3 0 0 Bi Cbi 
2/1/5=10 X1 1 0 -2 -2 1/2 30 2 

68/14/5=24.2 X2 0 1 -7 -7 1/2 20 -1 

Zj 2 -1 3 3 1/2 6  
ji=Cj-Zj 0 0 0 -3 -1/2   

����

0��������:�:�#0��������:�:�#0��������:�:�#0��������:�:�#���������
� ��������
������������������#�

Max z = 3X1 + 7X2                                     
                 s.c.   2X1 + 8X2  + S1 =   16   
                         2X1 + 4X2  + S2 =   8 

                          X1 , X2 , S1, S2 � 0 

 
MAX X1 X2� S1 S2   

VE: X2 (le plus grand coût marginal) 
VS: ici, on a deux possibilité puisque 
les quotients sont les mêmes, notre 

choix c'est porté sur S1. 
� le pivot = 8 

Cj 3 7 0 0 Bi Cbi 
16/8=2 �S1 2 8 1 0 16 0 

8/4=2 S2 2 4 0 1 8 0 

Zj 0 0 0 0 0  
ji=Cj-Zj 3 7 0 0   
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 X1� X2 S1 S2   Appliquant les règles de 

transformation, on obtient le tableau ci-
contre. 

A ce moment, le critère d'arrêt n'est pas 
vérifie alors on choisi la VE qui est X1 

ainsi, le choix de la VS qui est S2 ; 
� le pivot = 1. 

Cj 3 7 0 0 Bi Cbi 
2/1/4=8 X2 1/4 1 1/8 0 2 7 

0/1=0 �S2 1 0 -1/2 1 0 0 
Zj 7/4 7 7/8 0 14  

ji=Cj-Zj 5/4 0 -7/8 0   
 

 X1 X2� S1 S2   Par la suite le critère d'arrét est vérifié, 
mais on remarque la valeur de la 

solution (X1=0, X2=2, Z=14) n'ont pas 
changé entre les deux derniers tableaux 

� on dit que la solution est 
dégénérée. Cette situation résulte du 

faite qu'une contrainte est en suppliant.  

Cj 3 7 0 0 Bi Cbi 
 X2 0 1 1/4 -1/4 2 7 
 X1 1 0 -1/2 1 0 3 

Zj 3 7 1/4 5/4 14  
ji=Cj-Zj 0 0 -1/4 -5/4   
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Chapitre 5 

5 La méthode du Pénalité et du deux Phases 

5.1 Inconvénients de la méthode du simplexe 
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5.3 Méthode des deux phases 
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Min W = 2X1 + X2                                    ainsi, la forme standard est :             [une nouvelle FE] 
                 s.c.     X1 + 3X2 � 30       s.c.     X1 + 3X2 - S1 + R1 = 30   
                         4X1 + 2X2 � 40              4X1 + 2X2 – S2+ R2 = 40 
                          X1 , X2 � 0                X1, X2, R1, R2 � 0 
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3 L'incohérence résulte du faite qu'on a ajouté des variables en plus aux contraintes de type égalité.    
4 Si le critère d'arrêt est vérifié et l'une des variables artificielles à une valeur positive, alors le PL n'est plus 
réalisable 
5  Dans tous les cas, la nouvelle FE prend le sens de minimisation même si la FE origine a le sens de 
maximisation. 
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Phase 1 
MIN X1� X2 S1 S2 R1 R2   VE6: X1  

X1: la FE sera réduite 
par (-5)*10=-50 
X2: la FE sera réduite 
par (-5)*10=-50 
Avec: la valeur 10 
présente le plus petit 
quotient résultant du 
choix de la VS. 
VS: R2.  � le pivot = 4 

Cj 0 0 0 0 1 1 Bi Cbi 
30/1=30 R1 1 3 -1 0 1 0 30 1 

40/4=10 �R2 4 2 0 -1 0 1 40 1 
W'j 5 5 -1 -1 1 1 70  

jKm=Cj-W'j -5 -5 1 1 0 0   

MIN X1 X2� S1 S2 R1 R2 Bi Cbi VE : X2  la valeur 
négative la plus petite 
du coût marginal. 
VS : R1 le plus petit 
quotient. 

� le pivot = 5/2. 

20/(5/2)=8 �R1 0 5/2 -1 1/4 1 -1/4 20 1 

10/(1/2)=20 X1 1 1/2 0 -1/4 0 1/4 10 0 
W'j 0 5/2 -1 1/4 1 -1/4 20  

jKm=Cj-W'j 0 -5/2 1 -1/4 0 1/4   
MIN X1 X2 S1 S2 R1 R2 Bi Cbi � Alors la valeur de la 

FE W' est nulle ce qui 
confirme que le PL à 
une solution et que le 

tableau ci-contre 
représente le tableau 

initial de la 2ième phase.  

 X2 0 1 -2/5 1/10 2/5 -1/10 8 0 

 X1 1 0 1/5 -5/10 -1/5 3/10 6 0 
W'j 0 0 0 0 0 0 0  

jKm=Cj-W'j 0 0 0 0 -1 -1   

Phase 2 � les valeurs du 
tableau ci-contre sont 
les mêmes que le 
tableau précédant sauf 
qu'on élimine les 
colonnes associée aux 
variables artificielles et 
on reprend les 
coefficients de la FE 
d'origine (W). 

 

MIN X1 X2 S1 S2 R1 R2   

Cj 2 1 0 0   Bi Cbi 
1 

 X2 0 1 -2/5 1/10   8 

 X1 1 0 1/5 -5/10   6 2 
Wj 2 1 0 -1/2   20  

jK=Cj-Wj 0 0 0 1/2     
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6 Les deux variables X1, X2 ont le même coût marginal, par conséquence on peut déterminer la VE d'une manière 
facultative où bien on détermine la variable qui minimise le plus la FE. 
7 Graphiquement, cet ensemble de points est situé sur la droite délimitée par les deux points : A(8,6) et B(0,20) 
et la valeur de la FE reste stable (W=20). 
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5.4 Méthode du pénalité (Big-M) 
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Min W = 2X1 + X2     => Min W = 2X1 + X2 + MR1+ MR2 

Max Z = 2X1 + X2     => Max Z = 2X1 + X2 - MR1 - MR2 

.
���������. �

�	������#�

Min W = 2X1 + X2                           ainsi, sa forme standard est :             Min W = 2X1 + X2 + MR1+ MR2  
                 s.c.     X1 + 3X2 � 30       s.c.     X1 + 3X2 - S1 + R1 = 30   
                         4X1 + 2X2 � 40              4X1 + 2X2 – S2+ R2 = 40 
                          X1 , X2 � 0                X1, X2, R1, R2 � 0 
 

1 MIN X1 X2� S1 S2 R1 R2   
Cj 2 1 0 0 +M +M Bi Cbi 

30/3=10 �R1 1 3 -1 0 1 0 30 +M 

40/2=20 R2 4 2 0 -1 0 1 40 +M 
W'j 5M 5M -M -M M M 70M  

jKm=Cj-W'j 2-5M 1-5M M M 0 0   
2 MIN X1� X2 S1 S2 R1 R2 Bi Cbi 

10/(1/3)=30 X2 1/3 1 -1/3 0 1/3 0 10 1 

20/(10/3)=6 �R2 10/3 0 2/3 -1 -2/3 1 20 +M 
W'j 1/3+10/3M 1 -1/3+2/3M -M 1/3-2/3M M 10+20M  

jKm=Cj-W'j 
4

J
0 M 3 0   

3 MIN X1 X2 S1 S2 R1 R2 Bi Cbi 

 X2 0 1 -2/5 1/10 2/5 -1/10 8 1 

 X1 1 0 1/5 -3/10 -1/5 3/10 6 2 
W'j 2 1 0 -1/2 0 1/5 20  

jKm=Cj-W'j 0 0 0 1/2 M M-1/5   
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5.5 Exercices corrigés 
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5.6 Exercices non corrigés 
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Max z = 4X1 + 14X2                                                         

s.c.   2X1 + 7X2  � 21   
         7X1 +  2X2 � 21 
           X1 , X2 � 0    
 

Max z =  X1 - X2 + X3                                                         

s.c.    2X1 -    X2+ 2X3  � 4  
         2X1  -  3X2 +   X3 � -5 
         - X1 +   X2 -  2X3 � -1 
          X1 , X2 , X3  � 0    

Min W = 3X1 + 2X2                                                         

s.c.    X1 +  X2 � 2    
       2X1 + 3X2 � 4 
          X1 , X2 � 0              [A] 

Max z = 4X1 + 5X2                                  

s.c.   -X1 + 3X2 � 2       
          X1 +   X2 � 2 
                    X2 =3 
          X1 , X2 � 0             [B] 
 

Max z = 2X1 + 3X2                                                         

s.c.   5/2X1 + 2X2 � 5       
          5X1 +   4X2 � 20 
          X1 , X2 � 0             [C] 
 

Min z = 2X1 + 2X2 + 6X3                                                         

s.c.  2X1 -  2X2 -  X3  � 1  
         X1 +  2X2          � 1 
         X1 , X2 , X3  � 0            [E] 
 

Max z = 2X1 + X2                                                         

s.c.   3X1 + 2X2 � 6   
        2X1  + 3X2  � 12 
          X1 , X2 � 0             [D]     
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1 MAX X1 X2� S1 S2 R1 R2   
Cj 4 5 0 0 -M -M Bi Cbi 

2/3 �S1 -1 3 1 0 0 0 2 0 

2/1=2 R1 1 1 0 -1 1 0 2 -M 

3/1=3 R2 0 1 0 0 0 1 3 -M 
Zj -M -2M 0 M -M -M -5M  

ji=Cj-Zj 4+M 5+2M 0 -M 0 0   
2 MAX X1� X2 S1 S2 R1 R2 Bi Cbi 
/ X2 -1/3 1 1/3 0 0 0 2/3 5 

(4/3)/(4/3)=1 �R1 4/3 0 -1/3 -1 1 0 4/3 -M 

(7/3)/(1/3)=7 R2 1/3 0 -1/3 0 0 1 7/3 -M 

Zj -5/3+5/3M 5 5/3+2/3M M -M -M 
`n

o
 

ji=Cj-Zj 
4


0 3 -M 0 0   

  

Min W = 3X1 + 2X2                                                        

s.c.    X1 +  X2 � 2    
       2X1 + 3X2 � 4 
          X1 , X2 � 0              [A] 

Max z = 4X1 + 5X2  -MR1 –MR2                                                       

s.c.   -X1 + 3X2 + S1 = 2       
          X1 +   X2 – S2 +R1 = 2 
                    X2 +R2 =3 
          X1, X2, S1, S2, R1, R2 � 0  
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3 MAX X1 X2 S1 S2� R1 R2 Bi Cbi 

/ X2 0 1 1/4 -1/4 2/5 0 1 5 

/ X1 1 0 -1/4 -3/4 -1/5 0 1 4 

2/(1/4)=8 �R2 0 0 -1/4 1/4 -1/4 1 2 -M 

Zj 4 5 -M 9-2M  

ji=Cj-Zj 0 0 0   

4 MAX X1 X2 S1� S2 R1 R2 Bi Cbi 

/ X2 0 1 0 0 0 0 3 5 

/ X1 1 0 -1 0 0 0 7 4 

/ S2 0 0 -1 1 -1 4 8 0 
Zj 4 5 -4 0 0 0 43  

ji=Cj-Zj 0 0 4 0 -M -M   
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Min W' = R1                                                                             
s.c.   5/2X1 + 2X2 + S1 = 5       
          5X1 +   4X2 – S2 + R1 = 20 
        X1 , X2 , , S1, S2 , R1 � 0             [C] 
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1 MIN X1 X2� S1 S2 R1   
Cj 0 0 0 0 1 Bi Cbi 

5/(5/2)=2 �S1 5/2 2 1 0 0 5 0 

20/5=4 R1 5 4 0 -1 1 20 1 
W'j 5 4 0 -1 1 20  

jKm=Cj-W'j -5 -4 0 1 0   
2 MIN X1� X2 S1 S2 R1 Bi Cbi 
/ X2 1 4/5 2/5 0 0 2 0 

/ R1 0 -1 -2/5 -1 1 10 1 
Wj 0 -1 -2/5 -1 1 10  

jKm=Cj-W'j 0 1 2/5 1 0   

4��������	�C�����
������������
�������������������	������3���
��������
����������������������

���1$�N�	������������������

���!
��
������' �������
���
����������3���������
�������
����	������

����������
���������J/8I8;L�	������
�������������. �����
�����������������

- .��
� ��� 

���!
�� 
����� ��� �����
� ��� ��� 1$� ���� ��� ����������� JE;� 
���� 8;L�� 
�
	�� ����

������
������ ��� 	������������� ����� "� 
���
�� ������� ������� ���� ��
������� �
����	������� ����� ���



���!
��
�������������	�

���
�������

����������������������������
�
���

 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



42               
  

 

 

Chapitre 6 

6 Programme Dual. 

6.1 Illustration économique 8 
J�LJ�LJ�LJ�L�) �������������������H�
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6.2 Étapes de transformation 
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8 Exemple tiré de "Cours de recherche opérationnelle" Nadia Brauner. 
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Programme primal Programme dual 

Maximisation 
n variables 

m contraintes 
Aij 
Cj 
Bi 

Contraintes �  
variables � 

contraintes = 
variables libres

Minimisation 
n contraintes 
m variables 
AT =Aji 
Bi 
Cj 
variables � 
contraintes � 
variables libres
contraintes = 

$��� 
���8$��� 
���8$��� 
���8$��� 
���8����#���������

��
�� � ��������
��������������

 

 

 ��	
���
��������������
�����
�
��������
�������������#�

•  ����� �
�������
��������������������
����JS8��SE��SBL���

	����������� �
������	���
����������

�� ����

• 68� ��� 6E� ����� 
����������� ������� ���� 	���
������� ���

����� ����� ���� ������������ ��� �3
�� J�� 
������� ����

	���
����������

�� ������������3
���L� 
•  ����������

���
��	��������1$�����' ����

•  ���	�����	���������1$���������������
��������
� ���

����
�����������

�� ���J8;;��E;;��8A;L� 

•  ��� ��
� ��� ����
�������� ��� ����� ����� ����

	�����	������������1$����

�� ���J:��8L� 
•  ���	�����	����������	���
����������������������������"�
�
��
�����
���
����������� ��
�	������

	�����	����������	���
����������

�� ����

• 4����������	���
����������

�� �����������������������������	���������������?���������������

�� 
�����
��
��������������
����������������

����

 

 

Min W = 4X1 + X2                                                         

s.c.   30X1  + 10X2  � 100 
       125X1 + 12X2  � 200  
       120X1 + 15X2  � 150       
        X1 , X2 � 0  

Min W = 4X1 + X2                PRIMAL                                                       
s.c.   30X1  + 10X2  � 100       …Y1 

       125X1 + 12X2  � 200       …Y2 
       120X1 + 15X2  � 150       …Y3 
        X1 , X2 � 0  

Max Z = 100Y1 + 200Y2 + 150Y3   DUAL                                                      

s.c.   30X1 + 125Y2+ 120Y3  � 4 …X1 

        10X1 +    12Y2+  15Y3  � 1 …X2 
           Y1 , Y2, Y3 � 0  
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Max Z =  X1 + X2 - X3 - X4      PRIMAL                     
s.c.   3X1 - 2X2 + X3 + 5X4 � 18 
        5X1 + 6X3 = 20  
          X1 - X2 + 4X3 + X4 � 9        
        X1 , X2 , X4 � 0 
        X3 < >0  (signe libre) 

Max Z =  X1 + X2 - X3 - X4      PRIMAL              
s.c.   3X1 - 2X2 + X3 + 5X4 � 18   …Y1 

        5X1 + 6X3 = 20                     …Y2 
         - X1 + X2 - 4X3 - X4 � -9        …Y3 
        X1 , X2 , X4 � 0 
        X3 < >0  (en signe libre) 

Min W =  18Y1 + 20Y2 – 9Y3   DUAL                                                   
s.c.    3Y1 + 5Y2 -  Y3  � 1      …X1 

        -2Y1 +   Y3 � 1               …X2 
           Y1 + 6Y2 - 4Y3 = -1     …X3 

         5Y1 -   Y3  � -1               …X4 
        Y1 , Y3  � 0 
        Y2 < >0  (en signe libre) 
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F �<p@]< � 5=<G	   (1)                    

F �?<�< �=<G	 �?� (2) 
F �<?p? 3 p@]< �@?G	 d< (3) 
�< 8 5� (4) 
p@]< 8 5 (5) 

6.3 Conditions de dualité 
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PRIMAL (I) DUAL (II) sous sa forme standard 
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PRIMAL (I) DUAL (II) 

Max Z =  F d<�<=<G	                                                               
s.c.   F �?<�< �=<G	 �?��C � � 4�H �I 
        �< 8 5������������������C B � 4�H � � 

Min W =  F �?p?@?G	                                                              

s.c.   F �<?p? 8@?G	 d<��C B � 4�H � � 
        p? 68 5��������������C � � 4�H �I 

Max Z =  F d<�<=<G	                                                               
s.c.   F �?<�< �=<G	 �?��C � � 4�H �I 
        �< 8 5������������������C B � 4�H � � 

Min W =  F �?p?@?G	                                                                                  

s.c.   F �<?p? 3 p@]< �@?G	 d<��C B � 4�H � � 
        p? 68 5�� p@]< 8 5���������C � � 4�H �I 

Min W =  F d<�<=<G	                                                               
s.c.   F �?<�< �=<G	 �?��C � � 4�H �I 
        �< 8 5������������������C B � 4�H � � 

Max Z =  F �?p?@?G	                                                              

s.c.   F �<?p? 6@?G	 d<��C B � 4�H � � 
        p? 68 5��������������C � � 4�H �I 
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� � C �p� � 3 	
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Max Z =  7�	 
 J�� 3 ���                                                              
s.c.   ��	 
��� 3����� � ��       p	    
        ���	 
 ��� 
 J�� � 
�       p�       
         �< 8 5�����C AB 

Min W =  2p	 
 
p�                                                              
s.c.   �p	 
���p� 8 7�          �	 
        ���p	 
 �p� 8 J           �� 
        3p	 
 Jp� 8 3�       �� 
         p? 68 5�����C A� 

Min W =  2p	 
 
p�                                                              
s.c.   �p	 
���p� 3 qo � 7�          �	 
        ���p	 
 �p� 3 qx � J           �� 
        3p	 
 Jp� 3 qr � 3�       �� 
         p? 8 5�����C A� 
         p�� p~� pZ 8 5    Variables d'écart 
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PRIMAL (I) DUAL (II) sous sa forme standard 

Min W =  J�	 
 P�� 
 7��                                                              
s.c.   J�	 
��� 3 �7�� � 4�       p	    
        ���	 
 ��� 
���� � 4�       p�       
         �< 8 5�����C AB 

Max Z =   p	 
�p�                                                              
s.c.   ���Jp	 
��p� 6 J�           �	 
        ������p	 
 �p� 6 P           �� 
        37p	 
��p� 6 7           �� 
         p? 68 5�����C A� 

Max Z =  F d<�<=<G	                                                               
s.c.   F �?<�< 6=<G	 �?��C � � 4�H �I 
        �< 8 5������������������C B � 4�H � � 

Min W =  F �?p?@?G	                                                              

s.c.   F �<?p? 8@?G	 d<��C B � 4�H � � 
        p? 8 5��������������C � � 4�H �I 

Max Z =  F d<�<=<G	                                                               
s.c.   F �?<�< 
 �=]? �=<G	 �?��C � � 4�H �I 
        �< 8 5� �=]? �8 5������������C B � 4�H � � 

Min W =  F �?p?@?G	                                                                                  

s.c.   F �<?p? 3 p@]< �@?G	 d<��C B � 4�H � � 
        p? 8 5�� p@]< 8 5���������C � � 4�H �I 
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F �<p@]< � 5=<G	   (1) 
F p?�=]? � 5@?G	   (2)                                       
F �?<�< 
 �=]? �=<G	 �?� (3) 
F �<?p? 3 p@]< �@?G	 d< (4) 
�< 8 5�� p? 8 5�   
p@]< 8 5� �=]? 8 5 (5) 
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p	 3 
p� 3 qo � 5�    qo � 4 
�                   
q` � P 
�      |���}V � �P y�[z �

��~
[  p	 
 Up� �� �             �

p	 3��p� �� 4                             qv � 4 
�         et les conditions de dualité sont toutes vérifies.�

Min W =  48p	                                                              
s.c.   ���p	 3 
p� 8 5�          �	 
        ���p	 
 Up� 8 �           �� 
        ���p	 3��p� 8 4           �� 
         p? 8 5�����C A� 

Max Z =  ��� 
 ��                                                              
s.c.   ��������	 
��� 
����� 6 �P       p	    
        ��3
�	 
 U�� 3 �� 6 5�       p�        
         �< 8 5�����C AB 

Min W =  48p	                                                                                  
s.c.   ���p	 3 
p� 3 qo � 5�          �	 
        ���p	 
 Up� 3 qx � �           �� 
        ���p	 3��p� 3 qr � 4           �� 
          p? 8 5�����C A� 
          p� 8 5� p~ 8 5� pZ 8 5 
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Min W =  F �?p?�?G	 
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s.c.   F �<?p? 
F �<?p?@?G�]	 8�?G	 d<��C B � 4�H � � 
        F �<?p? 
 F �<?p?@?G�]	 ��?G	 d<��C B � � 
 4�H � �      
        p? 8 5��������������C � � 4�H � � 
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Chapitre 7 

7 La méthode Dual Simplexe. 
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jK=Cj-Wj 1 3 0 0   
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J� ��� ��� 	{��� � ��
�
{���� � �	��L����	����
�����
�O������������
�J?EL��

Min W =  �	 
 J��           

s.c.   ���	 3 ��� 6 4�   
      ����	 
 J�� 8 J�     
         �	� �� 8 5� 

Min W =  �	 
 J��                                                              
s.c.   ���	 3 ��� 
_o � 4�   
   ��3��	 3 J�� 
_x � 3J�     
         �	� �� 8 5� 
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MIN X1 X2� S1 S2   
On remarque qu'il y a aussi une valeur 

négative dans bi donc on continu le 
dual : 

VS : S1 (la seule valeur négative) 
VE : X2 (la seule valeur négative dans 

la ligne de pivot) � pivot=-7/2 

Cj 1 3 0 0 Bi Cbi 
 �S1 0 7/2- 1 1/2 -1/2 0 

 X1 1 3/2 0 -1/2 3/2 1 

Wj 1 3/2 0 -1/2 3/2  
jK=Cj-Wj 0 3/2 0 1/2   

MIN X1 X2 S1 S2   On remarque que toutes les valeurs de 
bi sont positives donc l'amélioration du 
dual est achevée. Passant maintenant 
au primal ; on constate que tous les 

coûts marginaux sont positifs ou nuls 
donc le critère d'arrêt du primal est 
vérifié. � la solution est optimale  

Cj 1 3 0 0 Bi Cbi 
 X2 0 1 -2/7 -1/7 1/7 3 

 X1 1 0 3/7 -2/7 9/7 1 

Wj 1 3 -3/7 -5/7 12/7  
jK=Cj-Wj 0 0 3/7 5/7   

/���
����#/���
����#/���
����#/���
����#����
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���������������������	�����������������
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�����	��������������������
�����J.
����?% �������% ���?.
����L����. ��������#�

 
0��������G0��������G0��������G0��������G�8�8�8�8����
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Max Z =  3U�	 3 7�� 
 ���           

s.c.   ��3�	 3 �� 
 �� 6 3��   
      ��3�	 3 ��� 3 J�� 8 3J�     
         �	� ��� �� 8 5� 

Max Z =  3U�	 3 7�� 
 ���                                              
s.c.   ��3�	 3 �� 
 �� 
 _x � 3��   
      ��3�	 3 ��� 3 J�� 
 _r � 3J�    
         �	� ��� ��� �~� �Z 8 5� 

Max Z =  3U�	 3 7�� 
 ���           

s.c.   ��3�	 3 �� 
 �� 6 3��   
      ��3�	 3 ��� 3 J�� 8 3J�     
         �	� ��� �� 8 5� 
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 ��

����
���������������
���������������	����������#�

MAX X1 X2 X3� X4 X5   Primal 
VE: X2 (la plus grande valeur 

).jie positive d 
VS: pas de variable sortante (les 

valeurs de la colonne X2 sont 
négatives). 

VE9: X3 (le plus grand après X2) 
VS: S1 (la seule valeur positive) 

Cj -6 -5 2 0 0 Bi Cbi 
-2/1=-2 �X4 -1 -1 1 1 0 -2 0 

- X5 -1 -2 -3 0 1 -3 0 

Zj 0 0 0 0 0 0  
ji=Cj-Zj -6 -5 2 0 0   

MAX X1 X2� X3 X4 X5   Primal 
Alors que les valeurs de ji sont 

tous négatives ou nulles, le critère 
d'arrêt du primal est achevé. 

: Dual On passe au 
VS: X3 (la plus grande valeur 

négative de bi). 
VE: X2 (Min ��{~{	� � �

{�
{	��) 

Cj -6 -5 2 0 0 Bi Cbi 
-2/1=-2 �X3 -1 1- 1 1 0 -2 2 

- X5 -4 -5 3 0 1 -9 0 

Zj -2 -2 2 2 0 -4  

ji=Cj-Zj -4 -3 0 -2 0  
 

MAX X1 X2 X3 X4 X5   Dual 
Toutes les valeurs de bi sont 

positives. En plus tous les coûts 
marginaux sont négatifs ou nuls 
donc c'est la solution optimale.  

 

Cj -6 -5 2 0 0 Bi Cbi 
 X2 1 1 -1 -1 0 2 -5 
 X5 1 0 -5 -2 1 1 0 

Zj -5 -5 5 5 0 -10  
ji=Cj-Zj -1 0 -3 -5 0   

 �� ��������� ���� ������ #� 68I6BI;�� 6EIE�� \
DI?8;�� J6AI8� ?� O�?"?��� ������ ���� ������ ���� ������

	��������� ��� ��� �����!��� 	���
�����?�� 6:I;� W��� �����
� ���
������� 
��
� ��� 

���!
��

	���
�����������������������	��������?L��

JEL��% ���JEL��% ���JEL��% ���JEL��% ���????.
�����#.
�����#.
�����#.
�����#����

MAX X1 X2� X3 X4 X5   
Dual 

 VS: X3 (la plus grande valeur 
négative de bi). 

VE: X2 (Min ��{�{	� � �
{Z
{	��) 

�Pivot=-1 

Cj -6 -5 2 0 0 Bi Cbi 
-2/1=-2 �X4 -1 1- 1 1 0 -2 0 

- X5 -1 -2 -3 0 1 -3 0 

Zj 0 0 0 0 0 0  
ji=Cj-Zj -6 -5 2 0 0   

MAX X1 X2� X3 X4 X5   Dual 
Toutes les valeurs de bi sont 

positives. En plus tous les coûts 
marginaux sont négatifs ou nuls 
donc c'est la solution optimale.  

 
 

Cj -6 -5 2 0 0 Bi Cbi 
 �X2 1 1 -1 -1 0 2 -5 
 X5 1 0 -5 -2 1 1 0 

Zj -5 -5 5 5 0 -10  
ji=Cj-Zj -1 0 -3 -5 0   

                                            
9 Dans le cas où le choix de la VS est impossible, on vérifie s'il y a une autre variable entrante et en détermine sa 
variable sortante sinon la solution sera non bornée si elle est réalisable. 
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Max Z =  ��	 
 ��                                                        
s.c.   ���	 3 ��� 6 34�   

     �3��	 
 �� 6 4� 
     3��	 
 U�� 6 Q�         
         �	� �� 8 5� 

On détermine 
l'espace des points 

qui vérifie toutes les 
contraintes ; la zone 

des solutions 
réalisables est le 

polygone ABCDE. 
B 

C D E 

A 

Figure  7. - 7 -1 Etapes de solution 7.1 
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 ��� ���
��� ��� 
���������� ����� 

��������� ��
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�
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MAX X1 X2� X3 X4 X5 X6   

Dual 
 VS: X3 (la plus grande valeur 

négative de bi). 
VE: X2 (Min ��{Z{���) 

�Pivot=-2 

Cj 2 1 0 0 0 0 Bi Cbi 
- �X3 1 2- 1 0 0 0 -1 0 

- X4 0 1 0 1 0 0 2 0 

- X5 -1 1 0 0 1 0 1 0 

- X6 -2 6 0 0 0 1 9 0 

Zj 0 0 0 0 0 0 0  
ji=Cj-Zj 2 1 0 0 0    

MAX X1� X2 X3 X4 X5 X6   

Dual 
Toutes les valeurs de bi sont 

Primalpasse au positives. En  
VE: X1 
VS: X4 

�Pivot=1/2 
 

Cj 2 1 0 0 0 0 Bi Cbi 
- X2 -1/2 1 -1/2 0 0 0 1/2 1 

(3/2)/(1/2)=3 �X4 1/2 0 1/2 1 0 0 3/2 0 
- X5 -1/2 0 1/2 0 1 0 1/2 0 

6/1=6 X6 1 0 3 0 0 1 6 0 
Zj -1/2 1 -1/2 0 0 0 1/2  

ji=Cj-Zj 5/2 0 1/2 0 0 0   
MAX X1� X2 X3 X4 X5 X6   

alPrim 
Touts les coûts marginaux sont 

négatifs ou nuls. Donc la 
solution est optimale 

X1=3, X2=2, Z*=8 
 

Cj 2 1 0 0 0 0 Bi Cbi 
- X2 0 1 0 1 0 0 2 1 

(3/2)/(1/2)=3 �X1 1 0 1 2 0 0 3 2 
- X5 0 0 1 1 1 0 2 0 

6/1=6 X6 0 0 2 -2 0 1 3 0 
Zj 2 1 2 5 0 0 8  

ji=Cj-Zj 0 0 -2 -5 0 0   
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 _x � � 

Max Z =  ��	 
 ��                                                              
s.c.   ���	 3 ��� 
_o � 34�   

     �3��	 
 �� 
 _r � 4� 
     3��	 
 U�� 
 _� � Q�         
         �	� ��� ��� �~� �Z� �� 8 5� 
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����������

�����������#�X1=3, X2=2, X5=2, X6=3, Z*=8, X3=X4=0 (VHB). 

X1, X2 sont des VB � Y5,Y6 sont des VHB donc : Y5=Y6=0 

X5, X6 sont des VB � Y3,Y4 sont des VHB donc : Y3=Y4=0 remplaçant ces valeurs dans les 

contraintes, in nous reste : 

 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Min W =  3p	 
 �p� 
 p� 
 Qp~                                      
s.c.   ��p	 3 p� 3 �p~ �8 �               �	 
     3�p	 
 p� 
 p� 
 Up~ 8 4�      ��        
         p	� p�� p�� p~ 8 5� 

Min W =  3p	 
 �p� 
 p� 
 Qp~                                                              
s.c.   ��p	 3 p� 3 �p~ 3 pZ � �               �	 
     3�p	 
 p� 
 p� 
 Up~ 3 p� � 4�      ��        
         p	� p�� p�� p~ 8 5� 

p	 � �                                 p	 � �                
3�p	 
 p� � 4�     Donc:   p� � 7   et W*=8            
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Chapitre 8 

8 Programmation en nombre entier 

8.1 Introduction 
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8.2 Remarques sur la PLNE 
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8.3 La méthode Branch-and-Bound (PSES) 
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Solution optimale en nombre réel 
X1=0, X2=13/7, Z=39 

Solution optimale en nombre entier 
X1=3, X2=0, Z=33 

Figure  8-1 Explication graphique 
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MAX X1 X2 S1   
Cj 20 2 0 Bi Cbi 

 X1 1 5/2 1/4 11/2 20 
Zj 20 50 5 110  ji=Cj-Zj 0 -48 -5   
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MAX X1 X2 S1 S2   
Cj 20 2 0 0 Bi Cbi 

 X2 0 1 1/10 -4/10 1/5 2 
 X1 1 0 0 1 5 20 

Zj 20 2 1/5 96/5 502/5  ji=Cj-Zj 0 0 -1/5 -96/5   
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��� ��������#�68IA�N�6EI8]A�N�\DI�A;E]A��
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Max Z =  �5�	 
 ����                                                              
s.c.   ���	 
 45�� 6 ���   
      ���	 6 7�     
         �	� �� 8 5� 

Max Z =  �5�	 
 ����                                                              
s.c.   ���	 
 45�� 6 ���   
      ���	 8 U�     
         �	� �� 8 5� 
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 ��
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MAX X1 X2 S1 S2 S3   
Cj 20 2 0 0 0 Bi Cbi 

 X1 1 0 1/4 0 10/4 3 20 
 S2 0 0 -1/4 1 -10/4 2 0 
 X2 0 1 0 0 -1 1 2 

Zj 20 2 5 0 48 62  ji=Cj-Zj 0 0 -5 0 -48   

% ��	�#�% ��	�#�% ��	�#�% ��	�#�68IB�N�6EI8�N�\DI�HE������������������������	����������
������!
����

����

 Programme original  

 X1=5.5 
X2=0 

Z*=120     

 PL 1.2  PL 1.3  

X1=5 
X2=0.2 

Z*=100.4 

Solution non 
réalisable 

   

   

 PL 1.2.1 

 

PL 1.2.2 

  Solution non 
réalisable 

X1=3 
X2=1 

Z*=62 

 

 

 

 

 

Max Z =  �5�	 
 ����                                                              
s.c.   ���	 
 45�� 6 ���   
         ���	 6 7�     
          �� 6 5�     
          �	� �� 8 5��  

Max Z =  �5�	 
 ����                                                              
s.c.   ���	 
 45�� 6 ���   
         ���	 6 7�     
          �� 8 4�     
          �	� �� 8 5��  

Figure  8-2 : Procédure de séparation séquentielle. 
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Chapitre 9 

9 Analyse de sensibilité 

9.1 Définition  
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MAX X1 X2 X3 X4 X5   
Cj 3 2 1 0 0 Bi Cbi 

Heures de travail X1 1 0 10/7 4/7 -1/7 20/7 3 

Plaques en aluminium X2 0 1 1/7 -1/7 2/7 2/7 2 
Zj 3 2 32/7 10/7 1/7 64/7  ji=Cj-Zj 0 0 -25/7 -10/7 -1/7 � Coûts 

marginaux 

( �������
�
�.��������	���
�����	���"������
������6����������������������������������
��� ����#�

�m	 � �45� C �m� � �54��C �m� � �45 
�4 
� � C �m~ � � � 
�34 
� � C �mZ � �34 
�� 
� � ��E���m? � ��5 
�� 
� ���
                                            
10 Ici le changement de la solution concerne le changement des variables de base et non plus ses valeurs.  

���	 
 ��� 
 ��� 6 � 

Max Z =  J�	 
 ���� 
 ��                                     
s.c.   ���	 
 �� 
 J�� 6 U�   
         �	� ��� �� 8 5� 
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9.2 Variation des coefficients de la FE 
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 �J�� 
 ���. Bien que le changement des 
trois coefficients est dans les intervalles déterminés dans les sections a et b, on ne peut pas 
dire que la solution reste optimale. En conséquence, le recalcule de tous les coûts marginaux 
est fortement conseillé. 
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9.3 Variation des ressources disponibles des contraintes (bi) 
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9.3.1  Variation des heures de travail (première contrainte) 
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9.3.2 Variation de nombre des plaques d'aluminium (deuxième contrainte) 
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9.4 Variation dans la matrice des contraintes 
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11 Il est inscrit dans la case d'intersection de la ligne de contrainte avec la colonne de la variable d'écart utilisée 
pour cette contrainte. 
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12 L'impact d'une VHB sur la valeur de FE est le produit de son coût marginal avec le plus petit ratio de la 
variable sortante, pour notre cas {�[ �4 � {�[   
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MAX X1 X2 X3 X4 X5 X6   
Cj 3 2 1 0 0 0 Bi Cbi 

Heures de travail X1 1 0 10/7 4/7 -1/7 0 20/7 3 

Plaques en aluminium X2 0 1 1/7 -1/7 2/7 0 2/7 2 

Nouvelle contrainte X6 2 1 2 0 0 1 5 0 
Zj 3 2 32/7 10/7 1/7  64/7  ji=Cj-Zj 0 0 -25/7 -10/7 -1/7  � Coûts 

marginaux 

% ��	� ��� � ����
���� ��� 

�� �!
�� 	���
������ 
�
� J?EL� ��� ��� �����!� �� 
�
� J?8L� ��� ��� �����

����������������
����	���
��������������������������������#�

Contrainte1x(-2) -2 0 -20/7 -8/7 2/7 0 -40/7 

Contrainte1x(-1) 0 -1 -1/7 1/7 -2/7 0 -2/7 

Nouv contrainte 2 1 2 0 0 1 5 

Par addition: ;;;;���� ;;;;���� ????8888���� ????8888���� ;;;;���� 8888���� ????8888����

����������������������� 
�������
��	�� � �������#�

MAX X1 X2 X3 X4� X5 X6   Cette solution 
n'est pas 
réalisable 

(valeur 
négative de 

X6). 
Dual 

Simplexe 
VS: X6 VE:X4 

Pivot = -1 

Cj 3 2 1 0 0 0 Bi Cbi 
Heures de travail X1 1 0 10/7 4/7 -1/7 0 20/7 3 

Plaques en aluminium X2 0 1 1/7 -1/7 2/7 0 2/7 2 

Nouvelle contrainte �X6 0 0 -1 -1 0 1 -1 0 

Zj 3 2 32/7 10/7 1/7 0 64/7  ji=Cj-Zj 
0 0 -25/7 -

10/7 -1/7 0 � Coûts 
marginaux 

MAX X1 X2 X3 X4 X5 X6   

La solution est 
réalisable et 

elle est 
optimale 

 

Cj 3 2 1 0 0 0 Bi Cb
i 

Heures de travail X1 1 0 6/7 0 -1/7 4/7 16/7 3 

Plaques en aluminium X2 0 1 2/7 0 2/7 -1/7 3/7 2 

Nouvelle contrainte X4 0 0 1 1 0 -1 1 0 

Zj 3 2 22/7 0 1/7 10/7 54/7  ji=Cj-Zj 0 0 -15/7 0 -1/7 -10/7 � Coûts 
marginaux 
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MAX X1� X2 X3 X4   
Cj 8 6 0 0 Bi Cbi 

Machine1 �X3 4 2 1 0 60 0 

Machine2 X4 2 4 0 1 48 0 
Zj 0 0 0 0 0  ji=Cj-Zj 8 6 0 0  

MAX X1 X2� X3 X4   

Machine1 X1 1 1/2 1/4 0 15 8 

Machine2 �X4 0 3 -1/2 1 18 0 
Zj 8 4 2 0 120  ji=Cj-Zj 0 6 -2 0  

MAX X1 X2 X3 X4   

Machine1 X1 1 0 1/3 -1/6 12 8 

Machine2 X2 0 1 -1/6 1/3 6 6 
Zj 8 6 5/3 2/3 132  ji=Cj-Zj 0 6 -2 -2/3  

 ������������������8E�����������
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Max Z =  P�	 
 �U��                                                              
s.c.   ��	 
 ���� 6 U5�   
       ����	 
 ���� 6 �P 
         �	� �� 8 5� 
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MAX X1 X2 X3 X4 X5   
Cj 5 3 0 0 0 Bi Cbi 

 X3 0 0 1 1/7 3/7 36/7 0 

Heures de travail X1 1 0 0 2/7 -1/7 2/7 5 

Plaques en aluminium X2 0 1 0 3/7 2/7 24/7 3 
Zj 5 3 0 19/7 1/7 82/7  ji=Cj-Zj 0 0 0 -19/7 -1/7 � Coûts 

marginaux 
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Max Z =  7�	 
 �J��                                                              
s.c.   ��	 3���� 6 ��   
     ����	 
���� 6 � 
  ��3J�	 
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         �	� �� 8 5� 
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Chapitre 10 

10 Problème de transport –le cas de minimisation- 

10.1 Définition 
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10.2 Présentation du problème 
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Figure  10-1 : Modélisation graphique d'un problème de transport 
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10.3 Modélisation du problème de transport 
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5 I C11X11+ C12X12+ C13X13+ C14X14+ C21X21+ C22X22+ C23X23+ C24X24+ C31X31+ C32X32+ 
C33X33+ C34X34 
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Source1 : X11+ X12+ X13+ X14=S1 
Source2 : X21+ X22+ X23+ X24=S2 
Source3 : X31+ X32+ X33+ X34=S3 
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Ville3 : X14+ X24+ X34 =D3 
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  dn  …...  d2  d1    
S1    C1n  …...    C12    C11  s1  

X1n  X12  X11  
S2    C2n  …...    C22    C21  s2  

X2n  X22  X21  
…...  ………  …...  …………  ………  …...  

Sm    Cmn  …...    Cm2    Cm1  sm  
Xmn  Xm2  Xm1  

  Dn  …...  D2  D1    
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10.4  Etapes de résolution d'un problème de transport 
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����????���� '������� ��� 	���� 2 �
�'������� ��� 	���� 2 �
�'������� ��� 	���� 2 �
�'������� ��� 	���� 2 �
�????(�����(�����(�����(����� J��
�
���
� ���	��L�J��
�
���
� ���	��L�J��
�
���
� ���	��L�J��
�
���
� ���	��L� #�#�#�#� 	�����
� "� 	������ ���
�� ��� ��
������

�������"�������
��	�����������

���!
��������������

���!
��	������������������
�������%��	����


�
��������	������
�
���
����	������������������	���������
���#�

8��������
����
����
��������"����	�������	��
��������������
��Q���
����������������N�

E�������
��	�
��Q����	���������
������
�����J�������������L�����������J���
�������L�N�

B��
�
���
������Q�����������@��������Q���
���������������

����????���� '������� ��� 	�C�������'������� ��� 	�C�������'������� ��� 	�C�������'������� ��� 	�C������������������� J'����
��� 	�C�J'����
��� 	�C�J'����
��� 	�C�J'����
��� 	�C��L��L��L��L� #�#�#�#� 	�����
� "� 	������ ���
�� ��� ��
������ �
��

	�

��
����������
����
�����	�C�������������
��������d½¾ � .#$?<¯d?<°����
$��������������	���������
���#�

0���	������
����	����������	�C�����������

8��������
����
����
��������"����	�������	��
��������������
��Q���
����������������N�

E������	������
����	����������	�C�����������3��������������������������
�������������N�

B��
�
���
������Q�����������@��������Q���
���������������

				????���� '������� �


���������� ��� 7�����'������� �


���������� ��� 7�����'������� �


���������� ��� 7�����'������� �


���������� ��� 7����� J7�'LJ7�'LJ7�'LJ7�'L####� ����� ������ ��
� ��� 	��	��� ���� 
����������

����
�������������������������
!��

�	���"��������������
�������#����

8�� 
��
� 	������ ������ J	������L� ���	� ���� ���
�� J�������L� ���?������� 	��	���
� ����


��������������"���������
��	�����
�����������	�C�������
����
��������������������J	������L�N�

E������	������
�������������	����������	����
������������������������	������
����	����������

	�C���������������������������	�������N�

B��������
����
����
��������"����	�������	��
�����N�

:����
���Q������
�������Q�������������	�������#�	�����
����	���������������
��	�C���

10.4.2 La recherche de la solution optimale 
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Le programme dual d'un programme de transport est donné par : 

� ��� � �¿�?@
?G	 »? 
¿�<=

<G	 �< 
����À � »? 
 �< : d?<�C � � 4�H �I� B � 4�H � � 



77               
  

(��������	������»? � �< ���������������
�����
���	��	������
��
��������������
���������������
�
����
��
�����#� d?< � »? 
 �<C �A�?< : 5  
/���
����#/���
����#/���
����#/���
����#���������������������
���
�
�������	������������
�O����������������
��
������������?

������� 
�

��������� ���� 	�������� ���� ��
������� ��� ������ ������� ���� ���� 	�������� ������


�

���������������
���������
���������

�

%��������������
�������J��Y���?8L�����������"�J��Y��L���	��������(��������8�I�;�������
�����
��


�	�
�������������3��!�����������#�

d?< � »? 
 �<C �º�»��E�»E��?< : 5� 	����?"?��
��
��
�����	�������
��
������

 ��������
�����'©� *����������	
�����������������������
���
�
�������������������������	��������
	�

��
����������

�

!������
�	��	������������
�������
����������������������������	�������	��	���
���������
�����

	��
�������������	���
����	�C��
�������
��
�	��������
��������
�������#�d?< 3 N»? 
 �<O 8 5C �º�»��E�»E��ÁÂª2 
���������������������������	������
��������
��������������������������#��d?< 3 N»? 
 �<O 8 5C �º�»��E�»E��?< : 5����
0�� ������ ��� 	��� 	��
�������� ���� ���������� ���
�� ����� ��� ������� 
��� "� ���
������ ��� �����

����
����������
��������
������������
�����
��
�

���
��
��Q��������������#�

%��������	���������
�����#��8���Q���
������������������������	�������
�"�=�
��������������N�

������������������������������������������E�����������������
���
�
�������������
����
�
����������

.��
�������
����������#�

� %���
����
� ��� ��
������ ���
����� ���� ���� 	�
�	��
����� 
�
� ��� 
���� 
������ �����
����� 	�C���


������������������

� �����
��
�� ��� 	3	��� 
�
	��
���� ���� ��
������� ��� ����� ��� 
�
����� ��� ��� 
�������� "� ���

��
���������
�����J���	3	��������	������
�����������������
��������
�P������������
��	��������

������	��
���
�������7-�������������
������	�������	3	��LN�

� '�
���
�����
�����������
�
�Y����W���
�������
�����������	����
����������	3	���
���������

	�����O����
�
������
���������
������

� %�
��	�
� ��� ����� ��� ������� ��� 	�������� ��� ����
����� ������ ��� 
��
���� ��� ��� 
���� 
������

��������� 
�
��� ���� ���������� 

�	������ 
�
� ��� ������ ������ J?L�� ����� 	�

��
����� "� ���

��
��������
�������

� /�	��	�����������������������
��������
���������������
�������������
������	�C���
���������0��

	��� ��
���
����� ����� 
������������ ���
�� ��� ��������� ���� �
������� ��������� 
������ ���� ���
���



�	��������������"����
���������



78               
  

$���
��$���
��$���
��$���
������ 8888���� ####� ����� ���	3	�����
��� ��	� Ã��	� Ã���� Ã���� Ã��	��� �	�� �����
���������
����������	� �� ��� �	�� ���� ��� ������ ���� ��
������� ��� ����� ���	� 
��
�	��������� ���� �����
��

���������#�75� �5�U7���

������������
!�������	
��������������������#�
�

�3	��� �	� Ã��	� Ã���� Ã���� Ã��	���

'�
������ Y������Y������Y������Y������????��������������������������������������������Y����������Y����������Y����������Y����������????����������������������������

7����
������7-� ����������HA�����������E;�������������A;A;A;A;�

 ��
����
����������
�

�	�����
�
����������J?L�����A;A;A;A;������������70#�70#�70#�70#��	��
4
��������� YA;��������YA;��������YA;��������YA;��������????A;���������YA;�A;���������YA;�A;���������YA;�A;���������YA;���������������������������������????A;��A;��A;��A;�������������������������������������������

2 ��������������
������7-� A;�������������������������G;�����������8A�������������

�

����????����'����������
��

���������J���

���������L'����������
��

���������J���

���������L'����������
��

���������J���

���������L'����������
��

���������J���

���������L����

 �����
������ ��� 	����� �������� 
��������� ��� 
���� "� ��� �������� 

�	������� ����������

	�����	�������
��
�
��������
�������������	3	����
��
��������������
���������
�������
����

���	��	�������	�C��
����������	������	3	���	����������#�

.
������ ��� 	3	��� ��� ������
��8� ��� ��

������ ���� ���� 	�C��� ������
��� ����� 
��
�	��������������Q� 4527��4������F�
��
������
���������
���������������
�����	�C��
����������	3	�������#����	� Ã��	� Ã���� Ã���� Ã��	���������P�� 3 ��Q�� 
 ��4527� 3 ���4��� � 3�27��������
�  ����
���������
�����	�

��
��������	3	����3�������
����
�����	�C������������

� '�
���
�����
�����������
�
�Y����W���
�������
�����������	����
����������	3	���
���������

	�����O����
�
������
���������
������

� %�
��	�
� ��� ����� ��� ������� ��� 	�������� ��� ����
����� ������ ��� 
��
���� ��� ��� 
���� 
������

��������� 
�
��� ���� ���������� 

�	������ 
�
� ��� ������ ������ J?L�� ����� 	�

��
����� "� ���

��
��������
�������

� ������
����������������
���
�
��
�
��������������������
���

� /�	����
��
��"������������������	3	��������	����������
���������
��������
�������
�������
��

����	�C���
���������0��	�����
���
����������
���������������
�������������������
����������������


�������������
���

�	��������������"����
���������

$��
	�	��$��
	�	��$��
	�	��$��
	�	��8;�8�J8;�8�J8;�8�J8;�8�J
�����
�����
�����
�����LLLL����####������������������������������������������������������������������������������������������������

4
���� ������� J"�#�"�#�"�L� ���
�������� ����=��� �3
�� �������!
�� 

���!
�� "� ����
����	
�?

���
�

����� J08�� 0E�� 0B�� 0:L��  ��� ����
��������

	��	�
����� �����
����� ��������������������� ���	�C��

������
�� ��� �
���
�
�� ����� 

��������� ����� ���

��������	�?	���
��#�����������������������

%���
����� ��� ��
������� ��� �
���
�
�� ���	� ��� 	�C��

���������

������ �����������
�� �

������������
�

���	����������


��������������

� ������� ��������� ����� �



79               
  

0���0���0���0�����������������������8;�8�8;�8�8;�8�8;�8�####����

(�����
�����
��	�������
���
�
������������������������������#�

8?���
����������	���������������������������
����������������#�A�� BC F ¹?�?G	 � F ¼<~<G	 ����������������������IB;Y9;YF;YE;IEE;�

����������������������������������������� ���������������
��IB;Y:;Y8A;IEE;�������	����	���������������
������

 ��������������
���
�
������

�������	����������#�

�

�

�

�

�

�

�

E?�����
����������
�����������������������
����������J0-/L�#��

J�L�J�L�J�L�J�L�''''����������	����2 �
�����������	����2 �
�����������	����2 �
�����������	����2 �
�????(����#(����#(����#(����#����

?� ��	����������	����2 �
�?(����������88�������
�����������
	���8�������"���������������	������

-8�� ���
�� ��� 	��������88� 
�O���� ��� ��������� B;� 	����?"?��
��688IB;��(�� ������� ���� �����
�� ���

���������

?� ��	����������	����2 �
�?(����������EE��'���b9;�:;cIb:;c����	�6EEI:;��

?� ��	����������	����2 �
�?(����������BE��'���bA;�8A;cIbA;c����	�6BEIA;�

?� ��	����������	����2 �
�?(����������BB��'���bF;�8;;cIbF;c����	�6BBIF;��

?����
���������������������������������	������-:�����	�

��
������������������������������������

�����
��
�����������������
	���B�����	�6B:IE;���

����

����

����

����

����

����

����

����

*�
�
�����#*�
�
�����#*�
�
�����#*�
�
�����#��������
������	��������
��
�����J	�

��
�����������
�����7-L�����A�����
��������

�����=�
��J�Y�?8=HHHH�N����	������������
��������
	��������������
�����	������L��%����	��	������

�������������������Ä�NÄ Ã 5O������ ����������	��������������J

��������������
��	������	�������
�8EL��

 ��	�C�������������#��W= C11X11+ C12X12+ C23X23+C32X32+ C33X33+ C34X34 
                               W= 3*30 +2*Ä+5*40+8*50+4*80+6*20=1130+2Ä   
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 ��	�C�������������#��W= C12X12+ C14X14+ C22X22+ C31X31+C32X32+ C33X33 
                               W= 2*10 +2*20+5*40+2*30+8*40+4*80=960   
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 ��	�C�������������#��W= C12X12+ C22X22+ C31X31+C32X32+ C33X33+ C34X34 
                               W= 2*30 +5*40+2*30+8*20+4*80+6*20=920   
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13 Le choix de la VE correspond au coût négatif le plus petit (le plus grand en valeur absolue). 
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X11 �		 Ã��	� Ã���� Ã���	 Ã��		  3-2+8-2=7 
X13 �	� Ã���� Ã���� Ã��	� Ã��	�  5-4+8-2=7 
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X34 ��~ Ã��	~ Ã��	� Ã���� Ã���~  6-2+2-8=-2 
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X11 �		 Ã��	� Ã���� Ã���	 Ã��		  3-2+8-2=7 
X13 �	� Ã���� Ã���� Ã��	� Ã��	�  5-4+8-2=7 
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 ��	�C�������������#�W= C12X12+ C22X22+ C31X31+C32X32+ C33X33+ C34X34 
                           W= 2*30 +5*40+2*30+8*20+4*80+6*20=920 ����
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10.7 Autres utilisations du problème de transport 
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Transport� Production – stocks  
Source i 

Destination j 
Offre à la source i 

Demande à la destination j 
Coût de transport de i à j 

Période de production i 
Période de demande j 
Capacité de production à la période i 
Demande pour la période j 
Coût unitaire (production + stock + pénalité) 
pour une production en période i pour la période j 

mars, avril, mai et juin 
mars, avril, mai et juin 
50, 180, 280, 270. 
100, 200, 180, 300. 
Voir le tableau suivant. 
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Nombre d'étudiants  Stades    
Tighennif El Bordj Unité Africaine   

90 6.5 7.5 5 Cité universitaire 
90 6.5 7.5 5 Pôle de Sidi Said 
95  9 8 5.5 Pôle de Mamounia 

  85 70 120   
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H;������B;������������������EA�����

YEA�����YEA�����YEA�����YEA�����????EA�����YEA����EA�����YEA����EA�����YEA����EA�����YEA����????EA����������EA����������EA����������EA��������������

EA������������������FA�������A������������EA������������������FA�������A������������EA������������������FA�������A������������EA������������������FA�������A����������������
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Nb étudiants  St. Tighennif  St. El Bordj  St. Mascara    
%��

!����������������������

������������
���
��������

�������
�����7-������"�

J�Y�?8L������A���
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�

90  0    6.5    7.5    5  
2000 lits  

    90  
90  60  0    6.5    7.5    5  

Sidi Said  
60    30  

95  25  0    9    8    5.5  
Mamounia  

25  70    
         275    
   275  

85  25  0  70  0  120  30  0  
Capacité  

 ��	���������������#�5 I�AD9;YADB;YH�ADH;YFDG;Y9DEAI8GGA�����

6.5  5.5  5  ui    vj  On calcul les valeurs des variables duales qui 
vérifient la relation : Cij=ui+vj pour toutes les 
variables de base. On suppose que u1=0 ; alors 
on obtient récursivement : u2=0, u3=2.5, v1=5, 
v2=5.5, v3=6.5. 
Calculant maintenant les coûts relatives aux 
VHB, on remarque qu'il y a des valeurs 
négatives c'est-à-dire la solution n'est pas 
optimale. 

  6.5    7.5    5  
0          90  

  6.5    7.5    5  
0  

60      30  

  9    8    5.5  
2.5  

25  70      

6.5  7.5  5  ui    vj  
On calcul à nouveau les valeurs des variables 
duales qui vérifient la relation : Cij=ui+vj pour 
toutes les variables de base. On suppose que 
u1=0 ; alors on obtient récursivement : u2=0, 
u3=0.5, v1=5, v2=7.5, v3=6.5. 
Les coûts relatives aux VHB sont tous positifs 
alors la solution est optimale. 

  6.5    7.5    5  
0          90  

  6.5    7.5    5  
0  

85      5  

  9    8    5.5  
0.5  

    70     25  

 ��	�C�������������#�5 I�AD9;YADAYH�ADFAYA�ADEAYFDG;I8GEA�����

2.5 0 

2.5 

-1.5 

0 0 

0 

2 
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Chapitre 11 

11 Problème de transport –le cas de maximisation- 

11.1 Introduction 
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11.2 Forme mathématique 
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¥§F �?<=<G	 � ¹?�C º�»��� � 4��� H �I�F �?<@?G	 � ¼< �C º�»��B � 4��� H � �F ¹?@?G	 � F ¼=<G	 < ��?< 8 5� d?< 8 5

��
�������	�: "m" nombre de sources, "n" nombre de destinations, "Dj" quantités demandées, "Si" 
quantités offertes. 

11.3  Résolution d'un problème de transport 
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11.3.1 La recherche d'une solution de base réalisable 
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11.3.2 La recherche de la solution optimale 
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