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Introduction

En mathématique, la conjecture de Poincaré est reconnue comme 1'un des problémes
mathématiques les plus difficiles du 20°™¢ siécle, comme son nom l'indique cette conjecture
revient a une question posée en 1904 par le célebre mathématicien francais Henri Poincaré
"est-ce-que toutes 3-variétés simplement connexe et compacte est homéomorphe a la spheére
S3.

En 1970, William Thurston a généralisé la conjecture en proposant une classification en huit
modeles pour toutes les 3-variétés, qui a porté le nom de "Probléme de géométrisation de
Thurston" dont la conjecture de Poincaré était un cas particulier. Quelques années plus tard,
Richard Hamilton a donné une approche ingénieuse qui a mené a la résolution du probleme
de géométrisation. L’idée de Hamilton consistait a homogénéiser la courbure sur une 3-variété
initiale pour obtenir une 3-variété finale a courbure homogéne constante cela en s’inspirant
du phénoméne de la propagation de la chaleur. Cette méthode est appelée programme de
Hamilton, il consiste & prendre une variété riemannienne (M, go) et faire évoluer le tenseur
métrique suivant une EDP qui ressemble a ’équation de la chaleur, ce qui donne :

% = —2Ricy,, go=g.

Cette équation connue sous le nom du Flot de Ricci. Les premiéres solutions de cette EDP
apparues dans I'article de Hamilton étaient les métriques d’Einstein resp (les solitons de Ricci)
données par I’équation Ric = A\g resp (Lxg = Ric+ 2)\g), pour une certaine constante A. Ces
solutions sont des points fixes pour le flot de Ricci car il n’agit sur eux que par homothétie ce
qui nous explique d’ou vient I’appellation soliton de Ricci, ces solitons peuvent étre classifiés
en trois types selon le A défini précédemment, donc on a trois cas si A < 0 le soliton est
expansif, si A = 0 il est dit stable, et si A > 0 rétractif.

Aprés avoir donné des résultats triviaux Hamilton énonce un résultat local, ce qui a rassuré
Hamilton que son programme marche bien et que c’est la bonne démarche pour résoudre la
conjecture, mais ce n’est pas encore fini car cette joie n’a pas duré longtemps a cause des
singularités qui viennent troubler Hamilton. Par singularité on veut dire 1’explosion du flot
en un temps fini mais ce type de singularité n’est pas le seul, et c’est & ce moment la ou
intervient le génie de 1’école russe Grigori Perelman qui a pu les classifier et méme résoudre
le probléme de géométrisation. Perelman a introduit deux fonctionnelles qui on joué un role
important dans sa preuve, depuis lors ces deux fonctionnelles sont connues sous le nom de
"\ —entropie et —entropie de Perelman", la chose remarquable c’est que les points critiques
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de ces fonctionnelles sont les solitons de Ricci qui étaient vus comme points fixes pour le flot
de Ricci, ce qui a donné envie aux mathématiciens de connaitre la géométrie et la topologie
de ces solitons et bien siir a les classifier. Les nombreux travaux de classification ont mené a
une remarque importante est que les solitons qui ne sont pas d’Einstein sont rares et comme
les solitons sont une généralisaton des variétés d’Einstein et que ces derniéres se trouvent en
abondance sur la classe des variétés de Sasaki, une question naturelle s’est poseé par Cao :
"existe t-il des solitons de Ricci du type rétractif sur des variétés de Sasaki qui ne sont pas
d’Einstein 7" de nombreux résultats sont publiés mais malheureusement ils sont : : : tous
négatifs. pendant cela une généralisation des solitons vient de paraitre ce sont les solitons de
Ricci généralisés donnés par :

Lxg=—20X"® X"+ 2c5Ric + 2\g

ot X? est une 1-forme définie par X’ = g(X,) et c1,co, A sont des réels. Il est clair que cette
généralisation est loin d’étre naturelle mais son avantage est qu’elle a pu regrouper de nom-
breuses équations intéressantes en géométrie différentielle, ce qui nous a poussé a investiguer
la question de Cao sur cette derniére.

Le but de cette these est 1’étude les solitons de Ricci généralisés, puis de trouver quelques
résultats liés aux variétés de Sasaki et les variétés K-contact.

Ce travail est reparti en quatre chapitres. Le premier chapitre décrit les outils de la géomé-
trie différentielle et la géométrie Riemannienne en introduisant multiples définitions & savoir
la métrique Riemannienne, la connexion de Levi-Civita, les tenseurs de courbure et aussi fait
rappel aux opérateurs remarquables définissant ainsi le gradient, la divergence, le Hessien et le
Laplacien. Le deuxiéme chapitre traite les variétés de contact et leurs propriétés. Le troisieme
chapitre met en relief la définition d’un soliton de Ricci, étudie des exemples de Ricci soliton,
présente quelques proprietés avec preuves et conclut la démonstration de Théoréme suivant
"Si la métrique g d'une variété métrique de contact n-Einstein (M, g, ¢,&,n) est un soliton
de Ricci non-Einstein, alors M est K-contact, et A > 0".

Dans le quatriéme chapitre on définit les solitons de Ricci généralisés. Ensuite, on construit
quelques exemples. En établissant les théorémes suivants :

Théoréme 0.1. [10] Soit (M,¢,&,n,g) une variété de Sasaki de dimension (2n + 1), qui
satisfait ’équation du soliton de Ricci généralisé avec X = gradf pour f € C®(M).
Si c1(N+ 2can) # —1, alors f est constante. De plus, si co # 0, alors (M, g) est une variété
d’Einstein.

Théoréme 0.2. Soit (M, p,£,n,9) une variété K-contact, et satisfait [’équation du soliton
de Ricci généralisé. (i) Sicy =0 ou V est orthogonal a &, alors V' est un champ de Jacobi le
long de chaque géodésique associé a &, 1.e.

R(V,€)¢ + VeVeV — VgV =0,
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(i) Si V = grad f, ou f € C®°(M), alors grad f est de Jacobi le long de chaque géodésique
associé a & si et seulement si c;(Hess f)(£,€) = 0.

Théoréme 0.3. Si une variété K-contact (M?**, g) est un soliton de Ricci généralisé de
type gradient avec ¢y (X + 2can) # —1, alors f est une fonction constante. De plus, si co # 0,

alors (M, g) est une variété d’Einstein.

Théoréme 0.4. Si une métrique K-contact g est un soliton de Ricci généralisé avec V' coli-
néaire avec & et co # 0. Alors, V' est un multiple constant de &, et g est n-Einstein. De plus,

si ¢y =0, alors (M, g) est une variété d’Einstein.
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Chapitre 1

(Généralités et préliminaires

1.1 Rappels de géométrie différentielle

Définition 1.1.

1. (Espace topologique séparé) On appelle espace topologique un couple (X;0) ou X
est un ensemble et O est une famille de parties de X, stable par réunion quelconque,
intersection finie et contenant l’ensemble total X et I’ensemble vide. Les U € O sont
appelés les ouverts de la topologie. Le couple (X;O) forme un espace topologique séparé

(ou espace de Hausdorff), si pour tout x,y € X avec x # y il existe U,V € O tels que
relU,yeVetUNV =0.

2. (Carte) Une carte (U, ¢) sur un espace topologique séparé M est la donnée d’un ouvert
U de M et d'un homéomorphisme ¢ de U wers un ouvert de R™. n est appelé la

dimension de la carte (U, ).

4. (Atlas de classe C*) Un atlas sur un espace topologique séparé M est la donnée d’un
ensemble de cartes (Us, ¢;) de méme dimension n, telles que les U; recouvrent M. On
dit qu’un atlas A sur un espace topologique séparé est de classe C* si les applications

i ogbj_l sont de classe C* entre ouverts de R™ (n est appelé aussi la dimension de M ).

Définition 1.2 (Variété de classe C*). Une variété de classe C* est un espace topologique

séparé, muni d’un atlas A de classe C*.

Notation. "Variété différentiable" signifiera toujours variété de classe C'**°.
Ezemple 1. L’espace R™ est une variété différentiable de dimension n avec A = (R", I[dgn).

Exemple 2 (L’espace projectif réel). L’ensemble quotient BP,(R) = R™* — {0}/, ou :

r~ys INERY x=N\y,



Généralités et préliminaires

est une variété différentiable de dimension n. En effet; Soit z € R™™ — {0} alors il existe
i€ {l,2,...,n+ 1}, tel que z; # 0. Pour chaque ¢ = 1,...,n + 1, on dénote par U; 'ouvert de
R — {0} défini par :

Ui = {(x1, 29, ..., Tpy1) /x;i # 0}.

La famille (U;)1<j<ny1 constitue un recouvrement ouvert de R"** — {0}. On dénote par 7 :
R — {0} — P,(R), x — Z la surjection canonique, ot Z est la classe de x modulo la
relation d’équivalence ~, et par U; 'image de U; par 7. L’espace projectif réel P,(R) muni de

la topologie quotient est recouvert par la famille (U;)1<;<p41. Et pour chaque i =1,...,n+1,

on note par ¢; I'application définie par :

. n
e U — R™,
T1 T2 Ti—1 Tit1 Tp4l
(xbx??"'axn-i-l) ? (_7_a"'7 ) ) )

soit ; l'application de U; dans R" définie par ¢;(Z) = ¢;(z) pour tout z € U;. Les
définissent des applications bijectives et compte tenu de la topologie quotient de P, (R), la
famille confére a 'espace projectif réel une structure de variété différentiable de dimension n
et de classe C'™°.

Définition 1.3 (Application différentiable). Soient (M, A) et (N,B) deuzx variétés différen-
tiables, et f une application de (M, A) dans (N,B). On dit que f est différentiable (resp. de
classe C" ) en un point x de M si pour une carte (U, ¢) dans A dans un voisinage du point x,
et une carte (U',¢') dans B autour du point f(z), Uapplication ¢ o f o ¢~ est différentiable
(resp. de classe C"). L’application f est différentiable dans M si f est différentiable en x,
pour tout x € M.

Notation. Nous utilisons les notations suivantes :
C*°(M) = I'ensemble des fonctions différentiables de M dans R.

C*(M, N) ='ensemble des applications différentiables de M dans N.

1.2 Fibré Tangent

Définition 1.4 (L’espace tangent a une variété différentiable). Soit M une variété diffé-
rentiable. Deux courbes différentiables c1,co :| — €,é[—> M sont tangentes au point p si

c1(0) = c2(0) = p et s’il existe une carte locale (U, @) de M telles que p € U et
dgoc)|  dgoc)

dt =0 dt t=0
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Généralités et préliminaires

On définit ainsi une relation d’équivalence sur l’ensemble des courbes passant par p :
"¢y ~ ¢y si elles sont tangentes en p "

Un vecteur tangent a M en p est une classe d’équivalence de courbes tangentes en p. L’espace

tangent a M en p, noté T,M, est l’ensemble des vecteurs tangents a M en p.

Remarque 1. Soit ¢ une courbe différentiable définie sur un intervalle | — €, [ a valeurs dans
un sous-ensemble de la variété différentiable M. Notons par C3°(M) I'ensemble de toutes les
fonctions f : M — R de classe C*° autour du point p = ¢(0). Un vecteur tangent a la courbe

c au point p est un opérateur ¢(0) : C3°(M) — R défini par

o) = 12

Définition 1.5 (Le fibré tangent a une variété différentiable). Le fibré tangent a une variété

t=0

différentiable est [’ensemble
™ = | J T,M,
peEM

(muni d’une structure différentiable naturelle, TM devient une variété différentiable de di-

mension 2dim M ).

Définition 1.6 (L’application tangente en un point). Soient M et N deux variétés diffé-
rentiables et soit f une application différentiable de M dans N. Pour tout point p de M,
Uapplication tangente de f au point p est l'application linéaire
dpf : TpM — Tf(p)N
¢(0) > dpf(c(0)) : CF,H(N) — R,

d(go foc)

—
g dt t=0

1.3 Champ de tenseurs

Définition 1.7 (Champ de vecteurs). Un champ de vecteurs X sur une variété différentiable

M est une application qui associe a tout point p de M un vecteur tangent a M en ce point p :
XM — TM
p — X, €T,M.

Un champ de vecteurs est dit différentiable si l’application définie ci-dessus l’est aussi. L’en-

semble de tous les champs de vecteurs de M est noté par I'(T M) ou X(M).

13



Généralités et préliminaires

Définition 1.8 (Tenseur). Soit V' un espace vectoriel de dimension n.

1. Un k-tenseur sur V' est une application multilinéaire réelle définie sur le produit V. x 'V x ... x V.
k-}’roz's

L’espace des k-tenseurs est lui-méme un espace vectoriel réel noté par T*(V*).

2. Un (r,s)-tenseur sur V' est une application multilinéaire réelle définie sur le produit
VXV X . xXVxV"xV"x..xV* ouV* estle dual algébrique de V. L’espace des

-~

s-fois r-fois
(1, s)-tenseurs est aussi un espace vectoriel réel noté par TE™(V* V).

Définition 1.9 (Champ de tenseurs). Soit M une variété différentiable. Un (r,s)-champ de
tenseurs (ou champ de tenseurs de type (r,s)) sur M est une application qui associe a chaque
point p € M un (k,m)-tenseur T, € T™*(TyM,T,M), ou TyM désigne l'espace cotangent
dual de T, M.

Remarque 2. Soit M une variété différentiable. Une 1-forme différentielle w sur M est un
champ de tenseurs de type (0,1). L’ensemble des 1-formes différentielles sur M, est noté par
L(T*M), ou QY (M).

1.4 Dérivée de Lie

Définition 1.10 (Groupe de transformations & un-paramétre). Soit M une variété différen-
tiable. Un groupe de transformation a un-parameétre ¢ sur M, est une application différentiable
de M xR dans M, tel que ¢(x,0) = x, et ¢p(¢d(x,t),s) = ¢p(x,t+s) pour tout x € M, t, s € R.

On définit ¢,(x) = ¢(x,t), alors pour tout ¢ € R, ¢, est une application differentiable de
M vers M, et guy(z) = 6(x,t +5) = 9(0(2.1), 5) = 3(6(x), 5) = du(@n(x)) = (9 © 91)(2),
alors ¢ s = @5 0 Py = Py 0 P puisque t + s = s + .
¢o est Iapplication identité de M vers M puisque ¢o(z) = ¢(x,0) = z pour tout z € M.
On a, ¢py0¢p_y = ¢_; 0 ¢y = ¢, cela veut dire que chaque application ¢; a une application
inverse ¢_;, qui est aussi différentiable. Donc, ¢; est un difféomorphisme de M vers M.
Ainsi, 'ensemble des transformations {¢;},cr est un groupe commutatif, noté Diff( M), et
I’application t — ¢; est un homomorphisme entre le groupe additif des nombres réels et le
groupe des diffeomorphismes {¢; };cr sur M.
Chaque groupe de transformations a un-parameétre ¢ sur M détermine une famille de courbes

dans M ('orbite du groupe). L’application ¢, : R — M donnée par ¢, (t) = ¢(z,t) est une

14



Généralités et préliminaires

courbe différentiable sur M pour tout z € M. Comme ¢,(0) = ¢(x,0) = x, le vecteur tangent
a la courbe ¢, au point ¢t = 0 appartient a T, M. Le générateur de ¢ est le champ de vecteurs

X, tel que X, = qbz(O)

Définition 1.11 (Flot d’un champ de vecteurs). Soit M une variété différentiable, et soit X
un champ de vecteurs sur M. Le flot de X, noté ¢x : I — Diff(M),t — ¢x4, (0 € I CR),

est U'unique solution de ’équation différentielle de condition initiale :

dox ()
—d; . = X¢X,t($)7 ¢X,O(~T> =T, YV e M.

Définition 1.12. Soit M une variété différentiable, et soit X, Y deux champs de vecteurs

sur M. La dérivée de Lie de Y par rapport a X est définie par :
d, .,
(EXY)JS - d_(QSX,tY)(:U) ) Vo € M>
t t=0

ot ¢x ¢ est le flot de X, et ¢, est son pull-back :
¢y N(TM) — T(T'M), Ox Y = dqg(}t oY odxy

Proposition 1.1. VX, Y e I'(T'M), on a LxY = [X,Y].

Preuve. Soit U un ouvert de M. Etant donné f € C*°(U), on pose :

ftx) = f(ox—(x)).

flt,z) — f(0,z) = Ot%(s,x)ds
=1 Olg—{(ts,x)ds.

Soit g(t,z) = 01 g(ts,x)ds. Puisque f et ¢x sont C, f et g sont C°°, on obtient :

g0.2) = Yo.)

ot
0| Tox)

o
= A f(o] _ox(—t.m)
= dSX)
= —X(H))

15
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De plus, on a :

(0% Y )2(f) = (YV(foodx-t))(dxs(x))
= Y(Z)X’t(z)(foqu,—t)?

or u— foox_(u) = f(t,u) s’écrit :

ur— f(0,u) +1g(t,u) = f(u) +tg(t, u) = (f + tge)(w),

ou gi(u) := g(t,u). Par conséquent :

(0% Y)e(f) = Yox,(f +1tgr)
= Yoxu@ () + Yoy, (9))

Alors :
L0 Y V() =
= —(Y(Noxu(®)) =Y () (@) + Yox @) (90)-

Comme ¢t — ¢x () est une courbe dont le vecteur vitesse en t = 0 est X (x), on obtient :

X, (Y(f)) = lim (Y () (@xe(z) = Y(F)(z)

t—0 t
Finalement :
%%@;_ty_m(f) = X(Y(f) +lm Yoy o9
= X,(Y(f)) +Yag0
= X (Y(f)) = Ya(X())
= [X,YLL())

Proposition 1.2. Soit M une variété différentiable, alors :
1. Lxf=X(f), VX e '(TM), Vf e C>®(M).
2. Lx(fY) = fIX,Y]+ X(f)Y, VX,Y e T(TM), Vf € C=(M).
3. (Lxw)(Y)=Xw(Y)) —w(X,Y]), VX, Y e (TM), Yw € T(T*M).
4. Pour les formes différentielles « et B sur M, on a :

‘CX(OZ/\ﬁ):;CXa/\ﬂ—FOé/\,Cxﬁ
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Généralités et préliminaires

5. Soitent S, T deux champs de tenseurs sur M, on a :

Ly(S®T)=LxS®T +5® LT

6. VT e T(TM) @ ...  D(TM) @ T(T*M) & ... @ T(T*M), on a :

J

TV
r—fois s—fois

(EXT)(W17“' 70‘-}7“71/17"' 7Y;> - X<T(UJ17"' ,wr,}/'l,--- 7}/;))
_T(Ele’ ’wT7}/’17... ’}/;)
_..._T<w17... ,wT7}/17... 7£X}/S)

Preuve.

1. Soit X € I'(T'M) et soit fe C>®(M),ona:

(Exf)e = (6% P@eco

d’autre part ¢% ,f est donnée par :

Ox.f (1) = foxa(2)),

on trouve :

(ExPe = S0 Oxe)lmo
= %foﬂt:o

= 30)(f)
= X(/f),

o (1) = dx.().
2. Soit X,Y € I(TM), et soit f € C>®(M), alors :

Lx(fY) = [X, fY]
= X(fY) - fY(X)
= X(NHY +fX(y) - fY(X)
= X(f)Y + fIX,Y].

17
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3. Soit «, f deux formes différentielles, alors en x € M on a :

Ex<a A ﬁ) =

(650" (@ A Ao

L (@xa)"a (px) Dl

D12 (Oxaa® (@x0'8 — (6x0)B @ (bx)V o

S (0xa) koo ©(6x0)"0 + (6x0)'0 ® (0. lco

~ 2 0x) Blimo @(6x0) 0~ (9x0)'B @ (6.0l
L5 (03" ©(6x0)"8 — (6x0)'8 ® (0x.) "0l
3 l(6x0) 0@ 5 (8x0) Bl — (650" Flizo ©(6x0) @)

d d
S5 (0x) ol @8 — © (0x.)"alecd]

1 d d
+§[(04 ® E(QSX,t)*ﬁ‘t:O _%(¢X,t)*5|t:0 ®a)]
d

d
Ox,p) =0 AB+ a A £(¢X,t)*5’t:0
LxaApP),+ (aNLxP),
Lon AN ﬁ +aA ﬁxﬂ)m

4. Soient S ,T" deux champs de tenseurs, alors :

Lx(S®T),

d .
. %((Cbx,t) (S ®T))l=0

d

%((qu,t)*S ® (¢x.4)"T)|i=o0

d d
= %(¢X,t)*s|t:0 R(dx0)"T + (¢x,0)"S ® %(¢X,t)*T|t:0
= (LxS®T),+ (S®LxT),
= (LxSQRT+S®LxT),.

18
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1.5 Rappels de géométrie Riemannienne

1.6 Variété Riemannienne

Définition 1.13 (Métrique Riemannienne). Soit M une variété differentiable de dimension
n. On appelle métrique Riemannienne sur M, le choiz d’un champ de tenseurs g de type (0, 2)

partout definit sur M, et tel que pour tout p dans M :
gp : TpyM x T,M — R,

soit une forme bilinéaire symétrique, et définie positive.

Une variété Riemannienne est un couple (M, g), ot M est une variété différentiable,

et g une métrique Riemannienne.

Ezxemple 3.

1. (L’espace Euclidien) L’espace R™ muni du produit scalaire standard :

n

QO(V, W) = Z Viw;

i=1
on V= (vo,...,0)e, W = (wg,...,w,)s € T,R" x € R" est une variété Rieman-
nienne.

2. (Métrique Hyperbolique gy) Dans la boule :

D" ={z e R"[[lz] <1},
on considere la métrique Riemannienne :

gH(X, Y) = W go(X, Y), X,Y € Tan, T € DTZ
— ||T

1.7 Connexion de Levi-Civita

Définition 1.14 (Connexion linéaire). Une connexion linéaire sur une variété differentiable

M est une application NV : T'(TM) x T'(TM) — I'(TM) qui vérifie les conditions suivantes :
1. VixigvZ = fVxZ +gVyZ
2. Vx(Y +2)=VxY +VyZ
5. Vx(fY)=X(N)Y + fVxY
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ou X,)Y,Z € T(TM) et f,g € C*(M). On dit que VxY est la dérivée covariante de Y en
direction de X.

Soit g une métrique Riemannienne sur une variété différentiable M, une connexion linéaire

V est dite compatible avec g si :

X(g(Y, 2)) = ¢(VxY, Z) + g(Y,VxZ), VX,Y,Z e (TM). (1.1)

A toute connexion linéaire V sur une variété différentiable on associe le tenseur de torsion

du type (1,2) suivant :
T(X,)Y)=VxY -VyX - [X)Y], VXY eI'(TM).
Théoréme 1.5. Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors Uapplication :
V:I(TM)xI'(T'M) — I'(TM),
définie par la formule de Koszul :
29(VY.Z) = X(g(Y.2))+Y(9(Z.X)) = Z(g(X.Y)) (1.2)
+9(Z, X, Y]) + 9(Y, 2, X]) = 9(X, [V, Z]),

est une connexion linéaire sur M, appelée connexion de Levi-Civita. De plus, cette connexion

linéaire est l'unique connexion linéaire sans torsion (T = 0), et compatible avec la métrique

g.

Preuve. Soit X,Y,Z € I'(TM), on a :

29(VxY,2) =29(Vy X, Z) = X(9(Y,2)) +Y(9(Z X)) = Z(9(X,Y))
+9(Z,[X,Y]) +9(Y, 2, X]) — g(X,[Y, Z])
—Y(9(X,2)) = X(9(2,Y)) + Z(9(Y, X))
—9(Z,[Y, X]) = g(X, [Z,Y]) + g(Y, [X, Z])
= 29([X,Y], 2).

D’ou la connexion de Levi-Civita est sans torsion. De méme méthode on obtient :

29(VxY, 2) +29(VxZ,Y) = X(9(Y,2)) +Y(9(Z, X)) = Z(9(X,Y))
+9(Z,[X,Y]) +9(Y, 2, X]) = g(X, [V, Z])
+X(9(2,Y)) + Z(9(Y, X)) = Y(9(X, Z))
+9(Y,[X, 2]) +9(Z, [V, X]) — 9(X,[Z,Y])
= 2X(9(Y, 2)),

20



Généralités et préliminaires

donc la connexion de Levi-Civita est compatible avec g. Comme g est définie positive, donc
non-dégénérée, ainsi la relation (1.2)) détermine complétement la connexion V, ce qui donne

l'unicité. ]

Proposition 1.3. Soient (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n, V la connemon

de Levi-Civita, et (U, p) une carte sur M avec les champs de bases associés 0 . Alors :

Ox1? """ 8x
o r*
3 Z ij al'k

ou Ffj sont les coefficients de Christoffel donnés par :

=15 g0+ 2y, (1)

=1

et gi; = g (aii’ %) sont les coordonneés de g relativement a la carte (U, ), avec (g¥) =

(9i5)"
Définition 1.15. Soit V la connexion de Levi-Civita de (M, g).
1. Vxf=X(f),VX el(TM),Vf e C*M)
2. (Vxw)(Y) = X(w(Y)) — w(VxY), VX,Y € [(TM), Yw € D(T*M).
3. Soit T un tenseur de type (s,r), VX, Y1,...,Y, €e (T M), Yw,,...,ws € ['(T*M),

(VxT)(wri, ... ws, Y1,...,Y) = X(T(wy,...,ws, Y1,...,Y}))
—T(Vxwi,...,ws, Y1,...,Y,)
— .. —T(wy,...,Vxws, Y1,...,Y,)
—T(wyy. .. ,ws, VxYi,...,Y,)
— .= T(wy, .. .,ws, Y1, ..., VxY,).

1.8 Tenseurs de Courbure

Définition 1.16 (Tenseur de courbure ). Soit M une variété différentiable, V une connexion

linéaire sur M. On définit le tenseur de courbure associé a la connexion linéaire V :
R:T(TM)xT(TM)xT(TM) — I'(TM)

R(X, Y)Z - Vvaz — VyVXZ — V[X7y]Z7 (14)
ou X,Y, Zel(TM), et [ X,Y]=XoY —Y oX estle crochet de Lie sur I'(TM).
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Définition 1.17. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n, le tenseur de cour-
bure associé a la connexion de Levi-Civita est appelé tenseur de courbure Riemannienne, ce

tenseur de courbure Riemannienne peut étre exprimé en fonction des symboles de Christoffel :

R(0;,0;)0 ZR@,

Rzyk a(rék Fik +Z{Fzm ;rllc F;nl?: )

0t (0;)i=1..n est une base locale de champs de vecteurs sur M.

Proposition 1.4. Soient (M, g) une variété Riemannienne, et X,Y,Z, W des champs de

vecteurs sur M. Alors :
1. R(X,X)Z=0;

(X,

2 R(X,X.Z,W)=0;
3. RIX,Y,Z,2)=0;
4. RIX,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (l'identité de Bianchi algébrique),

ot R(X,Y, Z W) =g(R(X,Y)Z, W) est le tenseur de courbure du type (0,4) sur (M,g).

Preuve. La premiére et la deuxiéme équation sont équivalentes et elles découlent immé-
diatement de la définition ([1.16)), et du fait que [X, X] = 0. Pour montrer la troisiéme, on

a

X[Yg(z,2)]] = X[g(VvZ Z)+9(Z VyZ)]
= 2X[9(VyZ,2)]
= 2(9(VxVvZ,Z) +g(VyZ,VxZ)). (1.5)
De méme pour :
YIX[9(Z,2)| =29(VyVxZ,Z) + g(VxZ,VvZ)). (1.6)
et on a :
(X, Y1(9(Z,2)) = 29(Vixy)Z, Z). (1.7)
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De (1.5)), (1.6)), et (1.7]) on obtient :

R(X,Y,Z,Z) = g(R(X,Y)Z,Z)
= g(VXVyZ —VyVxZ — V[X,Y]Z, Z)
= g(vaYZ, Z) — g(Vvaz, Z) — g(V[X,y]Z, Z)

= 1(X Y'g(Z 2)]] =Y [X[9(Z,2)]] - [X,Y](9(%,2)))

— DN

= “(XoY -YoX—[X,Y])(9(Z2)
= 0.

\)

Pour la quatriéme, on utilise :
VxY = VyX = [X,Y]
On a:
R(X,Y)=VxVyZ -VyVxZ - VixvZ, (1.8)

d’on :

RY,Z)X = VyVzX —V,VyX — VX
— Vy(VxZ+[2,X]) = V;Vy X = VyyX
— VyVxZ+Vy[Z,X] = VsVyX — VX
— VyVxZ+ VY + Y, [Z X]
—V,Vy X = ViyzX, (1.9)

et de méme :

R(Z,X)Y = V;VxY -=VxV;Y =VzxV
= Vz(Vy X +[X,Y]) = Vx(VyZ + [V, Z]) = Viz )Y
= Vz(VyX)+ V([ X,Y]) = Vx(VyZ) = Vx([Y,Z]) = Vizx)Y
= VWX +VxyZ+[Z,[X,Y]
VxVyZ — VX — [X,[Z.Y]] - VizxY. (1.10)

a partir des équations (1.8)), (1.9), et (1.10)), avec [X,Y] = —[Y, X], on obtient :

R(X,)Y)Z+R(Y,2) X+ R(Z,X)Y = [X,[Y.Z]]+[Y.[Z, X]|+[Z,[X,Y]] (L'identité de Jacobi)
= 0.
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Corollaire 1.1.

Sous les mémes conditions de la proposition précédente, on a :

1. RY,X)Z =—-R(X,Y)Z ;
2. R(Y,X,Z,W) = —R(X,Y,Z,W);
3. R(X,Y,W,Z)=—R(X,Y,Z,W).

Preuve. 3. On a:

On obtient :

de méme, on a :

ng(Z, W) = g(VyZ, W) -+ g(Z, VyW),

Vx(Vyg(Z,W)) = g(VxVyZ,W)+g(VyZ,VxW)
+ 9(VxZ,VyW)+g(Z,VxVyW).

g(VXVyZ, W) = Vx<Vyg<Z, W))—g(Z, VvaW)
— g(VyZ, V)(W) — g(VXZ, VYW),

g(VyVXZ, W) = Vy(VXg(Z, W))—Q(Z,VyVXW)
- g(VXZa VYW) - g(VyZ, wa)

Comme la connexion linéaire V est compatible avec g, on trouve :

Ainsi :

R(X,Y,Z,W)

9(Vixy1Z, W) = —g(Z,VixyiW) + [X, Y] (9(Z,W)).

= 9g(VxVyZ, W) —=g(VyVxZ W) = g(Vixy)Z, W)

= Vx(Vyg(Z,W)) = g(Z,VxVyW)

GV Z, VW) = g(Vx Z, Yy W) = Ve (Vxg(Z, W) + g(Z, Yy VW)
b g(VXZ Uy W) + g(Vy Z,ValW) + g(Z, TixryWV) — [X,Y] (9(Z, 1))
= —g(Z,VxVyW) +g9(Z,VyVxW)+ g(Z,Vixy]W)

= —RX,)Y,W,Z).

Proposition 1.5. Soient (M, g) une variété Riemannienne, et X, Y, Z, W des champs de

vecteurs sur M,

alors le tenseur de courbure R satisfait :
R(Z, W, X, Y)=R(X,Y,Z,W).
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Preuve. En utilisant l'identité algébrique de Bianchi , on peut vérifier que :
RX,)Y,Z W)+ R(Y,Z, X, W)+ R(Z, X, Y, W) =0.
De méme, on a :
RW, X, Z.Y)+ R(X,ZW,Y)+ R(Z W, X,Y) = 0;
RY W, X,Z)+ RW,X,Y,Z)+ R(X,Y,W,Z) = 0
R(Z, YW, X)+ RY,W,Z, X)+ RW,Z,Y,X) = 0.
a partir des quatre équations précédentes, et en utilisant 2) et 3) du Corollaire[I.1] on obtient :
2R(Y, Z, X, W)+ 2R(Z, X, Y, W)+ 2R(Z, W, X,Y) = 0.

Comme :
RY,Z, X, W)+ R(Z X, Y,W)=—-R(X,Y,Z, W),
donc :
2RY, Z, X, W)+ 2R(Z, X, Y, W)+ 2R(W,Z, Y, X) = =2R(X,Y,ZW)+2R(W,Z,Y,X)
d’ou :
RW,Z,Y,X)=R(X,Y,Z,W).
Finalement :

R(Z,W,X,Y) = R(X,Y,Z,W).

Remarque 3. Le tenseur de courbure est C*°(M) 3-linéaire.

1.9 Courbure Sectionnelle

Définition 1.18. Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension n (n >2), v € M,
et P un 2-plan de T, M de base {X,Y}. On appelle courbure sectionnelle de P :
K(p) - IEXYYVX)
9(X, X)g(Y,Y) — g(X,Y)?
On dit que (M, g) est de courbure constante s’il existe une constante k € R tel que pour tout
x € M, et pour tout 2-plan P de T, M, on a K(P) = k.

Théoréme 1.6. Une variété Riemannienne (M, g) (de dimension n > 2) est de courbure

sectionnelle constante k si et seulement si le tenseur de courbure vérifie [’équation :

RIX,Y)Z =k[g(Y,2)X — g(X,2)Y], VX,Y,Z e D(TM).
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1.10 Tenseur de Ricci

Définition 1.19. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n. La courbure de

Ricci de (M, g), est un champ de tenseurs du type (0,2) défini par :
Ric(X,Y) = trace(Z — R(Z,X)Y)

= Zg(R(ei,X)Y, €i)s (1.11)

pour tout X,Y € I'(T'M), ot (€;)i=1..n est une base locale orthonormée sur (M, g).

Propriété 1.1. La courbure de Ricci d’une variété Riemannienne (M, g) est symétrique.
Ric(X,Y) =Ric(YV, X), VXY eT(TM).

Définition 1.20. Le tenseur de Ricci d’une variété Riemannienne (M, g) de dimension n,

est un champ de tenseurs du type (1,1) défini par :
Ricci(X) = Y " R(X,e))e;, VX € D(TM).
i=1

Remarque 4. Pour X, Y € I'(TM), on a :

Ric(X,Y) = g(Ricci(X),Y).

1.11 Courbure Scalaire

Définition 1.21. On appelle courbure scalaire d’une variété Riemannienne (M, g) de dimen-

sion n, la fonction définie sur M par :

n

S = trace Ric = Z g(R(e;,ej)e;, ;).

3,j=1
ot (€;)i=1..n est une base locale orthonormée sur (M, g).

Corollaire 1.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n de courbure constante

k, alors :
1. Ricci(X)=(n—-1)kX;
2. Ric(X,)Y)=n—-1)kg(X,Y);
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3. S=n(n-1)k.

Ezxemple 4.
1. La sphére S™ est de courbure positive égale 1;
2. L’espace R" est de courbure nulle ;
3. L’espace hyperbolique H? = {(z,y) € R?|y > 0} muni de la métrique :

_da? + dy?
-

Y

est de courbure négative égale —1.

1.12 Opérateur Gradient

Définition 1.22. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n, on définit [’'opéra-
teur Gradient par :
grad : C*°(M) — I(TM), [+ gradf,

tel que pour tout X € T'(TM), on a :

g(gradf, X) = X(f).

On peut écrire le Gradient localement par :

" Of 0
_ ige) Y
grad f Z g o, axj.

4,j=1

Soit {ey, ..., e,} une base orthonormée sur (M, g), alors :

gradf =Y _e;(f)e;.
i=1

Propriété 1.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors :
1. grad (f + g) = grad f + grad g ;
2. grad (fh) = hgrad f + fgradh;
3. (grad f)(h) = (grad h)(f) ;
4. 9(Vxgrad f,Y) = g(Vygrad f, X) ;
ot f,h € C=(M) et X,Y € T(TM).
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1.13 Opérateur Divergence

Soit X un champ de vecteurs sur une variété Riemannienne (M, g), alors :
VX :T(TM)—I(TM), Z+—VzX,
est une application C'*°(M )-linéaire.

Définition 1.23. La Divergence d’un champ de vecteurs X € T'(TM), notée div X est une

fonction sur M, définie par :
div X = trace VX.

L’expression de la Divergence en coordonnées locales est donnée par :

: o 0
divX = Zg]g(ViX,aT).

ij=1 ]
J 81’1

Définition 1.24. La Divergence d’une 1-forme w sur (M, g), est donnée par :

divw = trace(Z — Vzw);

= Y (Vew)e;
= YUY g W),
i=1 a_xl v

Plus généralement, on peut aussi définir la Divergence d'un (1, 7)-tenseur, comme suit :
(divT) (X1, ... X;) = trace(Z — (VzT)(X1, ..., X,)).

Propriété 1.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors :
1. div(X+Y)=divX +divY;
2. div(fX)=fdivX + X(f);
3. div (w+n) =divw + divy;
4. div (fw) = fdivw + w(grad f).
pour tout X, Y € I'(TM), w,n e T(T*M), et f € C®(M).

Preuve. On applique la définition de la Divergence, soit {e;}!; une base orthonormée locale

sur (M, g), on a :
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div(X +Y)

div (w +n)

div (fw)

n

n

= Y 9(Vo (X +Y),e)
i=1

= Z g(veiX, 61‘) + Z g(veZ‘Ya ei)
i=1 i=1

= divX +divY.

> g(VelfX) e)

i=1

Zg(ei(f)X + fVe, X e)

=1

3

= > (Valw e

= Z(Veiw)(ei) + Z(Vein)(ei>

= divw +divn.

S (Ve (fw)) (@)

=1
n

=1
n

D

=1
n

D

i=1

>_eilfwlen) = ) _w(Vee)
ei(flwle) + 3 eilwlen) = f 3 w(Veer)

w(ei(fe:) + fZei(w(ei)) - fzw(veiei)

w(gradf) + fdivw.
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1.14 Opérateur Hessien

Définition 1.25. Soit f une fonction différentiable sur une variété Riemannienne (M, g) de
dimension n, la Hessien de f est définie par :
Hessf = I(TM)xI'(TM) — C®(M).
(X7 Y) — (HGSSf)(X, Y) = g(VXgradf, Y)
Remarque 5.
1. Hess f est un champ de tenseurs de type (0,2),
2. Hess f est symétrique : (Hess f)(X,Y) = (Hess f)(Y, X).

3. Localement, on a :

n

Hess f = Z(Hess f)ijdz; ® dz;,

ij=1

ot (Hess f);; sont données par :

0
(Hess f)i; = 9(V g gradf,a—)
Lj
8:62-
PN 0f

. 2 iy
0z;0x; p oxy,

1.15 Opérateur Laplacien

Définition 1.26. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n, on définit [’opéra-

teur Laplacien, noté A\, sur (M, g) par :

A C®(M) — C=(M)
J— A(f) = div(grad f)

Propriété 1.4. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n, alors :
(

1 A(f+h)=A0) + Ah) ;
2. AN(fh)=h A (f)+ f A (h) +2g(grad f,grad h) ;
pour tout f,h € C*(M).

Preuve. Soient f,h € C*(M), en utilisant les propriétés des opérateurs grad et div et le

fait que X (f) = g(grad f, X), on obtient :
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1.
A(f+h) = div(grad(f + h))
= div(grad f + grad h)
= div(grad f) + div(grad h)
= A(f) + A(h),
2.

A(fR) = div(grad(fh)
= div(fgrad(h) + hgrad(f))
= div(fgradh) + div(hgradf)
= fdiv(gradh) + (grad h)(f) + hdiv(gradf) + (grad f)(h)
= fA(h)+hA(f)+2g(grad f,grad h).

Proposition 1.6 (Expression du Laplacien en coordonnées locales). Soit (M, g) une variété

Riemannienne de dimension n, alors :

noo 0> f n of
— i — k ZJ
A(f) Z g <axlax] — FZ] al’k) )

ij=1

pour toute f € C°(M).

Preuve. Pour toute f € C*(M), on a :
A(f) = div(grad f)

ij 0
= D _9"9(V o grad f, o)

ijl J

Z 0 0
i,j= 1g (ang grad f, j) glgrad f’va%i Ox; ))
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1.16 Les fibrés vectoriels

Définition 1.27. On appelle fibré vectoriel de fibre type R*, le triplet (E, 7, M), ot E et M
sont des variétés différentiables, et m : E —> M wune application surjective de classe C,

telles que les conditions suivantes sont satisfaites :
1. Pour tout v € M, E, = n=*({z}) est un R-espace vectoriel de dimension k.

2. (Condition de trivialisation locale). Pour tout x € M, il existe un voisinage ouvert U

de x dans M et un difféomorphisme o : 71 (U) — U x R* tels que :

i) Pioyp=m, i.e. le diagramme suivant est commutatif :

Y U)—>U x R¥

S

U
ou Py : (x,y) € U x RF — x € U désigne la premiére projection.
ii) L’application o, = @), : B, — {x} x R¥ est linéaire bijective pour tout x € M.

La variété M est appelée base du fibré, E 'espace total, et E, = 7~ ({x}) la fibre au-dessus

de x.
Ezemple 5 (Fibré tangent). Soit M une variété différentiable de dimension n,

m:TM — M
vo— X (veT,M)

la projection canonique. Le triplet (T'M, 7, M) est un fibré vectoriel de fibre type R™. En
effet :

1. T'M est une variété différentiable de dimension 2n ;
2. Pour tout x € M, 7= '({z}) = T,M ~ R";
3. Si (V,4) une carte de M en x, alors la carte de trivialisation locale est définie par :
o:m (V) — VxR
(y,0) — (y,dyib(v))
Ezemple 6 (Fibré trivial). Soit M une variété différentiable de dimension n. On pose :

E =M x R,
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7:MxRF — M.

(x,y) — =z
Alors, (E,m, M) est un fibré vectoriel de fibre type RE.

Définition 1.28 (Section sur un fibré vectoriel). Une section sur un fibré vectoriel (E, 7w, M)
est une application o : M — E de classe C™ telle que m o 0 = Idy (i.e. o(z) € Ey,
pour tout x € M ). Une section locale au-dessus d’un ouvert U C M de E est une application
0:U — FE telle que moo = Idy. L’ensemble des sections d’un fibré vectoriel (E, 7, M), noté

['(E), est un R-espace vectoriel. La multiplication d’une section o € I'(E) par une fonction
f e C>®(M) est donnée par :

(fo)(x) = f(x)o(x), =€ M.

Proposition 1.7. Soit (E,m, M) un fibré vectoriel de type fibre R, si (U, ) est une carte

vérifiant la condition de trivialisation locale, alors :
1. pour touti=1,. k :
ol :U — E,
z o of(z) =, (e)
est une section de classe C™, ot (ey, ..., ex,) désigne la base canonique de R”.

2. (0f,...,07) est une base locale des sections de E.

Inversement. Si (o7q, ...,0%) est une base de sections sur E définie sur un ouvert U C M,

alors :
e L UXxRY — 77YU),
k
(@,y", %) — Y yloi()
i=1

est un diffeomorphisme, tel que (7~1(U), ) est une carte de trivialisation locale.

Exemple 7. Un champ de vecteurs sur une variété différentiable M, est une section du fibré

tangent associé¢ a T'M.

Définition 1.29 (Fibré dual d’un fibré vectoriel). Soit (E, 7, M) un fibré vectoriel de fibre
type R¥. Nous définissons le fibré dual de E, noté E* par E* = Usens By Soit

™. B — M,
weFE, — =z
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alors (E*,7*, M) est un fibré vectoriel de fibre type R*. Si (U, @) est une carte sur E, vérifiant

la condition de trivialisation locale, on pose :
o* (7)) N U) — U xR,
we By (r,w(p; (), wlps ()

ot (e, ...,ex) est la base canonique de R*. Alors, (U,¢*) est une carte sur E* vérifiant la

condition de trivialisation locale.

Définition 1.30 (Section sur un fibré vectoriel dual). Une section sur le fibré vectoriel dual
(E*, 7, M) de fibre type R* est une application w : M — E* de classe C™, telle que
T ow = Idy (i.e. w(x) € EX pour tout v € M ).

(Une section w sur le fibré vectoriel dual (E*, 7%, M) est de classe C™ si et seulement si

pour toute carte (U, ¢) vérifiant la condition de trivialisation locale sur E,

w(oy),...,w(og) € C(U).
On déduit la proposition suivante :
Proposition 1.8. Toute section w € I'(E*) sur le fibré vectoriel dual (E*,7*, M) définit une
application C*°(M)-linéaire :

w:I(E) — C®(M),

o — w(o)

tel que, pour tout x € M, on a w(o)(z) = wi(o(z)).

Ezemple 8 (Fibré cotangent). Soient M une variété différentiable C*° de dimension n, T*M =
U,ers TiM (T M étant le dual de 'espace tangent T, M), et :

xeM T x
o™ T"M — M

welirM — x

la projection canonique. Alors, le triplet (T*M,mw, M) est un fibré vectoriel, de fibre type R"

et de carte de trivialisation locale associée a la carte (U, 1)) de M, définie par :
o: ()Y U) — UxR",
(va) — (va(al|y)7“"w(an|y))

ou (0, ..., 0,) désigne la base des champs de vecteurs relative a la carte (V,v). (T*M,n*, M)
est le fibré dual du fibré tangent (T'M, w, M) (appelé fibré cotangent).
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Définition 1.31 (Produit tensoriel de fibré). Soient (E,7wg, M) et (F,7p, M) deux fibrés
vectoriels de fibre type respectivement R¥ et R' . Nous définissons le produit tensoriel de E et
F,note EQF, par EQF = U,cp Ee @ Fy, ou, E, (resp. F, ) la fibre au-dessus de x sur
E ( resp. sur F'), et Uapplication m par :

T E®QF — M.
vRw — mT(vew)="7g)=mrp(w)

Alors, (EQF, 7, M) est un fibré vectoriel sur M de fibre type R¥! appelé fibré produit tensoriel
de (E,mg, M) et (F,mp, M).

Soient (U, ) et (V, 1) deux cartes vérifiant la condition de trivialisation locale respecti-
vement sur E et F |, avec U NV # (). Alors :
eRY: 7 (UNV) — UNV xRFaR,
vRWE B, @F, — (2,0,(v) ® Y. (w))

définie une carte sur £ ® F' vérifiant la condition de trivialisation locale, o1 :
pr=Pryop , 1, =Pryoy,
Pry: M xRF — RF
(x,2) — =z
et :
Pry: NxR — R.
(x,2) — =z

Définition 1.32 (Section sur le fibré produit tensoriel). Soient (E,ng, M) et (F,mp, M) deux
fibrés wectoriels de fibre type respectivement R* et R! . Une section sur le produit tensoriel
E ® F est une application T : M — E ® F de classe C™, telle que m o T = Idy (i.e.
T(z) € E, ® F, pour tout x € M).

Soit (U, ) (resp. (V,1)) une carte vérifiant la condition de trivialisation locale sur E
(resp. sur F') de base locale de sections (a¥)%_ (resp. (0}")321). SiT € I'(E® F) est une

section sur le produit tensoriel £/ ® F', on a :
Tlyey =T0f @ 0},
ot T% sont des fonctions différentiables de classe C* sur M (pour tout i = 1.k et j = 1..1).
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Définition 1.33 (Sous-fibré). Soit (E,n, M) un fibré vectoriel de fibre type R*. On dit que
E' C E est un sous-fibré de E de rang k' si au voisinage de tout point il existe une carte de

trivialisation de E telle que :
T HU)NE ~U x (R¥ x {0}) Cc U x R*,
(Un sous-fibré vectoriel est un fibré vectoriel).

Ezemple 9. Si N est une sous-variété de M, alors TN est un sous-fibré de i*(T'M),

ou i : N — M est I'injection canonique.

Définition 1.34 (Fibré quotient). Soit (E, 7, M) un fibré vectoriel de fibre type RE. A tout

sous-fibré E' C E est associé le fibré quotient défini ponctuellement par :
(E/E), = E,/E,, Yz & M.

Définition 1.35 (Somme de Whitney). Soient (E,7g, M) et (F,mp, M) deux fibrés vectoriels
de fibre type respectivement R¥ et Rl. Nous définissons la somme de Whitney de E et F, noté
E®F par:

EaF = U E, x F,,

zeM

ou E, (resp. Fy) la fibre au-dessus de x sur E (resp. sur F), et Uapplication 7 par :

T FEoF — M.

(v,w) — 7E(v) =71r(w)

Alors, (E®F,m, M) est un fibré vectoriel sur M de fibre type R*", appelé somme de Whitney
de (E,mg, M) et (F,mp, M).
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Chapitre 2

(éométrie de contact

2.1 Variétés de contact

Soit M une variété differentiable de dimension 2n + 1, et D un champ d’hypére-plans sur
M, c’est un sous-fibré de rang 2n. Une fagon pratique pour décrire un tel champ d’hypére-

plans c’est de le voir comme étant le Ker d'une 1-forme linéaire.

Lemme 2.1. La distribution D peut s’écrire localement comme le Ker d’une 1-forme linéaire
n. Il est aussi possible d’écrire D = Kern, avec n est une forme globale sur M si et seulement
si D est co-orientable (ce qui veut dire par définition que la droite-fibré quotient TM /D est

triviale).

Preuve. Choisissons une métrique Riemannienne g sur M et définissons le fibré des droites
D+ comme étant I'orthogonale de D sur T'M par rapport & la métrique g. Alors TM = D+®D
et TM/D = D*. Autour de chaque point p de M, il existe un voisinage U, autour duquel la
droite-fibré D+ est triviale. Soit X une section non nulle de D*|;; et définissons une 1-forme
nu sur U par ny = g(X, ). Donc il est clair que D]y = Kerny. Dire que D est co-orientable
revient a dire que D est orientable donc triviale. Dans ce cas la, X et 1 existent globalement.
Inversement, si D = Kern avec 1 une 1-forme globale, on peut définir une section globale de
D+ par les conditions g(X, X) =1, n(X) > 0, d’ou D est co-orientable. u

Définition 2.36. Soit M wune variété différentiable de dimension 2n + 1. Une structure de
contact sur M est un champ d’hypére-plans D = Kern non-intégrable (la 1-forme n doit
satisfaire la condition n A (dn)™ # 0.) Une telle 1-forme n est dite une forme de contact, et
(M, D) est dite variété de contact.
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Exemple 10. Soit R?*" ™! avec les coordonnées cartésiennes (1, y1, - .., Tn, Yn, 2), alors :

m = dz -+ ijdyj

Jj=1

est une forme de contact sur R?**!. La structure de contact D; = Kern, est dite la structure
de contact standard sur R?"+1.

Pour la dimension 3, on a 1, = dz + zdy, donc :
Kern = ({0y, —20, + 0,}) .

Exemple 11. Soit le Tore T? = S! x S* x S'. On pose = cos z3 dx; —sin x3dx,. Alors, (T3,n)

est une variété de contact. En effet; dn = sin x3dxy A dxs + cos x3dxs A dxs, alors :

nAdn = (cos xzdr) —sin x3dzy) A (dn)
= cos®x3dr; A dry A drs — sin® x5 drs A doy A dzs
= (cos® a3 + sin® x3)dz; A dag A das

= diL‘l /\dl’g /\dl’g 7é 0.

Remarque 6. 1) Remarquons que si 7 est une forme de contact, la forme n A (dn)™ est une
forme volume sur M (i.e. est une 2n + 1-forme sur M qui ne s’annule nulle part), donc M
doit étre orientable. 2) La condition n A (dn)™ # 0 est indépendante du choix de 7. En effet,
toute autre forme définissant D doit étre de la forme An avec A : M — R — {0} une fonction

différentiable, on a :
(An) A (d(An)™ = Mg A (Adn + dX An)" = A"l A (dn)" # 0.

On voit clairement que si n est impair, le signe de cette forme volume dépend seulement de
D, et non pas du choix de 7, donc la structure de contact D induit une orientation naturelle
de M. Si M est initialement orientable, on peut parler de structure de contact positive et

négative.
Lemme 2.2. En dimension trois, la condition de contact peut aussi se reformuler par :
(X, Y], & Dy,

pour chaque point p € M, et pour chaque champ de vecteurs X,Y &€ D linéairement indépen-

dants.
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Preuve. L’équation :

dn(X,Y) = X(n(Y)) = Y(n(X)) —n([X,Y]),
implique que :

dn(X.Y) =-n(X,Y]), VX,Y €D = Ker.

En dimension trois, la condition de contact n A dn # 0 est équivalente & dn|p # 0.
Ce qui implique n([X,Y]) # 0, donc [X,Y] ¢ Kern = D. -

Exemple 12. Pour la structure de contact 1, = dz + xdy définie dans R?, on a :

(00,0, — 10.] = —0. & Dy.

Voici un autre aspect fondamental de la géométrie de contact :

Lemme 2.3. Pour toute forme de contact il existe un champ de vecteurs & (le champ de

Reeb), il est déterminé par les équations :
1. dn(¢, X)=0,VX e I'(TM) ;

2. n(§) =1 (condition de normalisation,).

Preuve. D’aprés la condition de contact n A (dn)™ # 0, on en déduit que pour chaque point
p € M la 2-forme dn|r,a; est de rang maximal 2n (avec M est de dimension 2n + 1) donc le
noyau de dn|r,a est de dimension 1 et I’équation 1) définie £ de maniére unique.

Encore une fois la condition de contact, nous donne que la forme 7 ne s’annule pas sur le
noyau de dn, et la condition de normalisation 2) nous donne une section non nulle de ce fibré

de droites. =

Exemple 13. Le champ de Reeb de la variété de contact (R3,7;) c’est £ = 0,.

2.2 Variétés presque de contact

Définition 2.37. Soit M une variété différentiable de dimension impaire (2n+1), on appelle

structure presque de contact sur M la donnée d’un triplet (p,&,n), tel que :
1. & est un champ de vecteurs sur M ;

2. n est une 1-forme différentielle sur M avec n(§) =1;
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3. @ est un champ de tenseurs de type (1,1) verifiant la condition :
P’X = —X +n(X)¢, VX e I(TM). (2.1)

Ezemple 14 (Cylindre d’une variété presque-complexe). Soient J une structure presque-
complexe sur une variété M, et t la coordonnée cartésienne sur R. Sur la variété produit

3}
M x R on considére le champ de vecteur £ = (0, =), la 1-forme n = (0,dt), et I'endomor-

ot
0
phisme ¢ : X(M x R) — X (M x R), donné par @(X,fa) = (JX,0) pour tout X € X(M),
et f € F(M x R). Alors, le systéme (¢,&,n) définit une structure presque de contact sur
M x R.

Proposition 2.9. Soit (¢,&,n) une structure presque de contact sur M, alors :
1. ¢ =0;
2. nop=0;
3. rang(y) = 2n.

Preuve.
1. On a:
6 = —E+n(6)E
- —€+¢
_ 7
on remplace X par ¢¢ dans I’équation ({2.1]), on trouve que :

©*(p€) = —p& + n(PE)E,

comme @3¢ = 0, on obtient :
w& = n(L8)E;
donc si, € # 0 on trouve n(pf) # 0, d’ou :

0 = p%¢ = n(ps)et,

ce qui implique que :
n(p€)es =0 et ©§ #0,

on trouve une contradiction, ainsi @& = 0.

2. Pour tout X € I'(T'M), on a :
P*(pX)
p(=X +n(X)8) = —pX +n(X)pg

I

|

S
S
_l’_
=

AS)
>
7
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—pX +n(pX)§ = —pX,
n(eX)§ =0,

n(eX) =0,

now =0.

LEld

3. Comme ¢ : T, M — T, M est une application linéaire, alors :
dim T, M = dim Im(p) + dim ker(yp),
en x € M, et comme dim T, M = dim M = 2n + 1, on obtient :
rang(¢) = dim Im(p) = (2n + 1) — dim ker(¢p).

Puisque ¢ € Ker(y), car ¢& = 0 alors rang(p) < 2n. Soit £ € I'(T M), tel que @& = 0,

alors :

0=¢*¢=—E+n()E,
ie. &£ =n(€)¢, dou € et € sont proportionnels, ainsi dim ker(p) = 1, donc rang(y) =
2n.

2.3 Variété métrique presque de contact

Définition 2.38 (Condition de compatibilité). Soit (¢, &, n) une structure presque de contact

sur une variété différentiable M. Lorsqu’il existe un tenseur métrique g sur M, tel que :
9(eX, oY) = g(X,Y) =n(X)n(Y), VXY e (T'M),

on dit que g est une métrique compatible avec la structure presque de contact, et (g,p,&,n)
est une structure métrique presque de contact, et (M, g, p,&,n) est appelée variété métrique

presque de contact.

Remarque 7.

1. Soit (¢, &, n) une structure presque de contact sur une variété différentiable M, et soit

h’ une métrique Riemannienne sur M. On pose :
WXY) =N(@*X,@Y) +n(X)n(Y), VX,Y € D(TM).
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Alors :
9, Y) = 5 (HCY) + h(eX, V) + n(X)n(Y),

est une métrique Riemannienne compatible avec la structure presque de contact. En

effet ; Pour tout X,Y € I'(T'M), on a h(X,§) =n(X), et :
90X, 9Y) = o (MeX,9Y) +h(¢*X, 0*Y))

(h(pX, 0Y) = n(Y)h(X, &) = n(X)h(E,Y) + h(X,Y) +n(X)n(Y))

RN RN -

= — (h(pX, oY) +n(X)n(Y) + h(X,Y)) — n(X)n(Y)
= g(X,Y) —n(X)n(Y).

[\]

2. Sur une variété métrique presque de contact (M, g, p,&,m), on a :
a) g(X,§) =n(X), VX eI(TM),
b) g(X,pY)+9(pX,Y)=0, VX, Y el(TM).

En effet ; a) Résulte immédiatement de la condition de compatibilité. Pour b), soit X,Y €
['(TM), alors :
9(¢X,¢’Y) = g(pX, =Y +n(Y)E)
= —9(eX,Y) + g(pX, n(Y)
= —9(eX,Y) +n(pX)n(Y)
= —g(pX,Y),

et on a:

g(@X, %) = g(X,9Y) —n(X)n(¢Y)
= g(XﬂOY)‘

Définition 2.39 (La 2-forme fondamentale). Soit (M, g, v, &, n) une variété métrique presque
de contact. On définit la 2-forme fondamentale ® par ®(X,Y) = g(X,pY), VX, Y € I'(TM).

Propriété 2.5. Soit (M, g,p,&,n) une variété métrique presque de contact. Alors :
1. (X,Y) = —-P(Y, X);
2. D(pX,pY) = Pd(X,Y).

Preuve. Soit X,Y € I'(T'M), alors :
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1.
P(X,Y) = g(X,pY)
= _g<90X’Y>
= —®(Y,X).
2.

D(pX,0Y) = g(pX,¢%Y)
= 9(X,¢Y) +n(X)n(eY)
= —g(X,¢Y)
= B(X,Y).

Théoréme 2.7. Soit M une variété de contact munie d’une 1-forme de contact n, alors il

existe une structure métrique presque de contact (p,&,m,g) sur M, vérifiant :

9(X,9Y) = dn(X,Y) = %{X(n(X)) —Y(n(X)) = n(X, Y]}

Une structure métrique presque de contact construite a partir d'une forme de contact n
est appelée structure de contact, et M munie par cette structure est dite variété métrique de

contact.

2.4 Structure presque de contact normale

Soit (M, p, &, m) une variété presque de contact de dimension (2n + 1), on considére la
variété produit M x R, alors (X, f %) est un champ de vecteurs sur M x R, ou X est un
champ de vecteurs de M, f est une fonction sur M x R, ¢ systéme de coordonnée sur R. On

définit sur 'espace tangent de M x R la structure presque complexe J par :

T TS = (X — fen(X) ), 2.2
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Vérification que J est une structure presque complexe sur M x R :

d d
P f2) = JeX = fEn(X) =)

= (pleX — 76~ n(X)E 1l X — 1))
= (X ()6 -1 3)

= (X n(X)E—n(X)E )

= (%15

Définition 2.40 (Structure presque de contact normale). On dit que J est intégrable si son

tenseur de Nijenhuis :
N;(X,Y) =X, Y]+ [JX,JY] - JJX,Y] - JX,JY] =0, VX,Y € I(TM).

Dans ce cas (p,&,n) est dite normale.

Maintenant on donne une expression qui dépend du tenseur de Nijenhuis, cette expression

nous donne une condition pour qu'une structure presque de contact (p,&,n) soit normale.
Soit X, Y € I'(TM), on pose :

No(X,Y) = Q[X, Y]+ [pX, Y] = p[pX, Y] — 9[X, Y] =0, VXY € [(TM).

Comme le tenseur de Nijenhuis est antisymétrique, il suffit de calculer N;((X,0),(Y,0)) et

N;((X,0),(0, %)) pour X, Y e I'(TM) :

= [(X,0), (V.0 + [(0X. () L), (0¥, m(Y) L) = T X () Ly, (v, 0)

dt dt dt
TI60), (Y n(¥) 5]
= (X, Y],0)+ ([pX, @V], (pXn(Y) — 9V (X)) — J([X, Y], -V n(X) %)
(XY, Xn(¥) )
= —(IX],0) + (X, V], (0Xu(Y) - g¥n(X)) )
~(PleX, YT+ Yu(X)E n(pX, Y1) %) — (01X, 0¥] = Xn(V)E n([X, 0¥ ]) )

= ([X, Y]+ [pX,0Y] = 0[pX, Y] — o[ X, pY] + Xn(Y)E — Yn(X)¢,

(PX0(Y) = eY(X) ~ n(lpX, Y]) + 0([X, V) 5)
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mais ©*[X,Y] = —[X, Y] + n([X, Y])¢, donc :

N((X,0),(V,0)) = (Np(X.Y) + 200X, V)& (£pxn)¥ — (L) X))
On a aussi :
N((X,0),(0.)) = JI(X,0), (0, )] + [(X,0), J(0, )] ~ J[I(X,0), (0, )]
~T1X,0), 70, )

= (X n(X) ), (~€,0)] — J[(eX (X)) (0. D) = J[(X,0), (~€,0)
= (~leX, 8, En(X) %) — J(-X.€,0)
= (6 #X] - #le, X, (6n(X) — n(l&. X))
= (Lep)X, (L)X 5.

Définition 2.41. Sur une variété presque de contact (M, ¢,&,n), on définit les quatre tenseurs
sutvants :

NW(X,Y) = No(X,Y) + 2dn(X, V) ;

N(Q)(Xa Y) = (£@X77)Y - (£<pY77)X ;

NO(X) = (£Lep) X ;

NW(X) = (£en)X.

I est clair qu'une structure presque-contact (¢, &,7n) est normale si et seulement si ces
quatre tenseurs s’annulent. On montrera que la nullité de N implique la nullité de N®

N® et N® et donc la condition de normalité est :
NL(X,Y) + 2dn(X,Y)E = 0.

Proposition 2.10. Soit (¢,&,n) une structure presque-contact. Si le tenseur N s’annule

alors les tenseurs N, N® et N® s’annulent aussi.
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Preuve. Comme N =0, on a :

0

Ny (X, €) + 2dn(X, §)E

—[X. €]+ n([X, €))§ — »leX, ¢

+ (Xn(€)€ — (En(X))E — n([X.&)E

(X, €]+ @l€ X = (En(X))E (2.3)

Appliquons 7 & cette équation, on obtient :
0 =n([¢, X]) — &n(X)
ce n'est rien que N4 = Len = 0. Si a ce niveau la on remplace X par ¢.X, on obtient :
(S, ¢X]) = 0. (2.4)
Maintenant on applique ¢ a I’équation , on obtient :
0=pLeX = EpX +n([¢, 0X]) = (Lep) X
et donc N® = 0. Encore une fois on utilise N = 0, on trouve :

0 = Ny(eX,Y)+2dn(pX,Y)E
= —[eX, Y]+ n([pX, Y]+ [-X + n(X)E Y]
— o[- X +n(X)E, Y] = plpX, Y]
+ (pXn(Y))§ = (Yn(eX))E — n([pX, Y])E
= —[pX,Y] = [X, Y] = (Y n(X))§ = (Y n(X))§ — n(X)[¢Y, ]
— o[- X +n(X)E Y] = pleX, oY ]+ (pXn(Y))S.

Appliquons 7 a cette équation et utilisons ’équation , on a :
pXn(Y) = n([pX, Y]) — 0¥ n(X) + n(pY, X) =0 (2.5)
cela donne N® = 0. Notons que 1’équation peut s’écrire :
dn(eX,Y) +dn(X, ¢Y) = 0. (2.6)

De ’équation ci-dessus on peut voir que N = 0 implique dn(X,¢) = 0 et donc I'équation

(4.17), nous donne :
dn(pX, oY) = dn(X,Y). (2.7)
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Inversement, il est facile de vérifier que 'équation (4.18) implique (4.17)). Ainsi, la nullité
de N pour une structure presque de contact (y,&,n) veut dire que dn est invariante par

rapport a . [ |

De la Proposition on déduit :

Proposition 2.11. Une structure presque de contact (p,&,m) sur M est normale si et seule-
ment st N, +dn® § = 0.

Proposition 2.12. Soit (M, ¢, &, n, g) une variété métrique de contact de dimension (2n+1),
alors N® =0 et N9 = 0. De plus, N® =0 si et seulement si & de Killing, i.e.

(Leg)(X,Y)=9(VxEY)+9(VyE, X) =0, VXY e [(TM).

Preuve. Soit X,Y € I'(TM). On a :

dn(eX, oY) = ®(pX, pY)
= g(pX, p?Y)
= g(pX, =Y +n(Y)§)
= —g(pX,Y)
= g9(X,¢Y)
=dn(X,Y).
Alors :
D(pX,Y) = dn(9*X, ¢Y')
= dn(—=X +n(X)& ¢Y)
= —dn(X, 9Y) + n(X)dn(¢, ¢Y)
= —dn(X, pY)
= —O(X, pY),
d’ou :
0 = O(eX,Y) +d(X,Y)
= dn(eX,Y) +dn(X,¢Y)
= oXn(Y) —n([pX,Y]) = oY n(X) + n([pY, X])
= (Loxn)Y = (Loyn)X,
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i.e. N® = 0. D’autre part :

0 = 29(X,¢8)
= 2dn(X, )
= —&n(X) + (¢ X])
= —(£en)X,

donc N® = 0. De plus :

(£e9)(X, &) = En(X) — ([, X]) =0,

(£§dn)(X7 Y) = édn(Xv Y) - dﬁ([ﬁaX]aY) - dU(X7 [§7Y]>

= %(éXn(Y) = &Yn(X) = En([X, Y]) = [§, XIn(Y) + Y([€, X])
+n([[§, XT, YT) = Xn([&, Y]) + [€, Yn(X) +n([X, €, YT]))

= LX(L)Y Y (£Len)X — (£en)[X.Y]) = 0,

d’otu :
0 = (£D)(X,Y)
= {9(X,0Y) = g([§, X],9Y) — g(X, 9[€, Y]) + g(X, [§, 9Y]) — g(X, [§, Y ])

= (Leg)(X,9Y) + g(X, (£ep)Y)
= (£eg)(X,9Y) + g(X, N®(Y)),

ainsi £¢g, ce qui implique que N® = 0. n
Exemple 15. Soient M = R?"™! avec les coordonnées cartésiennes (z°,y', z),
g=n@ 4 LY (AP @), 7= sdz— Y yida)
1o ’ 2 i=1 ’

£= 2% un champ de vecteurs, et ¢ le tenseur de type (1,1) donné par :

0 4y 0
0 ¢ 0

Alors (R*"*! 1, €, g) est une variété métrique presque de contact normale.
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Proposition 2.13. Une structure Riemannienne presque de contact (¢,&,n,g) sur une va-

riété M est normale si et seulement si les conditions suivantes son satisfaites :
e(Vxe)Y —o(Vex)Y = [(Vxn)Y]E = 0
(Vx@)Y —o(Vexp)Y +0(Y)Vexé = 0;
quelque soit X, Y € I'(T'M).

Proposition 2.14. Soit M une variété Riemannienne de contact, et soit (¢,&,1,q) sa struc-

ture Riemannienne presque de contact associée. Alors :
Len =0, Ledn=0, (Loxn)Y = (Loyn)X,
quelque soit X, Y € T(TM).

Proposition 2.15. Sur une variété Riemannienne de contact l'opérateur h = Lep est symé-
trique, 1.e.

g(NPXY) = g(X,N®Y).

Preuve. Soit {e;} une base orthonormée sur M, et soit X,Y € {e;}, alors :

g(hX,Y) = %g((fsszY)
= %g LepX — o LeX,Y)

f

1

= 29(eVx& =V x(,Y)

= H{pXg(&,Y) +g(&, VoxY) — g(Vx& 0Y)}
= S n(VexY) +0(VxeY)}

I(VepX = Vox€ — pVeX + Vi, Y)

(
(
I(Vep) X + Ve X — Vox§ — Ve X + V(YY)

(

De méme : .
9(X, hY) = S {n(Vey X) +1(VyeX)}.
Et comme n([¢pX,Y]) + n([X, ¢Y]) = 0, on obtient :

ghX.Y) — g(X,hY) = L((VoxV) + (Vi) — n(Voy X) — n(VyoX)}
= {n(VexY = VyeX) +n(VxeY — Voy X)}

1

= SnleX, Y]) + (X, oY)}

= 0.
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Théoréme 2.8. Soit  une forme de contact sur une variété de contact de dimension (2n+1).

1 n

Alors, autour de chaque point de M , il eziste une carte locale de coordonnées x', ..., x™, y*, ..., y", z,

tel que n s’écrit sous la forme n =dz — > . y'dz'.

2.5 Variété métrique de contact n-Einstein

Définition 2.42. Une variété métrique de contact (M,p,£,n,g) est dite n-Einstein si la
courbure de Ricci peut étre écrite comme :

Ric(X,Y) = ag(X,Y) + n(X)n(Y), VXY € D(TM),
ot o, f € C®(M).

Proposition 2.16. [13] Soit (M, p,&,n,9) une variété métrique de contact n-FEinstein. Si
dim M > 3, alors o, 5 € R.

Ezemple 16. Soit (R3¢, &, n, g) une variété métrique de contact, tels que :

1 ¥ +1 0 —y 0 10
9=7 0 1 0 |, o= -1 0 0 |,
-y 0 1 0 v O

£§=20z, n= %(dz — ydx).

Alors (R3, p, &, 7, g) est n-Einstein, avec a = —2 et 8 = 4.

2.6 Variétés de K-contact

Définition 2.43. Une variété métrique de contact (M, p,&,n,g) est appelée variété de K-

contact si le champ de Reeb & est un champ de Killing, i.e.
g(VxEY)+g(Vyé,X) =0, VXY € (TM).

Proposition 2.17. Une variété métrique de contact (M,p,&,n,q) est de K-contact si et
seulement st :
V€ = —pX, (2.8)

pour tout X € I'(T'M).
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Preuve. Soit X,Y € I'(TM), on a :

g(Xa pY) = dn(Xv Y)

1
= 3 (Vxm(Y) = (Vyn)(X))
1
= 3 (9(Vx&,Y) — g(VyE, X))
|
Remarque 8. Sur une variété de K-contact les égalités suivantes sont vraies :
(Vxn)Y =g(Vx&Y)=2(X)Y), (Vxp)§=-X+n(X)E (2.9)

pour tout X, Y € I'(T'M).

Proposition 2.18. Soit M*" ™! une variété K-contact avec la structure (p,&,n,g). Alors, la

courbure sectionnelle égale a 1, pour tout plan contenant &.

Preuve. Soit X un champ de vecteurs orthogonal a & avec g(X, X) = 1, et soit R le tenseur

de courbure. Alors :

R(§,X)§ = VeVx&—VxVel = Ve xi€

= —VepX +¢[¢, X]

= —¢Vx¢

= p?X

- —X,
et donc g(R(§, X)E, X) = 1. n
Remarque 9. Soit (M***1 .1, £, g) une variété métrique de contact, alors Vep = 0, et div p =
—2nn (voir [2]).

Proposition 2.19. Soit M?"*! une variété Riemannienne, et & un champ de vecteurs unitaire
de Killing, tel que R(¢, X)& = —X pour tout champ de vecteurs X orthogonal a &. Alors M2+

est une variété K-contact.

Preuve. Définissons une 1-forme 1 et un tenseur ¢ du type (1,1) par n(X) = g(X,§) et
X = —Vx& Comme & est un champ de vecteurs de Killing, V£ = 0 alors & = 0. Encore

une fois, comme £ est de Killing,
VXVY€ - VVXyg = R(X7 6)}/’
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et donc pour chaque champ de vecteurs X orthogonal a & :
QOQX = VVfo = R(f? X)é- = _X7
et par quonséquent ©? = —I + 1 ® £. De plus :

MX.Y) = S(0(VxEY) ~g(VrE X))

= —Q(VYf,X)

= g(X,Y),
et g(pX,pY) = —g(X,0*Y) = g(X,Y) — n(X)n(Y), et donc (¢, 7,&,g) est une structure de
K-contact. |

2.7 Variétés de Sasaki

Définition 2.44. Une variété Riemannienne de contact est dite de Sasaki (ou bien Sasa-
kienne) si sa structure Riemannienne presque de contact (p,&,m,q) associée est normale.

Autrement dit, une structure Riemannienne presque de contact (¢,&,n,g) est une structure
de Sasaki si dnp = ® et N = 0.

Une caractérisation des variétés de Sasaki par la connexion de Levi-Civita de la métrique
g est donnée par :

Théoréme 2.9. Une structure Riemannienne presque de contact (p,&,m,g) est Sasakienne

si et seulement si :
(Vx@)Y = g(X.Y)e —n(Y)X, VX,Y e T(TM), (2.10)

ot V est la connexion de Levi-Civita associée a g.

Pour la démonstration du Théoréme [2.9] on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.4. [2] Soit (p,&,n, g) une structure métrique presque de contact. Alors, la dérivée

covariante du tenseur o est donnée par :

29((Vxp)Y. Z) = 3de(X,pY,0Z) — 3dP(X,Y, Z)
g(NY(Y, Z),pX) + N*(Y, Z)n(X)
2dn(pY, X)n(Z) — 2dn(eZ, X)n(Y). (2.11)
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Preuve du Théoréme 2.9 Rappelons que la connexion Riemannienne V est donnée par :

2(VxY,Z) = X(Y,2)+Yg(X,Z)— Zg(X,Y)

+ g([X,Y],Z) +g([ZvX]>Y> - g([}/: Z]7X)

pour tout X, Y, Z € I'(TM), et :

dd(X,Y, 2)

par conséquent :

29((Vxp)Y, Z)

+ 4+ 4+ Il

+ o+ o+

+ o+

= %{XCI)(Y, Z)+YO(X,Z)+ ZO(X,Y)
— ([X,Y],2) - ®([2,X],Y) — ®([Y, Z], X)}.

29(VxY,Z) +29(VxY,pZ)

Xg(Y,Z) + oY g(X,Z) — Zg(X,¢Y)
g([(X, Y], Z) + g([Z, X], oY) — g([¢Y, Z], X)
Xg(Y,0Z) +Yy(X,0Z) — 0Zg(X,Y)
g((X, Y], 0Z) + g(l¢Z, X],Y) — g([Y, ¢Z], X)

— XY, Z) + oY (D(0Z, X) + n(Z)n(X)) — Z&(X,Y)
O([X, oY), 0Z) + n([X, Y ])n(Z)

([Z, X],Y) — g(pleY, Z], X) + n(X)n([Z, pY])
XO(pY,9Z) =Y O(Z,X) — pZ(P(pY, X) + n(Y)n(X))
O([X, Y], Z) — @([pZ, X],¢Y) + n([pZ, X])n(Y')
9(elY o Z], o X) + n(X)n([¢Z,Y])

(Y, Z], X) + g([¢Y, pZ], pX)

9(2dn(Y, Z)&, pX)

3d®(X, Y, 0Z) — 3dD(X,Y, Z) + g(N' (Y, Z), pX)
N2(Y, Z)n(X) + 2dn(Y, X)n(Z) — 2dn(pZ, X)n(Y).

Dans le cas d’une structure métrique de contact ® = dn et N = 0, la formule ci-dessus

devient :

20((Vx9)Y, Z) = g(N'(Y, Z), pX) + 2dn(pY, X)1(Z) — 2dn(Z, X)n(Y). (2.12)
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La condition nécessaire découle de I’équation (du lemme) et du fait que la structure (¢, &, 17, g)

est une métrique de contact normale (i.e. ® = dnp et N =0, N =0), et donc :
9(Vxe)Y.Z) = (oY, X)n(Z) — 2(pZ, X)n(Y)
= 9(X,Y)n(Z) —g(X, Z)n(Y)

Inversement, si une structure métrique presque-contact (@, &, 1, g) satisfait la condition dans
I'équation 4.18) posons Y = £ on obtient —pVy & = n(X ) — X, et appliquons F,

Vx§=—pX
on peut voir que ¢ est Killing et donc
MXY) = S(Ta)(Y) — (Trn)(X))
= 9(Vx&§,Y) = —g(pX,Y) = ¢(X,Y).
et par conséquent (p, &, n, g) est une structure métrique de contact, et de la formule
No(X,Y) = (Vv = Voyp) X — (¢Vxp = Voxp)Y

de torsion de Nijenhuis en termes de connexion symétrique, et par une substitution directe
de la formule (4.17)), on obtient N, 4 2dn ® £ = 0. [ |
Remarque 10. Toute variété de Sasaki est K-contact (voir [2]).

Exemple 17 (Structure de Sasaki sur R*"*1). Soient 2!, ..., , 2™..., y!, ..., y" les coordonnées

cartésiennes sur R?"*! et considérons le 1-forme 7 et le champ de vecteurs & définis par :

1 S 0
=—|dz— ' | & =2—.
1=y (o= Soar) -2
On considére aussi la métrique Riemannienne g, et le champ de tenseurs ¢ :

L[ Sty 0 =y

(9) = 1 0 0 0 |,
-y’ 0 1
0 &, 0
(e)=1{ —03 0 0|,
0 ¥ O

ol 0;; sont les symboles de Kronecker. On vérifie que (¢, &, 7, g) est une structure Rie-
mannienne presque-contact sur R?"*! et elle est associée & la structure de contact donnée par

n. Et on a, N =0, donc c’est une structure Sasakienne sur R?*+1,
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Chapitre 3

Solitons de Ricci

Ce chapitre est I'essence méme de ce projet; initialisé par la définition d’un soliton de
Ricci, puis la définition du gradient soliton de Ricci ; illustré par quelques exemples renommés
étudiés d’une maniére détaillée. Il s’achéve par la démonstration du théoréme prouvant que
une variété métrique de contact n-Einstein non-Einstein Ricci soliton de dimension > 3 est

une variété K-contact.

3.1 Quelques définitions et notations

Définition 3.45.

1. Un soliton de Ricci, noté (M, g,&, N), est une variété Riemannienne (M, g), tel que :
) 1
Ric + Eﬁgg = \g, (3.1)

ot Ric est la courbure de Ricci de (M, g), & un champ de vecteurs sur M, Leg est la
dériwée de Lie de la métrique g par rapport a &, et A € R.

2. S1 & est le gradient d’une certaine fonction différentiable f sur M, (M, g,&, \) est dit
soliton de Ricci de type gradient, noté (M, g,V f, \), l’équation devient :

Ric 4 Hessf = Ag. (3.2)

Définition 3.46. Un soliton de Ricci (M, g,&,\) est dit :
— stable, st A =0
— expansif, st A > 0;
— rétractif, si A < 0.
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Remarque 11. Soit (M, g,&, ) un soliton de Ricci, si de plus £ est un champ de Killing
(t.e. Leg =0), alors (M, g) est une variété d’Einstein (Ric = Ag). Donc, les solitons de Ricci
sont des généralisations des variétés d’Einstein.

Rappelons qu’un flot de Ricci sur une variété Riemannienne (M, g) est une solution de I’équa-
tion d’évolution introduite par Hamilton [6] :

89t
ot

Une solution du flot de Ricci {g;}ier sur (M, g) est qualifiée de point fixe ou encore de soliton

—2Ricy,, go=19.

de Ricci 8’1l existe des réels a(t) et une famille de difféomorphismes {¢;}; de M tel que :

9: = a(t)oig.

3.2 Exemples de solitons de Ricci

Ezxemple 18. Un exemple fondainental est ’espace Euclidien R”, muni de la métrique standard
g, et f(zy,....zy) = ZHxHQ = Z—l(a:% + ...+ 22), est un soliton de Ricci de type gradient. En

effet ; La courbure de Ricci est nulle, et on a :

Z of
(Hessf):g 6x 890] Vi e, oxy,

02 f
&Uiaxj
1
1

= 59@'-

1
Ainsi, Ric + Hessf = 39

Ezemple 19 (Le cigare soliton). En dimension n = 2, Hamilton a donné un exemple de soliton
stable X = (R?, g, f,0), avec :

dx? + dy?

—dg? = 79
I= T2y

f=—log(1+2*+y?.

Montrons que Y est un soliton de Ricci de type gradient :

1
—_— 0
1 2 2
(9i) = +2+y ]
1+a2+y2
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les symboles de christoffel sont :

T
Iy, =-T},=-T},=-T} = H$—2—|—3/2;
Y
F%l = _Fb = _F§2 = _Fél = 122142 T2t g2

la courbure de Ricel est :
2

RiCljl == RiCQ’Q == m7

RiCLQ = RiC271 = 0,

la Hessiennne est :
2
(Hessf), = | (Fo+v)
0

0
2

TEETT
on obtient :

Ricy 1 + (Hessf)11 = 0;

Ricy o + (Hessf)22 = 0;

Ricy o + (Hessf)12 = 0;

Ricy 1 + (Hessf)a1 = 0.

Exemple 20. Soit M = R x S™ muni de la métrique Riemannienne diagonale g = dt> 4 h, oil

h est la métrique Riemannienne induite sur la sphére 5™, et soit :
fit,x) =at* + bt +c, V(t,z) ER xS,

ou a, b, c € R. Alors, (M, g, Vf,A) est un soliton de Ricci de type gradient, avec A =n — 1
-1
et a = nT En effet; VX, Y € T'(T'S"), on a :

d d

g, d d gn
Rlc((dt X)<£’Y)> Ric® (a %)—l-RlC (X,Y)
= 0+ (n—1Ar(X,Y). (3.3)
Comme la courbure de S™ est égale a 1, on a Ric = 1(n — 1)h. On a aussi :
d d d
Hessf((—,X),(—,Y)) - g(V d gradf,(—,Y))
dt dt < x dt
dt’
d d
X)
dt
w o d d d d
= - Lo (LY
dt’
= " =2. (3.4)
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D’aprés les équations (3.3)), (3.4]), on obtient :
d d d d

Ric((45, X)(5 ¥)) + Hess (5, X), (5:,Y)) = (n = DA(X,Y) + 2a
D’ou, M est un soliton de Ricci de type gradlent si et seulement si :
d d
— X),(=,Y)=n-1h(X,Y)+2
Ag((55: X0, (V) = (= DR(X,Y) + 20

n—1

c’est-a-dire A(1+h(X,Y)) = (n—1)h(X,Y) +2a, il suffit de prendre \ =n—1eta =

Exemple 21. Soit M = R™ x N*, muni de la métrique Riemannienne g = ggm + gy, avec N*

est une variété d’Einstein de dimension k, c¢’est-a-dire Ric™ f = gV k, et soit :
A
[iRTXNY =R, f(,p) =5 2| +gun (2, B) + ¢,

onceR, et B E R™. Alors, (M, g,V f,\) est un soliton de Ricci de type gradient.

En effet ; soit { }l 1,..m la base canonique de R™, et soit X, Y € I'(T'N*), alors :
., 0 0 . gm, 0 O
RIC((a—%,X)(a—%,Y)) = RIC (al‘l amj) +R1C (X, Y)
= Ric™ (X,Y) = Agui(X,Y). (3.5)
Calculons Hessf :
0 0 0
Hessf((a , X)), (61’] Y)) = g(V( D) X)gradf,(a—xj,Y))
&ci’
“ of 0 0
= \V4 ,0), Y
> ol 2B O )
T

- Z #f D0
N 8$8:17k dxy, Ox;

m g2 f o2 f
= Z Orj = )

avec gi = A\z; + b, ot B = (by,...,bp), € 8%5; Abij,
Hessf((8 Z X))(%,Y) i (3.6)
D’aprés et .
Ric((0, X) (o, ¥)) + Hessf (o, X), (o0, V) = Aga (X, ¥) + Adiy.
ox;’ oz, Ox; Oz,
A2 X), (-2 7)) = Agan (X, V) + Ady
ox; oz,
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3.3 Quelques propriétés des Solitons de Ricci

Propriété 3.6. Soit (M, g,V f, \) un soliton de Ricci de type gradient, alors pour tout X,Y €
I'(TM), on a :

1. div(Ric)(X) = g(Ricci(Vf), X) ;
2. (VxRic)(Y)— (VyRic)(X) =—-R(X,Y)Vf;
3.3 (Ve R) (e, X, Y)=R(Vf,X)Y.
Ici, Vf = gradf, et {e;} est une base orthonormée sur (M, g).

Preuve.

1. Sur une carte normale en x € M, ie. (V.e;), =0, avec X=ey, on a :

\E

div(Ric)(X) = (Ve, Ric) (X, ;)

1

..
I

ei(Ric(X, e;))

NE

1

-
Il

ei(Ag(X,e;) — Hess f(X, ¢))

M-

=1

= - Z Gig(vx grad f, €z‘)

=1

= - Zg(vezv){ grad f7 ei)

i=1

= — ZQ(R<€“X) grad f, 61') — Zg(vael grad f? ei)

=1

-
I

NE

= Y g(Rerad f.e)ei, X) = 3 X(g(Ve, grad )
=1

1

— —Zg(Ricci(grad f),X) -

=1 7

X (Hess f(e;,e;)).

M=

1

Comme la variété Riemannienne (M, g) est un soliton de Ricci de type gradient, on a :
Z Ric(e;, e;) + Z Hess f(ei, e;) = A Zg(ei, e,
i=1 i=1 i=1

ainsi S + Af = Am,, avec m est la dimension de M. D’ou :
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X(S) + X(Af) = 0;
dS(X)+ X(Af) = 03
2div(Ric)(X) + X(Af) = 0;
alors :
ZX(Hess fleie)) = —2div(Ric)(X),
et :
div(Ric)(X) = —g(Ricci(grad f), X) 4+ 2div(Ric)(X);
—div(Ric)(X) = —g(Ricci(grad f), X);
div(Ric)(X) = g(Ricci(grad f), X).

S X =6, Y =¢ et Z = e, ou {e;} est une base orthonormée sur (M, g) tel que

(Ve,e5)z =0, en x € M, on trouve :

g(R(X,Y)grad f,Z) = g(VxVygrad f —VyVxgrad f,7)

Xg(Vy grad f,Z) —Yg(Vxgrad f,Z)

X(Hess f(Y,Z)) — Y (Hess f(X,Z2))

X(\g(Y, Z) — Ric(Y, 2)) — Y(\g(X, Z) — Ric(X, Z))
— —(VxRic)(Y, Z) + (Vy Ric)(X, 2).

. En utilisant la méme méthode on obtient :

Z;—il g((veiR)<€i7X7 Y>>Z) - 27111 g(vez‘R(eivx)Yv Z)
= Yieg(R(e;, X)Y, Z)
- Z£19(V61R(K Z)GZ,X)

D’apreés 'identité de Bianchi :
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Zg((veiR)(eiaX7Y)>Z> = _Zg VYR Z, 81 i, X Zg VZR 62, BZ,X)

i=1 i=1 =1

= —iYg( (Z,e)e;, X zm:Zg R(e;, Y)e;, X)

= —YRIC(Z X) + ZRic(Y, )81

= —Y(\g(Z,X)—Hess f(Z,X))+ Z(Ag(Y,X) — Hess f(Y, X))

= Y(Hess f(Z, X)) — Z(Hess f(Y, X))

= Y(g(Vzgrad f, X)) - Z(9(Vy grad f, X))

= Y(9(Vxegrad f,Z)) = Z(g(Vy grad f, X))

= ¢g(VyVxegrad f,Z) — g(VzVygrad f, X)

= 9(VyVxgrad f,Z) — g(R(Z,Y)grad f, X)
—9(VyVzgrad f, X)

= g(VyVxegrad f,Z) — g(R(Z,Y)grad f, X)
—Y(9(Vzgrad f, X))

= 9(VyVxgrad f,Z) — g(R(Z,Y)grad f, X)
—Y(9(Vx grad f,Z))

= 9(VyVxgrad f,Z) — g(R(Z,Y) grad f, X)
—9(VyVxgrad f,7)

= —g(R(grad f,X)Z)Y)

= g(R(grad f,X)Y, 2),

) =
) —9(
(R

donc Y7 (Ve R)(e:, X, Y) = R(grad f, X)Y, car g est non-dégénérée.
Lemme 3.5. Soit (M™,g,&,\) un soliton de Ricci, et S la courbure scalaire de M, alors :
. |
S =XIm—divE, traceV Ricci = 3 grad S.

Preuve. Soit x € M, et soit {e;} une base orthonormée sur (M, g). On a :

Z Rz’c(ei, 61) + % Z £5g<€i7 ei) = A Z g<€i7 61'),
=1 =1 i=1
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comme S = Y Ric(e;, e;), on obtient :
1 m m
S = ) Zﬁsg(ei, ei) + /\Zg(ei, ei)
i=1 i=1

= - Zg<v€i€7 ei) + Am
i=1
= —divé+ Am.
On pose (V) =0, Vi, j=1,...,m,, alors :

m

trace V Ricci = Z(Vei Ricci)e;

i=1
= Z V., Ricci(e;) — Z Ricci(V,e;)
i=1 i=1
= Z VeiR(ei, €j>€j.
ij=1

D’autre part pour tout X = ey :

NE

divRic(X) = (Ve, Ric)(e;, X)

1

-
Il

I

@
Il
—

V., Ric(e;, X)

Il
IMS

veig(R<ei7 6j)6j7 X)

1

-
&
Il

I
IMS

9(Ve,R(ei, e5)ej, X)

=

<
Il
—_

donc div Ric(X) = g(trace V Ricci, X).
Sachant que dS = 2div Ric, on peut déduire que :

1
§dS(X) = g(trace V Ricci, X)

c’est-a-dire .
ig(grad S, X) = g(trace V Ricci, X)

et comme ¢ est non-dégénérée, on trouve :

1
5 grad S = trace V Ricci .
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Lemme 3.6. Soit (M™,g,&,\) un soliton de Ricci, alors :
trace V2¢ = — Ricci €. (3.7)

Preuve. Sachant que :
ViyZ € VxVyZ - Vw7,

on obtient (sur une carte normale en z € M) :

trace V2§ = Z (Ve, V& ej)e

i g(Ve, & e5))e

=

D’autre part, on a :

(‘Cﬁg)(eiv ej) = g(v&fa ej) + g(v€j£7 €i>

d’otu :
m
traceV2§ ZeZ (Leg)( el,ej Zez vejg ez
1,j=1 4,j=1

de plus M est un soliton de Ricci vérifiant :
1
Ric(e;, e5) + §£§9(€i, e;) = Ag(ei, €5).

Par conséquent :

trace V2§ = —2 ei(Ric(e;, e5))ej + 2 ei(Ag(ei, ej)) ej — ei(9(Ve,€sei))e;
— Z /(Ric(e;, e)) Z ei(9(Ve,&,e))e;
i,j=1 1,j=1
= Z g(Ricci(e;), €5))e; Z ei(g(vejfa €i))e;
i,j=1 ,j=1
= Z g(Ricci(e;), €5))e; Z 9(Ve, Ve, eile;,
=1 ij=1
or :
(e“ 63)5 d_ef Ve, Vejg Vej Vezg V[el ej]€7
=0

Veivejg = R(€i7 ej)§ + vejveigv
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d’ou :
trace V¢ = —2 Z e;(g(Ricci(e;), €5)) Z g(R(ei, e;), ei)e; Z 9(Ve, Ve, ei)e;
i,7=1 i,7=1 i,7=1
= —2trace V Ricci — Ricci ¢ — grad div €.
D’aprés le lemme précédent, on a :
1
trace V Ricci = 5 grad S
1
= 3 grad(Am — div §)
1
= ——graddiv¢.
2
Finalement, trace V2¢ = — Ricci €. n

3.4 Cas des variétés métriques de contact

Théoréme 3.10 (Amalendu Ghosh (2012), [5]). Soit (M, p,&,n, g) une variété métrique de
contact n-Einstein, de dimension m > 3. Si (M, g, V, \) est un soliton de Ricci non-Einstein,

alors (M, p,&,n, g) est K-contact (i.e. Leg = 0), de plus A < 0.

Pour la preuve du Théoréme [3.10 on a besoin des Lemmes suivants :

Lemme 3.7. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Alors :

Preuve. On a:

(LyV)(X,Y) = LyVxY — Ve xY — VxLlyY
= [V, VxY] =V xV = Vx[VY]
— VyVxY — VouyV — Ve, xY
—|—vavy —VxVyY +VxVyV
— R(V,X)Y — VyyV + VyVyV
= R(V,X)Y + v%{,yv»

ol V%QYV = VXVYV - vayv. Donc :

64



Solitons de Ricci

(LyV)(X,Y) — (LyV)(Y.X) = R(V,X)Y + Vi,V — R(V,Y)X — Vi V.

Comme :
V?X,YV - V%,XV - R(Xu Y)Va
on trouve :
(LyV)(X,Y) = (LyV)(YV, X) = R(V,X)Y +RX,Y)V - R(V,Y)X
= R(V, X)Y + R(X, Y)V + R(Y, V)X
= 0.

Lemme 3.8. Soient (M, g) une variété Riemannienne, et X,Y,Z,V € I'(TM), on a :
(1) (VxLvg)(V,Z2) = g(LyV)(X,Y), Z) + g((Lv V)(X, Z),Y);

(2) (VxLvg)(Y,2) = (VyLvg)(X, Z) + (VzLyg)(X,Y) = 29((Lv V)(Y, Z), X).

Preuve. Soient V € I'(TM), et X,Y,Z € {e;}",, avec {e;}*, est une base orthonormée

normale en x € M, ie. (Ve;), = 0.

Pour (1), on a :

(VxLvg)(Y,Z) = Vx(Lvg)(Y,Z) = (Lvg)(VxY,Z) — (Lvg)(Y,VxZ)
— VX(ﬁvg) (Y7 Z)’

d’ou :

Vx(Lvg)(Y,Z) = Vx{Vg(Y,Z)—g(LvY,Z) —g(Y,LvZ)}
= Vxg(WY,Z)+Vxg(Y,VvZ) = Vxg(VvY,Z) + Vxg(VyV, Z)
—VXg<Y, sz) + ng(Y, V2V)
— Xg(VyV,Z) + Xg(Y,V,V),

d’autre part :

g(LyV)(X.Y), Z) + g(LvV)(X, 2)Y) = g(R(V.X)Y,Z)+g(VxVyV, Z)
YRV, X)Z,Y) + g(VxV4V.Y)
= Xg(Vy‘/, Z) —g(VyV, VXZ)
+Xg(VZV.Y) = g(VV,VxY)
= Xg(VyV.Z) + Xg(Y,VzV).
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Ainsi :
(vX»CVg)<Y7 Z) = g((,CVV)(X, Y)’ Z) —f-g((,CVV)(X, Z),Y)
(2) On a :
(VxLvg)(Y, Z) g(Lv V)Y, X), Z) + g(LvV)(Z,X),Y) = g(Ly V)Y, Z), X

)
Lemme 3.9. Soient (M, g) une variété Riemannienne, X,Y, Z,V € I'(TM). Alors :

(LvR)(X,Y)Z = (VxLyV)(Y, Z) = (Vy Ly V)(X, Z). (3.8)

Preuve. Soit X,Y,Z,V € T(TM). On a :

(VxLyV)(Y, Z) Vx(LyV)(Y,Z) = (LvV)(VxY, Z) = (LvV)(Y,Vx Z)

Vx([V.VyZ] =VyyiZ = Vy[V,Z]) = [V, Vv Z]l + ViyvinZ
VoV, Z] = [V, Vy Vi Z) + Viyy Va Z + Vy [V, Vi Z]
VxVyVyZ —VxVy,zV = VxVyyZ — VxVyVyZ + VxVyVzV
—VVVVXyZ + vvayzv + V[V,VXY]Z + VvaVVZ — VVvazv

—VvVyVxZ + VyyvyizV +VyyiVxZ + VyVyVxZ — VyVy, ZV,

de la méme méthode, on trouve :

(VyLyV)(X, 2)

VyVyVxZ —VyVy, 72V = VyVyx1Z — VyVxVyZ + VyVxVzV
—Vvvvyxz + VVvyxzv + V[V,VyX]Z + Vvyxvvz — Vvyxvzv
VY VXV Z 4 Ve, 2V + Vi VyZ + ViV Vy Z — Vi Ve, 2V.

Ainsi :

(VxLyV)(Y,Z) = (VyLyV)(X,Z) = VxVyVyZ —VxVy, 2V —=VxVyyZ - VxVyVyZ
+VxVyVzV —Vy Ve, vZ + VvvxyZV + Vv Z
+VvowVvZ — Vy, vVzV = VyVyVxZ + Ve, v, 2V
+ViynVxZ +VyVyVxZ — VyVy, 7V — VyVyVxZ
+VyVy, zV +VyVyxZ + VyVxVyZ — VyVxVV
+VyVyyxZ = Vyg 2V = VyvyxZ = Vo, xVvZ
+Vvyxvzv + Vvvxvyz — vavyzv — V[V’)quZ
—VxVyVyZ +VxVy,zV.

On trouve :

66



Solitons de Ricci

(VxLyV)(Y, Z) — (Vy Ly V)(X, Z)

D’ou :

(VxLyV)(Y, Z) — (Vy Ly V)(X, Z)

VyVxVyZ —Vy,v,zV —VyVyVxZ + Vy, v, 2V
+Vvvvyxz — Vvvyxzv — VVVVXYZ —+ VVVXYZV
—V[ngvYZ + VyV[V’)qZ — VXV[V,y}Z -+ V[V,y]VXZ
—VxVyVyZ +VxVyVV +VyVxVyZ - VyVxVzV
_nyXVVZ -+ VVYszv + V[V’vxy}Z — V[V,VyX}Z-

V.VxVyZ| = [V.VyVxZ| - [V.Vixy1Z] = Vvx)VyZ
+VyVyx1Z — VxVyyZ + Vyy|VxZ — VxVy[V, Z]
VyVx[V.Z] + VixyiV, Z] + Vv, xy 2

V.VxVyZ| = [V.VyVxZ| - [V.Vixy1Z] = VvxVyZ
+VyVyx1Z = VxVyyZ +Vyy|VxZ — VxVy[V, Z]
VyVx[V, Z] + Vixy) V. Z] - VixyviZ — Vi wvxy4
Ly(VNxVyZ =VyVxZ =N xy1Z) = Vi,xVyZ

+Vy Ve xZ —=VxVevZ +Ve yVxZ —VxVyLyZ
+VyVxLyZ +VixyilvZ + Ve, xyv1Z + Vixcov)Z
LyR(X,Y)Z — R(LyX,Y)Z — R(X,LyY)Z
—R(X,Y)LyZ

(LyR)(X,Y)Z.

Preuve du Théoréme Soit X,Y € T'(T'M). Alors :

(Lvg)(X,Y) + 2Ric(X,Y) — 2Ag(X, Y) = 0, (3.9)
Ric(X,Y) = ag(X,Y) + Bn(X)n(Y), (3.10)

ou A, a, f € R (comme dim M > 3, on trouve «, 8 € R). De (3.9)) et (3.10]), on obtient :

(Lvg)(X,Y) 4+ 209(X,Y) 4+ 26n(X)n(Y) — 209(X,Y) = 0,

c’est-a-dire :

(Lvg)(X,Y) = =2(a = N)g(X,Y) = 28n(X)n(Y). (3.11)

Soit {e;} une base orthonormée sur la variété Riemannienne (M, g), tel que (V.,e;), = 0,

avec x € M, on suppose que X,Y,Z € {e;}. De I'équation (3.11)), et la propriété Vyx& =

—pX — phX [13], on a :

(VxLvg)Y.Z) = Vx(Lvg)(Y,Z) = (Lvg)(VxY,Z) = (Lvg)(Y,VxZ)
= —2(a—-N)X(g(Y,2)) = 28X (g(Y,))n(Z) — 28n(Y) X (9(Z.¢))
= —289(Y,Vx&n(Z) — 2Bn(Y)g(Z, VxE)
= =2B9(Y, —pX — ohX)n(Z) — 26n(Y)g(Z, —pX — phX),
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c’est-a-dire :

(VxLvg)(Y,Z) =2B9(Y, o X + ohX)n(Z) + 26n(Y)g(Z, X + ¢hX). (3.12)
D’aprés la deuxiéme équation du Lemme 3.4., et I’équation , on trouve :

(Lv VY, Z) =2B(n(Z)pY +n(Y)eZ + g(Y, phZ)E), (3.13)
et d’aprés le Lemme 3.5., et 'équation (3.13)), on obtient :
(LvR)(X,Y)Z = 28{29(pY,X)pZ — g(Z, 0 X + phX)pY
+9(Z, oY + ohY )X +n(Y)(Vxp)Z
—n(X)(Vye)Z +n(Z)(Vxe)Y —n(Z)(Vye)X

—9(Y,ohZ)pX — g(Y,ohZ)phX + g(X, phZ)pY
+9(X, phZ)phY + g(Y, (Vxph)Z)§ — g(X, (Vyph)Z)E}. (3.14)

Puisque la dérivée de Lie est commute avec la trace, de I’équation (3.14)), on a :

2n+1

(Ly Ric)(Y, Z) = Zg((EVR)(ei,Y)Z,e,;)

= 20 Z {29(Y, €i)g(0Z, i) — g(Z, pei)g(Y €i)

=1

—9(Z, phe)g(pY, e;) + g(Z, Y + phY )g(pe;, €;)
+n(Y)g((Ve,0)Z, €5) —nlei)g(Vye)Z, e:)
+1(2)9(Vep)Y.ei) —n(Z)g((Vyp)es, )
—9(Y, ohZ)g(pe;, €;) — g(Y, phZ)g(phe;, e;)
+g(ei, phZ)g(¢Y, €;) + glei, phZ)g(phY, €;)
+9(Y, (Ve,0h) 2)g(&, 1) — g(ei, (Vyph)Z)g(€, e:)}
= 28{29(¢Y,0Z) + g(¢Y,0Z) — g(¢Y, phZ)
+n(Y)(dive)(Z) = g((Vyp)Z,€)
+n(2)(dive)(Y) + (oY, phZ)
+9(phY, ohZ) + g(Y, (Veph) Z) — g(&, (Vyph)Z)}.

D’aprés la formule (div o)X = —2nn(X) [13], on a :
(Lv Rie)(Y, Z) = 2B{3¢(Y, Z) = 3n(Y)n(Z) — 4nn(Y)n(Z)
—9((Vy9)Z,£) = 20(Y)n(Z) + g(hY, hZ)
—n(hY)n(hZ) +g(Y: (Veph)Z) = g(&, (Vyph)Z)},  (3.15)
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suivant les formules :

n(hX) (&, (Lep)X)

(6, LepX — pLeX)

57 V§QOX - vgon) + %g(goﬁ, ££X)
p€ + ht, pX)

Q@ /Mo @
Qo —

O MR | [0 [ b0 [ =

—

g(VYQOZ7 5)
9(0Z,0Y) + g(0Z, phY)
9(Z,Y) =n(Zmn(Y)+g(Z,hY),

g((

<
~
s

N
S

)

I

—9(Vy&, phZ)
g(@0Y, phZ) + g(phY, ohZ)
9(Y,hZ) + g(hY,hZ),

9(&, (Vyph)Z)

et I’équation ([3.15]), on obtient :

(Lyv Rie)(Y, Z) = 28{29(Y, Z) = 2(1 + 2n)n(Y)n(Z) — 29(Z, hY') + g(Y, (Veph) Z)}. (3.16)

De (B10) et (B-11), on a -

(Lv Ric)(Y, Z) = =2(a® = aN)g(Y, Z) = 2aB0(Y )n(Z) + B{(Lyn) (Y )n(Z) +n(Y)(Lyn)(Z)}.
(3.17)

Par conséquent :

(48 +2(e® — aX)g(Y, Z) + (—4B(1 + 2n) + 2aB)n(Y)n(Z) — 4B9(Z, hY') + 2Bg(Y, (Veph) Z)
— B{Lyn)(Y)n(Z) +n(Y)(Lyn)(Z2)} = 0. (3.18)

On remplace Y par @Y, et Z par pZ dans I’équation (3.18]), on trouve que :

(48 +2(® — aN)g(@Y, 9Z) — 4Bg(pZ, heY') + 2Bg(¢Y, (Veph)pZ) = 0,

c’est-a-dire :

(28 + a® — aX)g(pY, ¢Z) +2B9(Z, hY) + Bg(¢Y, (Veph)pZ) = 0,
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ainsi :
2n+1 2n+1 2n+1
(284 a® — a)) Z e + 28 Z g(ei, he;) + B Z g(pe;, (Veph)pe;) =0
i=1 i=1 i=1
On suppose que e; = &, on a ZQ"H |pei|> = 2n, et comme trace ph = 0, on obtient

trace Veph = 0 (dans la base {&, pe; 177, avec (Veph)E = 0, et trace Veph = V¢ trace ¢h,

donc

2n+1
> glpei, (Veph)pes) =0,
=1
et :
glei, (Veph)pe;) = Zziﬁ glpei,e)g(pei, e5)gles, (Veph)e;)
S g(eei, e5)g(pei e0)gles, Vephe;)

g
i
- z] 3+1 9(90617‘3])9((;06“65)59(63,gohej).

On suppose que g(es, phe;) = 0 sl s # j (comme ph est symétrique donc diagonalisable),

ainsi :

g(pei, (Veph)pe:) = Zznf g(ei, pej)g(ei, pe)€g(e;, whe;)
= Z%"I 9(ej, pe;)€g(es, ohe;)
- Eén (g<€j7ej) g(ejag) (ej,f))fg(ej,gohej)
- Z n+1 fg(eja @h6]>
= 0.
Et comme trace h = 0, on trouve :
28 +a* —a)\ = 0. (3.19)

Maintenant, on remplace Z par ¢ dans I’équation ((3.18)), on obtient :

(48 +2(a® = a)n(Y) + (—4B8(1 + 2n) + 2aB8)n(Y) — B(Lyn)(Y) = Bu(Y)(Lyn)(€) = : 0, )
3.20

1cl :

70



Solitons de Ricci

he =

et :
(Veph)§ = Vepht — ohVe£ =0,

pour Y = &, I'équation (3.20) devient :

48 +2(a® — a)) — 4B(1 + 2n) + 2a8 — 2B8(Lyn)(€) =0,

c’est-a-dire :
B(Lvn)(€) =26+ a® —aX—28 —4nf + af,

comme 23 + a? — a\ = 0, on trouve :
BLyn)(§) = =28 —4nf + af,
et comme 3 # 0 (la variété (M, g) est non-d’Einstein), on a :
(Lvn)(€) = a =2(2n +1).
Ainsi, I'équation devient :
(48 +2(0” — a) — 48 — 8Bn + 208)n(Y) — B(Lyn)(Y) — Bn(Y)(a — 2(2n + 1)) = 0,

c’est-a-dire :
BLyn)(Y) = (=48 — 8fn + 2a8 — af + 28 + 48n)n(Y),

d’otu :
(Lyn)(Y)=(-2—4n+anY) = (a—22n+ 1))n(Y). (3.21)

On a (Lyn)(&) = Vn(&) —n(LyE), de I'équation (3.21]), on obtient :

ﬁvf = —(Oé - 2(27’& + 1))5

Maintenant, on remplace X et Y par £ dans I’équation (3.11)), on a :
20 — A+ 5=22n+1). (3.22)
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Puisque Ly od = do Ly, et dn = &, de I'équation (3.21)), on conclut que :
(Lydn)(X,Y) = (= 2(2n + 1))g(X, YY),
d’autre part :
(Lydn)(X,Y) = Vdn(X,Y) —dn(LyX,Y) —dn(X,LyY)
= Vg(X,9Y) = g(LvX,0Y) — g(X, pLyY)
= (Lvg)(X,0Y) + g(Lv X, Y) + g(X, LypY)
= (Lvg)(X,¢Y) +g(X, (Lve)Y).

Alors :
(Lvg)(X,0Y) +g9(X, (Lyp)Y) = (o —2(2n +1))g(X, ¢Y),

de I’équation (3.11)), on a :
alnsi :

(Lyp)Y = (3a —2X — 2(2n + 1))pY. (3.23)

ﬁngQX - QOQ,CV}(

—Ly X + Lyn(X)E+ Lv X —n(LvX)E
V(n(X))E+n(X) Ly —n(LyX)E
(Lyn)(X)€ —n(X)(a —2(2n +1))¢

D’autre part :

(Lyp*)X = Lyp*X — Ly X
= Lvp(pX) — p(eLy X)
—pLypX + pLypX
= (Lvp)pX + o(Lvp)X.

De I'équation (3.23]), on a :
(3a — 2\ — 2(2n + 1))* X + (3o — 2X — 2(2n + 1))p*X = 0,
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donc 3o — 2\ — 2(2n + 1) = 0, et d’aprés 1'équation (3.22)), on a :
20 — A+ B = 3a — 2],

c’est-a-dire :
a— =0, (3.24)

de (3.19)) et (3.24]), on conclut que o = =2 et f = —2 — \. D’aprés (3.22)), on trouve \ =
—2(24n) < 0. On pose L(X) = R(X, )¢, alors :

trace L = Ric(&,§)
— 2-942(2+n)
= 2n,
or, trace L = 2n — trace(h?) (voir [2, 13|), ainsi trace(h?) = 0, c’est-a-dire h = 0, par
conséquent N =0, et ¢ de Killing. ]

Dans le cas d’une variété de Sasaki, on a le résultat suivant :

Théoréme 3.11. [7] Soit (M, g) une variété de Sasaki dont la métrique g est un soliton de

Ricci du type gradient, alors f est constante et (M, g) est une variété d’Einstein.
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Chapitre 4

Solitons de Ricci généralisés

La notion des solitons de Ricci généralisés sur les variétés Riemanniennes est introduite
récemment par Nurowski et Randall [1I]. Cette notion est une généralisation naturelle de
soliton de Ricci, equation de Killing’s, equation des homothéties, equation d’Einstein-Weyl,
structures projectives métriques, et les variétés d’Einstein.

Actuellement, plusieurs auteurs travaillent sur cette direction, He et Zhu [7], ont donné dans
ce dernier papier le résultat suivant, toute variété de Sasaki qui satisfait I’équation du soli-
ton de Ricci est une variété d’Einstein. Dans ce chapitre on donne quelques résultats sur les

solitons de Ricci généralisés et quelques structures.

Les résultats obtenus dans ce chapitre sont publiés dans l'article [10], et d’autres sont

soumis pour publication.

4.1 Quelques définitions et notations

Définition 4.47. Soit (M,g) une variété Riemannienne de dimension n. Considérons le

systéme d’équations :
Lxg=—2c1X"® X" + 2cyRic + 2)yg, (4.1)
ott X est une 1-forme définie par X° = g(X,-), et c1, ca, A € R. On appellera I’équation

I’équation du soliton de Ricci généralisé. Une pair (g, X) est appelée soliton de Ricci

généralisé.
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Pour des indices a, b I'équation (4.1)) peut s’écrire comme suit :

— [0X' X' i - .
Z { o Gia + Oz gib} + Z {X’angjb + XZI‘{n,gja} = —2¢ Z X' X7 giagst

i=1

i,j=1 i,j=1

+ QCQRiCab + 2)\gab-

Dans le cas ot ¢; = 0 et ¢cg = —1, (4.2) est satisfaite si et seulement si :

" [0X! X’ noo o |

i=1 ij=1

c’est ’équation du soliton de Ricci classique.
Il est clair que la généralisation précédente n’est pas unique, mais son importance repose sur
le fait qu’elle regroupe des équations importantes en géométrie différentielle. Voici quelques

unes :
1. Sicp =0, co = —1, alors c’est le soliton de Ricci défini dans le chapitre 3 ;
2. Sic; = ¢y =0, alors c¢’est ’équation d’homothetie;

3. Sicp =cy =\ =01équation de Killing;

4

. SiClz]_,CQ:—

5 alors ce sont des cas particuliers des équations d’Einstein-Weyl.

4.2 Exemples de Solitons de Ricci généralisés

Nous donnons maintenant des exemples de soliton de Ricci généralisés en dimension 2.

Soit la métrique Riemannienne suivante :

2 1 2
g = A(y)dz*" + wdy ) (4.2)

ou A(y) > 0 est une fonction différentiable & une variable. La courbure de Gauss de cette

métrique Riemannienne est donnée par :

]. 1"

Premiérement, nous donnons des solutions de (4.2) avec ¢; = 0, et aprés avec ¢; # 0.
Nous donnons des exemples classiques comme le cigare Hamilton seront obtenus comme cas
particuliers.

Pour avoir des exemples explicites du soliton de Ricci généralisés (g, X), avec ¢; = 0, on prend

la métrique Riemannienne donnée par 1} et la 1-forme X” donnée par :

X" = A(y)vdx + pdy, (4.3)
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avec 11, v des constantes réelles, tel que pu? + % # 0. Nous avons :
F=dX’ = —vA (y)dz A dy,

Dans le cas gradient, nous obtenons F' = 0, si ¥ = 0 ou g est plate. Pour un tel X, et pour

¢ = 0 le soliton de Ricci généralisé se réduit a une EDO du second ordre :
A"+ pA —2) =0. (4.4)

C’est la seule équation a résoudre pour obtenir un soliton de Ricci avec ¢; = 0 pour (4.1)). La
solution générale de (4.4) quand co # 0 et u # 0 est :

A
Aly) = 22y + aexp(—y) + 5,
K C2

ou «, (3 sont des constantes.

Si = 0, la solution générale est :
A g
Aly) = Gy tath (4.5)

A
mais la solution & une courbure Gaussienne constante K = ——. De méme, si co =0 et p # 0

Co
nous obtenons une métrique plate avec une solution générale donnée par :

Aly) = 25?; + 5.
W

Finalement, le cas le plus dégénéré est : co = 0 et = 0, cela donne A\ = 0, quelle que soit la
fonction A(y) solution de I’équation (4.4). Cela veut dire que le champ de vecteurs X = 0,,
qui correspond & la 1-forme X° = A(y)vdz est toujours de Killing pour la métrique Rieman-

nienne (4.2)) peu importe la fonction A(y).

Dans le cas ou la courbure est non-constante et le champ de vecteurs X n’est pas de

Killing, nous avons :

Proposition 4.20. [7/ Pour chaque X\ et co # 0, il existe une famille de solitons de Ricci

Riemannien a 4-paramétres («, B, p # 0, v) donnée par :

0 1

A
g = (2—y+aexp(——)> da® +
M C2

dy?,

Dy + 5

2—y + aexp(——
H C2

X = (22y + aexp(—cﬂ) + ﬁ) dx + pdy.

2
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La courbure de Gauss de cette métrique Riemannienne est donnée par :

o exp(—Ly),
T2 &

est la 2-forme F' est donnée par :

ap? exp(—cﬁzy) — 2e\

HC2

F=v dx N dy.

Ezemple 22 (Cigar de Hamilton généralis¢). Dans certains cas pour simplifier les formules

dans la Proposition (4.20) on peut introduire une variable r reliée a y par :

Co
y = —log
S(tan

Avec A = 0, la métrique Riemannienne g devient :

ux/_

g=dr*+ 5tanh2( r)dz (4.6)

et la 1-forme X’ est donnée par :

w/B

= fv tanhQ( 2, r)dz + i/ tanh(

N\C/Br)dr. (4.7)

4.3 Solitons de Ricci généralisés sur les variétés de Sasaki

Dans cette section, nous montrons qu’une variété Sasakienne qui satisfait I’équation du so-
liton de Ricci généralisé de type gradient, satisfaisant certaines conditions, est nécessairement
d’Einstein.

Théoréme 4.12. [10] Soit (M, p,&,n,9) une variété de Sasaki de dimension (2n + 1), qui
satisfait I’équation du soliton de Ricci généralisé (4.1) avec X = gradf pour f € C*(M).
Si (N + 2¢on) # —1, alors [ est constante. De plus, si ca # 0, alors (M, g) est une variété
d’Einstein.
Pour la preuve du Théoréme 4.12}, on a besoin des Lemmes suivants :
Lemme 4.10. Soit (M, p,&,n,g) une variété de Sasaki. Alors :
(Le(Lx9)(Y.6) = g(X,Y)+g(VeVeX,Y) +Yg(VeX,§),

ou X, Y € (TM), avec Y est orthogonal a &.
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Preuve. On a :
(Le(Lxg) (Y€)= &((Lx9)(Y,€)) — (Lxg)(LeY,€)
—(Lxg)(Y, Lek), (4.8)
comme LY = [£,Y], L€ = [€,€] =0, on obtient :
(ﬁf(ﬁxg))(ya §) = (Vv X, §) +&9(VeX)Y) — g(Viey X, §)
_g(vaa [67 Y])
= g(VeVy X, 8) +9(Vy X, Vel) + g(VeVe X, Y)
+g<V§X7 VgY) — g(V[§7y]X, f) — g(V5X, VSY)
—I—g(VgX, Vyf),
et comme V£ = ¢ = 0, on trouve :
(Le(Lxg)(Y,6) = g(VeVy X, 6) 4+ g(VeVeX,Y) = g(Viey X, §)
+Yg(VeX, &) — g(Vy VX, €). (4.9)
Par la définition du tenseur de courbure, on obtient :
(Le(Lx9)(Y.€) = g(R(EY)X,€) +g(VeVeX,Y) +Yg(VeX,§). (4.10)
De I'équation (4.10f), avec g(Y,£) =0, on a :

9(R(&,Y)X, &) = g(R(Y,£)¢, X) = g(X,Y). (4.11)

Lemme 4.11. Soient (M, g) une variété Riemannienne, et f € C*°(M). Alors :

(Le(df @ d))(Y,€) = Y(E(F)ES) + Y (FEES),
ot £,Y € I(TM).

Preuve. On calcule :

(Leldf @ df))(Y,€) = (Y (FES) — & YINES) = Y(HIEES)
= EY(NES) +Y(HEES) — [E. YI(NHE),

comme [§, Y](f) = £(Y (f)) = Y(£(f)), on obtient :

(Le(df @ dN))(Y,€) = [ YI(NES) + Y(ENES) + Y (FIEES))
—[&YI(FES)
= Y(EES) + Y (FEES))
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Lemme 4.12. Soit (M, ¢,&,1,g) une variété de Sasaki de dimension (2n+1), et qui satisfait

léquation du soliton généralisé, avec X = grad f, pour f € C*(M). Alors :

Vegrad f = (A + 2cn)é — c1&(f) grad f.

Preuve. Soit Y € I'(T'M), de la définition de la courbure de Ricci, avec la propriété
R(X,Y)§=n(Y)X —n(X)Y, ona:

Ric(€,Y)

2n+1

> 9(R(E e)erY)

e

Z g(R(e;, Y)E i)

= 2n+1 2n+1

ny) Z gles, ;) — Z n(e:)g(X, e;)

(2n+1D)n(Y) —n(Y)
2nn(Y) = 2ng(€,Y),

ou {e;} est une base orthonormée locale sur (M, g). Ce qui implique :

Ag(E,Y) + e Ric(§,Y) = Ag(&,Y) + 2cang(E,Y)

= (A4 2cn)g(&,Y).

Les équations (4.12)) et (4.13), nous donnent :

(Hess f)(&,Y)

Le résultat du Lemme s’obtient de (4.14)), et de la définition du Hessien.

—c§(NY(f) + (A +2cn)g(§,Y)
—a&(f)g(grad f,Y) + (A + 2con)g(E, Y).

(4.12)

(4.13)

(4.14)

Lemme 4.13. Soit (M, g) une variété Riemannienne, et soit & un champ de Killing sur M,

alors :

(1) R(S? X)Y + VXVY€ - VV)(Y€ =0 5
(2) £§ny = Vxﬁgy + V£§XY N

(8) (LR)(X,Y)Z=0;
(4) LeRic=0.
Ici, X,Y,Z € T(TM).
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Preuve.
(1) On a:
g(R(EX)X,Y) = g(R(X,Y)E X)
= 9(VxVy§, X) —9(VyVx§ X) — 9(Vix € X),
ce qui implique :
g(R(&, X)X,Y) = Xg(Vy§, X) —g(Vy, VxX)
—Yg(Vx¢, X) +9(Vx€, Vy X)
—9(Vvyv&, X) +9(Vy, x.§, X)

= _Xg(nga Y) + g(vVXX€7 Y)
+Xg(Vx§,Y) = g(VxVxE,Y),

comme ¢ est non dégénérée, on obtient :

R(§, X)X = Vy,x§ — VxVx¢.

Donc :
REX+Y) (X +Y)+ Vv Vvl — Ve, x4v§ = 0,

ie.

RE&EX)X+R(EX)Y +REY)X +REY)Y

+VxVx&+ VxVyl+ VyVx&+ VyVy €
—Vyx{ = Vyw€—Vy,x§ = Vo,v§ = 0,
d’ou :
R&X)Y +VxVyl =V wé+ R(EY)X +VyVxé — Ve, x§ = 0,

comime :

R, X)Y +VxVy{ —Vy, vl =R(EY)X +VyVxé — Vy, x§,
car :

R(S,X)Y + VXVyg — VVny — R(S,Y)X — VyVXf + nyXg
= R X)Y+RY,HX +R(X,Y)E=0,
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on obtient :

2[R(&, X)Y + VxVy& — Vu,vE] =0,

1.e.

R(é, X)Y +VxVyé —Vy,vE=0.

(2)

LNVxY = [, VY]
= VVxY — Ve, v
= R(&,X)Y + VxVeY + ViexY — Vo,vé
= —VxVyE+ VxVeY + ViV
= Vx[§,Y]+ VY
— VeV + VLY,

(3)

LR(X,Y)Z = LeViVyZ - LeVyVxZ — LV Z

= Ve VWZ+VxLeVyZ =V, yVxZ
CVVLEVKZ — ViixnZ — VixyiLeZ

= Ve VyZ +VxVeyZ +VxVyLeZ
—VieyVxZ —=VyVexZ —VyVxLeZ
V. xvZ = VvxeyZ + Vv yxZ
Vo, Z — Vo LeZ — Vo, xLeZ

— R(LX,Y)Z+ R(X,LeY)Z + R(X,Y)LeZ,

et comme :
(EER)(X, Y)Z = £§R(X, Y)Z — R(EgX, Y)Z — R(X, EgY)Z — R(X, Y)/JEZ,

on obtient (L:R)(X,Y)Z = 0.
(4) Soit X, Y € I'(T'M), et soit {e; }?_; une base orthonormeée sur (M, g), tel que V.,e; =0
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enz € M. Alors :
(LeRic)(X,Y) = Eg Ric(X,Y) — Ric(L:X,Y) — Ric(X, L¢Y)

= Zﬁgg (X,e)e;, Y)

— Zg (LeX,ei)e;,Y) — Zg(R(X,ei)ei,Lg}/)
i=1

- Z(£€g> (R(X7 ei)ei7 Y)

=1

+ ZgﬁgRXel ei,Y +Zg (X, ei)ei, LeY)

i=1

_ZQ(R([’SX el 61, Zg X €; 617‘C§ )

i=1
— Z g(R(X, Egez)ei, Y) + Z (R(X 61)£§6Z’ )
i=1 =1
comme :
Efei - [57 ei] - vfei - v€i§ - _veig'
—Velble; = =6V e — ei(€)e; = —ei(€)e,
on obtient :
(LeRic)(X,Y) = = 3 g(R(X,ei(&)e))en V) = 3 g(R(X,¢))ei(€)er, V),
i,j=1 i,j=1

on fait un changement d’indice, on trouve :

n

(LeRic)(X,Y) == ) g(R(X,ei)e;, Y)(eil&) +¢,(€)).

ij=1

0 = (Leg)(eiey)
= .g(Veif) 6j) + g(vej57 ei)

= Y eil€)glen e) + Y €5(Eg(ear er)
= e;(&) +e(&),

donc (L¢Ric)(X,Y) = 0.
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Preuve du Théoréme Soit Y € I'(T'M), tel que g(&,Y) = 0, de Lemme {4.10], avec
X =grad f, on a:

2(Le(Hess f))(Y.6) = Y(f) +9(VeVegrad f,Y) +Yg(Vegrad £,€),  (4.15)

de Lemme 4.12| et I’équation (4.31)), on trouve :

2(Le(Hess [))(Y,€) = Y(f) + (A +20n)g(Vel,Y) — c19(Ve(€(f) grad f), )
+A +2en)Y g(€,€) — e (6(f)*), (4.16)

comme V¢€ =0 et g(&, &) =1, de 'équation (4.32), on obtient :

2(Le(Hess f))(Y,6) = Y(f) —all€(N))Y(f) — a€(f)g(Vegrad f,Y)
—2c:8(f)Y (£(S)), (4.17)

de Lemme [1.12] équation ([£.17), et comme g(£,Y) =0, on a :

2(Le(Hess f))(Y,€) = Y(f) — all&(NY () +ci€(/)*Y(f)
—2c:6(N)Y (E(f))- (4.18)

comme L¢g = 0 (i.e.  est de Killing), implique que £¢ Ric = 0 (Lemme |4.13)), la dérivée de

Lie a I’équation du soliton de Ricci généralisé donne :
2(Le(Hess ) (Y, €) = —2c1(Le(df © df))(Y, ), (4.19)
donc, & partir des équations (4.18)), (4.19)) et Lemme [4.11} on a :

Y (f) = a&€(MNY(f) + €)Y (f) — 20€(f)Y (E(F))
= —2a1Y(E()E(S) = 2aY (F)EE(S)), (4.20)

est équivalent a :

Y ()1 + e€(6(f)) +cie(f)*] =0, (4.21)

selon le Lemme [4.12] on trouve :

ag(€(f) = aly(§ grad f)
= g(&, Vegrad f)
= (A4 2can) — AE(f)?, (4.22)
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par équations (4.21)) et ( -, on obtient :
Y(f)[1+ c1(A+2¢m)] = 0. (4.23)
Puisque ¢;(A + 2¢on) # —1, on conclut que Y (f) = 0, i.e. grad f est paralléle & . Par

conséquent grad f = 0, comme D = ker 7 est non-intégrable, d’ot f est une fonction constante.

Remarque 12. Soit (M, g) une variété de Sasaki qui satisfait 1’équation du soliton de Ricci
gradient (i.e. Hess f = — Ric+\g), alors f est une fonction constante, et (M, g) est une variété
d’Einstein (ce résultat est obtenu par P. Nurowski and M. Randall [I1]).

Sur une variété de Sasaki (M, ¢, £, 7, g), il n’existe pas de fonction différentiable non-constante

f, de sorte que Hess f = A\g, pour certains constantes .

4.4 Solitons de Ricci généralisés sur les variétés K-contact

Dans le cas d’une variété de K-contact, on a les résultats suivants :

Théoréme 4.13. Soit (M, p,&,n,g) une variété K-contact, et satisfait I’équation du soliton
de Ricci généralisé. (1) Sicy =0 ou V est orthogonal a &, alors V' est un champ de Jacobi le

long de chaque géodésique associé a &, i.e.
R(V,§)§ + VeVeV — Vg,V =0.

(i) StV = grad f, ou f € C®°(M), alors grad [ est de Jacobi le long de chaque géodésique

associé a & si et seulement si c;(Hess f)(&,€) = 0.

Preuve. Soit Y, Z, W € I'(TM), on a :
(VyLyg) (W, Z) = =2¢1(Vy (V" © V) (W, Z) + 2¢2(Vy Ric)(W, Z), (4.24)
ainsi, par I’équation suivante :
(Vy(V? @ V) (W, 2) = g(VyV,W)g(V, Z) + g(V,W)g(VyV. Z),
et Lemme on trouve :
g(Ly V)Y, Z), W) = —ag(VyV,W)g(V,Z) — erg(V.W)g(VyV. Z)
—a1g(VzV,W)g(V.Y) = crg(V, W)g(VZV.Y)
+ag(Vw V. Y)g(V, Z) + cg(V,Y)g(VwV, Z)
+2¢2(Vy Ric)(W, Z) + 2¢2(V 2z Ric)(W,Y)
+2¢o(Vw Ric)(Y, Z).
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En remplagant Y = Z = ¢ dans ci-dessus, et en utilisant les équations :
Vxé=—¢X, Ric(& X)=2nn(X), (4.25)
on obtient I’équation suivante :

g((LyV)(E €, W) = =2c19(VV,W)g(V,€) — 2c19(V,W)g(VeV, €)

Le Théoréme découle de I'équation (4.26)), avec g(V¢V, &) = £g(V,€), et 'équation :
(LyV)(Y,Z) = R(V,Y)Z + V3.,V
ou Vi,V =VyVzV —Vy,zV. Si V =grad f, alors g(VeV, W) = g(Vy V,§). u

Théoréme 4.14. Si une variété K-contact (M?*"*1,g) est un soliton de Ricci généralisé de
type gradient avec c1(A + 2con) # —1, alors f est une fonction constante. De plus, si co # 0,

alors (M, g) est une variété d’Einstein.
Preuve. SiV = grad f, alors I’équation du soliton de Ricci généralisé devient :
Vygrad f = —c1Y(f) grad f + ca RicciY + \Y, (4.27)

ou Y est un champ de vecteurs sur M, RicciY = Y7 R(Y, e;)e;, et {e;} est une base

orthonormée sur (M, g). En utilisant cette équation, on trouve :

R(X,Y)grad f = —caY(f)Vxgrad f+ i X(f)Vy grad f
+¢2[(Vx Ricei)Y — (Vy Ricei) X,

en prenant la métrique Riemannienne avec &, et en remplacant X par &, on a :

g(R(&Y)grad f,§) = —arY(f)g(Vegrad f,&) + ci&(f)g(Vy grad f,€)
+e29((Ve Riccd)Y, €) — e29((Vy Ricai)é, €), (4.28)

a partir des équations (4.25), R(X,&)¢ = X —n(X)E, (4.27) et (4.28]), on obtient :

g(Y,grad f) =n(Y)E(f) = aY(NE(f) — 2naeY (f) — aXY(f)
—ctY (NE(f)? + 2ne1caé(/)n(Y) + e e(fn(Y),

ceci est équivalent a :

[1+ c1(2ney + N)](E(f)E — grad f) = 0.

86



Solitons de Ricci généralisés

Sici(2nea + A) # —1, on a grad f = £(f)E, cela implique que :

Vy grad f

VyE(f)§
= Y(E()E+E()VyE
= Y(E(f)E = E(f)¢Y,

a partir des équations :
Hess f = —c1df ® df + co Ric+Ag.

et (4.29), on conclut que :
—aX ()Y (f) + Rie(X,Y) + Ag(X,Y) = X(&(f))n(Y) = £(f)g(eX,Y),
pour tout X, Y € T'(TM), si Y =&, on trouve :

X))

—a X (f)E(f) + 2nean(X) + An(X)
= (2nez + Mn(X) — e X (F)E(S),

a partir de I’équation (4.31-1)), on a :

Y(E)nX) + XEHMY) = —aY(HX(f) —aX(HY ()
20, Ric(X,Y) + 20g(X,Y),

cela implique que :
e Ric(X,Y) = (2ncy + An(X)n(Y) + a X (/)Y (f) — Ag(X,Y)

par conséquent :
Vy grad f = (2ncs + A\)n(Y)E.

(4.29)

(4.30)

(4.31-1)

(4.31)

En utilisant cela, on calcule R(X,Y)grad f, en prenant la métrique Riemannienne avec &,
avec grad f = £(f)&, on obtient 2ncy + A = 0. Si ¢; = 0, de 'équation (4.31)), on trouve
X(&(f)) = 0, ie. la fonction &(f) = ¢ est constante sur M, Ainsi, df = cn. Sa dérivée

extérieure implique cdn = 0, par conséquent ¢ = 0, donc f est constante. Si ¢; # 0, on

calcule :

X(&(f) = Xg(& gradf)
= g(Vx§ grad f) + g(§, Vx grad f)
= —g(pX, grad f),
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ceci est équivalent & :

—aX(f)E(f) = —g(pX, grad f).

Pour X = ¢, on a &(f) = 0, par conséquent f est une fonction constante sur M. Si, ¢y # 0,

on obtient Ric = —2¢, i.e. g est d’Einstein, de Riccié = 2né, on a A = —2nc,. ]
c2

Remarque 13. Comme toute variété de Sasaki est K-contact, alors le Théoréme [£.12] résulte

immédiatement du Théoréme .14
Théoréme 4.15. Si une métrique K-contact g est un soliton de Ricci généralisé avec V'
colinéaire avec & et co # 0. Alors, V' est un multiple constant de &, et g est n-Einstein. De
plus, si ¢y =0, alors (M, g) est une variété d’Finstein.
Preuve. Soit V =af, ot a € C®(M),on a:

(Lvg)(X. &) = —2ca°n(X) + 2c2 Ric(€, X) + 2Mn(X), (4.32)
pour tout X € I'(T'M), de I"équation :

(Lvg)(X,Y) = g(VxV.Y) 4+ g(VyV, X),

et (4.25), avec X est orthogonal & &, I’équation (4.32) est équivalente & X(a) = 0. Donc,
grad a est parallele a &. Par conséquent, grada = 0 comme D = kern n’est pas intégrable,

i.e., a est une fonction constante. Ainsi, V est de Killing. [ ]
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