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Introduction

En mathématique, la conjecture de Poincaré est reconnue comme l’un des problèmes
mathématiques les plus difficiles du 20eme siècle, comme son nom l’indique cette conjecture
revient à une question posée en 1904 par le célèbre mathématicien francais Henri Poincaré
"est-ce-que toutes 3-variétés simplement connexe et compacte est homéomorphe à la sphère
S3.
En 1970, William Thurston a généralisé la conjecture en proposant une classification en huit
modèles pour toutes les 3-variétés, qui a porté le nom de "Problème de géomètrisation de
Thurston" dont la conjecture de Poincaré était un cas particulier. Quelques années plus tard,
Richard Hamilton a donné une approche ingénieuse qui a mené à la résolution du problème
de géométrisation. L’idée de Hamilton consistait à homogènéiser la courbure sur une 3-variété
initiale pour obtenir une 3-variété finale à courbure homogène constante cela en s’inspirant
du phénomène de la propagation de la chaleur. Cette méthode est appelée programme de
Hamilton, il consiste à prendre une variété riemannienne (M, g0) et faire évoluer le tenseur
métrique suivant une EDP qui ressemble à l’équation de la chaleur, ce qui donne :

∂gt
∂t

= −2Ricgt , g0 = g.

Cette équation connue sous le nom du Flot de Ricci. Les premières solutions de cette EDP
apparues dans l’article de Hamilton étaient les métriques d’Einstein resp (les solitons de Ricci)
données par l’équation Ric = λg resp (LXg = Ric+ 2λg), pour une certaine constante λ. Ces
solutions sont des points fixes pour le flot de Ricci car il n’agit sur eux que par homothétie ce
qui nous explique d’où vient l’appellation soliton de Ricci, ces solitons peuvent être classifiés
en trois types selon le λ défini précédemment, donc on a trois cas si λ < 0 le soliton est
expansif, si λ = 0 il est dit stable, et si λ > 0 rétractif.
Après avoir donné des résultats triviaux Hamilton énonce un résultat local, ce qui a rassuré
Hamilton que son programme marche bien et que c’est la bonne démarche pour résoudre la
conjecture, mais ce n’est pas encore fini car cette joie n’a pas duré longtemps à cause des
singularités qui viennent troubler Hamilton. Par singularité on veut dire l’explosion du flot
en un temps fini mais ce type de singularité n’est pas le seul, et c’est à ce moment là où
intervient le génie de l’école russe Grigori Perelman qui a pu les classifier et même résoudre
le problème de géométrisation. Perelman a introduit deux fonctionnelles qui on joué un rôle
important dans sa preuve, depuis lors ces deux fonctionnelles sont connues sous le nom de
"λ−entropie et µ−entropie de Perelman", la chose remarquable c’est que les points critiques
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de ces fonctionnelles sont les solitons de Ricci qui étaient vus comme points fixes pour le flot
de Ricci, ce qui a donné envie aux mathématiciens de connaître la géométrie et la topologie
de ces solitons et bien sûr à les classifier. Les nombreux travaux de classification ont mené à
une remarque importante est que les solitons qui ne sont pas d’Einstein sont rares et comme
les solitons sont une généralisaton des variétés d’Einstein et que ces dernières se trouvent en
abondance sur la classe des variétés de Sasaki, une question naturelle s’est poseé par Cao :
"existe t-il des solitons de Ricci du type rétractif sur des variétés de Sasaki qui ne sont pas
d’Einstein ?" de nombreux résultats sont publiés mais malheureusement ils sont : : : tous
négatifs. pendant cela une généralisation des solitons vient de paraître ce sont les solitons de
Ricci généralisés donnés par :

LXg = −2c1X
[ �X[ + 2c2Ric + 2λg

où X[ est une 1-forme définie par X[ = g(X, ) et c1, c2, λ sont des réels. Il est clair que cette
généralisation est loin d’être naturelle mais son avantage est qu’elle a pu regrouper de nom-
breuses équations intéressantes en géométrie différentielle, ce qui nous a poussé à investiguer
la question de Cao sur cette dernière.

Le but de cette thèse est l’étude les solitons de Ricci généralisés, puis de trouver quelques
résultats liés aux variétés de Sasaki et les variétés K-contact.

Ce travail est reparti en quatre chapitres. Le premier chapitre décrit les outils de la géomé-
trie différentielle et la géométrie Riemannienne en introduisant multiples définitions à savoir
la métrique Riemannienne, la connexion de Levi-Civita, les tenseurs de courbure et aussi fait
rappel aux opérateurs remarquables définissant ainsi le gradient, la divergence, le Hessien et le
Laplacien. Le deuxième chapitre traite les variétés de contact et leurs propriétés. Le troisième
chapitre met en relief la définition d’un soliton de Ricci, étudie des exemples de Ricci soliton,
présente quelques proprietés avec preuves et conclut la démonstration de Théorème suivant
"Si la métrique g d’une variété métrique de contact η-Einstein (M, g, ϕ, ξ, η) est un soliton
de Ricci non-Einstein, alors M est K-contact, et λ > 0".
Dans le quatrième chapitre on définit les solitons de Ricci généralisés. Ensuite, on construit
quelques exemples. En établissant les théorèmes suivants :

Théorème 0.1. [10] Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de Sasaki de dimension (2n + 1), qui
satisfait l’équation du soliton de Ricci généralisé (4.1) avec X = gradf pour f ∈ C∞(M).
Si c1(λ + 2c2n) 6= −1, alors f est constante. De plus, si c2 6= 0, alors (M, g) est une variété
d’Einstein.

Théorème 0.2. Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété K-contact, et satisfait l’équation du soliton
de Ricci généralisé. (i) Si c1 = 0 ou V est orthogonal à ξ, alors V est un champ de Jacobi le
long de chaque géodésique associé à ξ, i.e.

R(V, ξ)ξ +∇ξ∇ξV −∇∇ξξV = 0.
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(ii) Si V = grad f , où f ∈ C∞(M), alors grad f est de Jacobi le long de chaque géodésique
associé à ξ si et seulement si c1(Hess f)(ξ, ξ) = 0.

Théorème 0.3. Si une variété K-contact (M2n+1, g) est un soliton de Ricci généralisé de
type gradient avec c1(λ+ 2c2n) 6= −1, alors f est une fonction constante. De plus, si c2 6= 0,
alors (M, g) est une variété d’Einstein.

Théorème 0.4. Si une métrique K-contact g est un soliton de Ricci généralisé avec V coli-
néaire avec ξ et c2 6= 0. Alors, V est un multiple constant de ξ, et g est η-Einstein. De plus,
si c1 = 0, alors (M, g) est une variété d’Einstein.
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Chapitre 1

Généralités et préliminaires

1.1 Rappels de géométrie différentielle

Définition 1.1.

1. (Espace topologique séparé) On appelle espace topologique un couple (X;O) où X
est un ensemble et O est une famille de parties de X, stable par réunion quelconque,
intersection finie et contenant l’ensemble total X et l’ensemble vide. Les U ∈ O sont
appelés les ouverts de la topologie. Le couple (X;O) forme un espace topologique séparé
(ou espace de Hausdorff), si pour tout x, y ∈ X avec x 6= y il existe U, V ∈ O tels que
x ∈ U , y ∈ V et U ∩ V = ∅.

2. (Carte) Une carte (U, φ) sur un espace topologique séparéM est la donnée d’un ouvert
U de M et d’un homéomorphisme φ de U vers un ouvert de Rn. n est appelé la
dimension de la carte (U,ϕ).

4. (Atlas de classe Ck) Un atlas sur un espace topologique séparé M est la donnée d’un
ensemble de cartes (Ui, φi) de même dimension n, telles que les Ui recouvrent M . On
dit qu’un atlas A sur un espace topologique séparé est de classe Ck si les applications
φi ◦φ−1j sont de classe Ck entre ouverts de Rn (n est appelé aussi la dimension de M).

Définition 1.2 (Variété de classe Ck). Une variété de classe Ck est un espace topologique
séparé, muni d’un atlas A de classe Ck.

Notation. "Variété différentiable" signifiera toujours variété de classe C∞.

Exemple 1. L’espace Rn est une variété différentiable de dimension n avec A = (Rn, IdRn).

Exemple 2 (L’espace projectif réel). L’ensemble quotient Pn(R) = Rn+1 − {0}/∼, où :

x ∼ y ⇔ ∃λ ∈ R∗, x = λy,



Généralités et préliminaires

est une variété différentiable de dimension n. En effet ; Soit x ∈ Rn+1 − {0} alors il existe
i ∈ {1, 2, ..., n+ 1}, tel que xi 6= 0. Pour chaque i = 1, ..., n+ 1, on dénote par Ui l’ouvert de
Rn+1 − {0} défini par :

Ui = {(x1, x2, ..., xn+1) /xi 6= 0}.

La famille (Ui)1≤i≤n+1 constitue un recouvrement ouvert de Rn+1 − {0}. On dénote par π :

Rn+1 − {0} −→ Pn(R), x 7−→ x̄ la surjection canonique, où x̄ est la classe de x modulo la
relation d’équivalence ∼, et par Ūi l’image de Ui par π. L’espace projectif réel Pn(R) muni de
la topologie quotient est recouvert par la famille (Ūi)1≤i≤n+1. Et pour chaque i = 1, ..., n+ 1,
on note par ϕi l’application définie par :

ϕi : Ui −→ Rn,

(x1, x2, ..., xn+1) 7−→ (
x1
xi
,
x2
xi
, ...,

xi−1
xi

,
xi+1

xi
,
xn+1

xi
)

soit ϕ̄i l’application de Ūi dans Rn définie par ϕ̄i(x̄) = ϕi(x) pour tout x̄ ∈ Ūi. Les ϕ̄i
définissent des applications bijectives et compte tenu de la topologie quotient de Pn(R), la
famille confère à l’espace projectif réel une structure de variété différentiable de dimension n
et de classe C∞.

Définition 1.3 (Application différentiable). Soient (M,A) et (N,B) deux variétés différen-
tiables, et f une application de (M,A) dans (N,B). On dit que f est différentiable (resp. de
classe Cr) en un point x de M si pour une carte (U, φ) dans A dans un voisinage du point x,
et une carte (U

′
, φ

′
) dans B autour du point f(x), l’application φ′ ◦ f ◦ φ−1 est différentiable

(resp. de classe Cr). L’application f est différentiable dans M si f est différentiable en x,
pour tout x ∈M .

Notation. Nous utilisons les notations suivantes :

C∞(M) = l’ensemble des fonctions différentiables de M dans R.

C∞(M,N) = l’ensemble des applications différentiables de M dans N.

1.2 Fibré Tangent

Définition 1.4 (L’espace tangent à une variété différentiable). Soit M une variété diffé-
rentiable. Deux courbes différentiables c1, c2 :] − ε, ε[−→ M sont tangentes au point p si
c1(0) = c2(0) = p et s’il existe une carte locale (U,ϕ) de M telles que p ∈ U et

d(ϕ ◦ c1)
dt

∣∣∣
t=0

=
d(ϕ ◦ c2)

dt

∣∣∣
t=0
.
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On définit ainsi une relation d’équivalence sur l’ensemble des courbes passant par p :

" c1 ∼ c2 si elles sont tangentes en p "

Un vecteur tangent à M en p est une classe d’équivalence de courbes tangentes en p. L’espace
tangent à M en p, noté TpM , est l’ensemble des vecteurs tangents à M en p.

Remarque 1. Soit c une courbe différentiable définie sur un intervalle ]− ε, ε[ à valeurs dans
un sous-ensemble de la variété différentiable M . Notons par C∞p (M) l’ensemble de toutes les
fonctions f : M −→ R de classe C∞ autour du point p = c(0). Un vecteur tangent à la courbe
c au point p est un opérateur ċ(0) : C∞p (M) −→ R défini par

ċ(0)(f) =
d(f ◦ c)
dt

∣∣∣
t=0
.

Définition 1.5 (Le fibré tangent à une variété différentiable). Le fibré tangent à une variété
différentiable est l’ensemble

TM =
⋃
p∈M

TpM,

(muni d’une structure différentiable naturelle, TM devient une variété différentiable de di-
mension 2 dimM).

Définition 1.6 (L’application tangente en un point). Soient M et N deux variétés diffé-
rentiables et soit f une application différentiable de M dans N . Pour tout point p de M ,
l’application tangente de f au point p est l’application linéaire

dpf : TpM −→ Tf(p)N

ċ(0) 7−→ dpf(ċ(0)) : C∞f(p)(N) −→ R.

g 7−→ d(g ◦ f ◦ c)
dt

∣∣∣
t=0

1.3 Champ de tenseurs

Définition 1.7 (Champ de vecteurs). Un champ de vecteurs X sur une variété différentiable
M est une application qui associe à tout point p de M un vecteur tangent à M en ce point p :

X : M −→ TM

p 7−→ Xp ∈ TpM.

Un champ de vecteurs est dit différentiable si l’application définie ci-dessus l’est aussi. L’en-
semble de tous les champs de vecteurs de M est noté par Γ(TM) ou X (M).

13
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Définition 1.8 (Tenseur). Soit V un espace vectoriel de dimension n.

1. Un k-tenseur sur V est une application multilinéaire réelle définie sur le produit V × V × ...× V︸ ︷︷ ︸
k-fois

.

L’espace des k-tenseurs est lui-même un espace vectoriel réel noté par T k(V ∗).

2. Un (r, s)-tenseur sur V est une application multilinéaire réelle définie sur le produit
V × V × ...× V︸ ︷︷ ︸

s-fois
×V ∗ × V ∗ × ...× V ∗︸ ︷︷ ︸

r-fois
, où V ∗ est le dual algébrique de V . L’espace des

(r, s)-tenseurs est aussi un espace vectoriel réel noté par T k,m(V ∗, V ).

Définition 1.9 (Champ de tenseurs). Soit M une variété différentiable. Un (r, s)-champ de
tenseurs (ou champ de tenseurs de type (r, s)) sur M est une application qui associe à chaque
point p ∈ M un (k,m)-tenseur Tp ∈ T r,s(T ∗pM,TpM), où T ∗pM désigne l’espace cotangent
dual de TpM .

Remarque 2. Soit M une variété différentiable. Une 1-forme différentielle ω sur M est un
champ de tenseurs de type (0, 1). L’ensemble des 1-formes différentielles sur M , est noté par
Γ(T ∗M), ou Ω1(M).

1.4 Dérivée de Lie

Définition 1.10 (Groupe de transformations à un-paramètre). Soit M une variété différen-
tiable. Un groupe de transformation à un-paramètre φ surM , est une application différentiable
de M×R dans M , tel que φ(x, 0) = x, et φ(φ(x, t), s) = φ(x, t+s) pour tout x ∈M, t, s ∈ R.

On définit φt(x) ≡ φ(x, t), alors pour tout t ∈ R, φt est une application differentiable de
M vers M , et φt+s(x) = φ(x, t + s) = φ(φ(x, t), s) = φ(φt(x), s) = φs(φt(x)) = (φs ◦ φt)(x),
alors φt+s = φs ◦ φt = φt ◦ φs puisque t+ s = s+ t.
φ0 est l’application identité de M vers M puisque φ0(x) = φ(x, 0) = x pour tout x ∈M .
On a, φt ◦ φ−t = φ−t ◦ φt = φ0, cela veut dire que chaque application φt a une application
inverse φ−t, qui est aussi différentiable. Donc, φt est un difféomorphisme de M vers M .
Ainsi, l’ensemble des transformations {φt}t∈R est un groupe commutatif, noté Diff(M), et
l’application t 7−→ φt est un homomorphisme entre le groupe additif des nombres réels et le
groupe des diffeomorphismes {φt}t∈R sur M .
Chaque groupe de transformations à un-paramètre φ surM détermine une famille de courbes
dans M (l’orbite du groupe). L’application φx : R −→ M donnée par φx(t) = φ(x, t) est une

14
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courbe différentiable surM pour tout x ∈M . Comme φx(0) = φ(x, 0) = x, le vecteur tangent
à la courbe φx au point t = 0 appartient à TxM . Le générateur de φ est le champ de vecteurs
X, tel que Xx = φ̇x(0).

Définition 1.11 (Flot d’un champ de vecteurs). Soit M une variété différentiable, et soit X
un champ de vecteurs sur M . Le flot de X, noté φX : I → Diff(M), t 7→ φX,t, (0 ∈ I ⊂ R),
est l’unique solution de l’équation différentielle de condition initiale :

dφX,t(x)

dt

∣∣∣
t

= XφX,t(x), φX,0(x) = x, ∀x ∈M.

Définition 1.12. Soit M une variété différentiable, et soit X, Y deux champs de vecteurs
sur M . La dérivée de Lie de Y par rapport à X est définie par :

(LXY )x =
d

dt
(φ∗X,tY )(x)

∣∣∣
t=0
, ∀x ∈M,

où φX,t est le flot de X, et φ∗X,t est son pull-back :

φ∗X,t : Γ(TM) −→ Γ(TM), φ∗X,tY = dφ−1X,t ◦ Y ◦ φX,t·

Proposition 1.1. ∀X, Y ∈ Γ(TM), on a LXY = [X, Y ].

Preuve. Soit U un ouvert de M . Etant donné f ∈ C∞(U), on pose :

f̃(t, x) = f(φX,−t(x)).

On a :

f̃(t, x)− f̃(0, x) =

∫ t

0

∂f̃

∂t
(s, x)ds

= t

∫ 1

0

∂f̃

∂t
(ts, x)ds.

Soit g(t, x) =
∫ 1

0
∂f̃
∂t

(ts, x)ds. Puisque f et φX sont C∞, f̃ et g sont C∞, on obtient :

g(0, x) =
∂f̃

∂t
(0, x)

=
∂

∂t

∣∣∣
t=0
f(φX,−t(x))

= dxf(
∂

∂t

∣∣∣
t=0
φX(−t, x))

= dxf(−X(x))

= −X(f)(x).
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De plus, on a :

(φ∗X,−tY )x(f) = (Y (f ◦ φX,−t))(φX,t(x))

= YφX,t(x)(f ◦ φX,−t),

or u 7−→ f ◦ φX,−t(u) = f̃(t, u) s’écrit :

u 7−→ f̃(0, u) + tg(t, u) = f(u) + tg(t, u) = (f + tgt)(u),

où gt(u) := g(t, u). Par conséquent :

(φ∗X,−tY )x(f) = YφX,t(x)(f + tgt)

= YφX,t(x)(f) + tYφX,t(x)(gt)).

Alors :

1

t
(φ∗X,−tY − Y )x(f) =

1

t
(YφX,t(x)(f)− Yx(f)) + YφX,t(x)(gt)

=
1

t
(Y (f)(φX,t(x))− Y (f)(x)) + YφX,t(x)(gt).

Comme t 7−→ φX,t(x) est une courbe dont le vecteur vitesse en t = 0 est X(x), on obtient :

Xx(Y (f)) = lim
t→0

(Y (f))(φX,t(x))− Y (f)(x)

t
.

Finalement :

lim
t→0

1

t
(φ∗X,−tY − Y )x(f) = Xx(Y (f)) + lim

t→0
Y(φX,t)(x)gt

= Xx(Y (f)) + Yxg0

= Xx(Y (f))− Yx(X(f))

= [X, Y ]x(f).

Proposition 1.2. Soit M une variété différentiable, alors :

1. LXf = X(f), ∀X ∈ Γ(TM), ∀f ∈ C∞(M).

2. LX(fY ) = f [X, Y ] +X(f)Y, ∀X, Y ∈ Γ(TM), ∀f ∈ C∞(M).

3. (LXω)(Y ) = X(ω(Y ))− ω([X, Y ]), ∀X, Y ∈ Γ(TM), ∀ω ∈ Γ(T ∗M).

4. Pour les formes différentielles α et β sur M , on a :

LX(α ∧ β) = LXα ∧ β + α ∧ LXβ
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5. Soient S, T deux champs de tenseurs sur M , on a :

LX(S ⊗ T ) = LXS ⊗ T + S ⊗ LxT

6. ∀T ∈ Γ(TM)⊗ ...⊗ Γ(TM)︸ ︷︷ ︸
r−fois

⊗Γ(T ∗M)⊗ ...⊗ Γ(T ∗M)︸ ︷︷ ︸
s−fois

, on a :

(LXT )(ω1, · · · , ωr, Y1, · · · , Ys) = X(T (ω1, · · · , ωr, Y1, · · · , Ys))

−T (LXω1, · · · , ωr, Y1, · · · , Ys)

− · · · − T (ω1, · · · , ωr, Y1, · · · ,LXYs).

Preuve.

1. Soit X ∈ Γ(TM) et soit f ∈ C∞(M), on a :

(LXf)x =
d

dt
(φ∗X,tf)(x)|t=0,

d’autre part φ∗X,tf est donnée par :

φ∗X,tf(x) = f(φX,t(x)),

on trouve :

(LXf)x =
d

dt
(f(φX,t(x)))|t=0

=
d

dt
f ◦ γ|t=0

= γ̇(0)(f)

= X(f),

où γ(t) = φX,t(x).

2. Soit X, Y ∈ Γ(TM), et soit f ∈ C∞(M), alors :

LX(fY ) = [X, fY ]

= X(fY )− fY (X)

= X(f)Y + fX(y)− fY (X)

= X(f)Y + f [X, Y ].
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3. Soit α, β deux formes différentielles, alors en x ∈M on a :

LX(α ∧ β) =
d

dt
((φX,t)

∗(α ∧ β))|t=0

=
d

dt
((φX,t)

∗α ∧ (φX,t)
∗β)|t=0

=
d

dt
[
1

2
((φX,t)

∗α⊗ (φX,t)
∗β − (φX,t)

∗β ⊗ (φX,t)
∗α)]|t=0

=
1

2
[
d

dt
(φX,t)

∗α|t=0 ⊗(φX,0)
∗β + (φX,0)

∗α⊗ d

dt
(φX,t)

∗β|t=0

− d

dt
(φX,t)

∗β|t=0 ⊗(φX,0)
∗α− (φX,0)

∗β ⊗ (
d

dt
φX,t)

∗α|t=0]

=
1

2
[
d

dt
(φX,t)

∗α|t=0 ⊗(φX,0)
∗β − (φX,0)

∗β ⊗ (
d

dt
φX,t)

∗α|t=0]

+
1

2
[(φX,0)

∗α⊗ d

dt
(φX,t)

∗β|t=0 −
d

dt
(φX,t)

∗β|t=0 ⊗(φX,0)
∗α)]

=
1

2
[
d

dt
(φX,t)

∗α|t=0 ⊗β − β ⊗ (
d

dt
φX,t)

∗α|t=0]

+
1

2
[(α⊗ d

dt
(φX,t)

∗β|t=0 −
d

dt
(φX,t)

∗β|t=0 ⊗α)]

=
d

dt
(φX,t)

∗α|t=0 ∧β + α ∧ d

dt
(φX,t)

∗β|t=0

= (LXα ∧ β)x + (α ∧ LXβ)x

= (LXα ∧ β + α ∧ LXβ)x.

4. Soient S ,T deux champs de tenseurs, alors :

LX(S ⊗ T )x =
d

dt
((φX,t)

∗(S ⊗ T ))|t=0

=
d

dt
((φX,t)

∗S ⊗ (φX,t)
∗T )|t=0

=
d

dt
(φX,t)

∗S|t=0 ⊗(φX,0)
∗T + (φX,0)

∗S ⊗ d

dt
(φX,t)

∗T |t=0

= (LXS ⊗ T )x + (S ⊗ LXT )x

= (LXS ⊗ T + S ⊗ LXT )x.
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1.5 Rappels de géométrie Riemannienne

1.6 Variété Riemannienne

Définition 1.13 (Métrique Riemannienne). Soit M une variété differentiable de dimension
n. On appelle métrique Riemannienne sur M , le choix d’un champ de tenseurs g de type (0, 2)

partout defini sur M , et tel que pour tout p dans M :

gp : TpM × TpM −→ R,

soit une forme bilinéaire symétrique, et définie positive.

Une variété Riemannienne est un couple (M, g), où M est une variété différentiable,
et g une métrique Riemannienne.

Exemple 3.

1. (L’espace Euclidien) L’espace Rn muni du produit scalaire standard :

g0(V,W ) =
n∑
i=1

viwi

où V = (v0, . . . , vn)x, W = (w0, . . . , wn)x ∈ TxRn, x ∈ Rn, est une variété Rieman-
nienne.

2. (Métrique Hyperbolique gH) Dans la boule :
Dn = {x ∈ Rn | ‖x‖ < 1},

on considère la métrique Riemannienne :
gH(X, Y ) = 4

(1− ‖x‖2)2
g0(X, Y ), X, Y ∈ TxRn, x ∈ Dn.

1.7 Connexion de Levi-Civita

Définition 1.14 (Connexion linéaire). Une connexion linéaire sur une variété differentiable
M est une application ∇ : Γ(TM)×Γ(TM) −→ Γ(TM) qui vérifie les conditions suivantes :

1. ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ

2. ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

3. ∇X(fY ) = X(f)Y + f∇XY
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où X, Y, Z ∈ Γ(TM) et f, g ∈ C∞(M). On dit que ∇XY est la dérivée covariante de Y en
direction de X.

Soit g une métrique Riemannienne sur une variété différentiableM , une connexion linéaire
∇ est dite compatible avec g si :

X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ), ∀X, Y, Z ∈ Γ(TM). (1.1)

A toute connexion linéaire ∇ sur une variété différentiable on associe le tenseur de torsion
du type (1,2) suivant :

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ], ∀X, Y ∈ Γ(TM).

Théorème 1.5. Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors l’application :

∇ : Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γ(TM),

définie par la formule de Koszul :

2g(∇XY, Z) = X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X, Y )) (1.2)

+g(Z, [X, Y ]) + g(Y, [Z,X])− g(X, [Y, Z]),

est une connexion linéaire sur M , appelée connexion de Levi-Civita. De plus, cette connexion
linéaire est l’unique connexion linéaire sans torsion (T = 0), et compatible avec la métrique
g.

Preuve. Soit X, Y, Z ∈ Γ(TM), on a :

2g(∇XY, Z)− 2g(∇YX,Z) = X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X, Y ))

+g(Z, [X, Y ]) + g(Y, [Z,X])− g(X, [Y, Z])

−Y (g(X,Z))−X(g(Z, Y )) + Z(g(Y,X))

−g(Z, [Y,X])− g(X, [Z, Y ]) + g(Y, [X,Z])

= 2g([X, Y ], Z).

D’où la connexion de Levi-Civita est sans torsion. De même méthode on obtient :

2g(∇XY, Z) + 2g(∇XZ, Y ) = X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X, Y ))

+g(Z, [X, Y ]) + g(Y, [Z,X])− g(X, [Y, Z])

+X(g(Z, Y )) + Z(g(Y,X))− Y (g(X,Z))

+g(Y, [X,Z]) + g(Z, [Y,X])− g(X, [Z, Y ])

= 2X(g(Y, Z)),
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donc la connexion de Levi-Civita est compatible avec g. Comme g est définie positive, donc
non-dégénérée, ainsi la relation (1.2) détermine complètement la connexion ∇, ce qui donne
l’unicité.

Proposition 1.3. Soient (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n, ∇ la connexion
de Levi-Civita, et (U,ϕ) une carte surM avec les champs de bases associés ∂

∂x1
, ..., ∂

∂xn
. Alors :

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
=

n∑
k=1

Γkij
∂

∂xk
,

où Γkij sont les coefficients de Christoffel donnés par :

Γkij =
1

2

n∑
l=1

gkl
{∂gjl
∂xi

+
∂gil
∂xj
− ∂gij
∂xl

}
, (1.3)

et gij = g
(

∂
∂xi
, ∂
∂xj

)
sont les coordonneés de g relativement à la carte (U,ϕ), avec (gij) =

(gij)
−1.

Définition 1.15. Soit ∇ la connexion de Levi-Civita de (M, g).

1. ∇Xf = X(f), ∀X ∈ Γ(TM), ∀f ∈ C∞(M)

2. (∇Xω)(Y ) = X(ω(Y ))− ω(∇XY ), ∀X, Y ∈ Γ(TM), ∀ω ∈ Γ(T ∗M).

3. Soit T un tenseur de type (s, r), ∀X, Y1, . . . , Yr ∈ Γ(TM), ∀ω1, . . . , ωs ∈ Γ(T ∗M),

(∇XT )(ω1, . . . , ωs, Y1, . . . , Yr) = X(T (ω1, . . . , ωs, Y1, . . . , Yr))

−T (∇Xω1, . . . , ωs, Y1, . . . , Yr)

− . . .− T (ω1, . . . ,∇Xωs, Y1, . . . , Yr)

−T (ω1, . . . , ωs,∇XY1, . . . , Yr)

− . . .− T (ω1, . . . , ωs, Y1, . . . ,∇XYr).

1.8 Tenseurs de Courbure

Définition 1.16 (Tenseur de courbure ). Soit M une variété différentiable, ∇ une connexion
linéaire sur M . On définit le tenseur de courbure associé à la connexion linéaire ∇ :

R : Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γ(TM)

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, (1.4)

où X, Y, Z ∈ Γ(TM), et [X, Y ] = X ◦ Y − Y ◦X est le crochet de Lie sur Γ(TM).
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Définition 1.17. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n, le tenseur de cour-
bure associé à la connexion de Levi-Civita est appelé tenseur de courbure Riemannienne, ce
tenseur de courbure Riemannienne peut être exprimé en fonction des symboles de Christoffel :

R(∂i, ∂j)∂k =
n∑
l=1

Rl
ijk∂l,

Rl
ijk = ∂i(Γ

l
jk)− ∂j(Γlik) +

n∑
m=1

{ΓlimΓmjk − ΓljmΓmik},

où (∂i)i=1...n est une base locale de champs de vecteurs sur M .

Proposition 1.4. Soient (M, g) une variété Riemannienne, et X, Y, Z,W des champs de
vecteurs sur M . Alors :

1. R(X,X)Z = 0 ;

2. R(X,X,Z,W ) = 0 ;

3. R(X, Y, Z, Z) = 0 ;

4. R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0 (l’identité de Bianchi algébrique),

où R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ) est le tenseur de courbure du type (0, 4) sur (M, g).

Preuve. La première et la deuxième équation sont équivalentes et elles découlent immé-
diatement de la définition (1.16), et du fait que [X,X] = 0. Pour montrer la troisième, on
a :

X [Y [g(Z,Z)]] = X [g(∇YZ,Z) + g(Z,∇YZ)]

= 2X [g(∇YZ,Z)]

= 2 (g(∇X∇YZ,Z) + g(∇YZ,∇XZ)) . (1.5)

De même pour :

Y [X [g(Z,Z)]] = 2 (g(∇Y∇XZ,Z) + g(∇XZ,∇YZ)) . (1.6)

et on a :

[X, Y ] (g(Z,Z)) = 2g(∇[X,Y ]Z,Z). (1.7)

22



Généralités et préliminaires

De (1.5), (1.6), et (1.7) on obtient :

R(X, Y, Z, Z) = g(R(X, Y )Z,Z)

= g(∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,Z)

= g(∇X∇YZ,Z)− g(∇Y∇XZ,Z)− g(∇[X,Y ]Z,Z)

=
1

2
(X [Y [g(Z,Z)]]− Y [X [g(Z,Z)]]− [X, Y ] (g(Z,Z)))

=
1

2
(X ◦ Y − Y ◦X − [X, Y ])(g(Z,Z))

= 0.

Pour la quatrième, on utilise :
∇XY −∇YX = [X, Y ]

On a :
R(X, Y ) = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, (1.8)

d’où :

R(Y, Z)X = ∇Y∇ZX −∇Z∇YX −∇[Y,Z]X

= ∇Y (∇XZ + [Z,X])−∇Z∇YX −∇[Y,Z]X

= ∇Y∇XZ +∇Y [Z,X]−∇Z∇YX −∇[Y,Z]X

= ∇Y∇XZ +∇[Z,X]Y + [Y, [Z,X]]

−∇Z∇YX −∇[Y,Z]X, (1.9)

et de même :

R(Z,X)Y = ∇Z∇XY −∇X∇ZY −∇[Z,X]Y

= ∇Z(∇YX + [X, Y ])−∇X(∇YZ + [Y, Z])−∇[Z,X]Y

= ∇Z(∇YX) +∇Z([X, Y ])−∇X(∇YZ)−∇X([Y, Z])−∇[Z,X]Y

= ∇Z∇YX +∇[X,Y ]Z + [Z, [X, Y ]]

−∇X∇YZ −∇[Y,Z]X − [X, [Z, Y ]]−∇[Z,X]Y. (1.10)

à partir des équations (1.8), (1.9), et (1.10), avec [X, Y ] = − [Y,X], on obtient :

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] (L’identité de Jacobi)

= 0.
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Corollaire 1.1. Sous les mêmes conditions de la proposition précédente, on a :

1. R(Y,X)Z = −R(X, Y )Z ;

2. R(Y,X,Z,W ) = −R(X, Y, Z,W ) ;

3. R(X, Y,W,Z) = −R(X, Y, Z,W ).

Preuve. 3. On a :
∇Y g(Z,W ) = g(∇YZ,W ) + g(Z,∇YW ),

∇X(∇Y g(Z,W )) = g(∇X∇YZ,W ) + g(∇YZ,∇XW )

+ g(∇XZ,∇YW ) + g(Z,∇X∇YW ).

On obtient :

g(∇X∇YZ,W ) = ∇X(∇Y g(Z,W ))− g(Z,∇X∇YW )

− g(∇YZ,∇XW )− g(∇XZ,∇YW ),

de même, on a :

g(∇Y∇XZ,W ) = ∇Y (∇Xg(Z,W ))− g(Z,∇Y∇XW )

− g(∇XZ,∇YW )− g(∇YZ,∇XW ).

Comme la connexion linéaire ∇ est compatible avec g, on trouve :

g(∇[X,Y ]Z,W ) = −g(Z,∇[X,Y ]W ) + [X, Y ] (g(Z,W )).

Ainsi :

R(X, Y, Z,W ) = g(∇X∇YZ,W )− g(∇Y∇XZ,W )− g(∇[X,Y ]Z,W )

= ∇X(∇Y g(Z,W ))− g(Z,∇X∇YW )

− g(∇YZ,∇XW )− g(∇XZ,∇YW )−∇Y (∇Xg(Z,W )) + g(Z,∇Y∇XW )

+ g(∇XZ,∇YW ) + g(∇YZ,∇XW ) + g(Z,∇[X,Y ]W )− [X, Y ] (g(Z,W ))

= −g(Z,∇X∇YW ) + g(Z,∇Y∇XW ) + g(Z,∇[X,Y ]W )

= −R(X, Y,W,Z).

Proposition 1.5. Soient (M, g) une variété Riemannienne, et X, Y, Z, W des champs de
vecteurs sur M , alors le tenseur de courbure R satisfait :

R(Z,W,X, Y ) = R(X, Y, Z,W ).
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Preuve. En utilisant l’identité algébrique de Bianchi , on peut vérifier que :

R(X, Y, Z,W ) +R(Y, Z,X,W ) +R(Z,X, Y,W ) = 0.

De même, on a :

R(W,X,Z, Y ) +R(X,Z,W, Y ) +R(Z,W,X, Y ) = 0;

R(Y,W,X,Z) +R(W,X, Y, Z) +R(X, Y,W,Z) = 0;

R(Z, Y,W,X) +R(Y,W,Z,X) +R(W,Z, Y,X) = 0.

à partir des quatre équations précédentes, et en utilisant 2) et 3) du Corollaire 1.1, on obtient :

2R(Y, Z,X,W ) + 2R(Z,X, Y,W ) + 2R(Z,W,X, Y ) = 0.

Comme :
R(Y, Z,X,W ) +R(Z,X, Y,W ) = −R(X, Y, Z,W ),

donc :

2R(Y, Z,X,W ) + 2R(Z,X, Y,W ) + 2R(W,Z, Y,X) = −2R(X, Y, Z,W ) + 2R(W,Z, Y,X)

= 0,

d’où :
R(W,Z, Y,X) = R(X, Y, Z,W ).

Finalement :
R(Z,W,X, Y ) = R(X, Y, Z,W ).

Remarque 3. Le tenseur de courbure est C∞(M) 3-linéaire.

1.9 Courbure Sectionnelle

Définition 1.18. Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension n (n ≥ 2), x ∈M ,
et P un 2-plan de TxM de base {X, Y }. On appelle courbure sectionnelle de P :

K(P ) =
g(R(X, Y )Y,X)

g(X,X)g(Y, Y )− g(X, Y )2
.

On dit que (M, g) est de courbure constante s’il existe une constante k ∈ R tel que pour tout
x ∈M , et pour tout 2-plan P de TxM , on a K(P ) = k.

Théorème 1.6. Une variété Riemannienne (M, g) (de dimension n ≥ 2) est de courbure
sectionnelle constante k si et seulement si le tenseur de courbure vérifie l’équation :

R(X, Y )Z = k [g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ] , ∀X, Y, Z ∈ Γ(TM).
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1.10 Tenseur de Ricci

Définition 1.19. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n. La courbure de
Ricci de (M, g), est un champ de tenseurs du type (0, 2) défini par :

Ric(X, Y ) = trace(Z 7−→ R(Z,X)Y )

=
n∑
i=1

g(R(ei, X)Y, ei), (1.11)

pour tout X, Y ∈ Γ(TM), où (ei)i=1...n est une base locale orthonormée sur (M, g).

Propriété 1.1. La courbure de Ricci d’une variété Riemannienne (M, g) est symétrique.

Ric(X, Y ) = Ric(Y,X), ∀X, Y ∈ Γ(TM).

Définition 1.20. Le tenseur de Ricci d’une variété Riemannienne (M, g) de dimension n,
est un champ de tenseurs du type (1, 1) défini par :

Ricci(X) =
n∑
i=1

R(X, ei)ei, ∀X ∈ Γ(TM).

Remarque 4. Pour X, Y ∈ Γ(TM), on a :

Ric(X, Y ) = g(Ricci(X), Y ).

1.11 Courbure Scalaire

Définition 1.21. On appelle courbure scalaire d’une variété Riemannienne (M, g) de dimen-
sion n, la fonction définie sur M par :

S = traceRic =
n∑

i,j=1

g(R(ei, ej)ej, ei).

où (ei)i=1...n est une base locale orthonormée sur (M, g).

Corollaire 1.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n de courbure constante
k, alors :

1. Ricci(X) = (n− 1) k X ;

2. Ric(X, Y ) = (n− 1) k g(X, Y ) ;
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3. S = n(n− 1)k.

Exemple 4.

1. La sphère Sn est de courbure positive égale 1 ;

2. L’espace Rn est de courbure nulle ;

3. L’espace hyperbolique H2 = {(x, y) ∈ R2 | y > 0} muni de la métrique :

g =
dx2 + dy2

y2
,

est de courbure négative égale −1.

1.12 Opérateur Gradient

Définition 1.22. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n, on définit l’opéra-
teur Gradient par :

grad : C∞(M) −→ Γ(TM), f 7−→ gradf,

tel que pour tout X ∈ Γ(TM), on a :

g(gradf,X) = X(f).

On peut écrire le Gradient localement par :

gradf =
n∑

i,j=1

gij
∂f

∂xi

∂

∂xj
.

Soit {e1, ..., en} une base orthonormée sur (M, g), alors :

gradf =
n∑
i=1

ei(f)ei.

Propriété 1.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors :

1. grad (f + g) = grad f + grad g ;

2. grad (f h) = h grad f + f gradh ;

3. (grad f)(h) = (gradh)(f) ;

4. g(∇Xgrad f, Y ) = g(∇Y grad f,X) ;

où f, h ∈ C∞(M) et X, Y ∈ Γ(TM).
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1.13 Opérateur Divergence

Soit X un champ de vecteurs sur une variété Riemannienne (M, g), alors :

∇X : Γ(TM) −→ Γ(TM), Z 7−→ ∇ZX,

est une application C∞(M)-linéaire.

Définition 1.23. La Divergence d’un champ de vecteurs X ∈ Γ(TM), notée divX est une
fonction sur M , définie par :

divX = trace∇X.

L’expression de la Divergence en coordonnées locales est donnée par :

divX =
n∑

i,j=1

gijg(∇ ∂

∂xi

X,
∂

∂xj
).

Définition 1.24. La Divergence d’une 1-forme ω sur (M, g), est donnée par :

divω = trace(Z 7−→ ∇Zω);

=
n∑
i=1

(∇eiω)(ei);

=
n∑
i=1

gij(∇ ∂

∂xi

ω)(
∂

∂xi
).

Plus généralement, on peut aussi définir la Divergence d’un (1, r)-tenseur, comme suit :

(divT )(X1, ..., Xr) = trace(Z 7−→ (∇ZT )(X1, ..., Xr)).

Propriété 1.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors :

1. div (X + Y ) = divX + div Y ;

2. div (f X) = f divX +X(f) ;

3. div (ω + η) = divω + div η ;

4. div (fω) = fdivω + ω(grad f).

pour tout X, Y ∈ Γ(TM), ω, η ∈ Γ(T ∗M), et f ∈ C∞(M).

Preuve. On applique la définition de la Divergence, soit {ei}ni=1 une base orthonormée locale
sur (M, g), on a :
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1.

div (X + Y ) =
n∑
i=1

g(∇ei(X + Y ), ei)

=
n∑
i=1

g(∇eiX, ei) +
n∑
i=1

g(∇eiY, ei)

= divX + div Y.

2.

div (fX) =
n∑
i=1

g(∇ei(fX), ei)

=
n∑
i=1

g(ei(f)X + f∇eiX, ei)

=
n∑
i=1

ei(f)g(X, ei) + f
n∑
i=1

g(∇eiX, ei)

= X(f) + fdivX.

3.

div (ω + η) =
n∑
i=1

(∇ei(ω + η))(ei)

=
n∑
i=1

(∇eiω)(ei) +
n∑
i=1

(∇eiη)(ei)

= divω + div η.

4.

div (fω) =
n∑
i=1

(∇ei(fω))(ei)

=
n∑
i=1

ei(fω(ei))− f
n∑
i=1

ω(∇eiei)

=
n∑
i=1

ei(f)ω(ei) + f

n∑
i=1

ei(ω(ei))− f
n∑
i=1

ω(∇eiei)

=
n∑
i=1

ω(ei(f)ei) + f
n∑
i=1

ei(ω(ei))− f
n∑
i=1

ω(∇eiei)

= ω(gradf) + fdivω.
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1.14 Opérateur Hessien

Définition 1.25. Soit f une fonction différentiable sur une variété Riemannienne (M, g) de
dimension n, la Hessien de f est définie par :

Hess f : Γ(TM)× Γ(TM) −→ C∞(M).
(X, Y ) 7−→ (Hess f)(X, Y ) = g(∇Xgrad f, Y )

Remarque 5.

1. Hess f est un champ de tenseurs de type (0,2),

2. Hess f est symétrique : (Hess f)(X, Y ) = (Hess f)(Y,X).

3. Localement, on a :

Hess f =
n∑

i,j=1

(Hess f)ij dxi ⊗ dxj,

où (Hess f)ij sont données par :

(Hess f)ij = g(∇ ∂

∂xi

grad f,
∂

∂xj
)

=
∂2f

∂xi∂xj
−

n∑
k=1

Γkij
∂f

∂xk
.

1.15 Opérateur Laplacien

Définition 1.26. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n, on définit l’opéra-
teur Laplacien, noté 4, sur (M, g) par :

4 : C∞(M) −→ C∞(M)
f 7−→ 4(f) = div(grad f)

Propriété 1.4. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n, alors :

1. 4(f + h) = 4(f) +4(h) ;

2. 4(fh) = h4 (f) + f 4 (h) + 2g(grad f, gradh) ;

pour tout f, h ∈ C∞(M).

Preuve. Soient f, h ∈ C∞(M), en utilisant les propriétés des opérateurs grad et div et le
fait que X(f) = g(grad f,X), on obtient :
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1.

4(f + h) = div(grad(f + h))

= div(grad f + gradh)

= div(grad f) + div(gradh)

= 4(f) +4(h),

2.

4(fh) = div(grad(fh))

= div(fgrad(h) + hgrad(f))

= div(fgradh) + div(hgradf)

= fdiv(gradh) + (gradh)(f) + hdiv(gradf) + (grad f)(h)

= f 4 (h) + h4 (f) + 2g(grad f, gradh).

Proposition 1.6 (Expression du Laplacien en coordonnées locales). Soit (M, g) une variété
Riemannienne de dimension n, alors :

4(f) =
n∑

i,j=1

gij

(
∂2f

∂xi∂xj
−

n∑
k=1

Γkij
∂f

∂xk

)
,

pour toute f ∈ C∞(M).

Preuve. Pour toute f ∈ C∞(M), on a :

4(f) = div(grad f)

=
n∑

i,j=1

gijg(∇ ∂
∂xi

grad f,
∂

∂xj
)

=
n∑

i,j=1

gij
(
∂

∂xi
g(grad f,

∂

∂xj
)− g(grad f,∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
)

)

=
n∑

i,j=1

gij

(
∂

∂xi
(
∂f

∂xj
)−

n∑
k=1

Γkijg(grad f,
∂

∂xk
)

)

=
n∑

i,j=1

gij

(
∂2f

∂xi∂xj
−

n∑
k=1

Γkij
∂f

∂xk

)
.
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1.16 Les fibrés vectoriels

Définition 1.27. On appelle fibré vectoriel de fibre type Rk, le triplet (E, π,M), où E et M
sont des variétés différentiables, et π : E −→ M une application surjective de classe C∞,
telles que les conditions suivantes sont satisfaites :

1. Pour tout x ∈M , Ex = π−1({x}) est un R-espace vectoriel de dimension k.

2. (Condition de trivialisation locale). Pour tout x ∈ M , il existe un voisinage ouvert U
de x dans M et un difféomorphisme ϕ : π−1(U) −→ U × Rk tels que :

i) P1 ◦ ϕ = π, i.e. le diagramme suivant est commutatif :

π−1(U)
ϕ //

π
%%

U × Rk

P1

��
U

où P1 : (x, y) ∈ U × Rk 7−→ x ∈ U désigne la première projection.

ii) L’application ϕx = ϕ|Ex : Ex −→ {x} × Rk est linéaire bijective pour tout x ∈M .

La variété M est appelée base du fibré, E l’espace total, et Ex = π−1({x}) la fibre au-dessus
de x.

Exemple 5 (Fibré tangent). Soit M une variété différentiable de dimension n,

π : TM −→ M

v 7−→ x (v ∈ TxM)

la projection canonique. Le triplet (TM, π,M) est un fibré vectoriel de fibre type Rn. En
effet :

1. TM est une variété différentiable de dimension 2n ;

2. Pour tout x ∈M , π−1({x}) = TxM ' Rn ;

3. Si (V, ψ) une carte de M en x, alors la carte de trivialisation locale est définie par :

ϕ : π−1(V ) −→ V × Rn.

(y, v) 7−→ (y, dyψ(v))

Exemple 6 (Fibré trivial). Soit M une variété différentiable de dimension n. On pose :

E = M × Rk,
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π : M × Rk −→ M.

(x, y) 7−→ x

Alors, (E, π,M) est un fibré vectoriel de fibre type Rk.

Définition 1.28 (Section sur un fibré vectoriel). Une section sur un fibré vectoriel (E, π,M)

est une application σ : M −→ E de classe C∞ telle que π ◦ σ = IdM (i.e. σ(x) ∈ Ex,
pour tout x ∈M). Une section locale au-dessus d’un ouvert U ⊂M de E est une application
σ : U −→ E telle que π◦σ = IdU . L’ensemble des sections d’un fibré vectoriel (E, π,M), noté
Γ(E), est un R-espace vectoriel. La multiplication d’une section σ ∈ Γ(E) par une fonction
f ∈ C∞(M) est donnée par :

(fσ)(x) = f(x)σ(x), x ∈M.

Proposition 1.7. Soit (E, π,M) un fibré vectoriel de type fibre Rk, si (U,ϕ) est une carte
vérifiant la condition de trivialisation locale, alors :

1. pour tout i = 1, .., k :

σϕi : U −→ E,

x 7−→ σϕi (x) = ϕ−1x (ei)

est une section de classe C∞, où (e1, ..., ek) désigne la base canonique de Rk.

2. (σϕ1 , ..., σ
ϕ
k ) est une base locale des sections de E.

Inversement. Si (σ1, ..., σk) est une base de sections sur E définie sur un ouvert U ⊂ M ,
alors :

ϕ−1 : U × Rk −→ π−1(U),

(x, y1, ..., yk) 7−→
k∑
i=1

yiσi(x)

est un difféomorphisme, tel que (π−1(U), ϕ) est une carte de trivialisation locale.

Exemple 7. Un champ de vecteurs sur une variété différentiable M , est une section du fibré
tangent associé à TM .

Définition 1.29 (Fibré dual d’un fibré vectoriel). Soit (E, π,M) un fibré vectoriel de fibre
type Rk. Nous définissons le fibré dual de E, noté E∗ par E∗ =

⋃
x∈M E∗x. Soit :

π∗ : E∗ −→ M,

ω ∈ E∗x 7−→ x
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alors (E∗, π∗,M) est un fibré vectoriel de fibre type Rk. Si (U,ϕ) est une carte sur E, vérifiant
la condition de trivialisation locale, on pose :

ϕ∗ : (π∗)−1(U) −→ U × Rk ,

ω ∈ E∗x 7−→ (x, ω(ϕ−1x (e1)), ..., ω(ϕ−1x (ek))

où (e1, ..., ek) est la base canonique de Rk. Alors, (U,ϕ∗) est une carte sur E∗ vérifiant la
condition de trivialisation locale.

Définition 1.30 (Section sur un fibré vectoriel dual). Une section sur le fibré vectoriel dual
(E∗, π∗,M) de fibre type Rk est une application ω : M −→ E∗ de classe C∞, telle que
π∗ ◦ ω = IdM (i.e. ω(x) ∈ E∗x pour tout x ∈M).

(Une section ω sur le fibré vectoriel dual (E∗, π∗,M) est de classe C∞ si et seulement si
pour toute carte (U,ϕ) vérifiant la condition de trivialisation locale sur E,

ω(σ1), ..., ω(σk) ∈ C∞(U).

On déduit la proposition suivante :

Proposition 1.8. Toute section ω ∈ Γ(E∗) sur le fibré vectoriel dual (E∗, π∗,M) définit une
application C∞(M)-linèaire :

ω : Γ(E) −→ C∞(M),

σ 7−→ ω(σ)

tel que, pour tout x ∈M , on a ω(σ)(x) = ωx(σ(x)).

Exemple 8 (Fibré cotangent). SoientM une variété différentiable C∞ de dimension n, T ∗M =⋃
x∈M T ∗xM (T ∗xM étant le dual de l’espace tangent TxM), et :

π∗ : T ∗M −→ M

ω ∈ T ∗xM 7−→ x

la projection canonique. Alors, le triplet (T ∗M,π,M) est un fibré vectoriel, de fibre type Rn

et de carte de trivialisation locale associée à la carte (U, ψ) de M , définie par :

ϕ : (π∗)−1(U) −→ U × Rn ,

(y, ω) 7−→ (y, ω(∂1|y), ..., ω(∂n|y))

où (∂1, ..., ∂n) désigne la base des champs de vecteurs relative à la carte (V, ψ). (T ∗M,π∗,M)

est le fibré dual du fibré tangent (TM, π,M) (appelé fibré cotangent).
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Définition 1.31 (Produit tensoriel de fibré). Soient (E, πE,M) et (F, πF ,M) deux fibrés
vectoriels de fibre type respectivement Rk et Rl . Nous définissons le produit tensoriel de E et
F , noté E ⊗ F , par E ⊗ F =

⋃
x∈M Ex ⊗ Fx, où, Ex ( resp. Fx ) la fibre au-dessus de x sur

E ( resp. sur F ), et l’application π par :

π : E ⊗ F −→ M.

v ⊗ w 7−→ π(v ⊗ w) = πE(v) = πF (w)

Alors, (E⊗F, π,M) est un fibré vectoriel surM de fibre type Rk.l, appelé fibré produit tensoriel
de (E, πE,M) et (F, πF ,M).

Soient (U,ϕ) et (V, ψ) deux cartes vérifiant la condition de trivialisation locale respecti-
vement sur E et F , avec U ∩ V 6= ∅. Alors :

ϕ⊗ ψ : π−1(U ∩ V ) −→ U ∩ V × Rk ⊗ Rl,

v ⊗ w ∈ Ex ⊗ Fx 7−→ (x, ϕx(v)⊗ ψx(w))

définie une carte sur E ⊗ F vérifiant la condition de trivialisation locale, où :

ϕx = Pr2 ◦ ϕ , ψx = P̃ r2 ◦ ψ,

Pr2 : M × Rk −→ Rk,

(x, z) 7−→ z

et :

P̃ r2 : N × Rl −→ Rl.

(x, z) 7−→ z

Définition 1.32 (Section sur le fibré produit tensoriel). Soient (E, πE,M) et (F, πF ,M) deux
fibrés vectoriels de fibre type respectivement Rk et Rl . Une section sur le produit tensoriel
E ⊗ F est une application T : M −→ E ⊗ F de classe C∞, telle que π ◦ T = IdM (i.e.
T (x) ∈ Ex ⊗ Fx pour tout x ∈M).

Soit (U,ϕ) (resp. (V, ψ)) une carte vérifiant la condition de trivialisation locale sur E
(resp. sur F ) de base locale de sections (σϕi )ki=1 (resp. (σψj )lj=1). Si T ∈ Γ(E ⊗ F ) est une
section sur le produit tensoriel E ⊗ F , on a :

T |U∩V = T ijσϕi ⊗ σ
ψ
j ,

où T ij sont des fonctions différentiables de classe C∞ sur M (pour tout i = 1..k et j = 1..l).
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Définition 1.33 (Sous-fibré). Soit (E, π,M) un fibré vectoriel de fibre type Rk. On dit que
E ′ ⊂ E est un sous-fibré de E de rang k′ si au voisinage de tout point il existe une carte de
trivialisation de E telle que :

π−1(U) ∩ E ′ ' U × (Rk′ × {0}) ⊂ U × Rk.

(Un sous-fibré vectoriel est un fibré vectoriel).

Exemple 9. Si N est une sous-variété de M , alors TN est un sous-fibré de i∗(TM),
où i : N ↪→M est l’injection canonique.

Définition 1.34 (Fibré quotient). Soit (E, π,M) un fibré vectoriel de fibre type Rk. A tout
sous-fibré E ′ ⊂ E est associé le fibré quotient défini ponctuellement par :

(E/E
′
)x = Ex/E

′

x, ∀x ∈M.

Définition 1.35 (Somme de Whitney). Soient (E, πE,M) et (F, πF ,M) deux fibrés vectoriels
de fibre type respectivement Rk et Rl. Nous définissons la somme de Whitney de E et F , noté
E ⊕ F par :

E ⊕ F =
⋃
x∈M

Ex × Fx,

où Ex (resp. Fx) la fibre au-dessus de x sur E (resp. sur F ), et l’application π par :

π : E ⊕ F −→ M.

(v, w) 7−→ πE(v) = πF (w)

Alors, (E⊕F, π,M) est un fibré vectoriel sur M de fibre type Rk+l, appelé somme de Whitney
de (E, πE,M) et (F, πF ,M).
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Chapitre 2

Géométrie de contact

2.1 Variétés de contact

Soit M une variété differentiable de dimension 2n+ 1, et D un champ d’hypére-plans sur
M , c’est un sous-fibré de rang 2n. Une façon pratique pour décrire un tel champ d’hypére-
plans c’est de le voir comme étant le Ker d’une 1-forme linéaire.

Lemme 2.1. La distribution D peut s’écrire localement comme le Ker d’une 1-forme linéaire
η. Il est aussi possible d’écrire D = Kerη, avec η est une forme globale sur M si et seulement
si D est co-orientable (ce qui veut dire par définition que la droite-fibré quotient TM/D est
triviale).

Preuve. Choisissons une métrique Riemannienne g sur M et définissons le fibré des droites
D⊥ comme étant l’orthogonale de D sur TM par rapport à la métrique g. Alors TM = D⊥⊕D
et TM/D = D⊥. Autour de chaque point p de M , il existe un voisinage Up autour duquel la
droite-fibré D⊥ est triviale. Soit X une section non nulle de D⊥|U et définissons une 1-forme
ηU sur U par ηU = g(X, ). Donc il est clair que D|U = KerηU . Dire que D est co-orientable
revient à dire que D⊥ est orientable donc triviale. Dans ce cas là,X et ηU existent globalement.
Inversement, si D = Kerη avec η une 1-forme globale, on peut définir une section globale de
D⊥ par les conditions g(X,X) = 1, η(X) > 0, d’où D est co-orientable.

Définition 2.36. Soit M une variété différentiable de dimension 2n + 1. Une structure de
contact sur M est un champ d’hypére-plans D = Kerη non-intégrable (la 1-forme η doit
satisfaire la condition η ∧ (dη)n 6= 0.) Une telle 1-forme η est dite une forme de contact, et
(M,D) est dite variété de contact.
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Exemple 10. Soit R2n+1 avec les coordonnées cartésiennes (x1, y1, . . . , xn, yn, z), alors :

η1 = dz +
n∑
j=1

xjdyj

est une forme de contact sur R2n+1. La structure de contact D1 = Kerη1 est dite la structure
de contact standard sur R2n+1.
Pour la dimension 3, on a η1 = dz + xdy, donc :

Kerη1 = 〈{∂x,−x∂z + ∂y}〉 .

Exemple 11. Soit le Tore T 3 = S1×S1×S1. On pose η = cos x3 dx1−sin x3 dx2. Alors, (T 3, η)

est une variété de contact. En effet ; dη = sin x3 dx1 ∧ dx3 + cos x3 dx2 ∧ dx3, alors :

η ∧ dη = (cos x3 dx1 − sin x3 dx2) ∧ (dη)

= cos2 x3 dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 − sin2 x3 dx2 ∧ dx1 ∧ dx3
= (cos2 x3 + sin2 x3)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3
= dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 6= 0.

Remarque 6. 1) Remarquons que si η est une forme de contact, la forme η ∧ (dη)n est une
forme volume sur M (i.e. est une 2n + 1-forme sur M qui ne s’annule nulle part), donc M
doit être orientable. 2) La condition η ∧ (dη)n 6= 0 est indépendante du choix de η. En effet,
toute autre forme définissant D doit être de la forme λη avec λ : M −→ R−{0} une fonction
différentiable, on a :

(λη) ∧ (d(λη))n = λη ∧ (λdη + dλ ∧ η)n = λn+1η ∧ (dη)n 6= 0.

On voit clairement que si n est impair, le signe de cette forme volume dépend seulement de
D, et non pas du choix de η, donc la structure de contact D induit une orientation naturelle
de M . Si M est initialement orientable, on peut parler de structure de contact positive et
négative.

Lemme 2.2. En dimension trois, la condition de contact peut aussi se reformuler par :

[X, Y ]p /∈ Dp,

pour chaque point p ∈M , et pour chaque champ de vecteurs X, Y ∈ D linéairement indépen-
dants.
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Preuve. L’équation :

dη(X, Y ) = X(η(Y ))− Y (η(X))− η([X, Y ]),

implique que :

dη(X, Y ) = −η([X, Y ]), ∀X, Y ∈ D = Kerη.

En dimension trois, la condition de contact η ∧ dη 6= 0 est équivalente à dη|D 6= 0.
Ce qui implique η([X, Y ]) 6= 0, donc [X, Y ] /∈ Kerη = D.

Exemple 12. Pour la structure de contact η1 = dz + xdy définie dans R3, on a :

[∂x, ∂y − x∂z] = −∂z /∈ D1.

Voici un autre aspect fondamental de la géométrie de contact :

Lemme 2.3. Pour toute forme de contact il existe un champ de vecteurs ξ (le champ de
Reeb), il est déterminé par les équations :

1. dη(ξ,X) = 0, ∀X ∈ Γ(TM) ;

2. η(ξ) = 1 (condition de normalisation).

Preuve. D’après la condition de contact η ∧ (dη)n 6= 0, on en déduit que pour chaque point
p ∈ M la 2-forme dη|TpM est de rang maximal 2n (avec M est de dimension 2n + 1) donc le
noyau de dη|TpM est de dimension 1 et l’équation 1) définie ξ de manière unique.
Encore une fois la condition de contact, nous donne que la forme η ne s’annule pas sur le
noyau de dη, et la condition de normalisation 2) nous donne une section non nulle de ce fibré
de droites.

Exemple 13. Le champ de Reeb de la variété de contact (R3, η1) c’est ξ = ∂z.

2.2 Variétés presque de contact

Définition 2.37. Soit M une variété différentiable de dimension impaire (2n+1), on appelle
structure presque de contact sur M la donnée d’un triplet (ϕ, ξ, η), tel que :

1. ξ est un champ de vecteurs sur M ;

2. η est une 1-forme différentielle sur M avec η(ξ) = 1 ;
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3. ϕ est un champ de tenseurs de type (1, 1) verifiant la condition :

ϕ2X = −X + η(X)ξ, ∀X ∈ Γ(TM). (2.1)

Exemple 14 (Cylindre d’une variété presque-complexe). Soient J une structure presque-
complexe sur une variété M , et t la coordonnée cartésienne sur R. Sur la variété produit

M × R on considère le champ de vecteur ξ = (0,
∂

∂t
), la 1-forme η = (0, dt), et l’endomor-

phisme ϕ : X (M × R)→ X (M × R), donné par ϕ(X, f
∂

∂t
) = (JX, 0) pour tout X ∈ X (M),

et f ∈ F(M × R). Alors, le système (ϕ, ξ, η) définit une structure presque de contact sur
M × R.

Proposition 2.9. Soit (ϕ, ξ, η) une structure presque de contact sur M , alors :

1. ϕξ = 0 ;

2. η ◦ ϕ = 0 ;

3. rang(ϕ) = 2n.

Preuve.

1. On a :

ϕ2ξ = −ξ + η(ξ)ξ
= −ξ + ξ
= 0,

on remplace X par ϕξ dans l’équation (2.1), on trouve que :

ϕ2(ϕξ) = −ϕξ + η(ϕξ)ξ,

comme ϕ2ξ = 0, on obtient :
ϕξ = η(ϕξ)ξ,

donc si, ϕξ 6= 0 on trouve η(ϕξ) 6= 0, d’où :

0 = ϕ2ξ = η(ϕξ)ϕξ,

ce qui implique que :
η(ϕξ)ϕξ = 0 et ϕξ 6= 0,

on trouve une contradiction, ainsi ϕξ = 0.

2. Pour tout X ∈ Γ(TM), on a :
ϕ2(ϕX) = −ϕX + η(ϕX)ξ,

ϕ(−X + η(X)ξ) = −ϕX + η(X)ϕξ
= −ϕX,
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=⇒ −ϕX + η(ϕX)ξ = −ϕX,
=⇒ η(ϕX)ξ = 0,
=⇒ η(ϕX) = 0,
=⇒ η ◦ ϕ = 0.

3. Comme ϕ : TxM −→ TxM est une application linéaire, alors :

dimTxM = dim Im(ϕ) + dim ker(ϕ),

en x ∈M , et comme dimTxM = dimM = 2n+ 1, on obtient :

rang(ϕ) = dim Im(ϕ) = (2n+ 1)− dim ker(ϕ).

Puisque ξ ∈ Ker(ϕ), car ϕξ = 0 alors rang(ϕ) ≤ 2n. Soit ξ̄ ∈ Γ(TM), tel que ϕξ̄ = 0,
alors :

0 = ϕ2ξ̄ = −ξ̄ + η(ξ̄)ξ,

i.e. ξ̄ = η(ξ̄)ξ, d’où ξ̄ et ξ sont proportionnels, ainsi dim ker(ϕ) = 1, donc rang(ϕ) =

2n.

2.3 Variété métrique presque de contact

Définition 2.38 (Condition de compatibilité). Soit (ϕ, ξ, η) une structure presque de contact
sur une variété différentiable M . Lorsqu’il existe un tenseur métrique g sur M , tel que :

g(ϕX,ϕY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ), ∀X, Y ∈ Γ(TM),

on dit que g est une métrique compatible avec la structure presque de contact, et (g, ϕ, ξ, η)

est une structure métrique presque de contact, et (M, g, ϕ, ξ, η) est appelée variété métrique
presque de contact.

Remarque 7.

1. Soit (ϕ, ξ, η) une structure presque de contact sur une variété différentiable M , et soit
h′ une métrique Riemannienne sur M . On pose :

h(X, Y ) = h′(ϕ2X,ϕ2Y ) + η(X)η(Y ), ∀X, Y ∈ Γ(TM).
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Alors :
g(X, Y ) =

1

2

(
h(X, Y ) + h(ϕX,ϕY ) + η(X)η(Y )

)
,

est une métrique Riemannienne compatible avec la structure presque de contact. En
effet ; Pour tout X, Y ∈ Γ(TM), on a h(X, ξ) = η(X), et :

g(ϕX,ϕY ) =
1

2

(
h(ϕX,ϕY ) + h(ϕ2X,ϕ2Y )

)
=

1

2
(h(ϕX,ϕY )− η(Y )h(X, ξ)− η(X)h(ξ, Y ) + h(X, Y ) + η(X)η(Y ))

=
1

2
(h(ϕX,ϕY ) + η(X)η(Y ) + h(X, Y ))− η(X)η(Y )

= g(X, Y )− η(X)η(Y ).

2. Sur une variété métrique presque de contact (M, g, ϕ, ξ, η), on a :

a) g(X, ξ) = η(X), ∀X ∈ Γ(TM),

b) g(X,ϕY ) + g(ϕX, Y ) = 0, ∀X, Y ∈ Γ(TM).

En effet ; a) Résulte immédiatement de la condition de compatibilité. Pour b), soit X, Y ∈
Γ(TM), alors :

g(ϕX,ϕ2Y ) = g(ϕX,−Y + η(Y )ξ)

= −g(ϕX, Y ) + g(ϕX, ξ)η(Y )

= −g(ϕX, Y ) + η(ϕX)η(Y )

= −g(ϕX, Y ),

et on a :

g(ϕX,ϕ2Y ) = g(X,ϕY )− η(X)η(ϕY )

= g(X,ϕY ).

Définition 2.39 (La 2-forme fondamentale). Soit (M, g, ϕ, ξ, η) une variété métrique presque
de contact. On définit la 2-forme fondamentale Φ par Φ(X, Y ) = g(X,ϕY ), ∀X, Y ∈ Γ(TM).

Propriété 2.5. Soit (M, g, ϕ, ξ, η) une variété métrique presque de contact. Alors :

1. Φ(X, Y ) = −Φ(Y,X);

2. Φ(ϕX,ϕY ) = Φ(X, Y ).

Preuve. Soit X, Y ∈ Γ(TM), alors :
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1.

Φ(X, Y ) = g(X,ϕY )

= −g(ϕX, Y )

= −Φ(Y,X).

2.

Φ(ϕX,ϕY ) = g(ϕX,ϕ2Y )

= g(X,ϕY ) + η(X)η(ϕY )

= −g(X,ϕY )

= Φ(X, Y ).

Théorème 2.7. Soit M une variété de contact munie d’une 1-forme de contact η, alors il
existe une structure métrique presque de contact (ϕ, ξ, η, g) sur M , vérifiant :

g(X,ϕY ) = dη(X, Y ) =
1

2
{X(η(X))− Y (η(X))− η([X, Y ])}.

Une structure métrique presque de contact construite à partir d’une forme de contact η
est appelée structure de contact, et M munie par cette structure est dite variété métrique de
contact.

2.4 Structure presque de contact normale

Soit (M,ϕ, ξ, η) une variété presque de contact de dimension (2n + 1), on considère la
variété produit M × R, alors (X, f d

dt
) est un champ de vecteurs sur M × R, où X est un

champ de vecteurs de M , f est une fonction sur M × R, t système de coordonnée sur R. On
définit sur l’espace tangent de M × R la structure presque complexe J par :

J(X, f
d

dt
) = (ϕX − fξ, η(X)

d

dt
). (2.2)
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Vérification que J est une structure presque complexe sur M × R :

J2(X, f
d

dt
) = J(ϕX − fξ, η(X)

d

dt
)

= (ϕ(ϕX − fξ)− η(X)ξ, η(ϕX − fξ) d
dt

)

= (ϕ2X − η(X)ξ,−f d
dt

)

= (−X + η(X)ξ − η(X)ξ,−f d
dt

)

= −(X, f
d

dt
).

Définition 2.40 (Structure presque de contact normale). On dit que J est intégrable si son
tenseur de Nijenhuis :

NJ(X, Y ) = J2[X, Y ] + [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ] = 0, ∀X, Y ∈ Γ(TM).

Dans ce cas (ϕ, ξ, η) est dite normale.

Maintenant on donne une expression qui dépend du tenseur de Nijenhuis, cette expression
nous donne une condition pour qu’une structure presque de contact (ϕ, ξ, η) soit normale.
Soit X, Y ∈ Γ(TM), on pose :

Nϕ(X, Y ) = ϕ2[X, Y ] + [ϕX,ϕY ]− ϕ[ϕX, Y ]− ϕ[X,ϕY ] = 0, ∀X, Y ∈ Γ(TM).

Comme le tenseur de Nijenhuis est antisymétrique, il suffit de calculer NJ((X, 0), (Y, 0)) et

NJ((X, 0), (0,
d

dt
)) pour X, Y ∈ Γ(TM) :

NJ((X, 0), (Y, 0)) = J2[(X, 0), (Y, 0)] + [J(X, 0), J(Y, 0)]− J [J(X, 0), (Y, 0)]− J [(X, 0), J(Y, 0)]

= −[(X, 0), (Y, 0)] + [(ϕX, η(X)
d

dt
), (ϕY, η(Y )

d

dt
)]− J [(ϕX, η(X)

d

dt
), (Y, 0)]

−J [(X, 0), (ϕY, η(Y )
d

dt
)]

= −([X, Y ], 0) + ([ϕX,ϕY ], (ϕXη(Y )− ϕY η(X))
d

dt
)− J([ϕX, Y ],−Y η(X)

d

dt
)

−J([X,ϕY ], Xη(Y )
d

dt
)

= −([X, Y ], 0) + ([ϕX,ϕY ], (ϕXη(Y )− ϕY η(X))
d

dt
)

−(ϕ[ϕX, Y ] + Y η(X)ξ, η([ϕX, Y ])
d

dt
)− (ϕ[X,ϕY ]−Xη(Y )ξ, η([X,ϕY ])

d

dt
)

= (−[X, Y ] + [ϕX,ϕY ]− ϕ[ϕX, Y ]− ϕ[X,ϕY ] +Xη(Y )ξ − Y η(X)ξ,

(ϕXη(Y )− ϕY η(X)− η([ϕX, Y ]) + η([X,ϕY ]))
d

dt
)
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mais ϕ2[X, Y ] = −[X, Y ] + η([X, Y ])ξ, donc :

NJ((X, 0), (Y, 0)) = (Nϕ(X, Y ) + 2dη(X, Y )ξ, ((£ϕXη)Y − (£ϕY η)X)
d

dt
).

On a aussi :

NJ((X, 0), (0,
d

dt
)) = J2[(X, 0), (0,

d

dt
)] + [J(X, 0), J(0,

d

dt
)]− J [J(X, 0), (0,

d

dt
)]

−J [(X, 0), J(0,
d

dt
)]

= [(ϕX, η(X)
d

dt
), (−ξ, 0)]− J [(ϕX, η(X)

d

dt
), (0,

d

dt
)]− J [(X, 0), (−ξ, 0)]

= (−[ϕX, ξ], ξη(X)
d

dt
)− J(−[X, ξ], 0)

= ([ξ, ϕX]− ϕ[ξ,X], (ξη(X)− η([ξ,X]))
d

dt
)

= ((£ξϕ)X, (£ξη)X
d

dt
).

Définition 2.41. Sur une variété presque de contact (M,ϕ, ξ, η), on définit les quatre tenseurs
suivants :

N (1)(X, Y ) = Nϕ(X, Y ) + 2dη(X, Y )ξ ;

N (2)(X, Y ) = (£ϕXη)Y − (£ϕY η)X ;

N (3)(X) = (£ξϕ)X ;

N (4)(X) = (£ξη)X.

Il est clair qu’une structure presque-contact (ϕ, ξ, η) est normale si et seulement si ces
quatre tenseurs s’annulent. On montrera que la nullité de N (1) implique la nullité de N (2)

N (3) et N (4), et donc la condition de normalité est :

Nϕ(X, Y ) + 2dη(X, Y )ξ = 0.

Proposition 2.10. Soit (ϕ, ξ, η) une structure presque-contact. Si le tenseur N (1) s’annule
alors les tenseurs N (2), N (3), et N (4) s’annulent aussi.
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Preuve. Comme N (1) = 0, on a :

0 = Nϕ(X, ξ) + 2dη(X, ξ)ξ

= −[X, ξ] + η([X, ξ])ξ − ϕ[ϕX, ξ]

+ (Xη(ξ))ξ − (ξη(X))ξ − η([X, ξ])ξ

= [X, ξ] + ϕ[ξ, ϕX]− (ξη(X))ξ (2.3)

Appliquons η à cette équation, on obtient :

0 = η([ξ,X])− ξη(X)

ce n’est rien que N (4) = Lξη = 0. Si à ce niveau là on remplace X par ϕX, on obtient :

η([ξ, ϕX]) = 0. (2.4)

Maintenant on applique ϕ à l’équation (4.29), on obtient :

0 = ϕLξX − ξϕX + η([ξ, ϕX]) = (Lξϕ)X

et donc N (3) = 0. Encore une fois on utilise N (1) = 0, on trouve :

0 = Nϕ(ϕX, Y ) + 2dη(ϕX, Y )ξ

= −[ϕX, Y ] + η([ϕX, Y ])ξ + [−X + η(X)ξ, ϕY ]

− ϕ[−X + η(X)ξ, Y ]− ϕ[ϕX,ϕY ]

+ (ϕXη(Y ))ξ − (Y η(ϕX))ξ − η([ϕX, Y ])ξ

= −[ϕX, Y ]− [X,ϕY ]− (ϕY η(X))ξ − (ϕY η(X))ξ − η(X)[ϕY, ξ]

− ϕ[−X + η(X)ξ, Y ]− ϕ[ϕX,ϕY ] + (ϕXη(Y ))ξ.

Appliquons η à cette équation et utilisons l’équation (4.31), on a :

ϕXη(Y )− η([ϕX, Y ])− ϕY η(X) + η(ϕY,X) = 0 (2.5)

cela donne N (2) = 0. Notons que l’équation (4.32) peut s’écrire :

dη(ϕX, Y ) + dη(X,ϕY ) = 0. (2.6)

De l’équation ci-dessus on peut voir que N (2) = 0 implique dη(X, ξ) = 0 et donc l’équation
(4.17), nous donne :

dη(ϕX,ϕY ) = dη(X, Y ). (2.7)
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Inversement, il est facile de vérifier que l’équation (4.18) implique (4.17). Ainsi, la nullité
de N (2) pour une structure presque de contact (ϕ, ξ, η) veut dire que dη est invariante par
rapport à ϕ.

De la Proposition 2.10, on déduit :

Proposition 2.11. Une structure presque de contact (ϕ, ξ, η) sur M est normale si et seule-
ment si Nϕ + dη ⊗ ξ = 0.

Proposition 2.12. Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété métrique de contact de dimension (2n+1),
alors N (2) = 0 et N (4) = 0. De plus, N (3) = 0 si et seulement si ξ de Killing, i.e.

(Lξg)(X, Y ) ≡ g(∇Xξ, Y ) + g(∇Y ξ,X) = 0, ∀X, Y ∈ Γ(TM).

Preuve. Soit X, Y ∈ Γ(TM). On a :

dη(ϕX,ϕY ) = Φ(ϕX,ϕY )

= g(ϕX,ϕ2Y )

= g(ϕX,−Y + η(Y )ξ)

= −g(ϕX, Y )

= g(X,ϕY )

= dη(X, Y ).

Alors :
Φ(ϕX, Y ) = dη(ϕ2X,ϕY )

= dη(−X + η(X)ξ, ϕY )

= −dη(X,ϕY ) + η(X)dη(ξ, ϕY )

= −dη(X,ϕY )

= −Φ(X,ϕY ),

d’où :

0 = Φ(ϕX, Y ) + Φ(X,ϕY )

= dη(ϕX, Y ) + dη(X,ϕY )

= ϕXη(Y )− η([ϕX, Y ])− ϕY η(X) + η([ϕY,X])

= (£ϕXη)Y − (£ϕY η)X,
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i.e. N (2) = 0. D’autre part :

0 = 2g(X,ϕξ)

= 2dη(X,ϕξ)

= −ξη(X) + η([ξ,X])

= −(£ξη)X,

donc N (4) = 0. De plus :

(£ξg)(X, ξ) = ξη(X)− η([ξ,X]) = 0,

(£ξdη)(X, Y ) = ξdη(X, Y )− dη([ξ,X], Y )− dη(X, [ξ, Y ])

=
1

2
(ξXη(Y )− ξY η(X)− ξη([X, Y ])− [ξ,X]η(Y ) + Y η([ξ,X])

+η([[ξ,X], Y ])−Xη([ξ, Y ]) + [ξ, Y ]η(X) + η([X, [ξ, Y ]]))

=
1

2
(X(£ξη)Y − Y (£ξη)X − (£ξη)[X, Y ]) = 0,

d’où :

0 = (£ξΦ)(X, Y )

= ξφ(X, Y )− Φ([ξ,X], Y )− φ(X, [ξ, Y ])

= ξg(X,ϕY )− g([ξ,X], ϕY )− g(X,ϕ[ξ, Y ]) + g(X, [ξ, ϕY ])− g(X, [ξ, ϕY ])

= (£ξg)(X,ϕY ) + g(X, (£ξϕ)Y )

= (£ξg)(X,ϕY ) + g(X,N (3)(Y )),

ainsi £ξg, ce qui implique que N (3) = 0.

Exemple 15. Soient M = R2n+1, avec les coordonnées cartésiennes (xi, yi, z),

g = η ⊗ η +
1

4

n∑
i=1

((dxi)2 + (dyi)2), η =
1

2
(dz −

n∑
i=1

yidxi),

ξ = 2 ∂
∂z

un champ de vecteurs, et ϕ le tenseur de type (1, 1) donné par :

ϕ =

 0 δij 0
−δij 0 0

0 yi 0


Alors (R2n+1, ϕ, η, ξ, g) est une variété métrique presque de contact normale.
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Proposition 2.13. Une structure Riemannienne presque de contact (ϕ, ξ, η, g) sur une va-
riété M est normale si et seulement si les conditions suivantes son satisfaites :

ϕ(∇Xϕ)Y − ϕ(∇ϕXϕ)Y − [(∇Xη)Y ]ξ = 0;

(∇Xϕ)Y − ϕ(∇ϕXϕ)Y + η(Y )∇ϕXξ = 0;

quelque soit X, Y ∈ Γ(TM).

Proposition 2.14. Soit M une variété Riemannienne de contact, et soit (ϕ, ξ, η, g) sa struc-
ture Riemannienne presque de contact associée. Alors :

Lξη = 0, Lξdη = 0, (LϕXη)Y = (LϕY η)X,

quelque soit X, Y ∈ Γ(TM).

Proposition 2.15. Sur une variété Riemannienne de contact l’opérateur h = Lξϕ est symé-
trique, i.e.

g(N (3)X, Y ) = g(X,N (3)Y ).

Preuve. Soit {ei} une base orthonormée sur M , et soit X, Y ∈ {ei}, alors :

g(hX, Y ) = 1
2
g((£ξϕ)X, Y )

=
1

2
g(£ξϕX − ϕ£ξX, Y )

=
1

2
g(∇ξϕX −∇ϕXξ − ϕ∇ξX + ϕ∇Xξ, Y )

=
1

2
g((∇ξϕ)X + ϕ∇ξX −∇ϕXξ − ϕ∇ξX + ϕ∇Xξ, Y )

=
1

2
g(ϕ∇Xξ −∇ϕXξ, Y )

=
1

2
{ϕXg(ξ, Y ) + g(ξ,∇ϕXY )− g(∇Xξ, ϕY )}

=
1

2
{η(∇ϕXY ) + η(∇XϕY )}

De même :
g(X, hY ) =

1

2
{η(∇ϕYX) + η(∇Y ϕX)}.

Et comme η([ϕX, Y ]) + η([X,ϕY ]) = 0, on obtient :

g(hX, Y )− g(X, hY ) =
1

2
{η(∇ϕXY ) + η(∇XϕY )− η(∇ϕYX)− η(∇Y ϕX)}

=
1

2
{η(∇ϕXY −∇Y ϕX) + η(∇XϕY −∇ϕYX)}

=
1

2
{η([ϕX, Y ]) + η([X,ϕY ])}

= 0.
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Théorème 2.8. Soit η une forme de contact sur une variété de contact de dimension (2n+1).
Alors, autour de chaque point deM , il existe une carte locale de coordonnées x1, ..., xn, y1, ..., yn, z,
tel que η s’écrit sous la forme η = dz −

∑n
i=1 y

idxi.

2.5 Variété métrique de contact η-Einstein

Définition 2.42. Une variété métrique de contact (M,ϕ, ξ, η, g) est dite η-Einstein si la
courbure de Ricci peut être écrite comme :

Ric(X, Y ) = αg(X, Y ) + βη(X)η(Y ), ∀X, Y ∈ Γ(TM),

où α, β ∈ C∞(M).

Proposition 2.16. [13] Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété métrique de contact η-Einstein. Si
dimM > 3, alors α, β ∈ R.

Exemple 16. Soit (R3, ϕ, ξ, η, g) une variété métrique de contact, tels que :

g =
1

4

 y2 + 1 0 −y
0 1 0
−y 0 1

 , ϕ =

 0 1 0
−1 0 0
0 y 0

 ,

ξ = 2∂z, η =
1

2
(dz − ydx).

Alors (R3, ϕ, ξ, η, g) est η-Einstein, avec α = −2 et β = 4.

2.6 Variétés de K-contact

Définition 2.43. Une variété métrique de contact (M,ϕ, ξ, η, g) est appelée variété de K-
contact si le champ de Reeb ξ est un champ de Killing, i.e.

g(∇Xξ, Y ) + g(∇Y ξ,X) = 0, ∀X, Y ∈ Γ(TM).

Proposition 2.17. Une variété métrique de contact (M,ϕ, ξ, η, g) est de K-contact si et
seulement si :

∇Xξ = −ϕX, (2.8)

pour tout X ∈ Γ(TM).
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Preuve. Soit X, Y ∈ Γ(TM), on a :

g(X,ϕY ) = dη(X, Y )

=
1

2
((∇Xη)(Y )− (∇Y η)(X))

=
1

2
(g(∇Xξ, Y )− g(∇Y ξ,X))

= g(∇Xξ, Y ).

Remarque 8. Sur une variété de K-contact les égalités suivantes sont vraies :

(∇Xη)Y = g(∇Xξ, Y ) = Φ(X, Y ), (∇Xϕ)ξ = −X + η(X)ξ, (2.9)

pour tout X, Y ∈ Γ(TM).

Proposition 2.18. Soit M2n+1 une variété K-contact avec la structure (ϕ, ξ, η, g). Alors, la
courbure sectionnelle égale à 1, pour tout plan contenant ξ.

Preuve. Soit X un champ de vecteurs orthogonal à ξ avec g(X,X) = 1, et soit R le tenseur
de courbure. Alors :

R(ξ,X)ξ = ∇ξ∇Xξ −∇X∇ξξ −∇[ξ,X]ξ

= −∇ξϕX + ϕ[ξ,X]

= −ϕ∇Xξ

= ϕ2X

= −X,

et donc g(R(ξ,X)ξ,X) = 1.

Remarque 9. Soit (M2n+1, ϕ, η, ξ, g) une variété métrique de contact, alors∇ξϕ = 0, et divϕ =

−2nη (voir [2]).

Proposition 2.19. SoitM2n+1 une variété Riemannienne, et ξ un champ de vecteurs unitaire
de Killing, tel que R(ξ,X)ξ = −X pour tout champ de vecteurs X orthogonal à ξ. AlorsM2n+1

est une variété K-contact.

Preuve. Définissons une 1-forme η et un tenseur ϕ du type (1, 1) par η(X) = g(X, ξ) et
ϕX = −∇Xξ. Comme ξ est un champ de vecteurs de Killing, ∇ξξ = 0 alors ϕξ = 0. Encore
une fois, comme ξ est de Killing,

∇X∇Y ξ −∇∇XY ξ = R(X, ξ)Y,
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et donc pour chaque champ de vecteurs X orthogonal à ξ :

ϕ2X = ∇∇Xξξ = R(ξ,X)ξ = −X,

et par quonséquent ϕ2 = −I + η ⊗ ξ. De plus :

dη(X, Y ) =
1

2
(g(∇Xξ, Y )− g(∇Y ξ,X))

= −g(∇Y ξ,X)

= g(X,ϕY ),

et g(ϕX,ϕY ) = −g(X,ϕ2Y ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ), et donc (ϕ, η, ξ, g) est une structure de
K-contact.

2.7 Variétés de Sasaki

Définition 2.44. Une variété Riemannienne de contact est dite de Sasaki (ou bien Sasa-
kienne) si sa structure Riemannienne presque de contact (ϕ, ξ, η, g) associée est normale.
Autrement dit, une structure Riemannienne presque de contact (ϕ, ξ, η, g) est une structure
de Sasaki si dη = Φ et N (1) = 0.

Une caractérisation des variétés de Sasaki par la connexion de Levi-Civita de la métrique
g est donnée par :

Théorème 2.9. Une structure Riemannienne presque de contact (ϕ, ξ, η, g) est Sasakienne
si et seulement si :

(∇Xϕ)Y = g(X, Y )ξ − η(Y )X, ∀X, Y ∈ Γ(TM), (2.10)

où ∇ est la connexion de Levi-Civita associée à g.

Pour la démonstration du Théorème 2.9, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.4. [2] Soit (ϕ, ξ, η, g) une structure métrique presque de contact. Alors, la dérivée
covariante du tenseur ϕ est donnée par :

2g((∇Xϕ)Y, Z) = 3dΦ(X,ϕY, ϕZ)− 3dΦ(X, Y, Z)

+ g(N1(Y, Z), ϕX) +N2(Y, Z)η(X)

+ 2dη(ϕY,X)η(Z)− 2dη(ϕZ,X)η(Y ). (2.11)
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Preuve du Théorème 2.9. Rappelons que la connexion Riemannienne ∇ est donnée par :

2g(∇XY, Z) = X(Y, Z) + Y g(X,Z)− Zg(X, Y )

+ g([X, Y ], Z) + g([Z,X], Y )− g([Y, Z], X)

pour tout X, Y, Z ∈ Γ(TM), et :

dΦ(X, Y, Z) =
1

3
{XΦ(Y, Z) + Y Φ(X,Z) + ZΦ(X, Y )

− Φ([X, Y ], Z)− Φ([Z,X], Y )− Φ([Y, Z], X)}.

par conséquent :

2g((∇Xϕ)Y, Z) = 2g(∇XϕY, Z) + 2g(∇XY, ϕZ)

= Xg(ϕY, Z) + ϕY g(X,Z)− Zg(X,ϕY )

+ g([X,ϕY ], Z) + g([Z,X], ϕY )− g([ϕY, Z], X)

+ Xg(Y, ϕZ) + Y g(X,ϕZ)− ϕZg(X, Y )

+ g([X, Y ], ϕZ) + g([ϕZ,X], Y )− g([Y, ϕZ], X)

= −XΦ(Y, Z) + ϕY (Φ(ϕZ,X) + η(Z)η(X))− ZΦ(X, Y )

− Φ([X,ϕY ], ϕZ) + η([X,ϕY ])η(Z)

+ Φ([Z,X], Y )− g(ϕ[ϕY, Z], ϕX) + η(X)η([Z, ϕY ])

+ XΦ(ϕY, ϕZ)− Y Φ(Z,X)− ϕZ(Φ(ϕY,X) + η(Y )η(X))

+ Φ([X, Y ], Z)− Φ([ϕZ,X], ϕY ) + η([ϕZ,X])η(Y )

− g(ϕ[Y, ϕZ], ϕX) + η(X)η([ϕZ, Y ])

+ Φ([Y, Z], X) + g([ϕY, ϕZ], ϕX)

+ g(2dη(Y, Z)ξ, ϕX)

= 3dΦ(X,ϕY, ϕZ)− 3dΦ(X, Y, Z) + g(N1(Y, Z), ϕX)

+ N2(Y, Z)η(X) + 2dη(ϕY,X)η(Z)− 2dη(ϕZ,X)η(Y ).

Dans le cas d’une structure métrique de contact Φ = dη et N (2) = 0, la formule ci-dessus
devient :

2g((∇Xϕ)Y, Z) = g(N1(Y, Z), ϕX) + 2dη(ϕY,X)η(Z)− 2dη(ϕZ,X)η(Y ). (2.12)
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La condition nécessaire découle de l’équation (du lemme) et du fait que la structure (ϕ, ξ, η, g)

est une métrique de contact normale (i.e. Φ = dη et N (1) = 0, N (2) = 0), et donc :

g((∇Xϕ)Y, Z) = Φ(ϕY,X)η(Z)− Φ(ϕZ,X)η(Y )

= g(X, Y )η(Z)− g(X,Z)η(Y )

= g(g(X, Y )ξ − η(Y )X,Z).

Inversement, si une structure métrique presque-contact (ϕ, ξ, η, g) satisfait la condition dans
l’équation 4.18, posons Y = ξ on obtient −ϕ∇Y ξ = η(X)ξ −X, et appliquons F ,

∇Xξ = −ϕX

on peut voir que ξ est Killing et donc

dη(X, Y ) =
1

2
((∇Xη)(Y )− (∇Y η)(X))

= g(∇Xξ, Y ) = −g(ϕX, Y ) = Φ(X, Y ).

et par conséquent (ϕ, ξ, η, g) est une structure métrique de contact, et de la formule

Nϕ(X, Y ) = (ϕ∇Y ϕ−∇ϕY ϕ)X − (ϕ∇Xϕ−∇ϕXϕ)Y

de torsion de Nijenhuis en termes de connexion symétrique, et par une substitution directe
de la formule (4.17), on obtient Nϕ + 2dη ⊗ ξ = 0.

Remarque 10. Toute variété de Sasaki est K-contact (voir [2]).

Exemple 17 (Structure de Sasaki sur R2n+1). Soient x1, ..., , xn..., y1, ..., yn les coordonnées
cartésiennes sur R2n+1, et considérons le 1-forme η et le champ de vecteurs ξ définis par :

η =
1

2

(
dz −

n∑
i=1

yidxi

)
; ξ = 2

∂

∂z
.

On considère aussi la métrique Riemannienne g, et le champ de tenseurs ϕ :

(g) =
1

4

 δij + yiyj 0 −yi
0 δij 0
−yj 0 1

 ,

(ϕ) =

 0 δij 0
−δij 0 0

0 yj 0

 ,

où δij sont les symboles de Kronecker. On vérifie que (ϕ, ξ, η, g) est une structure Rie-
mannienne presque-contact sur R2n+1 et elle est associée à la structure de contact donnée par
η. Et on a, N (1) = 0, donc c’est une structure Sasakienne sur R2n+1.
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Chapitre 3

Solitons de Ricci

Ce chapitre est l’essence même de ce projet ; initialisé par la définition d’un soliton de
Ricci, puis la définition du gradient soliton de Ricci ; illustré par quelques exemples renommés
étudiés d’une manière détaillée. Il s’achève par la démonstration du théorème prouvant que
une variété métrique de contact η-Einstein non-Einstein Ricci soliton de dimension > 3 est
une variété K-contact.

3.1 Quelques définitions et notations

Définition 3.45.

1. Un soliton de Ricci, noté (M, g, ξ, λ), est une variété Riemannienne (M, g), tel que :

Ric +
1

2
Lξg = λg, (3.1)

où Ric est la courbure de Ricci de (M, g), ξ un champ de vecteurs sur M , Lξg est la
dérivée de Lie de la métrique g par rapport à ξ, et λ ∈ R.

2. Si ξ est le gradient d’une certaine fonction différentiable f sur M , (M, g, ξ, λ) est dit
soliton de Ricci de type gradient, noté (M, g,∇f, λ), l’équation(3.1) devient :

Ric + Hessf = λg. (3.2)

Définition 3.46. Un soliton de Ricci (M, g, ξ, λ) est dit :
— stable, si λ = 0 ;
— expansif, si λ > 0 ;
— rétractif, si λ < 0.



Solitons de Ricci

Remarque 11. Soit (M, g, ξ, λ) un soliton de Ricci, si de plus ξ est un champ de Killing
(i.e. Lξg = 0), alors (M, g) est une variété d’Einstein (Ric = λg). Donc, les solitons de Ricci
sont des généralisations des variétés d’Einstein.
Rappelons qu’un flot de Ricci sur une variété Riemannienne (M, g) est une solution de l’équa-
tion d’évolution introduite par Hamilton [6] :

∂gt
∂t

= −2Ricgt , g0 = g.

Une solution du flot de Ricci {gt}t∈I sur (M, g) est qualifiée de point fixe ou encore de soliton
de Ricci s’il existe des réels α(t) et une famille de difféomorphismes {φt}t de M tel que :

gt = α(t)φ∗tg.

3.2 Exemples de solitons de Ricci

Exemple 18. Un exemple fondamental est l’espace Euclidien Rn, muni de la métrique standard
g, et f(x1, ..., xn) =

1

4
‖x‖2 =

1

4
(x21 + ... + x2n), est un soliton de Ricci de type gradient. En

effet ; La courbure de Ricci est nulle, et on a :

(Hessf)ij =
∂2f

∂xi∂xj
−

n∑
k=1

Γkij
∂f

∂xk

=
∂2f

∂xi∂xj

=
1

2
δij

=
1

2
gij.

Ainsi, Ric + Hessf =
1

2
g.

Exemple 19 (Le cigare soliton). En dimension n = 2, Hamilton a donné un exemple de soliton
stable Σ = (R2, g, f, 0), avec :

g = ds2 =
dx2 + dy2

1 + x2 + y2
, f = − log(1 + x2 + y2).

Montrons que Σ est un soliton de Ricci de type gradient :

(gij) =


1

1 + x2 + y2
0

0
1

1 + x2 + y2


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les symboles de christoffel sont :

Γ1
22 = −Γ1

11 = −Γ2
12 = −Γ2

21 =
x

1 + x2 + y2
;

Γ2
11 = −Γ1

12 = −Γ2
22 = −Γ1

21 =
y

1 + x2 + y2
,

la courbure de Ricci est :

Ric1,1 = Ric2,2 =
2

(1 + x2 + y2)2
, Ric1,2 = Ric2,1 = 0,

la Hessiennne est :

(Hessf)ij =

 −
2

(1 + x2 + y2)2
0

0 − 2

(1 + x2 + y2)2


on obtient :

Ric1,1 + (Hessf)1,1 = 0;

Ric2,2 + (Hessf)2,2 = 0;

Ric1,2 + (Hessf)1,2 = 0;

Ric2,1 + (Hessf)2,1 = 0.

Exemple 20. Soit M = R×Sn, muni de la métrique Riemannienne diagonale g = dt2 + h, où
h est la métrique Riemannienne induite sur la sphère Sn, et soit :

f(t, x) = at2 + bt+ c, ∀(t, x) ∈ R× Sn,

où a, b, c ∈ R. Alors, (M, g,∇f, λ) est un soliton de Ricci de type gradient, avec λ = n − 1

et a =
n− 1

2
. En effet ; ∀X, Y ∈ Γ(TSn), on a :

Ric((
d

dt
,X)(

d

dt
, Y )) = RicR(

d

dt
,
d

dt
) + RicS

n

(X, Y )

= 0 + (n− 1)h(X, Y ). (3.3)

Comme la courbure de Sn est égale à 1, on a Ric = 1(n− 1)h. On a aussi :

Hessf((
d

dt
,X), (

d

dt
, Y )) = g(∇

(
d

dt
,X)

gradf, (
d

dt
, Y ))

= g(∇
(
d

dt
,X)

f
′
(
d

dt
, 0), (

d

dt
, Y ))

= f
′′
g((

d

dt
, 0)(

d

dt
, Y )) + f

′
g(∇

(
d

dt
,X)

(
d

dt
, 0), (

d

dt
, Y ))

= f
′′

= 2a. (3.4)
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D’après les équations (3.3), (3.4), on obtient :

Ric((
d

dt
,X)(

d

dt
, Y )) + Hessf((

d

dt
,X), (

d

dt
, Y )) = (n− 1)h(X, Y ) + 2a.

D’où, M est un soliton de Ricci de type gradient si et seulement si :

λg((
d

dt
,X), (

d

dt
, Y )) = (n− 1)h(X, Y ) + 2a,

c’est-à-dire λ(1 +h(X, Y )) = (n−1)h(X, Y ) + 2a, il suffit de prendre λ = n−1 et a =
n− 1

2
.

Exemple 21. Soit M = Rm×Nk, muni de la métrique Riemannienne g = gRm + gNk , avec Nk

est une variété d’Einstein de dimension k, c’est-à-dire RicN
k

= λgN
k , et soit :

f : Rm ×Nk → R, f(x, p) =
λ

2
|| x ||2 +gRm(x,B) + c,

où c ∈ R, et B ∈ Rm. Alors, (M, g,∇f, λ) est un soliton de Ricci de type gradient.

En effet ; soit { ∂
∂xi
}i=1,...,m la base canonique de Rm, et soit X, Y ∈ Γ(TNk), alors :

Ric((
∂

∂xi
, X)(

∂

∂xj
, Y )) = RicR

m

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
) + RicN

k

(X, Y )

= RicN
k

(X, Y ) = λgNk(X, Y ). (3.5)

Calculons Hessf :

Hessf((
∂

∂xi
, X), (

∂

∂xj
, Y )) = g(∇

(
∂

∂xi
,X)

gradf, (
∂

∂xj
, Y ))

=
m∑
k=1

g(∇
(
∂

∂xi
,X)

∂f

∂xk
(
∂

∂xk
, 0), (

∂

∂xj
, Y ))

=
m∑
k=1

∂2f

∂xi∂xk
gRm(

∂

∂xk
,
∂

∂xj
)

=
m∑
k=1

∂2f

∂xi∂xk
δkj =

∂2f

∂xi∂xj
,

avec
∂f

∂xi
= λxi + bi, où B = (b1, ..., bm), et

∂2f

∂xi∂xj
= λδij,

Hessf((
∂

∂xi
, X))(

∂

∂xj
, Y ) = λδij. (3.6)

D’après (3.5) et (3.6) :

Ric((
∂

∂xi
, X)(

∂

∂xj
, Y )) + Hessf((

∂

∂xi
, X), (

∂

∂xj
, Y )) = λgNk(X, Y ) + λδij,

λg((
∂

∂xi
, X), (

∂

∂xj
, Y )) = λgNk(X, Y ) + λδij.
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3.3 Quelques propriétés des Solitons de Ricci

Propriété 3.6. Soit (M, g,∇f, λ) un soliton de Ricci de type gradient, alors pour tout X, Y ∈
Γ(TM), on a :

1. div(Ric)(X) = g(Ricci(∇f), X) ;

2. (∇XRic)(Y )− (∇YRic)(X) = −R(X, Y )∇f ;

3.
∑m

i=1(∇eiR)(ei, X, Y ) = R(∇f,X)Y .

Ici, ∇f = gradf , et {ei} est une base orthonormée sur (M, g).

Preuve.

1. Sur une carte normale en x ∈M , i.e. (∇eiej)x = 0, avec X=ek, on a :

div(Ric)(X) =
m∑
i=1

(∇ei Ric)(X, ei)

=
m∑
i=1

ei(Ric(X, ei))

=
m∑
i=1

ei(λg(X, ei)− Hess f(X, ei))

= −
m∑
i=1

eig(∇X grad f, ei)

= −
m∑
i=1

g(∇ei∇X grad f, ei)

= −
m∑
i=1

g(R(ei, X) grad f, ei)−
m∑
i=1

g(∇X∇ei grad f, ei)

= −
m∑
i=1

g(R(grad f, ei)ei, X)−
m∑
i=1

X(g(∇ei grad f, ei))

= −
m∑
i=1

g(Ricci(grad f), X)−
m∑
i=1

X(Hess f(ei, ei)).

Comme la variété Riemannienne (M, g) est un soliton de Ricci de type gradient, on a :
m∑
i=1

Ric(ei, ei) +
m∑
i=1

Hess f(ei, ei) = λ

m∑
i=1

g(ei, ei),

ainsi S + ∆f = λm,, avec m est la dimension de M . D’où :

59



Solitons de Ricci

X(S) +X(∆f) = 0 ;
dS(X) +X(∆f) = 0 ;

2 div(Ric)(X) +X(∆f) = 0 ;

alors :

m∑
i=1

X(Hess f(ei, ei)) = −2 div(Ric)(X),

et :
div(Ric)(X) = −g(Ricci(grad f), X) + 2 div(Ric)(X) ;
− div(Ric)(X) = −g(Ricci(grad f), X) ;
div(Ric)(X) = g(Ricci(grad f), X).

2. Si X = ea, Y = eb et Z = ec, où {ei} est une base orthonormée sur (M, g) tel que
(∇eiej)x = 0, en x ∈M , on trouve :

g(R(X, Y ) grad f, Z) = g(∇X∇Y grad f −∇Y∇X grad f, Z)
= Xg(∇Y grad, f, Z)− Y g(∇X grad f, Z)
= X(Hess f(Y, Z))− Y (Hess f(X,Z))
= X(λg(Y, Z)− Ric(Y, Z))− Y (λg(X,Z)− Ric(X,Z))
= −(∇X Ric)(Y, Z) + (∇Y Ric)(X,Z).

3. En utilisant la même méthode on obtient :

∑m
i=1 g((∇eiR)(ei, X, Y ), Z) =

∑m
i=1 g(∇eiR(ei, X)Y, Z)

=
∑m

i=1 eig(R(ei, X)Y, Z)
=

∑m
i=1 g(∇eiR(Y, Z)ei, X).

D’après l’identité de Bianchi :
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m∑
i=1

g((∇eiR)(ei, X, Y ), Z) = −
m∑
i=1

g(∇YR(Z, ei)ei, X)−
m∑
i=1

g(∇ZR(ei, Y )ei, X)

= −
m∑
i=1

Y g(R(Z, ei)ei, X)−
m∑
i=1

Zg(R(ei, Y )ei, X)

= −Y Ric(Z,X) + Z Ric(Y,X)

= −Y (λg(Z,X)− Hess f(Z,X)) + Z(λg(Y,X)− Hess f(Y,X))

= Y (Hess f(Z,X))− Z(Hess f(Y,X))

= Y (g(∇Z grad f,X))− Z(g(∇Y grad f,X))

= Y (g(∇X grad f, Z))− Z(g(∇Y grad f,X))

= g(∇Y∇X grad f, Z)− g(∇Z∇Y grad f,X)

= g(∇Y∇X grad f, Z)− g(R(Z, Y ) grad f,X)

−g(∇Y∇Z grad f,X)

= g(∇Y∇X grad f, Z)− g(R(Z, Y ) grad f,X)

−Y (g(∇Z grad f,X))

= g(∇Y∇X grad f, Z)− g(R(Z, Y ) grad f,X)

−Y (g(∇X grad f, Z))

= g(∇Y∇X grad f, Z)− g(R(Z, Y ) grad f,X)

−g(∇Y∇X grad f, Z)

= −g(R(grad f,X)Z, Y )

= g(R(grad f,X)Y, Z),

donc
∑m

i=1(∇eiR)(ei, X, Y ) = R(grad f,X)Y, car g est non-dégénérée.

Lemme 3.5. Soit (Mm, g, ξ, λ) un soliton de Ricci, et S la courbure scalaire de M , alors :

S = λm− div ξ, trace∇Ricci =
1

2
gradS.

Preuve. Soit x ∈M , et soit {ei} une base orthonormée sur (M, g). On a :

m∑
i=1

Ric(ei, ei) +
1

2

m∑
i=1

Lξg(ei, ei) = λ

m∑
i=1

g(ei, ei),
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comme S =
∑m

i=1Ric(ei, ei), on obtient :

S = −1

2

m∑
i=1

Lξg(ei, ei) + λ

m∑
i=1

g(ei, ei)

= −
m∑
i=1

g(∇eiξ, ei) + λm

= − div ξ + λm.

On pose (∇eiei)x = 0, ∀i, j = 1, ...,m,, alors :

trace∇Ricci =
m∑
i=1

(∇ei Ricci)ei

=
m∑
i=1

∇ei Ricci(ei)−
m∑
i=1

Ricci(∇eiei)

=
m∑

i,j=1

∇eiR(ei, ej)ej.

D’autre part pour tout X = ek :

div Ric(X) =
m∑
i=1

(∇ei Ric)(ei, X)

=
m∑
i=1

∇ei Ric(ei, X)

=
m∑

i,j=1

∇eig(R(ei, ej)ej, X)

=
m∑

i,j=1

g(∇eiR(ei, ej)ej, X)

donc div Ric(X) = g(trace∇Ricci, X).
Sachant que dS = 2 div Ric, on peut déduire que :

1

2
dS(X) = g(trace∇Ricci, X)

c’est-à-dire
1

2
g(gradS,X) = g(trace∇Ricci, X)

et comme g est non-dégénérée, on trouve :

1

2
gradS = trace∇Ricci .

62



Solitons de Ricci

Lemme 3.6. Soit (Mm, g, ξ, λ) un soliton de Ricci, alors :

trace∇2ξ = −Ricci ξ. (3.7)

Preuve. Sachant que :
∇2
X,YZ

def
= ∇X∇YZ −∇∇XYZ,

on obtient (sur une carte normale en x ∈M) :

trace∇2ξ =
m∑

i,j=1

g(∇ei∇eiξ, ej)ej

=
m∑

i,j=1

ei(g(∇eiξ, ej))ej.

D’autre part, on a :
(Lξg)(ei, ej) = g(∇eiξ, ej) + g(∇ejξ, ei)

d’où :

trace∇2ξ =
m∑

i,j=1

ei
(
(Lξg)(ei, ej)

)
ej −

m∑
i,j=1

ei
(
g(∇ejξ, ei)

)
ej

de plus M est un soliton de Ricci vérifiant :

Ric(ei, ej) +
1

2
Lξg(ei, ej) = λg(ei, ej).

Par conséquent :

trace∇2ξ = −2
m∑

i,j=1

ei(Ric(ei, ej))ej + 2
m∑

i,j=1

ei(λg(ei, ej))︸ ︷︷ ︸
=0

ej −
m∑

i,j=1

ei(g(∇ejξ, ei))ej

= −2
m∑

i,j=1

ei(Ric(ei, ej))ej −
m∑

i,j=1

ei(g(∇ejξ, ei))ej

= −2
m∑

i,j=1

ei(g(Ricci(ei), ej))ej −
m∑

i,j=1

ei(g(∇ejξ, ei))ej

= −2
m∑

i,j=1

ei(g(Ricci(ei), ej))ej −
m∑

i,j=1

g(∇ei∇ejξ, ei)ej,

or :
R(ei, ej)ξ

def
= ∇ei∇ejξ −∇ej∇eiξ −∇[ei,ej ]ξ︸ ︷︷ ︸

=0

,

∇ei∇ejξ = R(ei, ej)ξ +∇ej∇eiξ,
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d’où :

trace∇2ξ = −2
m∑

i,j=1

ei(g(Ricci(ei), ej))ej −
m∑

i,j=1

g(R(ei, ej)ξ, ei)ej −
m∑

i,j=1

g(∇ej∇eiξ, ei)ej

= −2 trace∇Ricci−Ricci ξ − grad div ξ.

D’après le lemme précédent, on a :

trace∇Ricci =
1

2
gradS

=
1

2
grad(λm− div ξ)

= −1

2
grad div ξ.

Finalement, trace∇2ξ = −Ricci ξ.

3.4 Cas des variétés métriques de contact

Théorème 3.10 (Amalendu Ghosh (2012), [5]). Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété métrique de
contact η-Einstein, de dimension m > 3. Si (M, g, V, λ) est un soliton de Ricci non-Einstein,
alors (M,ϕ, ξ, η, g) est K-contact (i.e.Lξg = 0), de plus λ < 0.

Pour la preuve du Théorème 3.10, on a besoin des Lemmes suivants :

Lemme 3.7. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Alors :

(LV∇)(X, Y ) = (LV∇)(Y,X), ∀X, Y, V ∈ Γ(TM).

Preuve. On a :

(LV∇)(X, Y ) = LV∇XY −∇LVXY −∇XLV Y
= [V,∇XY ]−∇[V,X]Y −∇X [V, Y ]
= ∇V∇XY −∇∇XY V −∇∇VXY

+∇∇XV Y −∇X∇V Y +∇X∇Y V
= R(V,X)Y −∇∇XY V +∇X∇Y V
= R(V,X)Y +∇2

X,Y V ,

où ∇2
X,Y V = ∇X∇Y V −∇∇XY V . Donc :
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(LV∇)(X, Y )− (LV∇)(Y,X) = R(V,X)Y +∇2
X,Y V −R(V, Y )X −∇2

Y,XV.

Comme :
∇2
X,Y V −∇2

Y,XV = R(X, Y )V,

on trouve :

(LV∇)(X, Y )− (LV∇)(Y,X) = R(V,X)Y +R(X, Y )V −R(V, Y )X
= R(V,X)Y +R(X, Y )V +R(Y, V )X
= 0.

Lemme 3.8. Soient (M, g) une variété Riemannienne, et X, Y, Z, V ∈ Γ(TM), on a :

(1) (∇XLV g)(Y, Z) = g((LV∇)(X, Y ), Z) + g((LV∇)(X,Z), Y );

(2) (∇XLV g)(Y, Z) = (∇YLV g)(X,Z) + (∇ZLV g)(X, Y )− 2g((LV∇)(Y, Z), X).

Preuve. Soient V ∈ Γ(TM), et X, Y, Z ∈ {ei}mi=1, avec {ei}mi=1 est une base orthonormée
normale en x ∈M , i.e. (∇eiej)x = 0.

Pour (1), on a :

(∇XLV g)(Y, Z) = ∇X(LV g)(Y, Z)− (LV g)(∇XY, Z)− (LV g)(Y,∇XZ)
= ∇X(LV g)(Y, Z),

d’où :

∇X(LV g)(Y, Z) = ∇X{V g(Y, Z)− g(LV Y, Z)− g(Y,LVZ)}
= ∇Xg(∇V Y, Z) +∇Xg(Y,∇VZ)−∇Xg(∇V Y, Z) +∇Xg(∇Y V, Z)
−∇Xg(Y,∇VZ) +∇Xg(Y,∇ZV )

= Xg(∇Y V, Z) +Xg(Y,∇ZV ),

d’autre part :

g((LV∇)(X, Y ), Z) + g((LV∇)(X,Z), Y ) = g(R(V,X)Y, Z) + g(∇X∇Y V, Z)
+g(R(V,X)Z, Y ) + g(∇X∇ZV, Y )

= Xg(∇Y V, Z)− g(∇Y V,∇XZ)
+Xg(∇ZV, Y )− g(∇ZV,∇XY )

= Xg(∇Y V, Z) +Xg(Y,∇ZV ).
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Ainsi :
(∇XLV g)(Y, Z) = g((LV∇)(X, Y ), Z) + g((LV∇)(X,Z), Y ).

(2) On a :

(∇XLV g)(Y, Z) = g((LV∇)(Y,X), Z) + g((LV∇)(Z,X), Y )− g((LV∇)(Y, Z), X)
+g((LV∇)(Z, Y ), X)− g((LV∇)(Y, Z), X) + g((LV∇)(Z, Y ), X)

= (∇YLV g)(X,Z) + (∇ZLV g)(X, Y )− 2g((LV∇)(Y, Z), X).
Lemme 3.9. Soient (M, g) une variété Riemannienne, X, Y, Z, V ∈ Γ(TM). Alors :

(LVR)(X, Y )Z = (∇XLV∇)(Y, Z)− (∇YLV∇)(X,Z). (3.8)

Preuve. Soit X, Y, Z, V ∈ Γ(TM). On a :

(∇XLV∇)(Y, Z) = ∇X(LV∇)(Y, Z)− (LV∇)(∇XY, Z)− (LV∇)(Y,∇XZ)
= ∇X([V,∇YZ]−∇[V,Y ]Z −∇Y [V, Z])− [V,∇∇XYZ] +∇[V,∇XY ]Z

+∇∇XY [V, Z]− [V,∇Y∇XZ] +∇[V,Y ]∇XZ +∇Y [V,∇XZ]
= ∇X∇V∇YZ −∇X∇∇Y ZV −∇X∇[V,Y ]Z −∇X∇Y∇VZ +∇X∇Y∇ZV
−∇V∇∇XYZ +∇∇∇XY Z

V +∇[V,∇XY ]Z +∇∇XY∇VZ −∇∇XY∇ZV

−∇V∇Y∇XZ +∇∇Y∇XZV +∇[V,Y ]∇XZ +∇Y∇V∇XZ −∇Y∇∇XZV ,

de la même méthode, on trouve :

(∇YLV∇)(X,Z) = ∇Y∇V∇XZ −∇Y∇∇XZV −∇Y∇[V,X]Z −∇Y∇X∇VZ +∇Y∇X∇ZV
−∇V∇∇YXZ +∇∇∇Y XZ

V +∇[V,∇YX]Z +∇∇YX∇VZ −∇∇YX∇ZV

−∇V∇X∇YZ +∇∇X∇Y ZV +∇[V,X]∇YZ +∇X∇V∇YZ −∇X∇∇Y ZV .

Ainsi :

(∇XLV∇)(Y, Z)− (∇YLV∇)(X,Z) = ∇X∇V∇YZ −∇X∇∇Y ZV −∇X∇[V,Y ]Z −∇X∇Y∇VZ
+∇X∇Y∇ZV −∇V∇∇XYZ +∇∇∇XY Z

V +∇[V,∇XY ]Z

+∇∇XY∇VZ −∇∇XY∇ZV −∇V∇Y∇XZ +∇∇Y∇XZV
+∇[V,Y ]∇XZ +∇Y∇V∇XZ −∇Y∇∇XZV −∇Y∇V∇XZ
+∇Y∇∇XZV +∇Y∇[V,X]Z +∇Y∇X∇VZ −∇Y∇X∇ZV
+∇V∇∇YXZ −∇∇∇Y XZ

V −∇[V,∇YX]Z −∇∇YX∇VZ

+∇∇YX∇ZV +∇V∇X∇YZ −∇∇X∇Y ZV −∇[V,X]∇YZ
−∇X∇V∇YZ +∇X∇∇Y ZV .

On trouve :
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(∇XLV∇)(Y, Z)− (∇YLV∇)(X,Z) = ∇V∇X∇YZ −∇∇X∇Y ZV −∇V∇Y∇XZ +∇∇Y∇XZV
+∇V∇∇YXZ −∇∇∇Y XZ

V −∇V∇∇XYZ +∇∇∇XY Z
V

−∇[V,X]∇YZ +∇Y∇[V,X]Z −∇X∇[V,Y ]Z +∇[V,Y ]∇XZ
−∇X∇Y∇VZ +∇X∇Y∇ZV +∇Y∇X∇VZ −∇Y∇X∇ZV
−∇∇YX∇VZ +∇∇YX∇ZV +∇[V,∇XY ]Z −∇[V,∇YX]Z.

D’où :

(∇XLV∇)(Y, Z)− (∇YLV∇)(X,Z) = [V,∇X∇YZ]− [V,∇Y∇XZ]− [V,∇[X,Y ]Z]−∇[V,X]∇YZ
+∇Y∇[V,X]Z −∇X∇[V,Y ]Z +∇[V,Y ]∇XZ −∇X∇Y [V, Z]
∇Y∇X [V, Z] +∇[X,Y ][V, Z] +∇[V,[X,Y ]]Z

= [V,∇X∇YZ]− [V,∇Y∇XZ]− [V,∇[X,Y ]Z]−∇[V,X]∇YZ
+∇Y∇[V,X]Z −∇X∇[V,Y ]Z +∇[V,Y ]∇XZ −∇X∇Y [V, Z]
∇Y∇X [V, Z] +∇[X,Y ][V, Z]−∇[X,[Y,V ]]Z −∇[Y,[V,X]]Z

= LV (∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z)−∇LVX∇YZ
+∇Y∇LVXZ −∇X∇LV YZ +∇LV Y∇XZ −∇X∇YLVZ
+∇Y∇XLVZ +∇[X,Y ]LVZ +∇[LVX,Y ]Z +∇[X,LV Y ]Z

= LVR(X, Y )Z −R(LVX, Y )Z −R(X,LV Y )Z
−R(X, Y )LVZ

= (LVR)(X, Y )Z.

Preuve du Théorème 3.10. Soit X, Y ∈ Γ(TM). Alors :

(LV g)(X, Y ) + 2 Ric(X, Y )− 2λg(X, Y ) = 0, (3.9)

Ric(X, Y ) = αg(X, Y ) + βη(X)η(Y ), (3.10)

où λ, α, β ∈ R (comme dimM > 3, on trouve α, β ∈ R). De (3.9) et (3.10), on obtient :

(LV g)(X, Y ) + 2αg(X, Y ) + 2βη(X)η(Y )− 2λg(X, Y ) = 0,

c’est-à-dire :

(LV g)(X, Y ) = −2(α− λ)g(X, Y )− 2βη(X)η(Y ). (3.11)

Soit {ei} une base orthonormée sur la variété Riemannienne (M, g), tel que (∇eiej)x = 0,
avec x ∈ M , on suppose que X, Y, Z ∈ {ei}. De l’équation (3.11), et la propriété ∇Xξ =

−ϕX − ϕhX [13], on a :

(∇XLV g)(Y, Z) = ∇X(LV g)(Y, Z)− (LV g)(∇XY, Z)− (LV g)(Y,∇XZ)

= −2(α− λ)X(g(Y, Z))− 2βX(g(Y, ξ))η(Z)− 2βη(Y )X(g(Z, ξ))

= −2βg(Y,∇Xξ)η(Z)− 2βη(Y )g(Z,∇Xξ)

= −2βg(Y,−ϕX − ϕhX)η(Z)− 2βη(Y )g(Z,−ϕX − ϕhX),
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c’est-à-dire :

(∇XLV g)(Y, Z) = 2βg(Y, ϕX + ϕhX)η(Z) + 2βη(Y )g(Z, ϕX + ϕhX). (3.12)

D’après la deuxième équation du Lemme 3.4., et l’équation (3.12), on trouve :

(LV∇)(Y, Z) = 2β(η(Z)ϕY + η(Y )ϕZ + g(Y, ϕhZ)ξ), (3.13)

et d’après le Lemme 3.5., et l’équation (3.13), on obtient :

(LVR)(X, Y )Z = 2β{2g(ϕY,X)ϕZ − g(Z, ϕX + ϕhX)ϕY

+g(Z, ϕY + ϕhY )ϕX + η(Y )(∇Xϕ)Z

−η(X)(∇Y ϕ)Z + η(Z)(∇Xϕ)Y − η(Z)(∇Y ϕ)X

−g(Y, ϕhZ)ϕX − g(Y, ϕhZ)ϕhX + g(X,ϕhZ)ϕY

+g(X,ϕhZ)ϕhY + g(Y, (∇Xϕh)Z)ξ − g(X, (∇Y ϕh)Z)ξ}. (3.14)

Puisque la dérivée de Lie est commute avec la trace, de l’équation (3.14), on a :

(LV Ric)(Y, Z) =
2n+1∑
i=1

g((LVR)(ei, Y )Z, ei)

= 2β
2n+1∑
i=1

{2g(ϕY, ei)g(ϕZ, ei)− g(Z, ϕei)g(ϕY, ei)

−g(Z, ϕhei)g(ϕY, ei) + g(Z, ϕY + ϕhY )g(ϕei, ei)

+η(Y )g((∇eiϕ)Z, ei)− η(ei)g((∇Y ϕ)Z, ei)

+η(Z)g((∇eiϕ)Y, ei)− η(Z)g((∇Y ϕ)ei, ei)

−g(Y, ϕhZ)g(ϕei, ei)− g(Y, ϕhZ)g(ϕhei, ei)

+g(ei, ϕhZ)g(ϕY, ei) + g(ei, ϕhZ)g(ϕhY, ei)

+g(Y, (∇eiϕh)Z)g(ξ, ei)− g(ei, (∇Y ϕh)Z)g(ξ, ei)}

= 2β{2g(ϕY, ϕZ) + g(ϕY, ϕZ)− g(ϕY, ϕhZ)

+η(Y )(divϕ)(Z)− g((∇Y ϕ)Z, ξ)

+η(Z)(divϕ)(Y ) + g(ϕY, ϕhZ)

+g(ϕhY, ϕhZ) + g(Y, (∇ξϕh)Z)− g(ξ, (∇Y ϕh)Z)}.

D’après la formule (divϕ)X = −2nη(X) [13], on a :

(LV Ric)(Y, Z) = 2β{3g(Y, Z)− 3η(Y )η(Z)− 4nη(Y )η(Z)

−g((∇Y ϕ)Z, ξ)− 2η(Y )η(Z) + g(hY, hZ)

−η(hY )η(hZ) + g(Y, (∇ξϕh)Z)− g(ξ, (∇Y ϕh)Z)}, (3.15)
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suivant les formules :

η(hX) = 1
2
g(ξ, (Lξϕ)X)

= 1
2
g(ξ,LξϕX − ϕLξX)

= 1
2
g(ξ,∇ξϕX −∇ϕXξ) + 1

2
g(ϕξ,LξX)

= 1
2
ξg(ξ, ϕX)− 1

2
g(∇ξξ, ϕX) −1

4
(ϕX)(g(ξ, ξ))

= 1
2
g(ϕξ + ϕhξ, ϕX)

= 0,

g((∇Y ϕ)Z, ξ) = g(∇Y ϕZ, ξ)
= −g(ϕZ,∇Y ξ)
= g(ϕZ, ϕY ) + g(ϕZ, ϕhY )
= g(Z, Y )− η(Z)η(Y ) + g(Z, hY ),

g(ξ, (∇Y ϕh)Z) = g(ξ,∇Y ϕhZ)
= −g(∇Y ξ, ϕhZ)
= g(ϕY, ϕhZ) + g(ϕhY, ϕhZ)
= g(Y, hZ) + g(hY, hZ),

et l’équation (3.15), on obtient :

(LV Ric)(Y, Z) = 2β{2g(Y, Z)− 2(1 + 2n)η(Y )η(Z)− 2g(Z, hY ) + g(Y, (∇ξϕh)Z)}. (3.16)

De (3.10) et (3.11), on a :

(LV Ric)(Y, Z) = −2(α2 − αλ)g(Y, Z)− 2αβη(Y )η(Z) + β{(LV η)(Y )η(Z) + η(Y )(LV η)(Z)}.
(3.17)

Par conséquent :

(4β + 2(α2 − αλ))g(Y, Z) + (−4β(1 + 2n) + 2αβ)η(Y )η(Z)− 4βg(Z, hY ) + 2βg(Y, (∇ξϕh)Z)

− β{(LV η)(Y )η(Z) + η(Y )(LV η)(Z)} = 0. (3.18)

On remplace Y par ϕY , et Z par ϕZ dans l’équation (3.18), on trouve que :

(4β + 2(α2 − αλ))g(ϕY, ϕZ)− 4βg(ϕZ, hϕY ) + 2βg(ϕY, (∇ξϕh)ϕZ) = 0,

c’est-à-dire :

(2β + α2 − αλ)g(ϕY, ϕZ) + 2βg(Z, hY ) + βg(ϕY, (∇ξϕh)ϕZ) = 0,
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ainsi :

(2β + α2 − αλ)
2n+1∑
i=1

|ϕei|2 + 2β
2n+1∑
i=1

g(ei, hei) + β

2n+1∑
i=1

g(ϕei, (∇ξϕh)ϕei) = 0.

On suppose que e1 = ξ, on a
∑2n+1

i=1 |ϕei|2 = 2n, et comme traceϕh = 0, on obtient
trace∇ξϕh = 0 (dans la base {ξ, ϕei}2ni=1, avec (∇ξϕh)ξ = 0, et trace∇ξϕh = ∇ξ traceϕh,
donc

2n+1∑
i=1

g(ϕei, (∇ξϕh)ϕei) = 0,

et :

g(ϕei, (∇ξϕh)ϕei) =
∑2n+1

j,s=1 g(ϕei, ej)g(ϕei, es)g(es, (∇ξϕh)ej)

=
∑2n+1

j,s=1 g(ϕei, ej)g(ϕei, es)g(es,∇ξϕhej)

=
∑2n+1

j,s=1 g(ϕei, ej)g(ϕei, es)ξg(es, ϕhej).

On suppose que g(es, ϕhej) = 0 si s 6= j (comme ϕh est symétrique donc diagonalisable),
ainsi :

g(ϕei, (∇ξϕh)ϕei) =
∑2n+1

j=1 g(ei, ϕej)g(ei, ϕej)ξg(ej, ϕhej)

=
∑2n+1

j=1 g(ϕej, ϕej)ξg(ej, ϕhej)

=
∑2n+1

j=1 (g(ej, ej)− g(ej, ξ)g(ej, ξ))ξg(ej, ϕhej)

=
∑2n+1

j=1 ξg(ej, ϕhej)

= 0.

Et comme traceh = 0, on trouve :

2β + α2 − αλ = 0. (3.19)

Maintenant, on remplace Z par ξ dans l’équation (3.18), on obtient :

(4β + 2(α2 − αλ))η(Y ) + (−4β(1 + 2n) + 2αβ)η(Y )− β(LV η)(Y )− βη(Y )(LV η)(ξ) = 0,
(3.20)

ici :
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hξ = 1
2
(Lξϕ)ξ

= 1
2
Lξϕξ − 1

2
ϕLξξ

= 0,

et :
(∇ξϕh)ξ = ∇ξϕhξ − ϕh∇ξξ = 0,

pour Y = ξ, l’équation (3.20) devient :

4β + 2(α2 − αλ)− 4β(1 + 2n) + 2αβ − 2β(LV η)(ξ) = 0,

c’est-à-dire :
β(LV η)(ξ) = 2β + α2 − αλ− 2β − 4nβ + αβ,

comme 2β + α2 − αλ = 0, on trouve :

β(LV η)(ξ) = −2β − 4nβ + αβ,

et comme β 6= 0 (la variété (M, g) est non-d’Einstein), on a :

(LV η)(ξ) = α− 2(2n+ 1).

Ainsi, l’équation (3.20) devient :

(4β + 2(α2 − αλ)− 4β − 8βn+ 2αβ)η(Y )− β(LV η)(Y )− βη(Y )(α− 2(2n+ 1)) = 0,

c’est-à-dire :
β(LV η)(Y ) = (−4β − 8βn+ 2αβ − αβ + 2β + 4βn)η(Y ),

d’où :

(LV η)(Y ) = (−2− 4n+ α)η(Y ) = (α− 2(2n+ 1))η(Y ). (3.21)

On a (LV η)(ξ) = V η(ξ)− η(LV ξ), de l’équation (3.21), on obtient :

LV ξ = −(α− 2(2n+ 1))ξ.

Maintenant, on remplace X et Y par ξ dans l’équation (3.11), on a :

2α− λ+ β = 2(2n+ 1). (3.22)
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Puisque LV ◦ d = d ◦ LV , et dη = Φ, de l’équation (3.21), on conclut que :

(LV dη)(X, Y ) = (α− 2(2n+ 1))g(X,ϕY ),

d’autre part :

(LV dη)(X, Y ) = V dη(X, Y )− dη(LVX, Y )− dη(X,LV Y )

= V g(X,ϕY )− g(LVX,ϕY )− g(X,ϕLV Y )

= (LV g)(X,ϕY ) + g(LVX,ϕY ) + g(X,LV ϕY )

−g(LVX,ϕY )− g(X,ϕLV Y )

= (LV g)(X,ϕY ) + g(X, (LV ϕ)Y ).

Alors :
(LV g)(X,ϕY ) + g(X, (LV ϕ)Y ) = (α− 2(2n+ 1))g(X,ϕY ),

de l’équation (3.11), on a :

(LV g)(X,ϕY ) = −2(α− λ)g(X,ϕY ),

ainsi :

(LV ϕ)Y = (3α− 2λ− 2(2n+ 1))ϕY. (3.23)

On a :

(LV ϕ2)X = LV ϕ2X − ϕ2LVX
= −LVX + LV η(X)ξ + LVX − η(LVX)ξ
= V (η(X))ξ + η(X)LV ξ − η(LVX)ξ
= (LV η)(X)ξ − η(X)(α− 2(2n+ 1))ξ
= 0.

D’autre part :

(LV ϕ2)X = LV ϕ2X − ϕ2LVX

= LV ϕ(ϕX)− ϕ(ϕLVX)

−ϕLV ϕX + ϕLV ϕX

= (LV ϕ)ϕX + ϕ(LV ϕ)X.

De l’équation (3.23), on a :

(3α− 2λ− 2(2n+ 1))ϕ2X + (3α− 2λ− 2(2n+ 1))ϕ2X = 0,
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donc 3α− 2λ− 2(2n+ 1) = 0, et d’après l’équation (3.22), on a :

2α− λ+ β = 3α− 2λ,

c’est-à-dire :
α− λ = β, (3.24)

de (3.19) et (3.24), on conclut que α = −2 et β = −2 − λ. D’après (3.22), on trouve λ =

−2(2 + n) < 0. On pose L(X) = R(X, ξ)ξ, alors :

trace L = Ric(ξ, ξ)
= α + β
= −2− 2 + 2(2 + n)
= 2n,

or, trace L = 2n − trace(h2) (voir [2, 13]), ainsi trace(h2) = 0, c’est-à-dire h = 0, par
conséquent N (3) = 0, et ξ de Killing.

Dans le cas d’une variété de Sasaki, on a le résultat suivant :

Théorème 3.11. [7] Soit (M, g) une variété de Sasaki dont la métrique g est un soliton de
Ricci du type gradient, alors f est constante et (M, g) est une variété d’Einstein.
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Chapitre 4

Solitons de Ricci généralisés

La notion des solitons de Ricci généralisés sur les variétés Riemanniennes est introduite
récemment par Nurowski et Randall [11]. Cette notion est une généralisation naturelle de
soliton de Ricci, equation de Killing’s, equation des homothéties, equation d’Einstein-Weyl,
structures projectives métriques, et les variétés d’Einstein.
Actuellement, plusieurs auteurs travaillent sur cette direction, He et Zhu [7], ont donné dans
ce dernier papier le résultat suivant, toute variété de Sasaki qui satisfait l’équation du soli-
ton de Ricci est une variété d’Einstein. Dans ce chapitre on donne quelques résultats sur les
solitons de Ricci généralisés et quelques structures.

Les résultats obtenus dans ce chapitre sont publiés dans l’article [10], et d’autres sont
soumis pour publication.

4.1 Quelques définitions et notations

Définition 4.47. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n. Considérons le
système d’équations :

LXg = −2c1X
[ �X[ + 2c2Ric + 2λg, (4.1)

où X[ est une 1-forme définie par X[ = g(X, ·), et c1, c2, λ ∈ R. On appellera l’équation
(4.1) l’équation du soliton de Ricci généralisé. Une pair (g,X) est appelée soliton de Ricci
généralisé.
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Pour des indices a, b l’équation (4.1) peut s’écrire comme suit :
n∑
i=1

{
∂X i

∂xb
gia +

∂X i

∂xa
gib

}
+

n∑
i,j=1

{
X iΓjaigjb +X iΓjbigja

}
= −2c1

n∑
i,j=1

X iXjgiagjb

+ 2c2Ricab + 2λgab.

Dans le cas où c1 = 0 et c2 = −1, (4.2) est satisfaite si et seulement si :
n∑
i=1

{
∂X i

∂xb
gia +

∂X i

∂xa
gib

}
+

n∑
i,j=1

{
X iΓjaigjb +X iΓjbigja

}
= −2Ricab + 2λgab.

c’est l’équation du soliton de Ricci classique.
Il est clair que la généralisation précédente n’est pas unique, mais son importance repose sur
le fait qu’elle regroupe des équations importantes en géométrie différentielle. Voici quelques
unes :

1. Si c1 = 0, c2 = −1, alors c’est le soliton de Ricci défini dans le chapitre 3 ;

2. Si c1 = c2 = 0, alors c’est l’équation d’homothetie ;

3. Si c1 = c2 = λ = 0 l’équation de Killing ;

4. Si c1 = 1, c2 = − 1

n− 2
, alors ce sont des cas particuliers des équations d’Einstein-Weyl.

4.2 Exemples de Solitons de Ricci généralisés

Nous donnons maintenant des exemples de soliton de Ricci généralisés en dimension 2.
Soit la métrique Riemannienne suivante :

g = A(y)dx2 +
1

A(y)
dy2. (4.2)

où A(y) > 0 est une fonction différentiable à une variable. La courbure de Gauss de cette
métrique Riemannienne est donnée par :

K = −1

2
A

′′
(y).

Premièrement, nous donnons des solutions de (4.2) avec c1 = 0, et après avec c1 6= 0.
Nous donnons des exemples classiques comme le cigare Hamilton seront obtenus comme cas
particuliers.
Pour avoir des exemples explicites du soliton de Ricci généralisés (g,X), avec c1 = 0, on prend
la métrique Riemannienne donnée par (4.2), et la 1-forme X[ donnée par :

X[ = A(y)νdx+ µdy, (4.3)
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avec µ, ν des constantes réelles, tel que µ2 + ν2 6= 0. Nous avons :

F = dX[ = −νA′
(y)dx ∧ dy,

Dans le cas gradient, nous obtenons F = 0, si ν = 0 ou g est plate. Pour un tel X, et pour
c1 = 0 le soliton de Ricci généralisé se réduit à une EDO du second ordre :

c2A
′′

+ µA
′ − 2λ = 0. (4.4)

C’est la seule équation à résoudre pour obtenir un soliton de Ricci avec c1 = 0 pour (4.1). La
solution générale de (4.4) quand c2 6= 0 et µ 6= 0 est :

A(y) = 2
λ

µ
y + α exp(− µ

c2
y) + β,

où α, β sont des constantes.
Si µ = 0, la solution générale est :

A(y) =
λ

c2
y2 + αy + β, (4.5)

mais la solution à une courbure Gaussienne constante K = − λ
c2
. De même, si c2 = 0 et µ 6= 0

nous obtenons une métrique plate avec une solution générale donnée par :

A(y) = 2
λ

µ
y + β.

Finalement, le cas le plus dégénéré est : c2 = 0 et µ = 0, cela donne λ = 0, quelle que soit la
fonction A(y) solution de l’équation (4.4). Cela veut dire que le champ de vecteurs X = ∂x,
qui correspond à la 1-forme X[ = A(y)νdx est toujours de Killing pour la métrique Rieman-
nienne (4.2) peu importe la fonction A(y).

Dans le cas où la courbure est non-constante et le champ de vecteurs X n’est pas de
Killing, nous avons :

Proposition 4.20. [7] Pour chaque λ et c2 6= 0, il existe une famille de solitons de Ricci
Riemannien à 4-paramètres (α, β, µ 6= 0, ν) donnée par :

g =

(
2
λ

µ
y + α exp(− µ

c2
)

)
dx2 +

1

2
λ

µ
y + α exp(− µ

c2
)y + β

dy2,

X[ = ν

(
2
λ

µ
y + α exp(− µ

c2
) + β

)
dx+ µdy.
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La courbure de Gauss de cette métrique Riemannienne est donnée par :

K =
αµ2

2c22
exp(− µ

c2
y),

est la 2-forme F est donnée par :

F = ν
αµ2 exp(− µ

c2
y)− 2c2λ

µc2
dx ∧ dy.

Exemple 22 (Cigar de Hamilton généralisé). Dans certains cas pour simplifier les formules
dans la Proposition (4.20) on peut introduire une variable r reliée à y par :

y =
c2
µ

log
α

β(tanh2(
µ
√
β

2c2
r)− 1)

.

Avec λ = 0, la métrique Riemannienne g devient :

g = dr2 + β tanh2(
µ
√
β

2c2
r)dx2, (4.6)

et la 1-forme X[ est donnée par :

X[ = βν tanh2(
µ
√
β

2c2
r)dx+ µ

√
β tanh(

µ
√
β

2c2
r)dr. (4.7)

4.3 Solitons de Ricci généralisés sur les variétés de Sasaki

Dans cette section, nous montrons qu’une variété Sasakienne qui satisfait l’équation du so-
liton de Ricci généralisé de type gradient, satisfaisant certaines conditions, est nécessairement
d’Einstein.

Théorème 4.12. [10] Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de Sasaki de dimension (2n + 1), qui
satisfait l’équation du soliton de Ricci généralisé (4.1) avec X = gradf pour f ∈ C∞(M).
Si c1(λ + 2c2n) 6= −1, alors f est constante. De plus, si c2 6= 0, alors (M, g) est une variété
d’Einstein.

Pour la preuve du Théorème 4.12, on a besoin des Lemmes suivants :

Lemme 4.10. Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de Sasaki. Alors :(
Lξ(LXg)

)
(Y, ξ) = g(X, Y ) + g(∇ξ∇ξX, Y ) + Y g(∇ξX, ξ),

où X, Y ∈ Γ(TM), avec Y est orthogonal à ξ.
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Preuve. On a : (
Lξ(LXg)

)
(Y, ξ) = ξ

(
(LXg)(Y, ξ)

)
− (LXg)(LξY, ξ)

−(LXg)(Y,Lξξ), (4.8)

comme LξY = [ξ, Y ], Lξξ = [ξ, ξ] = 0, on obtient :(
Lξ(LXg)

)
(Y, ξ) = ξg(∇YX, ξ) + ξg(∇ξX, Y )− g(∇[ξ,Y ]X, ξ)

−g(∇ξX, [ξ, Y ])

= g(∇ξ∇YX, ξ) + g(∇YX,∇ξξ) + g(∇ξ∇ξX, Y )

+g(∇ξX,∇ξY )− g(∇[ξ,Y ]X, ξ)− g(∇ξX,∇ξY )

+g(∇ξX,∇Y ξ),

et comme ∇ξξ = ϕξ = 0, on trouve :(
Lξ(LXg)

)
(Y, ξ) = g(∇ξ∇YX, ξ) + g(∇ξ∇ξX, Y )− g(∇[ξ,Y ]X, ξ)

+Y g(∇ξX, ξ)− g(∇Y∇ξX, ξ). (4.9)

Par la définition du tenseur de courbure, on obtient :(
Lξ(LXg)

)
(Y, ξ) = g(R(ξ, Y )X, ξ) + g(∇ξ∇ξX, Y ) + Y g(∇ξX, ξ). (4.10)

De l’équation (4.10), avec g(Y, ξ) = 0, on a :

g(R(ξ, Y )X, ξ) = g(R(Y, ξ)ξ,X) = g(X, Y ). (4.11)

Lemme 4.11. Soient (M, g) une variété Riemannienne, et f ∈ C∞(M). Alors :(
Lξ(df � df)

)
(Y, ξ) = Y (ξ(f))ξ(f) + Y (f)ξ(ξ(f)),

où ξ, Y ∈ Γ(TM).

Preuve. On calcule :(
Lξ(df � df)

)
(Y, ξ) = ξ

(
Y (f)ξ(f)

)
− [ξ, Y ](f)ξ(f)− Y (f)[ξ, ξ](f)

= ξ(Y (f))ξ(f) + Y (f)ξ(ξ(f))− [ξ, Y ](f)ξ(f),

comme [ξ, Y ](f) = ξ(Y (f))− Y (ξ(f)), on obtient :(
Lξ(df � df)

)
(Y, ξ) = [ξ, Y ](f)ξ(f) + Y (ξ(f))ξ(f) + Y (f)ξ(ξ(f))

−[ξ, Y ](f)ξ(f)

= Y (ξ(f))ξ(f) + Y (f)ξ(ξ(f)).
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Lemme 4.12. Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété de Sasaki de dimension (2n+1), et qui satisfait
l’équation du soliton généralisé, avec X = grad f , pour f ∈ C∞(M). Alors :

∇ξ grad f = (λ+ 2c2n)ξ − c1ξ(f) grad f.

Preuve. Soit Y ∈ Γ(TM), de la définition de la courbure de Ricci, avec la propriété
R(X, Y )ξ = η(Y )X − η(X)Y , on a :

Ric(ξ, Y ) =
2n+1∑
i=1

g(R(ξ, ei)ei, Y )

=
2n+1∑
i=1

g(R(ei, Y )ξ, ei)

= η(Y )
2n+1∑
i=1

g(ei, ei)−
2n+1∑
i=1

η(ei)g(X, ei)

= (2n+ 1)η(Y )− η(Y )

= 2nη(Y ) = 2ng(ξ, Y ), (4.12)

où {ei} est une base orthonormée locale sur (M, g). Ce qui implique :

λg(ξ, Y ) + c2 Ric(ξ, Y ) = λg(ξ, Y ) + 2c2ng(ξ, Y )

= (λ+ 2c2n)g(ξ, Y ). (4.13)

Les équations (4.12) et (4.13), nous donnent :

(Hess f)(ξ, Y ) = −c1ξ(f)Y (f) + (λ+ 2c2n)g(ξ, Y )

= −c1ξ(f)g(grad f, Y ) + (λ+ 2c2n)g(ξ, Y ). (4.14)

Le résultat du Lemme 4.12 s’obtient de (4.14), et de la définition du Hessien.

Lemme 4.13. Soit (M, g) une variété Riemannienne, et soit ξ un champ de Killing sur M ,
alors :

(1) R(ξ,X)Y +∇X∇Y ξ −∇∇XY ξ = 0 ;

(2) Lξ∇XY = ∇XLξY +∇LξXY ;

(3) (LξR)(X, Y )Z = 0 ;

(4) LξRic = 0.

Ici, X, Y, Z ∈ Γ(TM).
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Preuve.

(1) On a :

g(R(ξ,X)X, Y ) = g(R(X, Y )ξ,X)

= g(∇X∇Y ξ,X)− g(∇Y∇Xξ,X)− g(∇[X,Y ]ξ,X),

ce qui implique :

g(R(ξ,X)X, Y ) = Xg(∇Y ξ,X)− g(∇Y ξ,∇XX)

−Y g(∇Xξ,X) + g(∇Xξ,∇YX)

−g(∇∇XY,ξ,X) + g(∇∇YX,ξ,X)

= −Xg(∇Xξ, Y ) + g(∇∇XXξ, Y )

+Xg(∇Xξ, Y )− g(∇X∇Xξ, Y ),

comme g est non dégénérée, on obtient :

R(ξ,X)X = ∇∇XXξ −∇X∇Xξ.

Donc :

R(ξ,X + Y )(X + Y ) +∇X+Y∇X+Y ξ −∇∇X+YX+Y ξ = 0,

i.e.

R(ξ,X)X +R(ξ,X)Y +R(ξ, Y )X +R(ξ, Y )Y

+∇X∇Xξ +∇X∇Y ξ +∇Y∇Xξ +∇Y∇Y ξ

−∇∇XXξ −∇∇XY ξ −∇∇YXξ −∇∇Y Y ξ = 0,

d’où :

R(ξ,X)Y +∇X∇Y ξ −∇∇XY ξ +R(ξ, Y )X +∇Y∇Xξ −∇∇YXξ = 0,

comme :

R(ξ,X)Y +∇X∇Y ξ −∇∇XY ξ = R(ξ, Y )X +∇Y∇Xξ −∇∇YXξ,

car :

R(ξ,X)Y +∇X∇Y ξ −∇∇XY ξ − R(ξ, Y )X −∇Y∇Xξ +∇∇YXξ

= R(ξ,X)Y +R(Y, ξ)X +R(X, Y )ξ = 0,
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on obtient :

2[R(ξ,X)Y +∇X∇Y ξ −∇∇XY ξ] = 0,

i.e.

R(ξ,X)Y +∇X∇Y ξ −∇∇XY ξ = 0.

(2)

Lξ∇XY = [ξ,∇XY ]

= ∇ξ∇XY −∇∇XY ξ

= R(ξ,X)Y +∇X∇ξY +∇[ξ,X]Y −∇∇XY ξ

= −∇X∇Y ξ +∇X∇ξY +∇[ξ,X]Y

= ∇X [ξ, Y ] +∇[ξ,X]Y

= ∇LξXY +∇XLξY.

(3)

LξR(X, Y )Z = Lξ∇X∇YZ − Lξ∇Y∇XZ − Lξ∇[X,Y ]Z

= ∇LX∇YZ +∇XLξ∇YZ −∇LξY∇XZ

−∇YLξ∇XZ −∇Lξ[X,Y ]Z −∇[X,Y ]LξZ

= ∇LX∇YZ +∇X∇LξYZ +∇X∇YLξZ

−∇LξY∇XZ −∇Y∇LξXZ −∇Y∇XLξZ

−∇∇LξXY
Z −∇∇XLξYZ +∇∇LξYX

Z

+∇∇Y LξXZ −∇∇XYLξZ −∇∇YXLξZ

= R(LξX, Y )Z +R(X,LξY )Z +R(X, Y )LξZ,

et comme :

(LξR)(X, Y )Z = LξR(X, Y )Z −R(LξX, Y )Z −R(X,LξY )Z −R(X, Y )LξZ,

on obtient (LξR)(X, Y )Z = 0.

(4) SoitX, Y ∈ Γ(TM), et soit {ei}ni=1 une base orthonormée sur (M, g), tel que∇eiej = 0
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en x ∈M . Alors :

(LξRic)(X, Y ) = Lξ Ric(X, Y )− Ric(LξX, Y )− Ric(X,LξY )

=
n∑
i=1

Lξg(R(X, ei)ei, Y )

−
n∑
i=1

g(R(LξX, ei)ei, Y )−
n∑
i=1

g(R(X, ei)ei,LξY )

=
n∑
i=1

(Lξg)(R(X, ei)ei, Y )

+
n∑
i=1

g(LξR(X, ei)ei, Y ) +
n∑
i=1

g(R(X, ei)ei,LξY )

−
n∑
i=1

g(R(LξX, ei)ei, Y )−
n∑
i=1

g(R(X, ei)ei,LξY )

=
n∑
i=1

g(R(X,Lξei)ei, Y ) +
n∑
i=1

g(R(X, ei)Lξei, Y ),

comme :

Lξei = [ξ, ei] = ∇ξei −∇eiξ = −∇eiξ.

−∇eiξ
jej = −ξj∇eiej − ei(ξj)ej = −ei(ξj)ej,

on obtient :

(LξRic)(X, Y ) = −
n∑

i,j=1

g(R(X, ei(ξ
j)ej)ei, Y )−

n∑
i,j=1

g(R(X, ej)ei(ξ
i)ei, Y ),

on fait un changement d’indice, on trouve :

(LξRic)(X, Y ) = −
n∑

i,j=1

g(R(X, ei)ej, Y )(ei(ξ
j) + ej(ξ

i)).

Or :

0 = (Lξg)(ei, ej)

= g(∇eiξ, ej) + g(∇ejξ, ei)

=
n∑
a=1

ei(ξ
a)g(ea, ej) +

n∑
a=1

ej(ξ
a)g(ea, ei)

= ej(ξ
j) + ei(ξ

j),

donc (LξRic)(X, Y ) = 0.
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Preuve du Théorème 4.12. Soit Y ∈ Γ(TM), tel que g(ξ, Y ) = 0, de Lemme 4.10, avec
X = grad f , on a :

2
(
Lξ(Hess f)

)
(Y, ξ) = Y (f) + g(∇ξ∇ξ grad f, Y ) + Y g(∇ξ grad f, ξ), (4.15)

de Lemme 4.12, et l’équation (4.31), on trouve :

2
(
Lξ(Hess f)

)
(Y, ξ) = Y (f) + (λ+ 2c2n)g(∇ξξ, Y )− c1g(∇ξ(ξ(f) grad f), Y )

+(λ+ 2c2n)Y g(ξ, ξ)− c1Y (ξ(f)2), (4.16)

comme ∇ξξ = 0 et g(ξ, ξ) = 1, de l’équation (4.32), on obtient :

2
(
Lξ(Hess f)

)
(Y, ξ) = Y (f)− c1ξ(ξ(f))Y (f)− c1ξ(f)g(∇ξ grad f, Y )

−2c1ξ(f)Y (ξ(f)), (4.17)

de Lemme 4.12, équation (4.17), et comme g(ξ, Y ) = 0, on a :

2
(
Lξ(Hess f)

)
(Y, ξ) = Y (f)− c1ξ(ξ(f))Y (f) + c21ξ(f)2Y (f)

−2c1ξ(f)Y (ξ(f)). (4.18)

comme Lξg = 0 (i.e. ξ est de Killing), implique que Lξ Ric = 0 (Lemme 4.13), la dérivée de
Lie à l’équation du soliton de Ricci généralisé donne :

2
(
Lξ(Hess f)

)
(Y, ξ) = −2c1

(
Lξ(df � df)

)
(Y, ξ), (4.19)

donc, à partir des équations (4.18), (4.19) et Lemme 4.11, on a :

Y (f)− c1ξ(ξ(f))Y (f) + c21ξ(f)2Y (f)− 2c1ξ(f)Y (ξ(f))

= −2c1Y (ξ(f))ξ(f)− 2c1Y (f)ξ(ξ(f)), (4.20)

est équivalent à :

Y (f)
[
1 + c1ξ(ξ(f)) + c21ξ(f)2

]
= 0, (4.21)

selon le Lemme 4.12, on trouve :

c1ξ(ξ(f)) = c1ξg(ξ, grad f)

= c1g(ξ,∇ξ grad f)

= c1(λ+ 2c2n)− c21ξ(f)2, (4.22)
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par équations (4.21) et (4.22), on obtient :

Y (f)
[
1 + c1(λ+ 2c2n)

]
= 0. (4.23)

Puisque c1(λ + 2c2n) 6= −1, on conclut que Y (f) = 0, i.e. grad f est parallèle à ξ. Par
conséquent grad f = 0, commeD = ker η est non-intégrable, d’où f est une fonction constante.

Remarque 12. Soit (M, g) une variété de Sasaki qui satisfait l’équation du soliton de Ricci
gradient (i.e. Hess f = −Ric +λg), alors f est une fonction constante, et (M, g) est une variété
d’Einstein (ce résultat est obtenu par P. Nurowski and M. Randall [11]).
Sur une variété de Sasaki (M,ϕ, ξ, η, g), il n’existe pas de fonction différentiable non-constante
f , de sorte que Hess f = λg, pour certains constantes λ.

4.4 Solitons de Ricci généralisés sur les variétés K-contact

Dans le cas d’une variété de K-contact, on a les résultats suivants :

Théorème 4.13. Soit (M,ϕ, ξ, η, g) une variété K-contact, et satisfait l’équation du soliton
de Ricci généralisé. (i) Si c1 = 0 ou V est orthogonal à ξ, alors V est un champ de Jacobi le
long de chaque géodésique associé à ξ, i.e.

R(V, ξ)ξ +∇ξ∇ξV −∇∇ξξV = 0.

(ii) Si V = grad f , où f ∈ C∞(M), alors grad f est de Jacobi le long de chaque géodésique
associé à ξ si et seulement si c1(Hess f)(ξ, ξ) = 0.

Preuve. Soit Y, Z,W ∈ Γ(TM), on a :

(∇YLV g)(W,Z) = −2c1
(
∇Y (V [ � V [)

)
(W,Z) + 2c2(∇Y Ric)(W,Z), (4.24)

ainsi, par l’équation suivante :(
∇Y (V [ � V [)

)
(W,Z) = g(∇Y V,W )g(V, Z) + g(V,W )g(∇Y V, Z),

et Lemme 3.8, on trouve :

g
(
(LV∇)(Y, Z),W

)
= −c1g(∇Y V,W )g(V, Z)− c1g(V,W )g(∇Y V, Z)

−c1g(∇ZV,W )g(V, Y )− c1g(V,W )g(∇ZV, Y )

+c1g(∇WV, Y )g(V, Z) + c1g(V, Y )g(∇WV, Z)

+2c2(∇Y Ric)(W,Z) + 2c2(∇Z Ric)(W,Y )

+2c2(∇W Ric)(Y, Z).
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En remplaçant Y = Z = ξ dans ci-dessus, et en utilisant les équations :

∇Xξ = −ϕX, Ric(ξ,X) = 2nη(X), (4.25)

on obtient l’équation suivante :

g
(
(LV∇)(ξ, ξ),W

)
= −2c1g(∇ξV,W )g(V, ξ)− 2c1g(V,W )g(∇ξV, ξ)

+2c1g(∇WV, ξ)g(V, ξ). (4.26)

Le Théorème 4.13 découle de l’équation (4.26), avec g(∇ξV, ξ) = ξg(V, ξ), et l’équation :

(LV∇)(Y, Z) = R(V, Y )Z +∇2
Y,ZV

où ∇2
Y,ZV = ∇Y∇ZV −∇∇Y ZV . Si V = grad f , alors g(∇ξV,W ) = g(∇WV, ξ).

Théorème 4.14. Si une variété K-contact (M2n+1, g) est un soliton de Ricci généralisé de
type gradient avec c1(λ+ 2c2n) 6= −1, alors f est une fonction constante. De plus, si c2 6= 0,
alors (M, g) est une variété d’Einstein.

Preuve. Si V = grad f , alors l’équation du soliton de Ricci généralisé devient :

∇Y grad f = −c1Y (f) grad f + c2 RicciY + λY, (4.27)

où Y est un champ de vecteurs sur M , RicciY =
∑2n+1

i=1 R(Y, ei)ei, et {ei} est une base
orthonormée sur (M, g). En utilisant cette équation, on trouve :

R(X, Y ) grad f = −c1Y (f)∇X grad f + c1X(f)∇Y grad f

+c2
[
(∇X Ricci)Y − (∇Y Ricci)X

]
,

en prenant la métrique Riemannienne avec ξ, et en remplaçant X par ξ, on a :

g(R(ξ, Y ) grad f, ξ) = −c1Y (f)g(∇ξ grad f, ξ) + c1ξ(f)g(∇Y grad f, ξ)

+c2g((∇ξ Ricci)Y, ξ)− c2g((∇Y Ricci)ξ, ξ), (4.28)

à partir des équations (4.25), R(X, ξ)ξ = X − η(X)ξ, (4.27) et (4.28), on obtient :

g(Y, grad f)− η(Y )ξ(f) = c21Y (f)ξ(f)2 − 2nc1c2Y (f)− c1λY (f)

−c21Y (f)ξ(f)2 + 2nc1c2ξ(f)η(Y ) + c1λξ(f)η(Y ),

ceci est équivalent à :

[1 + c1(2nc2 + λ)](ξ(f)ξ − grad f) = 0.
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Si c1(2nc2 + λ) 6= −1, on a grad f = ξ(f)ξ, cela implique que :

∇Y grad f = ∇Y ξ(f)ξ

= Y (ξ(f))ξ + ξ(f)∇Y ξ

= Y (ξ(f))ξ − ξ(f)ϕY, (4.29)

à partir des équations :

Hess f = −c1df � df + c2 Ric +λg. (4.30)

et (4.29), on conclut que :

− c1X(f)Y (f) + c2 Ric(X, Y ) + λg(X, Y ) = X(ξ(f))η(Y )− ξ(f)g(ϕX, Y ), (4.31-1)

pour tout X, Y ∈ Γ(TM), si Y = ξ, on trouve :

X(ξ(f)) = −c1X(f)ξ(f) + 2nc2η(X) + λη(X)

= (2nc2 + λ)η(X)− c1X(f)ξ(f), (4.31)

à partir de l’équation (4.31-1), on a :

Y (ξ(f))η(X) +X(ξ(f))η(Y ) = −c1Y (f)X(f)− c1X(f)Y (f)

+2c2 Ric(X, Y ) + 2λg(X, Y ),

cela implique que :

c2Ric(X, Y ) = (2nc2 + λ)η(X)η(Y ) + c1X(f)Y (f)− λg(X, Y )

par conséquent :

∇Y grad f = (2nc2 + λ)η(Y )ξ.

En utilisant cela, on calcule R(X, Y ) grad f , en prenant la métrique Riemannienne avec ξ,
avec grad f = ξ(f)ξ, on obtient 2nc2 + λ = 0. Si c1 = 0, de l’équation (4.31), on trouve
X(ξ(f)) = 0, i.e. la fonction ξ(f) = c est constante sur M , Ainsi, df = cη. Sa dérivée
extérieure implique cdη = 0, par conséquent c = 0, donc f est constante. Si c1 6= 0, on
calcule :

X(ξ(f)) = Xg(ξ, grad f)

= g(∇Xξ, grad f) + g(ξ,∇X grad f)

= −g(ϕX, grad f),
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ceci est équivalent à :

−c1X(f)ξ(f) = −g(ϕX, grad f).

Pour X = ξ, on a ξ(f) = 0, par conséquent f est une fonction constante sur M . Si, c2 6= 0,
on obtient Ric = − λ

c2
g, i.e. g est d’Einstein, de Ricci ξ = 2nξ, on a λ = −2nc2.

Remarque 13. Comme toute variété de Sasaki est K-contact, alors le Théorème 4.12 résulte
immédiatement du Théorème 4.14.

Théorème 4.15. Si une métrique K-contact g est un soliton de Ricci généralisé avec V
colinéaire avec ξ et c2 6= 0. Alors, V est un multiple constant de ξ, et g est η-Einstein. De
plus, si c1 = 0, alors (M, g) est une variété d’Einstein.

Preuve. Soit V = aξ, où a ∈ C∞(M), on a :

(LV g)(X, ξ) = −2c1a
2η(X) + 2c2 Ric(ξ,X) + 2λη(X), (4.32)

pour tout X ∈ Γ(TM), de l’équation :

(LV g)(X, Y ) = g(∇XV, Y ) + g(∇Y V,X),

et (4.25), avec X est orthogonal à ξ, l’équation (4.32) est équivalente à X(a) = 0. Donc,
grad a est parallèle à ξ. Par conséquent, grad a = 0 comme D = ker η n’est pas intégrable,
i.e., a est une fonction constante. Ainsi, V est de Killing.
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