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1.5.1 Connexion Linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.6 Les courbures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.6.1 Tenseur de courbure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.6.2 Courbure sectionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.6.3 Courbure de Ricci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.6.4 Courbure scalaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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INTRODUCTION

Les applications harmoniques entre les variétés Riemanniennes sont des points cri-
tiques de la fonctionnelle énergie :

E(ϕ;D) =
1

2

∫
D

|dϕ|2 vg,

où |dϕ| est la norme de Hilbert Schmidt de la différentielle dϕ et vg l’élément de volume
Riemannien de (M, g) et D est un domain compact de M . Cette application est en faite
une solution de l’équation d’Euler-Lagrange :

τ(ϕ) = traceg∇dϕ = 0,

où ∇dϕ est la seconde forme fondamentale de ϕ. Localement :

τ(ϕ) =
m∑

i,j=1

n∑
γ=1

gij
(
∂2ϕγ
∂xi∂xj

+
m∑

α,β=1

∂ϕβ
∂xj

∂ϕα
∂xi

NΓγαβ ◦ ϕ−
m∑
k=1

MΓkij
∂ϕγ
∂xk

)
∂

∂yγ
◦ ϕ.

L’étude des applications harmoniques a débuté vers les années 1964 par J. Eells, J. H.
Sampson, L. Lemaire ([11]). Ensuite, en 1986 G.Y Jiang ([14]) a introduit le concept
des applications bi-harmoniques comme point critique de la fonctionnelle bi-énergie :

E2(ϕ;D) =
1

2

∫
D

|τ(ϕ)|2vg,

et démontre que toute application bi-harmonique est une solution de l’équation d’Euler-
Lagrange :

τ2(ϕ) = − traceg R
N(τ(ϕ), dϕ)dϕ− traceg(∇ϕ)2τ(ϕ) = 0,

τ2(ϕ) est dit champ de bi-tension de l’application ϕ.
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Le but de cette thèse est de définir des nouvelles classes de déformation des métriques
Riemanniennes (sont les métriques Mus-gradient :

g̃ = g + df ⊗ df, ĝ = αg + (1− α)df ⊗ df,

où f ∈ C∞(M), et α ∈ (0, 1), voir les Définitions 2.1.1. et 2.2.1.) puis de trouver
quelques résultats liés aux applications harmoniques et bi-harmoniques.

Ce travail est reparti en quatre chapitres :

� Le premier chapitre décrit les outils de la géométrie différentielle et la géométrie
Riemannienne en introduisant multiples définitions à savoir la métrique Rieman-
nienne, la connexion de Levi-Civita, la seconde forme fondamentale, les tenseurs
de courbure et aussi fait rappel aux opérateurs remarquables définissant ainsi le
gradient, la divergence, le Hessien et le Laplacien.

� Dans le deuxième chapitre on définit une nouvelle déformation d’une métrique
appellée métrique Mus-gradient et ensuite nous calculons la connexion de Levi-
Civita, tenseur de courbure et la courbure de Ricci associée de cette déformation.

� Le troisième chapitre fait apparâıtre le sens d’une application harmonique et
bi-harmonique où surgit la démonstration d’un théorème important liant l’ap-
plication harmonique (resp.bi-harmonique) au champ de tension (resp. champ
bi-tension) nul, avec multiples exemples.

� Dans le quatrième chapitre on donne les conditions nécéssaires et suffisantes
de la bi-harmonicité pour quelques application différentiable entre deux variétés
Riemanniennes (relativement à les déformations des métriques Riemanniennes
g̃ et ĝ). Ensuite, on construire quelques exemples concernants les applications
bi-harmoniques non-harmoniques suivants ses déformations.



CHAPITRE 1

LES VARIÉTÉS RIEMANNIENNES

Dons ce chapitre, on représente quelques notions de bases concernant la géométrie
Riemannienne. Les références principales utilisées sont [6, 7, 9, 10, 16, 17, 20, 21].

1.1 Variétés différentiables

Définition 1.1.1. Soit M un espace topologique séparé. Une carte de M est un couple
(U, φ) où U est un ouvert de M et φ(U) un ouvert de Rm tels que φ : U −→ φ(U)
est un homéomorphisme. m est dite la dimension de la carte (U, φ).

– Un atlas différentiable A, de dimension m sur M est une famille des cartes

{(Ui, φi)}i∈I de même dimension m, avec M =
⋃
i∈I

Ui , et si Ui∩Uj 6= ∅ alors

l’application de changement de cartes :

φj ◦ φ−1
i : φi(Ui ∩ Uj) −→ φj(Ui ∩ Uj),

est de classe C∞.

– Une variété différentiable de dimension m est un espace topologique séparé, muni
d’un atlas différentiable de dimension m.

Exemple 1.1.1 (L’espace Euclidien Rn ). L’espace Euclidien muni d’un atlas A qui
contient la seule carte (Rn, IdRn) , où IdRn(x) = x pour tout x ∈ Rn, est une variété
différentiable de dimension n.

Exemple 1.1.2 (La sphère standard). La sphère standard Sn est l’ensemble :

Sn = {u ∈ Rn+1/‖u‖ = 1}.

8
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En tant que sous-ensemble de Rn+1, elle est munie de la topologie induite par celle de
Rn+1 (c’est la topologie dont les ouverts sont de la forme U = Ω ∩ Sn où Ω est un
ouvert de Rn+1). Afin d’obtenir un atlas différentiable, nous considérons les projections
stéréographiques :

φN : UN = Sn \ {N} −→ Rn, φS : US = Sn \ {S} −→ Rn,

de centres de projection N = (0, . . . , 0, 1) et S = (0, . . . , 0,−1) respectivement. Ces
projections sont illustrées dans la Figure 1.1, où l’espace Rn est identifié avec l’en-
semble :

{x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 | xn+1 = 0}.

Les équations pour x = φN(U) et y = φS(U) sont :

xi = ui
1− un+1

, yi = ui
1 + un+1

, (i = 1, n)

Figure 1.1 – La projection stéréographique.

Les applications φN : UN −→ Rn et φS : US −→ Rn sont des homéomorphismes. Pour
x = φ−1

N (x) et y = φ−1
S (y) on a :

un+1 =
‖x‖2 − 1
‖x‖2 + 1

= −‖y‖
2 − 1

‖y‖2 + 1

ui = 2xi
‖x‖2 + 1

=
2yi

‖y‖2 + 1
, (i = 1, n)

Les applications de changement de cartes sont données par :

φS ◦ φN−1 = x
‖x‖2 , φN ◦ φS−1 =

y
‖y‖2 , x, y ∈ Rn \ {0}.

L’atlas ASn formé par les deux cartes (φN , UN) et (φS, US) est donc différentiable.

Exemple 1.1.3 (L’espace projectif réel). L’ensemble quotient Pn(R) = Rn+1 − {0}/∼,
où x ∼ y ⇔ ∃λ ∈ R∗, x = λy, est une variété différentiable de dimension n.

En effet; 1. Soit x ∈ Rn+1 − {0} alors ∃i ∈ {1, 2, ..., n + 1}, xi 6= 0. Pour chaque
i = 1, ..., n+ 1, on dénote par Ui l’ouvert de Rn+1 − {0} défini par :

Ui = {(x1, x2, ..., xn+1) /xi 6= 0}.

La famille (Ui)1≤i≤n+1 constitue un recouvrement ouvert de Rn+1−{0}. On dénote par
π : Rn+1 − {0} −→ Pn(R), x 7−→ x̄ la surjection canonique, où x̄ est la classe de x
modulo la relation d’équivalence ∼, et par Ūi l’image de Ui par π. L’espace projectif
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réel Pn(R) muni de la topologie quotient est recouvert par la famille (Ūi)1≤i≤n+1. Et
pour chaque i = 1, ..., n+ 1, on note par ϕi l’application définie par :

ϕi : Ui −→ Rn,

(x1, x2, ..., xn+1) 7−→ (
x1

xi
,
x2

xi
, ...,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
,
xn+1

xi
)

soit ϕ̄i l’application de Ūi dans Rn définie par ϕ̄i(x̄) = ϕi(x) pour tout x̄ ∈ Ūi. Les ϕ̄i
définissent des applications bijectives et compte tenu de la topologie quotient de Pn(R),
la famille confère à l’espace projectif réel une structure de variété différentiable de
dimension n et de classe C∞.

1.1.1 Les applications différentiables

Définition 1.1.2.
– Soit M une variété différentiable. Une fonction f : M −→ R est différentiable en

un point p ∈M , s’il existe une carte (U, φ) de M avec p ∈ U tel que :

f ◦ φ−1 : φ(U) −→ R,

est différentiable. La fonction f est différentiable dans M si f est différentiable
en chaque p ∈M .

– Une application f : M −→ N entre deux variétés différentiables est différentiable
en p ∈ M s’il existe une carte (U, φ) de M avec p ∈ U et une carte (V, ψ) de N
avec f(U) ⊂ V telles que :

ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U) −→ ψ(V ),

est différentiable. L’application f est différentiable dans M si f est différentiable
en p pour tout p ∈M .

Nous utilisons les notations suivantes :
1) C∞(M) := L’ensemble des fonctions différentiables dans M .

2) C∞(M,N) := L’ensemble des applications différentiables de M dans N .

1.1.2 Espace tangent

Définition 1.1.3 (Vecteur tangent). Soit M une variété différentiable. Un vecteur
tangent en p ∈M est une application :

A : C∞(M) −→ R,
f 7−→ A(f).

verifie les règles suivantes, pour toutes f, g ∈ C∞(M) :
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1) A(f + g) = A(f) + A(g).

2) A(fg) = A(f)g(p) + A(g)f(p).

3) Si f est constante au voisinage de p alors A(f) = 0.

L’ensemble des vecteurs tangents en p, noté TpM , c’est un espace vectoriel muni des
opérations suivantes :

(A+B)(f) = A(f) +B(f),

(λA)(f) = λA(f),

Pour A,B ∈ TpM , et λ ∈ R. On appelle TpM l’espace tangent de M en p.

Remarque 1.1.1. Une application A : C∞(M) −→ R satisfaisante 1), 2) et 3), est aussi
appelée une dérivation en p.

1.1.3 Fibré Tangent

Définition 1.1.4. On note TM l’ensemble des vecteurs tangents de M . Donc, A ∈ TM
si et seulement s’il existe un point p ∈ M tel que A ∈ TpM . Ce point est uniquement
déterminé par A est noté π(A). L’ensemble TM s’appelle le fibré tangent de M , l’ap-
plication :

π : TM −→M,

est la projection canonique.
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1.1.4 Champs de vecteurs

Définition 1.1.5. Soit M une variété différentiable de diemnsion m, D ⊂ M un
ouvert. Un champ de vecteurs sur D est une application :

Y : D −→ TM
p 7−→ Yp

telle que π(Yp) = p, pour tout p ∈ D. Autrement dit, Y associe à tout p ∈ D un vecteur
Yp ∈ TpM . L’ensemble des champs de vecteurs sur M est noté par Γ(TM).

Définition 1.1.6. Les opérations définies pour les vecteurs en un point se prolongent
aux champs de vecteurs de manière évidente ; Soit D ⊂M un ouvert X, Y : D −→ TM
des champs de vecteurs et f : D −→ R une fonction réelle. La somme X + Y et le
produit fX sont des champs de vecteurs définis par :

(X + Y )p = Xp + Yp,

(fX)p = f(p)Xp, p ∈ D.

La dérivée de f suivant Y notée Y (f) définie par :

Y (f)(p) = Yp(f), p ∈ D.

Remarque 1.1.2. On peut voir X ∈ Γ(TM) comme une application de C∞(M) vers
C∞(M) avec X(f)(p) = Xp(f) pour tous f ∈ C∞(M) et p ∈M .

Définition 1.1.7 (Dérivation associée à une carte). Soient M une variété différentiable
de dimension m, (U, φ) une carte de M et p ∈ U . Pour i = 1, ...,m, nous définissons
l’application :

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

: C∞(U) −→ R.

f 7−→ ∂(f ◦ φ−1)

∂xi

∣∣∣∣
φ(p)

Remarque 1.1.3. :

– Il est facile de voir que ces applications satisfont les règles 1), 2) et 3), et que :

∂

∂xi

∣∣∣∣
p

∈ TpM, ∀i = 1, ...,m.

– { ∂
∂xi
|p, ..., ∂

∂xm
|p} est une base de TpM , s’appelle la base associée à (U, φ),
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– Soit X ∈ Γ(TM), alors ∃X1, .., Xm ∈ C∞(U) tel que (voir [6, 15]) :

Xp = X1(p)
∂

∂x1

∣∣∣∣
p

+ ...+Xm(p)
∂

∂xm

∣∣∣∣
p

, ∀p ∈ U.

Notation 1.1.1. Etant donné une carte (U, φ) avec la base associée { ∂
∂x1
|p, ..., ∂

∂xm
|p} où

p ∈ U , notons par {dx1|p, ..., dxm|p} la base duale de T ∗pM (dual algébrique de l’espace
vectoriel TpM).

Définition 1.1.8 (L’application tangente). Soit f : M −→ N une application différentiable
entre deux variétés différentiables. Pour tout p ∈M nous définissons l’application tan-
gente :

dpf : TpM −→ Tf(p)N, [dpf(v)](g) = v(g ◦ f), ∀g ∈ C∞(N).

Proposition 1.1.1. L’application dpf : TpM −→ Tf(p)N est R-linéaire.

Définition 1.1.9. Soit M une variété différentiable de dimension m. Le crochet de
Lie, noté [, ], est défini par :

[X, Y ] = X ◦ Y − Y ◦X,

Pour tous X, Y ∈ Γ(TM).

Propriétés 1.1.1. Le crochet de Lie vérifie les propriétés suivantes :

1. [., .] est R-bilinéaire et antisymétrique,

2. [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0,

3. [fX, gY ] = fg[X, Y ] + fX(g)Y − gY (f)X.

Pour tous X, Y, Z ∈ Γ(TM) et f, g ∈ C∞(M).

Définition 1.1.1 (Tenseur sur une variété différentiable). Soit M une variété différentiable.
– Pour tout x ∈M , nous définissons l’éspace vectoriel :

T (p,q)
x M = TxM ⊗ . . .⊗ TxM︸ ︷︷ ︸

p-fois

⊗T ∗xM ⊗ . . .⊗ T ∗xM︸ ︷︷ ︸
q-fois

.

– Un élément T ∈ T (p,q)
x M est un tenseur de type (p, q) au dessus de x. On note :

T (p,q)M =
⋃
x∈M

T (p,q)
x M.

– Un champ de tenseurs de type (p, q) (ou un tenseur sur M) est une section de
T (p,q)M , (i.e. un tenseur est une application T : M −→ T (p,q)M , t.q. ∀x ∈ M ,

T (x) ∈ T (p,q)
x M).
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Exemple 1.1.1. Soit M une variété différentiable.
– Une fonction différentiable f sur M est un tenseur de type (0, 0).
– Un champs de vecteurs X sur M est un tenseur de type (1, 0).

Remarque 1.1.1. Une 1-forme différentielle ω sur une variété différentiableM est un ten-
seur de type (0, 1). L’ensemble des 1-formes différentielles sur M est noté par Γ(T ∗M).

1.2 Variété orientable

Définition 1.2.1. On appelle atlas d’orientation d’une variéré différentiable M tout
atlas A = {(Ui, ϕi)}i∈I tels que les changements de cartes ψij = ϕi ◦ ϕ−1

j aient un
Jacobien positif, i.e.

Jac(ψij)x = det(dϕj(x)ψij) > 0, ∀x ∈ Uj.

Une variété orientable est une variété différentiable pour laquelle il existe des atlas
d’orientations.

Exemple 1.2.1.
– Rn est une variété orientable.
– La sphère S2 et le tore T2 sont des variétés orientables.

1.3 Variété à bord

Soit V un espace topologique séparé. On dit que V est une variété à bord de
dimension k et de classe C∞, s’il existe un atlas A = {(Ui, ϕi)}i∈I telle que ϕi est un
homéomorphisme d’un ouvert Ui de V sur un ouvert Wi du demi-espace :

Hk := {(x1, x2, ..., xk) ∈ Rk, x1 ≤ 0},

(i.e. Wi = ωi∩Hk, où ωi est un ouvert de Rk), et l’application de changement de cartes
ϕi ◦ϕ−1

j est de classe C∞. On appelle bord de V , et note ∂V , l’ensemble des x tels que :

ϕi(x) ∈ {(x1, x2, · · ·, xk) ∈ Rk, x1 = 0}.

Pour un certain i ∈ I. ∂V est une variété sans-bord (i.e. ∂(∂V ) = ∅) de dimension
(k − 1), de classe C∞. Si V est une variété à bord orientable, alors ∂V est une variété
orientable.

Proposition 1.3.1. Soit f : Rn −→ R une submersion sur f−1({0}), alors :

V = {x ∈ Rn, f(x) ≤ 0},

est une variété à bord, de dimension n, de classe C∞, de plus :

∂V = {x ∈ Rn, f(x) = 0} = f−1(0).
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Exemple 1.3.1. Soit B3 = {(x, y, z) ∈ R3, x2 + y2 + z2 ≤ 1}, alors B3 est une variété à
bord, de dimension 3, et de classe C∞. En effet ; L’application :

f : R3 −→ R,
(x, y, z) 7−→ x2 + y2 + z2 − 1

est une submersion sur f−1({0}), car Jac(f) = (2x 2y 2z) est de rang 1 sur f−1({0}).
De plus,

∂B3 = S2 = {(x, y, z) ∈ R3, x2 + y2 + z2 = 1}.

1.4 Métriques Riemanniennes

Définition 1.4.1. Soit M une variété différentiable de dimension m. Un tenseur
métrique (ou une métrique Riemannienne) est une application qui à chaque couple de
vecteurs Xx, Yx ∈ TxM (où x ∈ M) fait correspondre un nombre gx(Xx, Yx) ∈ R tel
que les conditions suivantes sont satisfaites :

(R1) Pour tout x ∈M l’application :

(Xx, Yx) 7−→ gx(Xx, Yx), Xx, Yx ∈ TxM,

est une forme bilinéaire, symétrique et définie positive.

(R2) Si X, Y ∈ Γ(TM), alors la fonction :

x 7−→ g(X, Y )(x)
def
= gx(Xx, Yx), x ∈M

est différentiable sur M.

Une variété Riemannienne est un couple (M, g), où M est une variété différentiable
et g est une métrique Riemannienne.

Exemple 1.4.1.
– (L’espace Euclidien) L’espace Rn, muni du produit scalaire standard :

g0(V,W ) =
n∑
i=1

viwi

où V = (v0, · · · , vn), W = (w0, · · · , wn) ∈ TxRn, x ∈ Rn, est une variété
Riemannienne.

– (Métrique Hyperbolique) Dans la boule :

Dn = {x ∈ Rn/‖x‖ < 1},

on considère le tenseur :

gH(X, Y ) =
4

(1− ‖x‖2)2
g0(X, Y ), X, Y ∈ TxDn x ∈ Dn.
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Cette métrique Riemannienne est appelée la métrique hyperbolique sur Dn.

Définition 1.4.2. Étant donné un carte (U, φ) de (Mm, g), avec les champs de
bases {∂1, · · · , ∂m} associés, on appelle composantes du métrique Riemannienne les
fonctions gij par gij = g(∂i, ∂j) pour tous i, j = 1, · · · ,m.

Localement : Si M est munie d’un système de coordonnées locales (xi), alors :

g =
m∑

i,j=1

gij dxi ⊗ dxj.

Exemple 1.4.2. Dans la carte standard (Dn, IdDn), la métrique hyperbolique gH sur
Dn possède les composantes :

gij =
4δij

(1− ‖x‖2)2
.

Définition 1.4.3. On définit la longueur d’un champ de vecteurs X de (Mm, g),
par :

‖X‖ =
√
g(X,X).

Localement :

X =
m∑
i=1

Xi∂i, ‖X‖2 =
m∑

i,j=1

gijXiXj.

1.4.1 Image inverse d’un tenseur métrique

Définition 1.4.4. Soit (Nn, h) une variété Riemannienne, M une variété différentiable
et f : M −→ N une application de classe C∞. Si f est une immersion en tout point
de M, alors f ∗h est un tenseur métrique sur M, appelé image inverse de h par
f, où :

(f ∗h)(X, Y ) = h(df(X), df(Y )), X, Y ∈ Γ(TM).

Localement : Soit (U, φ) une carte sur M de base associée ( ∂
∂x1
, · · · , ∂

∂xm
) et

soit (V, ψ) une carte sur N de base associée ( ∂
∂y1
, · · · , ∂

∂yn
), alors :

(f ∗h)ij = (f ∗h)(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
)

= h(df(
∂

∂xi
), df(

∂

∂xj
))

=
n∑

α,β=1

∂fα
∂xi

∂fβ
∂xj

h(
∂

∂yα
,
∂

∂yβ
) ◦ f

=
n∑

α,β=1

∂fα
∂xi

∂fβ
∂xj

(hαβ ◦ f),

où fα = yα ◦ f pour tout α = 1, · · · , n.
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1.5 Connexion de Levi Civita

1.5.1 Connexion Linéaire

Définition 1.5.1. Une connexion linéaire sur une variété M de classe C∞ est une
application :

∇ : Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γ(TM)
(X, Y ) 7−→ ∇XY

vérifiant les propriétés suivantes :

1. ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

2. ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y

3. ∇X+fYZ = ∇XZ + f∇YZ.

pour X, Y, Z ∈ Γ(TM) et f ∈ C∞(M). On dit que ∇XY est la dérivée covariante
de Y en direction de X.

Définition 1.5.2. Soit g une métrique Riemannienne sur une variété différentiable
M , une connexion linéaire ∇ est dite compatible avec g si :

X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ),

pour tous X, Y et Z ∈ Γ(TM).

Définition 1.5.3. Soient M une variété différentiable, ∇ une connexion linéaire
sur M , la torsion de ∇ est un champ de tenseurs de type (1, 2) défini par :

T : Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γ(TM)
(X, Y ) 7−→ ∇XY −∇YX − [X, Y ]

La connexion ∇ est dite sans torsion si T (X, Y ) = 0 pour tous X, Y ∈ Γ(TM).

Théorème 1.5.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne, l’application :

∇ : Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γ(TM)

définie par la formule de Koszul :

2g(∇XY, Z) = X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X, Y )) (1.1)

+g(Z, [X, Y ]) + g(Y, [Z,X])− g(X, [Y, Z])

est une connexion linéaire sur M, appelée connexion de Levi-Civita.

Théorème 1.5.2. Si (M, g) une variété Riemannienne, alors la connexion de Levi-
Civita est l’unique connexion linéaire sans torsion et compatible avec g.
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Proposition 1.5.1. Soient (M, g) une variété Riemannienne, de dimension m, ∇
la connexion de Levi-Civita de (M, g), et (U,ϕ) une carte sur M avec les champs de
bases associés ∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xm
, alors :

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
=

m∑
k=1

Γkij
∂

∂xk
,

où Γkij sont les coefficients de Christoffel donnés par :

Γkij =
1

2

m∑
l=1

gkl{∂gjl
∂xi

+
∂gil
∂xj
− ∂gij
∂xl
}, (1.2)

et gij sont les coordonnées de g relativement à la carte (U,ϕ) avec (gij) = (gij)
−1.

Définition 1.5.4. Soit ∇ la connexion de Levi-Civita de (M, g).

1. ∇Xf = X(f), ∀X ∈ Γ(TM), ∀f ∈ C∞(M).

2. (∇Xω)(Y ) = X(ω(Y ))− ω(∇XY ), ∀X, Y ∈ Γ(TM), ω ∈ Γ(T ∗M).

3. Soit T un tenseur de type (s, r), ∀X, Y1, · · · , Yr ∈ Γ(TM), ∀ω1, · · · , ωs ∈ Γ(T ∗M),

(∇XT )(ω1, · · · , ωs, Y1, · · · , Yr) = X(T (ω1, · · · , ωs, Y1, · · · , Yr))
−T (∇Xω1, · · · , ωs, Y1, · · · , Yr)
− · · · − T (ω1, · · · ,∇Xωs, Y1, · · · , Yr)
−T (ω1, · · · , ωs,∇XY1, · · · , Yr)
− · · · − T (ω1, · · · , ωs, Y1, · · · ,∇XYr).

1.6 Les courbures

1.6.1 Tenseur de courbure

Définition 1.6.1. Le tenseur de courbure de Riemann R d’une variété Riemannienne
(M, g) est le tenseur de type (1, 3), défini par :

R(X, Y )Z := [∇X ,∇Y ]Z −∇[X,Y ]Z

= ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, ∀X, Y, Z ∈ Γ(TM).

Le tenseur de courbure de Riemann de type (0, 4) est donné par :

R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ).

Corollaire 1.6.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne, on a :
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1. R(X, Y )Z = −R(Y,X)Z (antisymétrie) ;

2. g(R(X, Y )Z,W ) = g(R(Z,W )X, Y ) ;

3. g(R(X, Y )Z,Z) = 0 ;

4. R vérifié l’identité de Bianchi algébrique :

R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0;

5. R vérifié l’identité de Bianchi différentielle :

(∇XR)(Y, Z) + (∇YR)(Z,X) + (∇ZR)(X, Y ) = 0.

1.6.2 Courbure sectionnelle

Définition 1.6.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m ≥ 2, pour
tout point p ∈ M et pour tout couple de vecteurs lineairement indépendante X, Y ∈
TpM nous définissons la courbure sectionnelle par :

Sect(X, Y ) =
g(R(X, Y )Y,X)

g(X,X)g(Y, Y )− g(X, Y )2
.

On dit que M est de courbure constante s’il existe k ∈ R t.q. Sect(X, Y ) = k.

Théorème 1.6.1. Une variété Riemannienne (Mm, g) (m ≥ 2) est de courbure sec-
tionnelle constante k si et seulement si le tenseur de courbure vérifie l’équation :

R(X, Y )Z = k[g(Y, Z)X − g(X,Z)Y ],

pour tout X, Y, Z ∈ Γ(TM).

1.6.3 Courbure de Ricci

Définition 1.6.3. La courbure de Ricci d’une variété Riemannienne (Mm, g) est un
tenseur de type (0, 2) défini par :

Ric(X, Y ) = traceg(Z 7−→ R(Z,X)Y )

=
m∑
i=1

g(R(ei, X)Y, ei),

pour tout X, Y ∈ Γ(TM), où {ei} est une base orthonormée locale sur (Mm, g).

Remarque 1.6.1. La courbure de Ricci est symétrique.
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En effet ;

Ric(X, Y ) =
m∑
i=1

g(R(ei, X)Y, ei)

=
m∑
i=1

g(R(Y, ei)ei, X)

=
m∑
i=1

g(R(ei, Y )X, ei)

= Ric(X, Y ).

Définition 1.6.4. On définit le tenseur de Ricci d’une variété Riemannienne (M, g),
par :

Ricci(X) =
m∑
i=1

R(X, ei)ei ∀X ∈ Γ(TM).

Remarque 1.6.2. Pour tout X, Y ∈ Γ(TM), on a Ric(X, Y ) = g(Ricci(X), Y ).

1.6.4 Courbure scalaire

Définition 1.6.5. On appelle courbure scalaire d’une variété Riemannienne (Mm, g)
la fonction définie sur M , par :

S = traceg Ric

=
m∑

i,j=1

g(R(ei, ej)ej, ei)

où {ei} est une base orthonormée locale sur (Mm, g).

Corollaire 1.6.2. Soit (Mm, g) une variété Riemannienne de courbure constante k,
alors :

1. Ricci(X) = k(m− 1)X ;

2. Ric(X, Y ) = k(m− 1)g(X, Y ) ;

3. S = m(m− 1)k.

Exemple 1.6.1.

1. L’espace Rn est de courbure nulle.

2. La sphère Sn est de courbure positive égale 1.

3. L’espace hyperbolique H2 = {(x, y) ∈ R2|y > 0} muni de la métrique :

g =
dx2 + dy2

y
,

est de courbure négative égale −1.
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1.7 Les opérateurs sur les variétés Riemanniennes

1.7.1 L’opérateur gradient

Soient (Mm, g) une variété Riemannienne, et X ∈ Γ(TM). On pose :

X[(Y ) = g(X, Y ),

pour tout Y ∈ Γ(TM). Alors, l’application :

Γ(TM) 3 X 7−→ X[ ∈ Γ(T ∗M),

est C∞(M)-isomorphisme. De plus, [−1 = ], avec :

g(ω], X) = ω(X), ∀X ∈ Γ(TM), ∀ω ∈ Γ(T ∗M).

Définition 1.7.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne, de dimension m, on
définit l’opérateur gradient par :

grad : C∞(M) −→ Γ(TM)

f 7−→ grad f = (df)]

tel que pour tout X ∈ Γ(TM), on a :

g(grad f,X) = X(f) = df(X).

Localement : Soit ( ∂
∂x1
, · · · , ∂

∂xm
) une base locale des champs de vecteurs sur M ,

alors pour toute f ∈ C∞(M), on a :

grad f =
m∑

i,j=1

gij
∂f

∂xi

∂

∂xj
.

Et sur une base orthonormée {ei} sur (Mm, g), on a :

grad f =
m∑
i=1

ei(f)ei.

Propriétés 1.7.1. Soient (M ,g) une variété Riemannienne, f, h ∈ C∞(M) et X, Y ∈
Γ(TM). Alors :

1. grad (f + h) = grad f + grad h ;

2. grad (fh) = h grad f + f grad h ;

3. (grad f)(h) = (grad h)(f) ;

4. g(∇X grad f, Y ) = g(∇Y grad f,X).
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1.7.2 L’opérateur Hessienne

Définition 1.7.2. Soit f une fonction différentiable sur (Mm, g).

Hess f : Γ(TM)× Γ(TM) −→ C∞(M).
(X, Y ) 7−→ (Hess f)(X, Y ) = g(∇X grad f, Y )

Localement :

Hess f =
m∑

i,j=1

(Hess f)ij dxi ⊗ dxj,

où, pour tout i, j ∈ {1, ...,m}, on a :

(Hess f)ij = g(∇∂i grad f, ∂j)

=
∂2f

∂xi∂xj
−

m∑
k=1

Γkij
∂f

∂xk
·

1.7.3 L’opérateur divergence

Soit X un champ de vecteurs sur une variété Riemannienne (Mm, g), alors :

∇X : Γ(TM) −→ Γ(TM),

Z 7−→ ∇ZX

est une application C∞(M)-linéaire.

Définition 1.7.3. La divergence d’un champ de vecteurs X ∈ Γ(TM), notée div X,
est une fonction sur M définie par :

div X = traceg∇X.

Localement :
– Soit (Mm, g) une variété Riemannienne, alors :

div X =
m∑
i=1

(
∂Xi

∂xi
+

m∑
j=1

XjΓ
i
ij),

avec X =
m∑
i=1

Xi
∂

∂xi
∈ Γ(TM).

– Soit {ei} une base orthonormée locale sur (Mm, g), alors :

div X =
m∑
i=1

g(∇eiX, ei).
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Propriétés 1.7.2. Soit (Mm, g) une variété Riemannienne, alors :

1. div (X + Y ) = divX + div Y ;

2. div (fX) = f divX +X(f),

pour tous X, Y ∈ Γ(TM) et f ∈ C∞(M).

Définition 1.7.4. La divergence d’une 1-forme ω sur (Mm, g) est définie par :

div ω = traceg(Z 7−→ ∇Zω)

=
m∑
i=1

(∇eiω)(ei)

=
m∑
i=1

{ei(ω(ei))− ω(∇eiei)}.

où {ei} est une base orthonormée locale sur (Mm, g).

Propriétés 1.7.3. Soient ω, η ∈ Γ(T ∗M) et f ∈ C∞(M). Alors :

1. div (ω + η) = div ω + div η ;

2. div (fω) = f div ω + ω(grad f).

1.7.4 Théorème de divergence

Définition 1.7.5. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension n. On appelle
mesure de volume Riemannienne, notée vM où vg, la mesure définie localement dans
un repère par :

vg =
√
det(gij) dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn.

Exemple 1.7.1.

1. On considère la variété R2 munie des coordonnées cartésiennes (x, y), on a :

g0 = dx2 + dy2, vg0 = dx ∧ dy.

2. On considère la sphère S2 munie de la métrique g = dθ2 + sin2 θdϕ2. Alors :

vg = sin θdθ ∧ dϕ.

Proposition 1.7.1. Soit D un domaine compact à bord dans une variété Rieman-
nienne (M, g). Soient ω 1-forme et X un champ de vecteurs définies sur un voisinage
inclue dans D. Alors :∫

D

(divω)vD =

∫
D

ω(n)v∂D et

∫
D

(divω)vD =

∫
∂D

g(X, n)v∂D,

où ∂D est le bord de D et n est le vecteur unitaire normal à ∂D.
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Corollaire 1.7.1. Pour tous ω une 1-forme et X un champ de vecteurs à supports
compact dans un domaine D, on a :∫

D

(divω)vD = 0 et

∫
D

(div X)vD = 0.

1.7.5 L’opérateur Laplacien

Définition 1.7.6. Soit (Mm, g) une variété Riemannienne, on définit l’opérateur La-
placien, noté 4, sur (M, g) par :

4 : C∞(M) −→ C∞(M).

f 7−→ 4(f) = div(grad f)

Propriétés 1.7.4. Soit (Mm, g) une variété Riemannienne, alors :

1. 4(f + h) = 4(f) +4(h) ;

2. 4(fh) = h4(f) + f4(h) + 2g(grad f, grad h).

Pour tous f, h ∈ C∞(M).

1.8 Variété Riemannienne produit

1.8.1 Variété Produit

Soient M , M ′ des variétés différentiables de dimensions n, n′ respectivement. Le
produit cartisien M ×M ′

porte une structure de variété différentiable, dite la variété
produit, définie de manière suivante ; La topologie de M ×M ′

est la topologie produit.
Un atlas A est formé en prenant tous les couples (U × U ′

, ϕ × ϕ), où (U,ϕ) est une
carte de la variété différentiable M et (U

′
, ϕ

′
) est une carte de M

′
. Avec :

(ϕ× ϕ′
)(x, x

′
) = (ϕ(x), ϕ

′
(x

′
)), pour tout (x, x′) ∈ U × U ′

.

Pour la vérification que A est un atlas différentiable, il suffit de constater que si
(U1×U

′
1, ϕ1×ϕ

′
1) et (U2×U

′
2, ϕ2×ϕ

′
2) sont deux cartes avec (U1×U

′
1)∩ (U2×U

′
2) 6= ∅,

alors :
(ϕ2 × ϕ

′

2) ◦ (ϕ1 × ϕ
′

1)−1(x, x
′
) = (ϕ2 ◦ ϕ−1

1 (x), ϕ
′

2 ◦ (ϕ
′

1)−1(x
′
)),

est différentiable.

Propriétés 1.8.1.

1. Si M et N sont deux variétés de classe C∞, alors les projections π : M ×N −→
M et η : M ×N −→ N sont de classe C∞.

2. Pour tout (x, y) ∈M ×N , on a :

T(x,y)M ×N ∼= TxM × TyN.
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3. Soient X et Y deux champs de vecteurs sur M et N respectivement, le couple
(X, Y ) défini par :

(X, Y ) : M ×N −→ TM × TN,
(x, y) 7−→ (Xx, Yy)

est un champ de vecteurs sur la variété produit M ×N .

Proposition 1.8.1 (Formule de Leibniz). Soit φ : M × N −→ S une application de
classe C∞ entre des variétés différentiables. La différentielle de φ au point (x, y) est
donnée pour tout Xx ∈ TxM et Yy ∈ TyN par :

(d(x,y)φ)(Xx, Yy) = (dxφy)(Xx) + (dyφx)(Yy),

où :

φx : N −→ S,

y′ 7−→ φ(x, y′)

et :

φy : M −→ S.

x′ 7−→ φ(x′, y)

Démonstration. Soit iy : M 3 x 7−→ (x, y) ∈M×N et ix : N 3 y 7−→ (x, y) ∈M×N :

(d(x,y)φ)(Xx, 0) = d(x,y)φ ◦ dxiy(Xx)

= dx(φ ◦ iy)(Xx)

= dxφy(Xx),

car φ ◦ iy = φy, et de même méthode on obtient :

(d(x,y)φ)(0, Yy) = d(x,y)φ ◦ dyix(Yy)
= dy(φ ◦ ix)(Yy)
= dyφx(Yy),

avec φ ◦ ix = φx. Alors, pour tout Xx ∈ TxM et Yy ∈ TyN , on a :

(d(x,y)φ)(Xx, Yy) = (d(x,y)φ)(Xy, 0) + (d(x,y)φ)(0, Yy)

= dxφy(Xx) + dyφx(Yy).
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Remarque 1.8.1. Les applications :

Γ(TM) −→ Γ(T (M ×N)),

X 7−→ X̃ = (X, 0)

Γ(TN) −→ Γ(T (M ×N)),

Y 7−→ Ŷ = (0, Y )

définissent des relèvements de champ de vecteurs à Γ(T (M ×N)), tel que :

d(x,y)π(X̃) = X ◦ π , d(x,y)η(X̃) = 0;

d(x,y)η(Ŷ ) = Y ◦ η , d(x,y)π(Ŷ ) = 0.

Proposition 1.8.2. Soient X1, X2 ∈ Γ(TM) (resp. Y1, Y2 ∈ Γ(TN)). Si f ∈ C∞(M)
(resp. g ∈ C∞(N)), alors :

1. X̃1(f ◦ π) = X1(f) ◦ π et X̃1(g ◦ η) = 0 ;

2. Ŷ1(g ◦ η) = Y1(g) ◦ η et Ŷ1(f ◦ π) = 0 ;

3.


[X̃1, X̃2] = ([X1, X2], 0);

[Ŷ1, Ŷ2] = (0, [Y1, Y2]);

[X̃1, Ŷ1] = 0;

4. [(X1, X2), (Y1, Y2)] = ([X1, Y1], [X2, Y2]) ;

5. f̃X1 = (f ◦ π)X̃1 et ĝY1 = (g ◦ η)Ŷ1.

Remarque 1.8.2. Soient (U,ϕ) une carte de M , et (V, ψ) une carte de N . Si ( ∂
∂x1
, ..., ∂

∂xm
)

et (resp. ( ∂
∂y1
, ..., ∂

∂yn
) désigne la base locale de champ de vecteurs relativement à la carte

(U,ϕ) (resp. (V, ψ)), alors :

˜
(
∂

∂x1

, ...,
∂̃

∂xm
,
∂̂

∂y1

, ...,
∂̂

∂yn
)

est une base locale de champ de vecteurs surM×N relativement à la carte (U×V, ϕ×ψ).

Proposition 1.8.3. Soient M et N deux variétés différentiables. Si S1 et S2 sont deux
tenseurs sur la variété produit M × N de type (0, r) ou (1, r), alors S1 = S2 si et
seulement si pour tout champs de vecteurs X1, .., Xr ∈ Γ(TM) et Y1, .., Yr ∈ Γ(TN),
on a :

S1(X̃1, ..., X̃r) = S2(X̃1, ..., X̃r) et S1(Ŷ1, ..., Ŷr) = S2(Ŷ1, ..., Ŷr).
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1.8.2 Connexion linéaire produit

Proposition 1.8.4. Soient M et N deux variétés différentiables. Si ∇M et ∇N sont
deux connexions linéaires sur M et N respectivement, alors il existe une unique connexion
linéaire ∇ sur M ×N telle que pour tous X1, X2 ∈ Γ(TM) et Y1, Y2 ∈ Γ(TN), on a :

∇(X1,Y2)(X1, Y2) = (∇M
X1
X2, 0) + (0,∇N

Y1
Y2);

∇X̃1
X̃2 = (∇M

X1
X2, 0);

∇Ŷ1
Ŷ2 = (0,∇N

Y1
Y2);

∇X̃1
Ŷ2 = ∇Ŷ1

X̃2 = 0.

∇ est appelé connexion linéaire produit.

1.8.3 Tenseur de torsion produit

Proposition 1.8.5. Soient ∇M une connexion linéaire sur M et ∇N une connexion
linéaire sur N . Si TM et TN désignent les tenseurs de torsions sur M et N respective-
ment, alors le tenseur de torsion produit sur M ×N est donné par :

T =
(
TM , 0

)
+
(
0, TN

)
=
(
TM , TN

)
.

Démonstration. De la Proposition 1.8.3, on a :

T (X̃1, X̃2) = ∇X̃1
X̃2 −∇X̃2

X̃1 − [X̃1, X̃2]

= (∇M
X1
X2, 0)− (∇M

X2
X1, 0)− ([X1, X2], 0)

= (∇M
X1
X2 −∇M

X2
X1 − [X1, X2], 0)

= (TM(X1, X2), 0)

= (TM , TN)(X̃1, X̃2),

pour tout X1, X2 ∈ Γ(TM), et :

T (Ŷ1, Ŷ2) = ∇Ŷ1
Ŷ2 −∇Ŷ2Ŷ1 − [Ŷ1, Ŷ2]

= (0, TN(Y1, Y2))

= (TM , TN)(Ŷ1, Ŷ2),

pour tout Y1, Y2 ∈ Γ(TN).

1.8.4 Tenseur de courbure produit

Proposition 1.8.6. Soient M une variété différentiable munie d’une connexion linéaire
∇M et N une variété différentiable munie d’une connexion linéaire ∇N . Si RM et RN
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désignent les tenseurs de courbures sur M et N respectivement, alors le tenseur de
courbure produit sur la variété produit M ×N est donné par :

R = (RM , RN).

Démonstration. Même démonstration que la Proposition 1.8.5.

Remarque 1.8.3. Des Propositions 1.8.5 et 1.8.6, on déduit :

1. La variété produit M ×N est sans torsion si et seulement si les variétés M et N
sont sans torsion.

2. La variété produit M ×N est localement plate si et seulement si les variétés M
et N sont localement plates.

1.8.5 Métrique produit (diagonale)

Définition 1.8.1. Soient (M, g) et (N, h) deux variétés Riemanniennes de dimension
m et n respectivement. On définit la métrique Riemannienne produit sur M ×N par :

G = π∗g + η∗h,

où π : M × N −→ M et η : M × N −→ N désignent la première et la deuxième
projection canonique.

De la Définition 1.8.1, on déduit la proposition suivante :

Proposition 1.8.7. Pour tout X1, X2 ∈ Γ(TM) et Y1, Y2 ∈ Γ(TN), on a :

G(X, Y ) = g(X1, Y1) + h(X2, Y2);

G(X̃1, X̃2) = g(X1, X2);

G(Ŷ1, Ŷ2) = h(Y1, Y2);

G(X̃1, Ŷ2) = 0.

où X = (X1, Y1) et Y = (X2, Y2).

Proposition 1.8.8. Soient (M, g) et (N, h) deux variétés Riemanniennes. Si ∇M

(resp. ∇N) désigne la connexion de Levi-Civita sur (M, g)(resp. (N, h)), alors la connexion
de Levi-Civita sur la variété M ×N associée à la métrique produit G = π∗g + η∗h co-
nicide avec la connexion linéaire produit définie dans la Proposition 1.8.4, i.e :

∇X̃1
Ỹ1 = (∇M

X1
Y1, 0);

∇X̂2
Ŷ2 = (0,∇N

X2
Y2);

∇X̃1
X̂2 = ∇X̂2

X̃1 = 0,

pour tout X1, Y1 ∈ Γ(TM) et X2, Y2 ∈ Γ(TN).
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Démonstration. Utilisant la formule de Koszul :

• G(∇X̃1
Ỹ1, Z̃1) =

1

2

{
X̃1

(
G(Ỹ1, Z̃1)

)
+ Ỹ1

(
G(X̃1, Z̃1)− Z̃1

(
G(X̃1, Ỹ1)

)
+G

(
Z̃1, [X̃1, Ỹ1]) +G

(
Ỹ1, [Z̃1, X̃1]

)
−G

(
X̃1, [Ỹ1, Z̃1]

)}
=

1

2

{
X1(g(Y1, Z1)) + Y1(g(X1, Z1))− Z1(g(X1, Y1))

+ g(Z1, [X1, Y1]) + g(Y1, [Z1, X1])− g(X1, [Y1, Z1])
}

= g
(
∇M
X1
Y1, Z1

)
= G

(
(∇M

X1
Y1, 0), Z̃1);

• G(∇X̃1
Ỹ1, Ẑ2) = 0;

• G(∇X̂2
Ŷ2, Z̃1) = 0;

• G(∇X̂2
Ŷ2, Ẑ2) =

1

2

{
X̂2

(
G(Ŷ2, Ẑ2)

)
+ Ŷ2

(
G(X̂2, Ẑ2)

)
− Ẑ2

(
G(X̂2, Ŷ2)

)
+G

(
Ẑ2, [X̂2, Ŷ2]) +G

(
Ŷ2, [Ẑ2, X̂2]

)
−G

(
X̂2, [Ŷ2, Ẑ2]

)}
=

1

2

{
X2

(
h(Y2, Z2)

)
+ Y2

(
h(X2, Z2)

)
− Z2

(
h(X2, Y2)

)
+ h
(
Z2, [X2, Y2]

)
+ h
(
Y2, [Z2, X2]

)
− h
(
X2, [Z2, Y2]

)}
= h

(
∇N
X2
Y2, Z2

)
= G

(
(0,∇N

X2
Y2), Ẑ2

)
;

• G
(
∇X̃1

Ŷ2, Z̃1

)
= G

(
∇X̃1

Ŷ2, Ẑ2

)
= G

(
∇X̂2

Ỹ1, Z̃1

)
+G

(
∇X̂2

Ỹ1, Ẑ2

)
.

Proposition 1.8.9. Soient (M, g) et (N, h) deux variétés Riemanniennes. Alors, le
tenseur et la courbure de Ricci ainsi que la courbure scalaire sur la variété Rieman-
nienne produit (M ×N,G = π∗g + η∗h) sont donnés par :

Ricci(X) = (RicciM(X1), RicciM(X2));

Ric(X, Y ) = RicM(X1, Y1) +RicN(X2, Y2);

S = SM + SN .

Pour tout X = (X1, X2) et Y = (Y1, Y2).



CHAPITRE 2

LA MÉTRIQUE RIEMANNIENNE MUS-GRADIENT

Dans ce chapitre on construire des nouvelles classes de déformations d’une métrique
Riemannienne g, sont notées par g̃ et ĝ, ensuite on calcule la connexion de Levi-Civita,
le tenseur de courbure relativement à ses déformation de la métrique Riemannienne g
[4, 5].

2.1 La variété Riemannienne (M, g̃)

Définition 2.1.1. Soient (M, g) une variété Riemannienne, et f ∈ C∞(M), on définit
sur M une nouvelle métrique Riemannienne, dite métrique Mus-gradient, notée g̃, par
g̃ = g + df ⊗ df. Pour tout X, Y ∈ Γ(TM), on a :

g̃(X, Y )x = g(X, Y )x +X(f)xY (f)x, ∀x ∈M.

2.1.1 Connexion de Levi-Civita de (M, g̃)

Théorème 2.1.1. Soit (Mm, g) une variété Riemannienne, si ∇̃ désigne la connexion
de Levi-Civita associée à la variété (M, g̃), alors :

∇̃XY = ∇XY +
Hessf (X, Y )

1 + ‖ grad f‖2
grad f, (2.1)

telle que ∇ est la connexion de Levi-Civita de (M, g), Hessf (resp. grad f) est le Hessien
(resp. le vecteur gradient ) de f relativement à la métrique Riemannienne g,
et ‖ grad f‖2 = g(grad f, grad f).

Démonstration. Soint X, Y, Z ∈ Γ(TM), en utilisant la formule de Koszul (voir [17]),
on obtient :

2g̃(∇̃XY, Z) = 2g(∇XY, Z) +X(Y (f)Z(f)) + Y (Z(f)X(f))

30
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−Z(X(f)Y (f)) + Z(f)[X, Y ](f) + Y (f)[Z,X](f)

−X(f)[Y, Z](f). (2.2)

Soit {Ei} une base géodésique (i.e. est une base orthonormée sur (M, g) avec (∇EjEi)x =
0,∀i, j = 1,m en point x ∈M), de l’équation (2.2) on obtient :

2g̃(∇̃XY,Ei) = 2g(∇XY,Ei) +X(Y (f)g(Ei, grad f))

+Y (X(f)g(Ei, grad f))− Ei(g(X, grad f)g(Y, grad f))

+Ei(f)[X, Y ](f) + Y (f)(∇EiX)(f) +X(f)(∇EiY )(f), (2.3)

d’après l’équation (2.3), et la definition de Hessien, on trouve :

g̃(∇̃XY,Ei) = g(∇XY,Ei) + g(∇XY, grad f)g(Ei, grad f)

+ Hessf (X, Y )g(Ei, grad f), (2.4)

comme Z = g(Z,Ei)Ei, et d’après l’équation (2.4), on obtient :

g̃(∇̃XY, Z) = g(∇XY, Z) + g(∇XY, grad f)g(Z, grad f)

+ Hessf (X, Y )g(Z, grad f), (2.5)

et de la définition de la métrique Riemannienne g̃, on a :

g̃(∇̃XY, Z) = g̃(∇XY, Z) + Hessf (X, Y )Z(f). (2.6)

de l’équation (2.6), et avec :

Z(f) =
1

1 + ‖ grad f‖2
g̃(Z, grad f). (2.7)

on déduit le Théorème 2.1.1.

2.1.2 Tenseur de courbure de (M, g̃)

Théorème 2.1.2. Soit (Mm, g) une variété Riemannienne, si R (resp. R̃) dénote le
tenseur de courbure associé à g (resp. g̃). Alors, pour tout X, Y, Z ∈ Γ(TM), nous
avons :

R̃(X, Y )Z = R(X, Y )Z +
g(R(X, Y ) grad f, Z)

1 + ‖ grad f‖2
grad f

−Hessf (X, grad f) Hessf (Y, Z)

(1 + ‖ grad f‖2)2
grad f

+
Hessf (Y, grad f) Hessf (X,Z)

(1 + ‖ grad f‖2)2
grad f

+
Hessf (Y, Z)

1 + ‖ grad f‖2
∇X grad f − Hessf (X,Z)

1 + ‖ grad f‖2
∇Y grad f. (2.8)
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Démonstration. D’après la définition du tenseur de courbure R̃, on a :

R̃(X, Y )Z = ∇̃X∇̃YZ − ∇̃Y ∇̃XZ − ∇̃[X,Y ]Z

= ∇̃X(∇YZ +
Hessf (Y, Z)

1 + ‖ grad f‖2
grad f)

−∇̃Y (∇XZ +
Hessf (X,Z)

1 + ‖ grad f‖2
grad f)

−(∇[X,Y ]Z +
Hessf ([X, Y ], Z)

1 + ‖ grad f‖2
grad f), (2.9)

pour tout X, Y, Z ∈ Γ(TM). Le premier terme de (2.9) est donné par :

∇̃X(∇YZ +
Hessf (Y, Z)

1 + ‖ grad f‖2
grad f)

= ∇X(∇YZ +
Hessf (Y, Z)

1 + ‖ grad f‖2
grad f)

+
Hessf (X,∇YZ +

Hessf (Y,Z)

1+‖ grad f‖2 grad f)

1 + ‖ grad f‖2
grad f, (2.10)

d’après l’équation (2.10), et la définition de Hessien, on obtient :

∇̃X(∇YZ +
Hessf (Y, Z)

1 + ‖ grad f‖2
grad f)

= ∇X∇YZ +
g(∇X∇Y grad f, Z)

1 + ‖ grad f‖2
grad f

+
Hessf (Y,∇XZ)

1 + ‖ grad f‖2
grad f − Hessf (X, grad f) Hessf (Y, Z)

(1 + ‖ grad f‖2)2
grad f

+
Hessf (Y, Z)

1 + ‖ grad f‖2
∇X grad f +

Hessf (X,∇YZ)

1 + ‖ grad f‖2
grad f. (2.11)

On utilise la même méthode pour la seconde terme de (2.9), on trouve :

−∇̃Y (∇XZ +
Hessf (X,Z)

1 + ‖ grad f‖2
grad f)

= −∇Y∇XZ −
g(∇Y∇X grad f, Z)

1 + ‖ grad f‖2
grad f

−Hessf (X,∇YZ)

1 + ‖ grad f‖2
grad f +

Hessf (Y, grad f) Hessf (X,Z)

(1 + ‖ grad f‖2)2
grad f

− Hessf (X,Z)

1 + ‖ grad f‖2
∇Y grad f − Hessf (Y,∇XZ)

1 + ‖ grad f‖2
grad f. (2.12)

De les équations (2.9), (2.11) et (2.12), on déduit le résultat du Théorème 2.1.2.
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2.1.3 La courbure sectionnelle de (M, g̃)

Proposition 2.1.1. Soient (Mm, g) une variété Riemannienne, et g̃ une métrique

Mus-gradient définie par g̃ = g+ df ⊗ df , où f ∈ C∞(M), si Sect (resp. S̃ect) désigne
la courbure sectinnelle associée à g (resp. g̃) du plan engendré par {X, Y }, où X, Y ∈
Γ(TM) deux champs de vecteurs orthonormés par rapport à g, alors :

S̃ect(X, Y ) =
1

1 +X(f)2 + Y (f)2

[
Sect(X, Y )

+
1

1 + ‖ grad f‖2

[
g(∇X grad f,X)g(∇Y grad f, Y )

−g(∇X grad f, Y )2
]]
.

(2.13)

Démonstration. La courbure sectionnelle de g̃ est donnée par :

S̃ect(X, Y ) =
g̃(R̃(X, Y )Y,X)

g̃(X,X)g̃(Y, Y )− g̃(X, Y )2
.

On calcule le terme g̃(R̃(X, Y )Y,X) :

g̃(R̃(X, Y )Y,X) = g(R̃(X, Y )Y,X) + g(R̃(X, Y )Y, grad f)X(f)

= g(R(X, Y )Y,X)− 1

1 + ‖ grad f‖2
g(R(X, Y )Y, grad f)X(f)

+
1

2(1 + ‖ grad f‖2)2

[
Y (1 + ‖ grad f‖2)g(∇X grad f, Y )

−X(1 + ‖ grad f‖2)g(∇Y grad f, Y )
]
X(f)

+
1

1 + ‖ grad f‖2
g(∇Y grad f, Y )g(∇X grad f,X)

− 1

1 + ‖ grad f‖2
g(∇X grad f, Y )g(∇Y grad f,X)

+g(R(X, Y )Y, grad f)X(f)

− 1

1 + ‖ grad f‖2
g(R(X, Y )Y, grad f)g(grad f, grad f)X(f)

+
1

2(1 + ‖ grad f‖2)2

[
Y (1 + ‖ grad f‖2)g(∇X grad f, Y )

−X(1 + ‖ grad f‖2)g(∇Y grad f, Y )
]
g(grad f, grad f)X(f)

+
1

1 + ‖ grad f‖2
g(∇Y grad f, Y )g(∇X grad f, grad f)X(f)

− 1

1 + ‖ grad f‖2
g(∇X grad f, Y )g(∇Y grad f, grad f)X(f)
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= g(R(X, Y )Y,X)

+
1

1 + ‖ grad f‖2

[
g(∇X grad f,X)g(∇Y grad f, Y )

−g(∇X grad f, Y )2
]
, (2.14)

et comme :

g̃(X,X)g̃(Y, Y )− g̃(X, Y )2 =
[
[g(X,X) +X(f)2][g(Y, Y ) + Y (f)2]

]
−
[
g(X, Y ) +X(f)Y (f)

]2

= 1 +X(f)2 + Y (f)2. (2.15)

Alors par la division de g̃(R̃(X, Y )Y,X) sur g̃(X,X)g̃(Y, Y ) − g̃(X, Y )2 on obtient le
résultat de la Proposition 2.1.1.

2.1.4 Le tenseur de Ricci de (M, g̃)

Proposition 2.1.2. Soient (Mm, g) une variété Riemannienne, et g̃ une déformation
de Mus-gradient de la métrique g définie sur M , avec (grad f)x 6= 0, ∀x ∈ M. Si

Ricci (resp. R̃icci) dénote le tenseur de Ricci associé à g (resp. g̃). Alors, pour tout
X ∈ Γ(TM) nous avons :

R̃icci(X) = Ricci(X)− 1

1 + ‖ grad f‖2
R(X, grad f) grad f

− 1

1 + ‖ grad f‖2
g
(
Ricci(X), grad f

)
grad f

+
1

2(1 + ‖ grad f‖2)2

[
g
(
∇X grad f, grad(1 + ‖ grad f‖2)

)
−X

(
1 + ‖ grad f‖2

)
4(f)

]
grad f +

1

1 + ‖ grad f‖2

[
4(f)

− 1

2(1 + ‖ grad f‖2)
g
(

grad f, grad(1 + ‖ grad f‖2)
)]
∇X grad f

+
1

4(1 + ‖ grad f‖2)2
X
(

1 + ‖ grad f‖2
)

grad
(

1 + ‖ grad f‖2
)

− 1

1 + ‖ grad f‖2
∇(∇X grad f) grad f. (2.16)

Démonstration. Soit {Ei}i=1,m tel que E1 = 1
‖ grad f‖ grad f une base orthonormée de

champs vecteurs assosciée à g, alors {Ẽi}i=1,m est une base orthonormée de champs de

vecteurs associée à g̃ où Ẽ1 = 1√
1+‖ grad f‖2

E1, Ẽi = Ei i = 2,m. De la définition du
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tenseur de Ricci, nous avons :

R̃icci(X) = R̃(X, Ẽ1)Ẽ1 +
m∑
i=2

R̃(X,Ei)Ei

=
1

‖ grad f‖2(1 + ‖ grad f‖2)

[
R(X, grad f) grad f

− 1

1 + ‖ grad f‖2
g(R(X, grad f) grad f, grad f) grad f

+
1

2(1 + ‖ grad f‖2)2
[(grad f)(1 + ‖ grad f‖2)g(∇X grad f, grad f)

−X(1 + ‖ grad f‖2)g(∇grad f grad f, grad f)] grad f

+
1

1 + ‖ grad f‖2
g(∇grad f grad f, grad f)∇X grad f

− 1

1 + ‖ grad f‖2
g(∇X grad f, grad f)∇grad f grad f

]
+

m∑
i=2

[R(X,Ei)Ei −
1

1 + ‖ grad f‖2
g(R(X,Ei)Ei, grad f) grad f

+
1

2(1 + ‖ grad f‖2)2
[Ei(1 + ‖ grad f‖2)g(∇X grad f, Ei)

−X(1 + ‖ grad f‖2)g(∇Ei grad f, Ei)] grad f

+
1

1 + ‖ grad f‖2
g(∇Ei grad f, Ei)∇X grad f

− 1

1 + ‖ grad f‖2
g(∇X grad f, Ei)∇Ei grad f ]

=
1

‖ grad f‖2(1 + ‖ grad f‖2)
R(X, grad f) grad f

+
1

2(1 + ‖ grad f‖2)2(‖ grad f‖2)
g(grad f, grad(1 + ‖ grad f‖2))∇X grad f

− 1

4(1 + ‖ grad f‖2)2(‖ grad f‖2)
X(1 + ‖ grad f‖2) grad(1 + ‖ grad f‖2)

+Ricci(X)− 1

‖ grad f‖2
R(X, grad f) grad f − 1

1 + ‖ grad f‖2
g(Ricci(X), grad f) grad f

+
1

2(1 + ‖ grad f‖2)2
g(∇X grad f, grad(1 + ‖ grad f‖2)) grad f

− 1

2(1 + ‖ grad f‖2)2
X(1 + ‖ grad f‖2)4(f) +

1

1 + ‖ grad f‖2
4(f)∇X grad f

− 1

2(1 + ‖ grad f‖2)(‖ grad f‖2)
g(grad f, grad(1 + ‖ grad f‖2))∇X grad f
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− 1

1 + ‖ grad ‖2
∇(∇X grad f) grad f

+
1

4(1 + ‖ grad f‖2)(‖ grad f‖2)
X(1 + ‖ grad f‖2) grad(1 + ‖ grad f‖2). (2.17)

Donc :

R̃icci(X) = Ricci(X)− 1

1 + ‖ grad f‖2
R(X, grad f) grad f

− 1

1 + ‖ grad f‖2
g(Ricci(X), grad f) grad f

+
1

2(1 + ‖ grad f‖2)2

[
g(∇X grad f, grad(1 + ‖ grad f‖2))

−X(1 + ‖ grad f‖2)4(f)
]

grad f +
1

1 + ‖ grad f‖2
[4(f)

− 1

2(1 + ‖ grad f‖2
)g(grad f, grad(1 + ‖ grad ‖2))]∇X grad f

+
1

4(1 + ‖ grad f‖2)2
X(1 + ‖ grad f‖2) grad(1 + ‖ grad f‖2)

− 1

1 + ‖ grad f‖2
∇(∇X grad f) grad f. (2.18)

2.1.5 La courbure scalaire de (M, g̃)

Proposition 2.1.3. Soient (Mm, g) une variété Riemannienne et g̃ une déformation
de Mus-gradient de la métrique g définie sur M , avec (grad f)x 6= 0, ∀x ∈ M. Si S

(resp. S̃) désigne la courbure scalaire associée à g (resp. g̃ ), alors :

S̃ = S − 2

1 + ‖ grad f‖2
g(Ricci(grad f), grad f)

+
1

1 + ‖ grad f‖2
4(f)2 − 1

1 + ‖ grad f‖2
‖∇ grad f‖2

+
1

(1 + ‖ grad f‖2)2
g(grad f, grad(1 + ‖ grad f‖2))4(f). (2.19)

Démonstration. Soit {Ei}i=1,m tel que E1 = 1
‖ grad f‖ grad f une base orthonormée de

champs vecteurs assosciée à g, alors {Ẽi}i=1,m est une base orthonormée de champs de

vecteurs associée à g̃, où Ẽ1 = 1√
1+‖ grad f‖2

E1, Ẽi = Ei i = 2,m. Par définition de la

courbure scalaire, nous avons :

S̃ = g̃(R̃icci(Ẽ1), Ẽ1) +
m∑
i=2

g̃(R̃icci(Ei), Ei)
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= g(R̃icci(Ẽ1), Ẽ1) + R̃icci(Ẽ1)(f)Ẽ1(f)

+
m∑
i=2

g(R̃icci(Ei), Ei) + R̃icci(Ei)(f)Ei(f),

g(R̃icci(Ẽ1), Ẽ1) =
1

‖ grad f‖2(1 + ‖ grad f‖2)
g
(
Ricci(grad f)

− 1

1 + ‖ grad f‖2
R(grad f, grad f) grad f

− 1

1 + ‖ grad f‖2
g(Ricci(grad f), grad f) grad f

+
1

2(1 + ‖ grad f‖2)2
[g(∇grad f grad f, grad(1 + ‖ grad f‖2))

−(grad f)(1 + ‖ grad f‖2)4(f)] grad f +
1

1 + ‖ grad f‖2
[4(f)

− 1

2(1 + ‖ grad f‖2)
g(grad f, grad(1 + ‖ grad f‖2))]∇grad f grad f

+
1

4(1 + ‖ grad f‖2)2
(grad f)(1 + ‖ grad f‖2) grad(1 + ‖ grad f‖2)

− 1

1 + ‖ grad f‖2
∇(∇grad f grad f) grad f, grad f

)
=

1

‖ grad f‖2(1 + ‖ grad f‖2)
[

1

1 + ‖ grad f‖2
g(Ricci(grad f), grad f)

− 1

4(1 + ‖ grad f‖2)2
‖ grad(1 + ‖ grad f‖2)‖2

+
1

2(1 + ‖ grad f‖2)2
g(grad f, grad(1 + ‖ grad f‖2)4(f)]

=
1

‖ grad f‖2(1 + ‖ grad f‖2)2
g(Ricci(grad f), grad f)

− 1

4(1 + ‖ grad f‖2)3‖ grad f‖2
‖ grad(1 + ‖ grad f‖2)‖2

+
1

2(1 + ‖ grad f‖2)3‖ grad f‖2
g(grad f, grad(1 + ‖ grad f‖2)4(f),

R̃icci(Ẽ1)(f)Ẽ1(f) = g(R̃icci(Ẽ1), grad f)

√
‖ grad f‖2

1 + ‖ grad f‖2

=
1√

(1 + ‖ grad f‖2)‖ grad f‖2

√
‖ grad f‖2

1 + ‖ grad f‖2[ 1

1 + ‖ grad f‖2
g(Ricci(grad f), grad f)
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− 1

4(1 + ‖ grad f‖2)2
‖ grad(1 + ‖ grad f‖2)‖2

+
1

2(1 + ‖ grad f‖2)2
g(grad f, grad(1 + ‖ grad f‖2))4(f)

]
=

1

(1 + ‖ grad f‖2)2
g(Ricci(grad f), grad f)

− 1

4(1 + ‖ grad f‖2)3
‖ grad(1 + ‖ grad f‖2)‖2

+
1

2(1 + ‖ grad f‖2)3
g(grad f, grad(1 + ‖ grad f‖2))4(f),

m∑
i=2

g(R̃icci(Ei), Ei) =
m∑
i=2

g
(
Ricci(Ei)−

1

1 + ‖ grad f‖2
R(Ei, grad f) grad f

− 1

1 + ‖ grad f‖2
g(Ricci(Ei), grad f) grad f

+
1

2(1 + ‖ grad f‖2)2
[g(∇Ei grad f, grad(1 + ‖ grad f‖2))

−Ei(1 + ‖ grad f‖2)4(f)] grad f +
1

1 + ‖ grad f‖2
[4(f)

− 1

2(1 + ‖ grad f‖2)
g(grad f, grad(1 + ‖ grad f‖2))]∇Ei grad f

+
1

4(1 + ‖ grad f‖2)2
Ei(1 + ‖ grad f‖2) grad(1 + ‖ grad f‖2)

− 1

1 + ‖ grad f‖2
∇(∇Ei grad f) grad f, Ei

)
= S − 2(1 + ‖ grad f‖2)− 1

‖ grad f‖2(1 + ‖ grad f‖2)
g(Ricci(grad f), grad f)

+
1

1 + ‖ grad f‖2
4(f)2 − 1

1 + ‖ grad f‖2
‖∇ grad f‖2

− 2(1 + ‖ grad f‖2)− 1

2‖ grad f‖2(1 + ‖ grad f‖2)2
g(grad f, grad(1 + ‖ grad f‖2))4(f)

+
1

4‖ grad f‖2(1 + ‖ grad f‖2)2
‖ grad(1 + ‖ grad f‖2)‖2, (2.20)

et :

R̃icci(Ẽi)(f)Ẽi(f) = 0. (2.21)

La somme de g(R̃icci(Ẽ1), Ẽ1) ,R̃icci(Ẽ1)(f)Ẽ1(f) et
∑m

i=2 g(R̃icci(Ei), Ei) donne le
résultat.
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2.2 La variété Riemannienne (M, ĝ)

Définition 2.2.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne et f ∈ C∞(M), on définit
sur M la métrique Riemannienne, notée ĝ, par ĝ = αg+(1−α)df ⊗df avec α ∈ (0, 1).
Pour tout X, Y ∈ Γ(TM), on a :

ĝ(X, Y )x = αg(X, Y )x + (1− α)X(f)xY (f)x, ∀x ∈M.

Remarque 2.2.1. Si α = 1
2
, on trouve ĝ = 1

2
g̃, où g̃ = g + df ⊗ df est la métrique

Mus-gradient sur M .

2.2.1 Connexion de Levi-Civita de (M, ĝ)

Théorème 2.2.1. Soient (Mm, g) une variété Riemannienne, et ∇̂ la connexion de
Levi-Civita associée à ĝ, alors :

∇̂XY = ∇XY +
(1− α) Hessf (X, Y )

α + (1− α)‖ grad f‖2
grad f. (2.22)

Démonstration. Soient X, Y, Z ∈ Γ(TM), d’après la formule de Koszul, et la définition
de ĝ, on a :

2ĝ(∇̂XY, Z) = 2αg(∇XY, Z) + (1− α){X(Y (f)Z(f)) + Y (Z(f)X(f))

−Z(X(f)Y (f)) + Z(f)[X, Y ](f) + Y (f)[Z,X](f)

−X(f)[Y, Z](f)}. (2.23)

Soit {ei}mi=1 une base géodésique dans (M, g) en point x ∈M (voir [2]), d’après (2.23),
on obtient :

2ĝ(∇̂XY, ei) = 2αg(∇XY, ei) + (1− α){X(Y (f)g(ei, grad f))

+Y (X(f)g(ei, grad f))− ei(g(X, grad f)g(Y, grad f))

+ei(f)[X, Y ](f) + Y (f)(∇eiX)(f) +X(f)(∇eiY )(f)}, (2.24)

de l’équation (2.24), et la définition de Hessien de la fonction f , on trouve :

ĝ(∇̂XY, ei) = αg(∇XY, ei) + (1− α)g(∇XY, grad f)g(ei, grad f)

+(1− α) Hessf (X, Y )g(ei, grad f), (2.25)

d’après l’équation (2.25), on obtient :

ĝ(∇̂XY, Z) = αg(∇XY, Z) + (1− α)g(∇XY, grad f)g(Z, grad f)

+(1− α) Hessf (X, Y )g(Z, grad f), (2.26)

et avec la définition de la métrique Riemannienne ĝ, on a :

ĝ(∇̂XY, Z) = ĝ(∇XY, Z) + (1− α) Hessf (X, Y )Z(f). (2.27)
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De l’équation (2.27), et comme :

Z(f) =
1

α + (1− α)‖ grad f‖2
ĝ(Z, grad f). (2.28)

on déduit le résultat du Théorème 2.2.1.

2.2.2 Tenseur de courbure de (M, ĝ)

On considère le tenseur de courbure R̂ de la variété Riemannienne (M, ĝ), alors :

Théorème 2.2.2. ∀X, Y, Z ∈ Γ(TM), on a :

R̂(X, Y )Z = R(X, Y )Z +
(1− α)g(R(X, Y ) grad f, Z)

α + (1− α)‖ grad f‖2
grad f

−(1− α)2 Hessf (X, grad f) Hessf (Y, Z)

(α + (1− α)‖ grad f‖2)2
grad f

+
(1− α)2 Hessf (Y, grad f) Hessf (X,Z)

(α + (1− α)‖ grad f‖2)2
grad f (2.29)

+
(1− α) Hessf (Y, Z)

α + (1− α)‖ grad f‖2
∇X grad f − (1− α) Hessf (X,Z)

α + (1− α)‖ grad f‖2
∇Y grad f.

Démonstration. D’après la définition du tenseur de courbure R̂,

R̂(X, Y )Z = ∇̂X∇̂YZ − ∇̂Y ∇̂XZ − ∇̂[X,Y ]Z, (2.30)

et le Théorème 2.2.1, on obtient :

R̂(X, Y )Z = ∇̂X(∇YZ +
(1− α) Hessf (Y, Z)

α + (1− α)‖ grad f‖2
grad f)

−∇̂Y (∇XZ +
(1− α) Hessf (X,Z)

α + (1− α)‖ grad f‖2
grad f)

−(∇[X,Y ]Z +
(1− α) Hessf ([X, Y ], Z)

α + (1− α)‖ grad f‖2
grad f). (2.31)

Le premier terme de (2.31) est donné par :

∇̂X(∇YZ +
(1− α) Hessf (Y, Z)

α + (1− α)‖ grad f‖2
grad f)

= ∇X(∇YZ +
(1− α) Hessf (Y, Z)

α + (1− α)‖ grad f‖2
grad f) (2.32)

+
(1− α) Hessf (X,∇YZ +

(1−α) Hessf (Y,Z)

α+(1−α)‖ grad f‖2 grad f)

α + (1− α)‖ grad f‖2
grad f,
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de l’équation (2.32), et la définition de Hessien, on obtient :

∇̂X(∇YZ +
(1− α) Hessf (Y, Z)

α + (1− α)‖ grad f‖2
grad f)

= ∇X∇YZ +
(1− α)g(∇X∇Y grad f, Z)

α + (1− α)‖ grad f‖2
grad f

+
(1− α) Hessf (Y,∇XZ)

α + (1− α)‖ grad f‖2
grad f

−(1− α)2 Hessf (X, grad f) Hessf (Y, Z)

(α + (1− α)‖ grad f‖2)2
grad f (2.33)

+
(1− α) Hessf (Y, Z)

α + (1− α)‖ grad f‖2
∇X grad f +

(1− α) Hessf (X,∇YZ)

α + (1− α)‖ grad f‖2
grad f.

On utilise la même méthode pour le deuxième terme de l’équation (2.31), on trouve :

−∇̂Y (∇XZ +
(1− α) Hessf (X,Z)

α + (1− α)‖ grad f‖2
grad f)

= −∇Y∇XZ −
(1− α)g(∇Y∇X grad f, Z)

α + (1− α)‖ grad f‖2
grad f

−(1− α) Hessf (X,∇YZ)

α + (1− α)‖ grad f‖2
grad f

+
(1− α)2 Hessf (Y, grad f) Hessf (X,Z)

(α + (1− α)‖ grad f‖2)2
grad f (2.34)

− (1− α) Hessf (X,Z)

α + (1− α)‖ grad f‖2
∇Y grad f − (1− α) Hessf (Y,∇XZ)

α + (1− α)‖ grad f‖2
grad f.

De les équations (2.31), (2.33) et (2.34) on obtient le résultat du Théorème 2.2.2.



CHAPITRE 3

APPLICATIONS HARMONIQUES ET BI-HARMONIQUES

Dans ce chapitre, on donne la définition et les propriétés des applications har-
moniques (resp. les applications bi-harmoniques), nous considérons comme un point
critique de la fonctionnelle énergie (resp. de la fonctionnelle bi-énergie) ainsi que en
faisant appel au champ de tension, et l’opérateur de Jacobi, et nous citons aussi des
exemples d’applications harmoniques bi-harmoniques. Les références utilisées dans ce
chapitre sont [2, 9, 11, 15, 14, 22].

3.1 Métrique induite sur le fibré tangent inverse

Définition 3.1.1. Soit ϕ : M −→ N une application de classe C∞ entre deux
variétés différentiables. Le fibré tangent inverse est défini par :

ϕ−1TN = {(x, v)|x ∈M, v ∈ Tϕ(x)N}.

Une section sur ϕ−1TN est une application de classe C∞, V : M −→ TN tel que :

V (x) ∈ Tϕ(x)N, ∀x ∈M.

Notons par Γ(ϕ−1TN) l’ensemble des sections sur ϕ−1TN .

Définition 3.1.2. Soient ϕ : M −→ N une application de classe C∞ entre deux
variétés différentiables et h une métrique Riemannienne sur N. Alors h induit une
métrique Riemannienne sur Γ(ϕ−1TN) :

h(V,W )(x) = hϕ(x)(Vx,Wx),

pour tous x ∈M et V,W ∈ Γ(ϕ−1TN).

42
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3.2 Connexion induite sur le fibré tangent inverse

Définition 3.2.1. Soient M et N deux variétés différentiables, ϕ : M −→ N une
application de classe C∞ et ∇N une connexion linéaire sur N. On définit la connexion
de Pull-back sur le fibré tangent inverse ϕ−1TN par :

∇ϕ : Γ(TM)× Γ(ϕ−1TN) −→ Γ(ϕ−1TN)

(X, V ) 7−→ ∇ϕ
XV = ∇N

dϕ(X)Ṽ
(3.1)

où Ṽ ∈ Γ(TN), tel que Ṽ ◦ ϕ = V .

Localement :

∇ϕ
XV =

m∑
i=1

n∑
α=1

∇ϕ

Xi ∂
∂xi

V α(
∂

∂yα
◦ ϕ)

=
m∑
i=1

n∑
α=1

X i

{
∂V α

∂xi
(
∂

∂yα
◦ ϕ) + V α∇ϕ

∂
∂xi

(
∂

∂yα
◦ ϕ)

}
.

Remarquons que :

∇ϕ
∂
∂xi

(
∂

∂yα
◦ ϕ) = ∇N

dϕ( ∂
∂xi

)

∂

∂yα

=
n∑
β=1

∂ϕβ

∂xi

(
∇N

∂
∂yβ

∂

∂yα

)
◦ ϕ

=
n∑

β,γ=1

∂ϕβ

∂xi

(
Γγαβ

∂

∂yγ

)
◦ ϕ,

où ϕβ = yβ ◦ ϕ. Ainsi :

∇ϕ
XV =

m∑
i=1

n∑
γ=1

X i

{
∂V γ

∂xi
+

n∑
α,β=1

V α∂ϕ
β

∂xi
(Γγαβ ◦ ϕ)

}(
∂

∂yγ
◦ ϕ
)
.

Donc la relation (3.1) est indépendante du choix de Ṽ , d’où cette connexion est bien
définie.

Remarque 3.2.1. Soient M , N deux variétés différentiables, X, Y ∈ Γ(TM), V, W ∈
Γ(TN) et ϕ ∈ C∞(M,N). Si X et V (resp. Y et W ) sont ϕ-conjugués, i.e.
dϕ(X) = V ◦ ϕ (resp. dϕ(Y ) = W ◦ ϕ ), alors :

∇ϕ
Xdϕ(Y ) = (∇N

VW ) ◦ ϕ.
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Proposition 3.2.1. Soient ϕ : M −→ N une application différentiable, ∇N une
connexion linéaire compatible avec une métrique h sur N , alors la connexion linéaire
∇ϕ est compatible avec la métrique induite sur ϕ−1TN , c’est à dire :

X(h(V,W )) = h(∇ϕ
XV,W ) + h(V,∇ϕ

XW )

pour tous X ∈ Γ(TM) et V,W ∈ Γ(ϕ−1TN).

Proposition 3.2.2. Soit ∇N une connexion sans torsion sur N , alors :

∇ϕ
Xdϕ(Y ) = ∇ϕ

Y dϕ(X) + dϕ([X, Y ]),

pour tous X, Y ∈ Γ(TM).

Démonstration. Soient V, W ∈ Γ(TN) deux champs de vecteurs ϕ-conjugués avec
X et Y respectivement, alors :

[V,W ] ◦ ϕ = dϕ ◦ [X, Y ]

∇N
VW = ∇N

WV + [V,W ],

d’où :

∇ϕ
Xdϕ(Y ) = ∇ϕ

X(W ◦ ϕ)

= ∇N
dϕ(X)W

= (∇N
VW ) ◦ ϕ

= (∇N
WV + [V,W ]) ◦ ϕ

= ∇ϕ
Y dϕ(X) + dϕ([X, Y ]).

3.3 Seconde forme fondamentale

Définition 3.3.1. Soient (M, g), (N, h) deux variétés Riemanniennes, ϕ ∈ C∞(M,N).
La seconde forme fondamentale de l’application ϕ est la dérivée covariante de la 1-
forme vectoriel dϕ, définie par :

∇dϕ(X, Y ) = ∇ϕ
Xdϕ(Y )− dϕ(∇M

X Y )

pour tous X, Y ∈ Γ(TM).

Proposition 3.3.1. Soit ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application différentiable, la
seconde forme fondamentale de l’application ϕ est symétrique. C’est a dire :

∇dϕ(X, Y ) = ∇dϕ(Y,X),

pour tous X, Y ∈ Γ(TM).
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Démonstration. En utilisant la proposition (3.2.2), on a :

∇dϕ(X, Y ) = ∇ϕ
Xdϕ(Y )− dϕ(∇M

X Y )

= ∇ϕ
Y dϕ(X) + dϕ([X, Y ])− dϕ(∇M

X Y )

= ∇ϕ
Y dϕ(X)− dϕ(∇M

Y X)

= ∇dϕ(Y,X),

pour tous X, Y ∈ Γ(TM).

Proposition 3.3.2. Soient ϕ : M −→ N et ψ : N −→ P deux applications
différentiables entre des variétés Riemanniennes, alors :

∇d(ψ ◦ ϕ) = dψ(∇dϕ) +∇dψ(dϕ, dϕ).

Démonstration. Soient X, Y ∈ Γ(TM), alors :

∇d(ψ ◦ ϕ)(X, Y ) = ∇ψ◦ϕ
X d(ψ ◦ ϕ)(Y )− d(ψ ◦ ϕ)(∇M

X Y )

= ∇ψ◦ϕ
X dψ(dϕ(Y ))− dψ(dϕ(∇M

X Y ))

= ∇P
dψ(dϕ(X))dψ(dϕ(Y ))− dψ(dϕ(∇M

X Y ))

= ∇ψ
dϕ(X)dψ(dϕ(Y ))− dψ(dϕ(∇M

X Y ))

= ∇dψ(dϕ(X), dϕ(Y )) + dψ(∇N
dϕ(X)dϕ(Y ))− dψ(dϕ(∇M

X Y ))

= dψ(∇dϕ(X, Y )) +∇dψ(dϕ(X), dϕ(Y )).

Définition 3.3.2. Soient (M, g) et (N, h) deux variétés Riemanniennes. Une appli-
cation ϕ : (M, g) −→ (N, h) est dite totalement géodésique si ∇dϕ = 0.

Définition 3.3.3. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞. La
trace de la seconde forme fondamentale de l’application ϕ est appelée champ de tension
de l’application ϕ, noté par :

τ(ϕ) = traceg∇dϕ.

Localement :
– Si ( ∂

∂xi
) ( resp. ( ∂

∂yα
) ) est une base locale de champs de vecteurs sur M (resp.

sur N), alors :

τ(ϕ) =
m∑

i,j=1

n∑
γ=1

gij
(
∂2ϕγ
∂xi∂xj

+
m∑

α,β=1

∂ϕβ
∂xj

∂ϕα
∂xi

NΓγαβ ◦ ϕ−
m∑
k=1

MΓkij
∂ϕγ
∂xk

)
∂

∂yγ
◦ ϕ. (3.2)

– Relativement à une base orthonormée {ei} sur (M, g) on a :

τ(ϕ) =
m∑
i=1

{
∇ϕ
ei
dϕ(ei)− dϕ(∇M

ei
ei)
}
.
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Proposition 3.3.3. [20] Soient ϕ : (M, g) −→ (N, h) et ψ : (N, h) −→ (P, k) deux
applications différentiables entre des variétés Riemanniennes, alors :

τ(ψ ◦ ϕ) = dψ(τ(ϕ)) + traceg∇dψ(dϕ, dϕ).

Exemple 3.3.1. Soient M et N deux variétés différentiables t.q. M ⊂ N . M est dite
sous-variété de N si l’inclusion i : M ↪→ N , x 7−→ x est un plongement (i.e. i est une
immersion et i réalise un homéomorphisme de M sur i(M) pour la topologie induite.
Dans ce cas dimM ≤ dimN . Si (N, h) est une variété Riemannienne et M est une
sous-variété de N , alors le champ de tenseur g : Γ(TM) × Γ(TM) −→ C∞(M) défini
pour tous X, Y ∈ Γ(TM) et p ∈M par :

g(X, Y )p = hp(Xp, Yp),

est une métrique Riemannienne sur M , appelé la métrique induite sur M par h.

Pour tout p ∈M on a TpN = TpM ⊕ TpM⊥, où :

TpM
⊥ = {v ∈ TpN |hp(v, w) = 0 , ∀w ∈ TpM}.

D’où pour tout v ∈ TpN :

∃!v> ∈ TpM, ∃!v⊥ ∈ TpM⊥ | v = v> + v⊥.

Si ∇N (resp. ∇M) désigne la connexion de Levi-Civita associée à la métrique h sur N
(resp. g sur M), alors :

∇M
X Y = (∇N

XY )>, X, Y ∈ Γ(TM).

La deuxième forme fondamentale de M sur N est donnée par :

B(X, Y ) = (∇N
XY )⊥

= ∇N
XY − (∇N

XY )>

= ∇N
di(X)di(Y )− di(∇M

X Y )

= (∇di)(X, Y ),

et la courbure moyenne est donnée par :

H =
1

m
tracegB =

1

m
τ(i),

où m = dimM . M est dite minimale si sa courbure moyenne est nulle.

Application. Soit M = Sn désigne la sphère unité et N = Rn+1, alors :

1. Le champ de vecteur normal à la sphère est N =
n+1∑
i=1

xi
∂

∂xi
;
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2. B(X, Y ) = −g(X, Y )N , ∀X, Y ∈ Γ(TSn) ;

3. Le champ tension de l’inclusion i : Sn ↪→ Rn+1 est donné par τ(i) = −nN .

Exemple 3.3.2. Soit (Mm, g) une variété Riemannienne, et soit f : M −→ R une
fonction différentiable. Alors :

τ(f) = traceg∇df

=
m∑
i=1

∇df(ei, ei)

=
m∑
i=1

{∇f
ei
df(ei)− df(∇M

ei
ei)}

=
m∑
i=1

{ei(ei(f))− (∇M
ei
ei)(f)}

=
m∑
i=1

g(∇M
ei

grad f, ei)

= div grad f

= 4(f),

où {ei} est une base orthonormée sur (Mm, g).

3.4 Applications harmoniques

Définition 3.4.1. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés Riemanniennes, D un
domaine compact de M et ϕ ∈ C∞(M,N). On définit l’énergie de ϕ sur D par :

E(ϕ,D) =
1

2

∫
D

|dϕ|2 vg,

où |dϕ| est la norme de Hilbert Schmidt de la différentielle dϕ définie par :

|dϕ|2 =
m∑
i=1

h(dϕ(ei), dϕ(ei)),

{ei} étant une base orthonormée sur (M, g) et vg est la mesure de volume Rieman-
nienne de (Mm, g).

Localement : Si ( ∂
∂xi

) (resp. ( ∂
∂yα

)) est une base locale de champs de vecteurs

sur M (resp. sur N ), on a :

dϕ(
∂

∂xi
) =

n∑
α=1

∂ϕα
∂xi

(
∂

∂yα
◦ ϕ) ∈ Γ(ϕ−1TN),
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où ϕα = yα ◦ ϕ, ∀α = 1, n. D’où :

dϕ =
m∑
i=1

n∑
α=1

∂ϕα
∂xi

(
∂

∂yα
◦ ϕ)⊗ dxi.

Soit <,> la métrique Riemannienne induite sur le fibré ϕ−1TN⊗T ∗M (voir [2]), alors :

|dϕ|2 = 〈dϕ, dϕ〉

=
m∑

i,j=1

n∑
α,β=1

〈
∂ϕα
∂xi

(
∂

∂yα
◦ ϕ)⊗ dxi,

∂ϕβ
∂xj

(
∂

∂yβ
◦ ϕ)⊗ dxj

〉

=
m∑

i,j=1

n∑
α,β=1

∂ϕα
∂xi

∂ϕβ
∂xj

〈
(
∂

∂yα
◦ ϕ)⊗ dxi, (

∂

∂yβ
◦ ϕ)⊗ dxj

〉

=
m∑

i,j=1

n∑
α,β=1

gij
∂ϕα
∂xi

∂ϕβ
∂xj

(hαβ ◦ ϕ).

Définition 3.4.2. Une variation de ϕ à support dans un domaine compact D ⊂ M
est une famille d’applications {ϕt}t∈(−ε,ε) ⊂ C∞(M,N), telles que ϕ0 = ϕ et ϕt = ϕ
sur M\ Int(D).

Définition 3.4.3. Une application ϕ : (M, g) −→ (N, h) de classe C∞ entre deux
variétés Riemanniennes est dite harmonique si elle est un point critique de la fonction-
nelle d’énergie E, i.e :

d

dt
E(ϕt;D)

∣∣∣∣
t=0

= 0.

3.5 Première variation de l’énergie

Théorème 3.5.1. Soit ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application de classe C∞ entre
deux variétés Riemanniennes, alors :

d

dt
E(ϕt;D)

∣∣∣∣
t=0

= −
∫
D

h(v, τ(ϕ)) vg,

où v = dϕt
dt

∣∣
t=0

dénote le champ de vecteurs de variation de {ϕt}t∈(−ε,ε), et τ(ϕ) est
le champ de tension de ϕ.

Démonstration. Soient D un domaine compact de M , {ϕt}t∈(−ε,ε) une variation de
ϕ à support dans D, et φ : M×(−ε, ε) −→ N l’application définie par φ(x, t) = ϕt(x).
D’après la formule de Leibniz on a :

dφ(0,
d

dt
)(x,t) = dtφx(

d

dt
) + dxφt(0)
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= dtφx(
d

dt
),

où φx : (−ε, ε)→ N, φx(t) = φ(x, t) = ϕt(x), d’où :

dφ(0,
d

dt
)(x,t) = dtϕt(x)(

d

dt
)

=
dϕt(x)

dt
,

on suppose que (0, d
dt

) = ∂
∂t

, donc :

dϕ(
∂

∂t
)

∣∣∣∣
t=0

= v.

Soit {ei} une base orthonormée sur (M, g). Comme le crochet de Lie [(ei, 0), (0, d
dt

)] =
0 et dϕt(ei) = dφ(ei, 0) pour tout i = 1, · · · ,m, alors :

d

dt
E(ϕt;D)

∣∣∣∣
t=0

=
1

2

d

dt

∫
D

|dϕt|2 vg
∣∣∣∣
t=0

=
1

2

d

dt

∫
D

m∑
i=1

h(dϕt(ei), dϕt(ei)) v
g

∣∣∣∣
t=0

=
1

2

d

dt

∫
D

m∑
i=1

h(dφ(ei, 0), dφ(ei, 0)) vg
∣∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
D

∂

∂t

m∑
i=1

h(dφ(ei, 0), dφ(ei, 0)) vg
∣∣∣∣
t=0

=

∫
D

m∑
i=1

h(∇φ

(0, d
dt

)
dφ(ei, 0), dφ(ei, 0)) vg

∣∣∣∣
t=0

=

∫
D

m∑
i=1

h(∇φ
(ei,0)dφ(0,

d

dt
), dφ(ei, 0)) vg

∣∣∣∣
t=0

=

∫
D

m∑
i=1

h(∇N
dϕ(ei)

v, dϕ(ei)) v
g

=

∫
D

m∑
i=1

h(∇ϕ
ei
v, dϕ(ei)) v

g. (3.3)

Soit ω la 1-forme différentielle à support dans D, définie par :

ω(X) = h(v, dϕ(X)), X ∈ Γ(TM),

on a la divergence de ω est donnée par :

divM ω =
m∑
i=1

(∇eiω)(ei)
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=
m∑
i=1

{ei(ω(ei))− ω(∇M
ei
ei)}

=
m∑
i=1

{h(∇ϕ
ei
v, dϕ(ei)) + h(v,∇ϕ

ei
dϕ(ei))} − h(v, dϕ(∇M

ei
ei))

=
m∑
i=1

h(∇ϕ
ei
v, dϕ(ei)) + h(v, τ(ϕ)), (3.4)

d’après les formules (3.3), (3.4), le théorème de divergence, on obtient :

d

dt
E(ϕt;D)

∣∣∣∣
t=0

= −
∫
D

h(v, τ(ϕ)) vg.

Théorème 3.5.2. Une application ϕ ∈ C∞(M,N) entre deux variétés Riemanniennes
est harmonique si et seulement si τ(ϕ) = traceg∇dϕ = 0.

Exemple 3.5.1. Toute application constante ϕ : (M, g) −→ (N, h) est harmonique (car
dϕ = 0).

Remarque 3.5.1. Toute application totalement géodésique entre deux variétés Rieman-
niennes est une application harmonique.

Exemple 3.5.2. La seconde forme fondamentale de l’application identité IdM : (M, g) −→
(M, g) est nulle, c’est à dire IdM est totalement géodésique, donc IdM est harmonique.

Exemple 3.5.3. Soit Rn muni de la métrique canonique g0, et soit :

ϕ : (M, g)→ (Rn, g0), ϕ(x) = (ϕ1(x), ...., ϕn(x)),

une application différentiable. D’après la formule (3.2) avec RnΓγαβ = 0, on a :

τ(ϕ) =
m∑

i,j=1

n∑
γ=1

gij
(
∂2ϕγ
∂xi∂xj

−
m∑
k=1

MΓkij
∂ϕγ
∂xk

)
∂

∂yγ
◦ ϕ. (3.5)

Ainsi, le champ tension de l’application ϕ, est donné par :

τ(ϕ) = (4(ϕ1), · · · ,4(ϕn)).

D’où l’application ϕ est harmonique si et seulement si 4(ϕα) = 0, ∀α = 1, · · · , n, i.e.
ϕα sont des fonctions harmoniques.

Exemple 3.5.4. Soient (N, h) une variété Riemannienne, M une sous-variété de (N, h),
et i : M ↪→ N l’injection canonique. Alors, la sous-variété M est minimale si et
seulement si i est harmonique (car τ(i) = mH, où m = dimM , voir l’exemple 3.3.1).
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Exemple 3.5.5. Soient (Mm, g) une variété Riemannienne, Sn la sphère unité de Rn+1,
i : Sn ↪→ Rn+1 l’injection canonique, et ϕ : (Mm, g) −→ Sn une application de classe
C∞. On pose ψ = i ◦ ϕ : (Mm, g) −→ Rn+1. Alors, ϕ est harmonique si et seulement
si :

τ(ψ) = −|dψ|2ψ.

En effet ; d’après la Proposition 3.3.3, on trouve :

τ(ψ) = τ(i ◦ ϕ) = di(τ(ϕ)) + trace∇di(dϕ, dϕ).

Donc, ϕ et harmonique si et seulement si :

τ(ψ) = traceg∇di(dϕ, dϕ)

=
m∑
i=1

∇di(dϕ(ei), dϕ(ei)),

où {ei} est une base orthonormée sur (Mm, g). On a :

τ(ϕ) = −
m∑
i=1

< dϕ(ei), dϕ(ei) > Nψ(x), où N =
n+1∑
i=1

xi
∂

∂xi

= −
m∑
i=1

|dϕ|2ψ(x), (Nψ(x) = ψ(x))

= −|dϕ|2ψ(x).

Remarque 3.5.2. La composée de deux applications harmoniques n’est pas en général
une application harmonique. En particulier, si ψ est totalement géodésique c’est-a-dire
∇dψ = 0, et φ harmonique, alors ψ ◦ φ est harmonique.

Exemple 3.5.6. Soit la application :

ϕ : (R, dx2) −→ (R2, dx2 + dy2)

x 7→ (x, 0)

soit ϕ1(x) = x et ϕ2(x) = 0, alors :

τ(ϕ) = (
d2ϕ1

dx2
,
d2ϕ2

dx2
)

= 0

et soit l’application :

ψ : (R2, dx2 + dy2) −→ (R, dz2)

(x, y) 7→ x2 − y2
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on a :

τ(ψ) = 4(ψ)

=
∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2

= 2− 2

= 0,

alors les deux applications ϕ et ψ sont harmoniques, mais la composée :

ψ ◦ ϕ : (R, dx2) −→ (R, dz2)

x 7→ x2

est non harmonique, car τ(ψ ◦ ϕ) = 2.

3.6 Deuxième variation de l’énergie

Théorème 3.6.1. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application harmonique entre
deux variétés Riemanniennes et D un domaine compact de M . Si {ϕt,s}t,s∈(−ε,ε) est
une variation de ϕ à deux paramètres à support compact dans D, alors :

∂2

∂t∂s
E(ϕt,s;D)

∣∣∣∣
(t,s)=(0,0)

=

∫
D

h(− traceg R
N(V, dϕ)dϕ− traceg(∇ϕ)2V,W )vg,

où V = ∂ϕt,s
∂t

∣∣
(t,s)=(0,0)

et W = ∂ϕt,s
∂s

∣∣
(t,s)=(0,0)

dénote les champs de vecteurs de variation.

Démonstration. Soit {ei} une base orthonormée sur (Mm, g), et soit :

φ : M × (−ε, ε)× (−ε, ε) −→ N

(x, t, s) 7−→ ϕt,s(x)

Ei = (ei, 0, 0),
∂

∂t
= (0,

d

dt
, 0),

∂

∂s
= (0, 0,

d

ds
).

On a :

∂

∂s
E(ϕt,s, D) =

1

2

∂

∂s

∫
D

m∑
i=1

h(dϕt,s(ei), dϕt,s(ei)) v
g

=
1

2

∂

∂s

∫
D

m∑
i=1

h(dφ(Ei), dφ(Ei)) v
g

=
1

2

∫
D

m∑
i=1

∂

∂s
h(dφ(Ei), dφ(Ei)) v

g
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=

∫
D

m∑
i=1

h(∇φ
∂
∂s

dφ(Ei), dφ(Ei)) v
g

=

∫
D

m∑
i=1

h(∇φ
Ei
dφ(

∂

∂s
) + dϕ([

∂

∂s
, Ei]), dφ(Ei)) v

g. (3.6)

D’après la formule (3.6) avec [ ∂
∂s
, Ei] = 0, on obtient :

∂

∂s
E(ϕt,s, D) =

∫
D

h(∇φ
Ei
dφ(

∂

∂s
)), dφ(Ei))v

g,

ainsi :

∂2

∂t∂s
E(ϕt,s, D)

∣∣∣∣
(t,s)=(0,0)

=
∂

∂t

∫
D

m∑
i=1

h(∇φ
Ei
dφ(

∂

∂s
)), dφ(Ei))v

g

∣∣∣∣
(t,s)=(0,0)

=

∫
D

m∑
i=1

∂

∂t
h(∇φ

Ei
dφ(

∂

∂s
), dφ(Ei))v

g

∣∣∣∣
(t,s)=(0,0)

(3.7)

∀i = 1, ...,m, on a :

∂

∂t
h(∇φ

Ei
dφ(

∂

∂s
), dφ(Ei)) = h(∇φ

∂
∂t

∇φ
Ei
dφ(

∂

∂s
), dφ(Ei))

+h(∇φ
Ei
dφ(

∂

∂s
),∇φ

∂
∂t

dφ(Ei)), (3.8)

h(∇φ
∂
∂t

∇φ
Ei
dφ(

∂

∂s
), dφ(Ei)) = h(RN(dφ(

∂

∂t
), dφ(Ei))dφ(

∂

∂s
), dφ(Ei))

+h(∇φ
Ei
∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
), dφ(Ei))

+h(∇φ

[ ∂
∂t
,Ei]
dφ(

∂

∂s
), dφ(Ei)). (3.9)

Soit ω la 1-forme différentielle à support dans D, définie sur M par :

ω(X) = h(∇φ
∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)

∣∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(X)), X ∈ Γ(TM).

En tenant compte que ϕ est harmonique, on obtient :

divM ω =
m∑
i=1

{ei(ω(ei))− ω(∇M
ei
ei)}

=
m∑
i=1

{ei(h(∇φ
∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)

∣∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(ei)))− h(∇φ
∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)

∣∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(∇M
ei
ei))}
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=
m∑
i=1

{h(∇φ
Ei
∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)

∣∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(ei))

+h(∇φ
∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)

∣∣∣∣
(t,s)=(0,0)

,∇ϕ
ei
dϕ(ei))− h(∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)

∣∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(∇M
ei
ei))}

=
m∑
i=1

{h(∇φ
Ei
∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)

∣∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(ei)) + h(∇φ
∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)

∣∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, τ(ϕ))}

=
m∑
i=1

{h(∇φ
Ei
∇φ

∂
∂t

dφ(
∂

∂s
)

∣∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(ei))}. (3.10)

D’après les formules (3.9) et (3.10), avec [ ∂
∂t
, Ei] = 0, on a :

h(∇φ
∂
∂t

∇φ
∂
∂s

dφ(Ei), dφ(Ei))

∣∣∣∣
(t,s)=(0,0)

=
m∑
i=1

h(RN(V, dϕ(ei))W,dϕ(ei))

+ divM ω. (3.11)

En développant le deuxième terme à droite de l’égalité (3.8), on trouve :

h(∇φ
∂
∂s

dφ(Ei),∇φ
∂
∂t

dφ(Ei)) = h(∇φ
Ei
dφ(

∂

∂s
),∇φ

Ei
dφ(

∂

∂t
))

= Ei

(
h(dφ(

∂

∂s
),∇φ

Ei
dφ(

∂

∂t
))

)
−h(dφ(

∂

∂s
),∇φ

Ei
∇φ
Ei
dφ(

∂

∂t
)). (3.12)

Si η désigne la 1-forme différentielle à support D, définie sur M par :

η(X) = h(W,∇ϕ
XV ), X ∈ Γ(TM),

alors :

divM η =
m∑
i=1

{ei(η(ei))− η(∇M
ei
ei)}

=
m∑
i=1

{ei(h(W,∇ϕ
ei
V ))− h(W,∇ϕ

∇Mei ei
V )}. (3.13)

D’après les formules (3.12) et (3.13), on obtient :

m∑
i=1

h(∇φ
∂
∂t

dφ(Ei),∇φ
∂
∂s

dφ(Ei))

∣∣∣∣
(t,s)=(0,0)

= divM η +
m∑
i=1

h(W,∇ϕ
∇Mei ei

V )

−
m∑
i=1

h(W,∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
V ). (3.14)
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En utilisant les formules (3.7), (3.8), (3.9), (3.11) et le théorème de divergence, on
déduit :

∂2

∂t∂s
E(ϕt,s;D)

∣∣∣∣
(t,s)=(0,0)

=

∫
D

m∑
i=1

{
− h(RN(V, dϕ(ei))dϕ(ei),W )

+h(W,∇ϕ
∇Mei ei

V )− h(W,∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
V )
}
vg.

Définition 3.6.1 (L’opérateur de Jacobi). Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une applica-
tion différentiable entre deux variétés Riemanniennes, on définit l’opérateur de Jacobi
de ϕ, noté Jϕ, par :

Jϕ : Γ(ϕ−1TN) −→ Γ(ϕ−1TN),

v 7−→ Jϕ(v)

Jϕ(v) = − traceg R
N(v, dϕ)dϕ− traceg(∇ϕ)2v

= −
m∑
i=1

RN(v, dϕ(ei))dϕ(ei)−
m∑
i=1

[∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
v −∇ϕ

∇Mei ei
v].

Proposition 3.6.1. On a :

1. Jϕ est R-linéaire ;

2. Jϕ(fv) = fJϕ(v)− [4(f)v + 2∇ϕ
grad fv].

Ici, v ∈ Γ(ϕ−1TN), et f ∈ C∞(M).

Démonstration. 1. Soit v, w ∈ Γ(ϕ−1TN), alors :

Jϕ(v + w) = −
m∑
i=1

{
RN(v + w, dϕ(ei))dϕ(ei) + [∇ϕ

ei
∇ϕ
ei

(v + w)−∇ϕ
∇Mei ei

(v + w)]

}
= −

m∑
i=1

{
RN(v, dϕ(ei))dϕ(ei) +RN(w, dϕ(ei))dϕ(ei)

+[∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
v +∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
w −∇ϕ

∇Mei ei
v −∇ϕ

∇Mei ei
w]

}
= −

m∑
i=1

{
RN(v, dϕ(ei))dϕ(ei) + [∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
v −∇ϕ

∇Mei ei
v]

}
−

m∑
i=1

{
RN(w, dϕ(ei))dϕ(ei) + [∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
w −∇ϕ

∇Mei ei
w]

}
= Jϕ(v) + Jϕ(w),

de même pour : Jϕ(λv) = λJϕ(v), ∀λ ∈ R.
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2. Soit f ∈ C∞(M) et v ∈ Γ(ϕ−1TN), on a :

Jϕ(fv) = −
m∑
i=1

{
RN(fv, dϕ(ei))dϕ(ei) + [∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
fv −∇ϕ

∇Mei ei
fv]
}

= −f
m∑
i=1

RN(v, dϕ(ei))dϕ(ei)−
m∑
i=1

[∇ϕ
ei
ei(f)v +∇ϕ

ei
f∇ϕ

ei
v − (∇ϕ

∇Mei ei
f)v − f∇ϕ

∇Mei ei
v]

= −f
m∑
i=1

RN(v, dϕ(ei))dϕ(ei)−
m∑
i=1

[ei(ei(f))v + ei(f)∇ϕ
ei
v + ei(f)∇ϕ

ei
v

+f∇ϕ
ei

(∇ϕ
ei
v)− (∇M

ei
ei)(f)v − f∇ϕ

∇Mei ei
v]

= fJϕ(v)− [4(f)v + 2∇ϕ
grad fv].

3.7 Applications bi-harmoniques

Définition 3.7.1. Soit (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés Riemanniennes et D un do-
maine compact de M . La fonctionnelle bi-énergie d’une application ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h)
de classe C∞, est définie par :

E2 : C∞(M,N) −→ R+

ϕ 7−→ E2(ϕ;D) = 1
2

∫
D
|τ(ϕ)|2vg. (3.15)

où |τ(ϕ)|2 = h(τ(ϕ), τ(ϕ)), et τ(ϕ) est le champ de tension de ϕ.

Définition 3.7.2. Une application ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) de classe C∞ entre
deux variétés Riemanniennes, est dite bi-harmonique si elle est point critique de la
fonctionnelle bi-énergie E2 pour tout domaine compact D ⊂M , c’est-à-dire :

d

dt
E2(ϕt;D)

∣∣∣∣
t=0

= 0, (3.16)

{ϕt}t∈(−ε,ε) étant une variation de ϕ à support dans D.

3.8 Première variation de bi-énergie

Théorème 3.8.1. Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞

entre deux variétés Riemanniennes et soit {ϕt}t∈(−ε,ε) une variation de classe C∞

de ϕ à support dans D. Alors :

d

dt
E2(ϕt;D)

∣∣∣∣
t=0

= −
∫
D

h(v, τ2(ϕ))vg,
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où v = dϕt
dt

∣∣
t=0

désigne le champ de variation associé à {ϕt}t∈(−ε,ε), et τ2(ϕ) ∈
Γ(ϕ−1TN) le champ défini relativement à une base orthonormée sur (Mm, g), par :

τ2(ϕ) = − traceg R
N(τ(ϕ), dϕ)dϕ− traceg(∇ϕ)2τ(ϕ)

= −
m∑
i=1

RN(τ(ϕ), dϕ(ei))dϕ(ei)−
m∑
i=1

{
∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ)−∇ϕ

∇Mei ei
τ(ϕ)

}
.

Démonstration. On pose φ : M × (−ε, ε) −→ N , l’application définie par φ(x, t) =
ϕt(x). Alors :

d

dt
E2(ϕt;D)

∣∣∣∣
t=0

=

∫
D

m∑
i=1

h

(
∇φ

(0, d
dt

)
∇dφ((ei, 0), (ei, 0)),∇dφ((ei, 0), (ei, 0))

)
vg
∣∣∣∣
t=0

. (3.17)

On a :

∇φ

(0, d
dt

)
dφ(ei, 0) = ∇φ

(ei,0)dφ(0,
d

dt
), (3.18)

car

[(0,
d

dt
), (ei, 0)] = 0.

Et

∇φ

(0, d
dt

)
dφ(∇M

ei
ei, 0) = ∇φ

(∇Mei ei,0)
dφ(0,

d

dt
). (3.19)

D’où :

∇φ

(0, d
dt

)
∇dφ((ei, 0), (ei, 0)) = ∇φ

(0, d
dt

)

{
∇φ

(ei,0)dφ(ei, 0)− dφ
(
∇M×(−ε,ε)

(ei,0) (ei, 0)

)}
= ∇φ

(0, d
dt

)
∇φ

(ei,0)dφ(ei, 0)−∇φ

(0, d
dt

)
dφ

(
∇M×(−ε,ε)

(ei,0) (ei, 0)

)
= RN(dφ(0,

d

dt
), dφ(ei, 0))dφ(ei, 0) +∇φ

(ei,0)∇
φ

(0, d
dt

)
dφ(ei, 0)

+∇φ

[(0, d
dt

),(ei,0)]
−∇φ

(0, d
dt

)
dφ(∇M

ei
ei, 0)

= RN(dφ(0,
d

dt
), dφ(ei, 0))dφ(ei, 0) +∇φ

(ei,0)∇
φ
(ei,0)dφ(0,

d

dt
)

−∇φ
(∇Mei ei,0)

dφ(0,
d

dt
). (3.20)

D’où :

h

(
∇φ

(0, d
dt

)
∇dφ((ei, 0), (ei, 0)),∇dφ((ei, 0), (ei, 0))

)∣∣∣∣
t=0

= h(RN(v, dϕ(ei))dϕ(ei), τ(ϕ))

+ h(∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
v, τ(ϕ))− h(∇ϕ

∇Mei ei
v, τ(ϕ)). (3.21)
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Soit ω ∈ Γ(T ∗M), la 1-forme différentielle à support dans D, définie par :

ω(X) = h(∇ϕ
Xv, τ(ϕ)), X ∈ Γ(TM).

On a :

divM ω =
m∑
i=1

{ei(ω(ei)− ω(∇M
ei
ei))}

=
m∑
i=1

{ei(h(∇ϕ
ei
v, τ(ϕ)))− h(∇ϕ

∇Mei ei
v, τ(ϕ))}

=
m∑
i=1

{h(∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
v, τ(ϕ)) + h(∇ϕ

ei
v,∇ϕ

ei
τ(ϕ))− h(∇ϕ

∇Mei ei
v, τ(ϕ))}. (3.22)

De formules (3.21) et (3.22), on obtient :

m∑
i=1

h

(
∇φ

(0, d
dt

)
∇dφ((ei, 0), (ei, 0)),∇dφ((ei, 0), (ei, 0))

) ∣∣∣∣
t=0

=

m∑
i=1

h(RN(v, dϕ(ei))dϕ(ei), τ(ϕ)) + divM ω −
m∑
i=1

h(∇ϕ
ei
v,∇ϕ

ei
τ(ϕ)). (3.23)

Soit η ∈ Γ(T ∗M), la 1-forme différentielle à support dans D, définie par :

η(X) = h(v,∇ϕ
Xτ(ϕ)), X ∈ Γ(TM).

On a :

divM η =
m∑
i=1

{ei(η(ei))− η(∇M
ei
ei)}

=
m∑
i=1

{ei(h(v,∇ϕ
ei
τ(ϕ)))− h(v,∇ϕ

∇Mei ei
τ(ϕ))}

=
m∑
i=1

{h(∇ϕ
ei
v,∇ϕ

ei
τ(ϕ)) + h(v,∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ))− h(v,∇ϕ

∇Mei ei
τ(ϕ))}. (3.24)

Substituant (3.24) dans (3.23), on obtient :

m∑
i=1

h

(
∇φ

(0, d
dt

)
∇dφ((ei, 0), (ei, 0)),∇dφ((ei, 0), (ei, 0))

) ∣∣∣∣
t=0

=

m∑
i=1

h(Rn(τ(ϕ), dϕ(ei))dϕ(ei), v) + divM ω − divM η
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+
m∑
i=1

h(v,∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ))−

m∑
i=1

h(v,∇ϕ
∇Mei ei

τ(ϕ)). (3.25)

D’après les formule (3.17), (3.25), et le théorème de la divergence, on obtient :

d

dt
E2(ϕt;D)

∣∣∣∣
t=0

= −
∫
D

m∑
i=1

h

(
−RN(τ(ϕ), dϕ(ei))dϕ(ei)−∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ) +∇ϕ

∇Mei ei
τ(ϕ), v

)
vg.

Théorème 3.8.2. Une application ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) de classe C∞, entre
deux variétés Riemanniennes est bi-harmonique si est seulement si :

τ2(ϕ) = − traceg R
N(τ(ϕ), dϕ)dϕ− traceg(∇ϕ)2τ(ϕ) = 0. (3.26)

Remarque 3.8.1.

1. L’équation (3.26) est dite équation d’Euler-Lagrange associée à la fonctionnelle
bi-énergie.

2. Si les variétés (Mm, g) et (Nn, h) sont munies respectivement par des coor-
données (xi) et (yα), au voisinage des point x ∈M et ϕ(x) ∈ N , alors :

τ2(ϕ) =
m∑

i,j=1

n∑
σ=1

gij
{ ∂2τσ

∂xi∂xj
+ 2

n∑
α,β=1

∂τα

∂xj
∂τβ

∂xj

N

Γσαβ +
n∑

α,β=1

τα
∂2ϕβ

∂xi∂xj
NΓσαβ

+
n∑

α,β=1

τα
∂ϕβ

∂xi
∂NΓσαβ
∂xj

+
n∑

α,β,v,ρ=1

τα
∂ϕβ

∂xi
∂ϕv

∂xj
NΓραβ

NΓσvρ

−
m∑
k=1

MΓkij

(
∂τσ

∂xk
+

n∑
α,β=1

τα
∂ϕβ

∂xk
NΓσαβ

)
−

n∑
α,β,v=1

τ v
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj
NRσ

βαv

} ∂

∂yσ
◦ ϕ,

où τ γ =
∑m

i,j=1 g
ij

(
∂2ϕγ

∂xi∂xj
+
∑n

α,β=1
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj
NΓγαβ◦ϕ−

∑m
k=1

∂ϕγ

∂xk
MΓkij

)
et NRσ

βαv

désignent les composantes du tenseur de courbure de (Nn, h).

Exemple 3.8.1. Toute application harmonique et bi-harmonique.

Exemple 3.8.2. Les polynômes de degré inférieure ou égale 3 sont des applications
bi-harmoniques.

Exemple 3.8.3. Considérons une application différentiable :

ϕ : (M, g) −→ Rn

p 7−→ ϕ(p) = (ϕ1(p), · · · , ϕn(p))

Alors, τ2(ϕ) =
(
∆(∆(ϕ1)), · · · ,∆(∆(ϕn))

)
, donc ϕ est bi-harmonique si et seulement

si les fonctions ϕα, (α = 1, · · · , n) sont bi-harmoniques.
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Exemple 3.8.4. Soit ϕ : (M, g) −→ Sn, une application différentiable. Alors, ϕ est
bi-harmonique si et seulement si :

traceg(∇ϕ)2τ(ϕ) + |dϕ|2τ(ϕ)− traceg h(τ(ϕ), dϕ)dϕ = 0.

En effet ; Comme la sphère unité Sn est de courbure constante égale à 1, d’après la
formule :

RSn(X, Y )Z = < Y,Z > X− < X,Z > Y,

on obtient :

traceg R
Sn(τ(ϕ), dϕ)dϕ = traceg(h(dϕ, dϕ)τ(ϕ)− h(τ(ϕ), dϕ)dϕ)

= |dϕ|2τ(ϕ)− traceg h(τ(ϕ), dϕ)dϕ.

Remarque 3.8.2. Les applications bi-haromniques ne sont pas généralement harmo-
niques.

Exemple 3.8.5. Les polynômes de degrés 3 sur R sont des application bi-harmoniques
non-harmoniques.

Exemple 3.8.6. Soit f : Rn −→ R une fonction harmonique i.e.

4(f) =
n∑
i=1

∂2f

∂x2
i

= 0.

Alors, la fonction ϕ(x) = r2(x)f(x) est une fonction bi-harmonique non-harmonique,
où :

r(x) =
√
x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

n, ∀x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn.

En effet ; On a :

r2(x) = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n

=
n∑
j=1

x2
j ,

d’où :

∂r2

∂xi
=

n∑
j=1

∂x2
j

∂xi

= 2xi,

et :

∂ϕ

∂xi
=

∂r2

∂xi
f + r2 ∂f

∂xi
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= 2xif + r2 ∂f

∂xi
,

⇒ ∂2ϕ

∂x2
i

= 2f + 2xi
∂f

∂xi
+ 2xi

∂f

∂xi
+ r2∂

2f

∂x2
i

⇒
n∑
i=1

∂2ϕ

∂x2
i

=
n∑
i=1

2f +
n∑
i=1

4xi
∂f

∂xi
+

n∑
i=1

r2∂
2f

∂x2
i

i.e : ∆ϕ = 2nf + 4
n∑
i=1

xi
∂f

∂xi
+ r2 ∆f︸︷︷︸

=0

6= 0,

pour j fixé :

∂∆ϕ

∂xj
= 2n

∂f

∂xj
+ 4

n∑
i=1

∂xi
∂xj︸︷︷︸
=δij

∂f

∂xi
+ 4

n∑
i=1

xi
∂2f

∂xj∂xi

= 2n
∂f

∂xj
+ 4

∂f

∂xj
+ 4

n∑
i=1

xi
∂2f

∂xj∂xi
.

D’où :
∂2∆ϕ

∂x2
j

= 2n
∂2f

∂x2
j

+ 4
∂2f

∂x2
j

+ 4
n∑
i=1

∂xi
∂xj︸︷︷︸
=δij

∂2f

∂xi∂xj
+ 4

n∑
i=1

xi
∂3f

∂xi∂x2
j

,

=⇒
n∑
j=1

∂2∆ϕ

∂x2
j

= (2n+ 4)∆f + 4∆f + 4
n∑
i=1

xi
∂

∂xi
(∆f),

donc τ2(f) = 0.



CHAPITRE 4

APPLICATIONS BI-HARMONIQUES ET LA MÉTRIQUE

MUS-GRADIENT

Dans ce chapitre on donne les conditions nécéssaires et suffisantes pour lequel l’ap-
plication l’identité et une courbe définie sur une variété Riemannienne (M, g) soit
bi-harmonique non-harmonique relativement à les déformations des métriques g̃ et ĝ.
Ensuite, on construire quelques exemples concernants les applications bi-harmoniques
non-harmoniques suivants ses déformations [4, 5].

4.1 La bi-harmonicité de l’application identité par

rapport à g̃

Soient (M, g) une variété Riemannienne, f ∈ C∞(M), g̃ = g + df ⊗ df la métrique

Mus-gradient, et Ĩ l’application identité définie par :

Ĩ : (M, g) −→ (M, g̃).

x 7−→ x

Théorème 4.1.1. Si ‖ grad f‖ = 1, alors l’application identité Ĩ est bi-harmonique
non-harmonique si et seulement si la fonction f est non-harmonique dans (M, g) et
vérifie l’équation suivante :

(∆f) Ricci(grad f) = −(∆2f) grad f −∇grad(∆f) grad f

−∆f

2
grad(∆f),

avec ∆f est Laplacien de f par rapport à g, et ∆2f = ∆(∆f).

62
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Démonstration. Soit {Ei} une base géodésique dans (M, g) au point x, on a :

τ(Ĩ) =
m∑
i=1

{∇Ĩ
Ei
dĨ(Ei)− dĨ(∇EiEi)}

=
m∑
i=1

∇̃EiEi

=
m∑
i=1

Hessf (Ei, Ei)

1 + ‖ grad f‖2
grad f

=
∆f

2
grad f, (4.1)

avec m = dimM . Donc, Ĩ est harmonique si et seulement si ∆f = 0, i.e. la fonction f
est harmonique dans (M, g).

On calcule le champ de bitension de l’application identité Ĩ :

R̃(τ(Ĩ), dĨ(Ei))dĨ(Ei) =
∆f

2
R̃(grad f, Ei)Ei

=
∆f

2

(
R(grad f, Ei)Ei

+
1

2
g(R(grad f, Ei) grad f, Ei) grad f

−1

4
Hessf (grad f, grad f) Hessf (Ei, Ei) grad f

+
1

4
Hessf (Ei, grad f) Hessf (grad f, Ei) grad f

+
1

2
Hessf (Ei, Ei)∇grad f grad f

−1

2
Hessf (grad f, Ei)∇Ei grad f

)
, (4.2)

puisque ‖ grad f‖ est constant dans M , on obtient,

Hessf (grad f,X) = 0, ∇grad f grad f = 0, ∀X ∈ Γ(TM).

D’après (4.2) et la définition de la courbure de Ricci, on trouve :

m∑
i=1

R̃(τ(Ĩ), dĨ(Ei))dĨ(Ei) =
∆f

2

(
Ricci(grad f)

−1

2
Ric(grad f, grad f) grad f

)
. (4.3)

On calcule :

∇Ĩ
Ei
∇Ĩ
Ei
τ(Ĩ)−∇Ĩ

∇EiEi
τ(Ĩ) =

1

2
∇̃Ei∇̃Ei∆f grad f
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=
1

2
∇̃Ei∇Ei∆f grad f

=
1

2

(
∇Ei∇Ei∆f grad f

+
1

2
Hessf (Ei,∇Ei∆f grad f) grad f

)
, (4.4)

d’après les définitions de Laplacien, le gradient et Hessien, on a :

m∑
i=1

∇Ei∇Ei∆f grad f = (∆2f) grad f + 2∇grad(∆f) grad f

+(∆f) trace(∇)2 grad f, (4.5)

1

2

m∑
i=1

Hessf (Ei,∇Ei∆f grad f) =
∆f

2
g(∇Ei grad f,∇Ei grad f)

= −∆f

2
g(grad f, trace(∇)2 grad f), (4.6)

d’après les équations (4.3), (4.4), (4.5), (4.6) et l’équation suivante :

trace(∇)2 grad f = Ricci(grad f) + grad(∆f),

l’application identité Ĩ est bi-harmonique non harmonique si et seulement si

2(∆f) Ricci(grad f)− (∆f) Ric(grad f, grad f) grad f

+(∆2f) grad f + 2∇grad(∆f) grad f + (∆f) grad(∆f)

−∆f

2
g(grad f, grad(∆f)) grad f = 0, (4.7)

avec ∆f 6= 0. De (4.7), on a :

(∆f) Ric(grad f, grad f) + ∆2f +
∆f

2
g(grad f, grad(∆f)) = 0. (4.8)

d’après les formules (4.7) et (4.8), on déduit le Théorème 4.1.1.

Exemple 4.1.1. Soit α une fonction différentielle non-constante dans (0,∞), telle que
sa dérivée α(1) > 0, et soit H4 = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4\x4 > 0} l’espace hyperbolique
de dimension 4. Soit M = (0,∞)×H4 muni de métrique Riemannienne :

g = 2[α(1)(t+ x4)]2(dt2 + dx2
1 + dx2

2 + dx2
3 + dx2

4),

et soit f(t, x1, x2, x3, x4) = α(t+ x4), ∀(t, x1, x2, x3, x4) ∈M. Nous calculons :

grad f =
1

2α(1)(t+ x4)
(
∂

∂t
+

∂

∂x4

),
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‖ grad f‖ = 1,

∆f =
4α(2)(t+ x4)

α(1)(t+ x4)2
,

∆2f =
−12α(2)(t+ x4)α(3)(t+ x4) + 4α(4)(t+ x4)α(1)(t+ x4)

[α(1)(t+ x4)]5
,

grad(∆f) =
−4[α(2)(t+ x4)]2 + 2α(3)(t+ x4)α(1)(t+ x4)

[α(1)(t+ x4)]5
(
∂

∂t
+

∂

∂x4

),

Ricci(grad f) =
−2α(3)(t+ x4)α(1)(t+ x4) + 2[α(2)(t+ x4)]2

[α(1)(t+ x4)]5
(
∂

∂t
+

∂

∂x4

),

∇grad(∆f) grad f = 0.

Selon le Théorème 4.1.1 l’application identité Ĩ : (M, g) −→ (M, g̃), où :

g̃ = 3[α(1)(t+x4)]2(dt2 +dx2
4) + 2[α(1)(t+x4)]2(dx2

1 +dx2
2 +dx2

3) + 2[α(1)(t+x4)]2dtdx4,

est une application bi-harmonique non-harmonique si et seulement si :

5α(2)(t+ x4)α(3)(t+ x4)− α(4)(t+ x4)α(1)(t+ x4) = 0, (4.9)

et α(2)(t + x4) 6= 0. Notons que l’équation différentielle (4.9) admet des solutions par
exemple, nous fixons α(s) = s2, ou α(s) =

√
s, ∀s ∈ (0,∞).

Exemple 4.1.2. Soit M = R3 muni de la métrique Riemannienne :

g = ex+y(dx2 + dy2) + e
x+y
2 dz2,

et soit f(x, y, z) =
√

2e
x+y
2 , ∀(x, y, z) ∈ R3. On utilise la même téchnique de l’exemple

4.1.1. on trouve que, la fonction f satisfait les conditions du Théorème 4.1.1. et l’ap-
plication identité Ĩ : (R3, g) −→ (R3, g̃) est bi-harmonique non-harmonique.

Ici, ∆f = 3
√

2
4
e−

x+y
2 , et la métrique Riemannienne g̃ est donnée par :

g̃ =
3

2
ex+y(dx2 + dy2) + e

x+y
2 dz2 + ex+ydxdy.

Remarque 4.1.1. Soient (M, g), (N, h) deux variétées Riemannienne et f une fonction
différentielle dans M telle que ‖ grad f‖ = 1 et ∆f = k, où k ∈ R. Donc l’application

identité Ĩ : (M, g) −→ (M, g̃) est bi-harmonique si et seulement si elle est harmonique.

En effet ; d’après le Théorème 4.1.1. l’application identité Ĩ est bi-harmonique si
et seulement si Ricci(grad f) = 0, et on applique la formule de Bochner-Weitzenböck
pour la fonction f (voir [26]) ;

1

2
∆(‖ grad f‖2) = ‖Hessf ‖2 + g(grad f, grad(∆f)) + Ric(grad f, grad f),

on obtient ‖Hessf ‖ = 0, comme ∆f = 0, alors l’application Ĩ est harmonique.
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4.2 Cas des variétés Riemanniennes produits

Définition 4.2.1. Soient (M, g) et (N, h) deux variétés Riemanniennes et f ∈ C∞(M).
Considérons le produit des variétés M×N , et noté par π : M×N −→M η : M×N −→
N ses projections. On définit dans M ×N la métrique Riemannienne Gf donnée par :

Gf = π∗g + η∗h+ π∗(df ⊗ df). (4.10)

Remarque 4.2.1. �

- La Définition 4.2.1. est une généralisation naturelle de la métrique Riemannienne
diagonale dans le produit des variétés Riemanniennes (voir [22]).

- (M ×N,Gf ) est le produit des variétés Riemanniennes de (M, g̃) et (N, h) telle
que g̃ = g + df ⊗ df . Donc la Connexion de Levi-Civita de (M ×N,Gf ) est liée
par celle de (M, g̃) et (N, h), comme suit :

∇Gf
X Y =

(
∇̃X1Y1,∇N

X2
Y2

)
, (4.11)

telle que ∇̃ (resp. ∇N) est la connexion Levi-Civita de (M, g̃) (resp. (N, h)).
De la même manière pour le tenseur de courbure Riemannienne RGf de (M ×
N,Gf ), on a :

RGf (X, Y )Z = (R̃(X1, Y1)Z1, R
N(X2, Y2)Z2), (4.12)

avec R̃ (resp. RN) est le tenseur de courbure Riemannienne de (M, g̃) (resp.
(N, h)), et que X = (X1, X2), Y = (Y1, Y2), Z = (Z1, Z2) ∈ Γ(TM)× Γ(TN).

Ensuite, soit y0 un point arbitraire de la variété Riemannienne (N, h), et on note
par :

iy0 : (M, g) −→ (M ×N,Gf ),

x 7−→ (x, y0).

l’application inclusion, et pour x0 ∈M on note aussi l’inclusion :

ix0 : (N, h) −→ (M ×N,Gf ),

y 7−→ (x0, y).

On a ix0 est une application totalement géodésique c’est-à-dire ∇dix0 = 0, ainsi, har-
monique pour toute fonction f ∈ C∞(M).

Du Théorème 4.1.1, on déduit :

Théorème 4.2.1. Si ‖ grad f‖ = 1, l’application inclusion iy0 est bi-harmonique non-

harmonique si et seulement si l’application identité Ĩ : (M, g) −→ (M, g̃) est bi-
harmonique non-harmonique.
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Théorème 4.2.2. Soient ψ : (M, g) −→ (N, h) une application différentielle et f
une fonction harmonique dans (M, g). Donc le graphe ϕ : (M, g) −→ (M × N,Gf )
avec ϕ(x) = (x, ψ(x)) est bi-harmonique si et seulement si ψ : (M, g) −→ (N, h) est
bi-harmonique. De plus, si ψ est bi-harmonique non-harmonique, alors le graphe l’est
aussi.

Démonstration. Soit {Ei} une base géodésique dans (M, g) au point x, d’après la
définition de champ de tension, le Théorème 2.1.1., et (4.11), nous avons :

τ(ϕ) =
m∑
i=1

{∇ϕ
Ei
dϕ(Ei)− dϕ(∇M

Ei
Ei)}

=
m∑
i=1

∇Gf
(Ei,dψ(Ei))

(Ei, dψ(Ei))
)

=
m∑
i=1

( Hessf (Ei, Ei)

1 + ‖ grad f‖2
grad f,∇N

dψ(Ei)
dψ(Ei)

)
=

( ∆f

1 + ‖ grad f‖2
grad f, τ(ψ)

)
, (4.13)

pour que ϕ soit harmonique il suffit ∆f = 0 et τ(ψ) = 0, i.e, la fonction f est harmo-
nique dans (M, g) et ψ est une application harmonique. A l’aide de (4.13), le champ
de tension de ϕ est donné par τ(ϕ) = (0, τ(ψ)). Nous calculons :

RGf (τ(ϕ), dϕ(Ei))dϕ(Ei) = RGf ((0, τ(ψ)), (Ei, dψ(Ei)))(Ei, dψ(Ei))

= (0, RN(τ(ψ), dψ(Ei))dψ(Ei)), (4.14)

D’après l’équation (4.14), et l’équation suivante :

m∑
i=1

∇ϕ
Ei
∇ϕ
Ei
τ(ϕ) =

m∑
i=1

∇̃(Ei,dψ(Ei))(0,∇N
dψ(Ei)

τ(ψ)) =
m∑
i=1

(0,∇ψ
Ei
∇ψ
Ei
τ(ψ)). (4.15)

nous obtenons τ2(ϕ) = (0, τ2(ψ)). Donc, le graphe ϕ est bi-harmonique si et seulement
si τ2(ψ) = 0.

Remarque 4.2.2. On utilise le Théorème 4.2.1, pour construire beaucoup exemples des
applications bi-harmoniques non-harmoniques.

Exemple 4.2.1. L’application ϕ : R4\{0} −→ (R4 × R4, Gf ) définie par :

ϕ(x) = (x,
x

‖x‖2
)

est bi-harmonique non-harmonique, où f est une fonction harmonique dans R4\{0}.
D’après le Théorème 4.2.2. et le fait que ϕ est le graphe de l’inverion ψ : R4\{0} −→
R4\{0} définie par ψ(x) = x/‖x‖2 ce qui est bi-harmonique non-harmonique (voir [1]).
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4.3 Les courbes bi-harmoniques dans (M, g̃)

Soit γ : I ⊂ R −→ (M, g̃), t 7−→ γ(t) une courbe différentiable dans une variété
Riemannienne (M, g), avec g̃ = g + df ⊗ df où f ∈ C∞(M). Supposons que :

‖ grad f‖ = 1, ∇γ̇ γ̇ = λ(grad f) ◦ γ,

où λ : I −→ R est une fonction différentiable.

Théorème 4.3.1. La courbe γ est bi-harmonique si et seulement si la fonction f est
vérifie l’équation suivante :

ρR((grad f) ◦ γ, γ̇)γ̇ + 2ρ′′(grad f) ◦ γ + 2ρ′∇γ̇ grad f + ρ∇γ̇∇γ̇ grad f = 0,

où ρ(t) = λ(t) + 1
2

Hessf (γ̇, γ̇), ∀t ∈ I. D’autre part, si la fonction ρ est constante non
nulle dans I, alors la courbe γ est bi-harmonique non-harmonique si et seulement si le
vecteur gradient de f est de type Jacobi le long γ dans (M, g), i.e.

R((grad f) ◦ γ, γ̇)γ̇ +∇γ̇∇γ̇ grad f −∇∇γ̇ γ̇ grad f = 0.

Démonstration. Le champ de tension de la courbe γ est donné par :

τ(γ) = ∇γ
d
dt

dγ(
d

dt
) = ∇̃γ̇ γ̇, (4.16)

de l’équation (4.16), et le Théorème 2.1.1, on trouve :

τ(γ) = ∇γ̇ γ̇ +
1

2
Hessf (γ̇, γ̇)(grad f) ◦ γ, (4.17)

soit ρ(t) = λ(t) + 1
2

Hessf (γ̇(t), γ̇(t)), avec ∇γ̇ γ̇ = λ(grad f) ◦ γ, on trouve :

τ(γ) = ρ(grad f) ◦ γ. (4.18)

La courbe γ est bi-harmonique si et seulement si :

R̃(τ(γ), dγ(
d

dt
))dγ(

d

dt
) +∇γ

d
dt

∇γ
d
dt

τ(γ) = 0, (4.19)

de l’équation (4.18), et le Théorème 2.1.2, avec

Hessf (grad f,X) = 0, ∇grad f grad f = 0, ∀X ∈ Γ(TM),

le premier terme du deuxième coté de (4.19) est donné par :

R̃(τ(γ), dγ(
d

dt
))dγ(

d

dt
) = ρR((grad f) ◦ γ, γ̇)γ̇

+
ρ

2
g(R((grad f) ◦ γ, γ̇)(grad f) ◦ γ, γ̇)(grad f) ◦ γ. (4.20)
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Pour le deuxième terme du deuxième coté de (4.19), on calcule :

∇γ
d
dt

τ(γ) = ∇γ
d
dt

ρ(grad f) ◦ γ

= ρ′(grad f) ◦ γ + ρ∇̃γ̇ grad f, (4.21)

de l’équation (4.21), et le Théorème 2.1.1, on a :

∇γ
d
dt

∇γ
d
dt

τ(γ) = ∇γ
d
dt

[
ρ′(grad f) ◦ γ + ρ∇γ̇ grad f

]
= ρ′′(grad f) ◦ γ + ρ′∇γ

d
dt

(grad f) ◦ γ

+ρ′∇γ̇ grad f + ρ∇γ
d
dt

∇γ̇ grad f

= ρ′′(grad f) ◦ γ + 2ρ′∇γ̇ grad f

+ρ∇γ̇∇γ̇ grad f +
ρ

2
Hessf

(
γ̇,∇γ̇ grad f

)
(grad f) ◦ γ, (4.22)

d’après la définition de Hessien, et ‖ grad f‖ = 1, on a :

Hessf
(
γ̇,∇γ̇ grad f

)
= −g((grad f) ◦ γ,∇γ̇∇γ̇ grad f), (4.23)

d’après les équations (4.20), (4.22) et (4.23), la courbe γ est bi-harmonique si et seule-
ment si

ρR((grad f) ◦ γ, γ̇)γ̇ +
ρ

2
g(R((grad f) ◦ γ, γ̇)(grad f) ◦ γ, γ̇)(grad f) ◦ γ

+ρ′′(grad f) ◦ γ + 2ρ′∇γ̇ grad f + ρ∇γ̇∇γ̇ grad f

−ρ
2
g((grad f) ◦ γ,∇γ̇∇γ̇ grad f)(grad f) ◦ γ = 0.

(4.24)

De l’équation (4.24), on obtient :

−ρ
2
g(R((grad f) ◦ γ, γ̇)(grad f) ◦ γ, γ̇) + ρ′′ (4.25)

+
ρ

2
g((grad f) ◦ γ,∇γ̇∇γ̇ grad f) = 0.

Finalement, d’après les équations (4.23), (4.24) et (4.25) on a le Théorème 4.3.1.

Remarque 4.3.1. De l’équation (4.18), la courbe γ est harmonique si et seulement si,
ρ = 0.

Exemple 4.3.1. Soit D = {(x, y) ∈ R2 \ x2 + y2 < 1}, et soit M = D × R muni de la
métrique Riemannienne :

g = dx2 + dy2 +
1

1− x2 − y2
dz2.
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On considère la courbe dans (M, g),

γ(t) = (t, t,−t2 + 2t− ln(t+ 1)),
1√
2
> t > − 1√

2
.

Le champ de tension de la courbe γ (relativement à g) est donné par :(
− t

(t+ 1)2 ,−
t

(t+ 1)2 ,
−1 + 2 t2

(t+ 1)2

)
.

Soit f(x, y, z) = xy + z, ∀(x, y, z) ∈M , on a :

‖ grad f‖ = 1, (grad f) ◦ γ = (t, t, 1− 2t2),

donc λ(t) = − 1
(t+1)2

. De plus,

1

2
Hessf (γ̇, γ̇) =

1

(t+ 1)2 ,

donc la courbe γ est harmonique dans (M, g̃), car ρ(t) = 0, avec :

g̃ = (1 + y2)dx2 + (1 + x2)dy2 +
x2 + y2 − 2

x2 + y2 − 1
dz2 + 2xydxdy + 2ydxdz + 2xdydz.

Exemple 4.3.2. Soient M = Rn\{0} muni de la métrique Riemannienne g = 4‖x‖2dx2
i ,

et f(x) = ‖x‖2, ∀x ∈M . On considère la courbe bi-harmonique non-harmonique dans
(M, g),

γ(t) = (

√
t2 + 1

2
, 0, ..., 0), ∀t ∈ R.

Alors, ‖ grad f‖ = 1, le vecteur gradient de f est de type Jacobi le long γ, et on a :

∇γ̇ γ̇ = (grad f) ◦ γ =
1√

2t2 + 2

∂

∂x1

,

et Hessf (γ̇, γ̇) = 0, ainsi ρ(t) = 1, ∀t ∈ R. Du Théorème 4.3.1, la courbe γ : R −→
(M, g̃) est aussi bi-harmonique non-harmonique, avec

g̃ = 4‖x‖2dx2
i + 4xixjdxi ⊗ dxj.

4.4 La bi-harmonicité de ϕ : (M, g) −→ (N, ĥ)

Dans le Théorème suivant on donne les conditions nécéssaires et suffisantes pour
lequel une application ϕ : (M, g) −→ (N, ĥ) soit bi-harmonique non-harmonique rela-

tivement à ĥ.
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Théorème 4.4.1. Soit ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application harmonique entre deux

variétés Riemanniennes, et soit la métrique Riemannienne ĥ = αh+(1−α)df ⊗df , où
α ∈ (0, 1) et f ∈ C∞(N). On suppose que ‖ grad f‖ = 1. Si, la fonction ∆(f ◦ ϕ) est

constante non nulle dans M , alors l’application ϕ : (M, g) −→ (N, ĥ) est bi-harmonique
non-harmonique si et seulement si le vecteur gradient de f est de type Jacobi le long
ϕ, i.e. (grad f) ◦ ϕ ∈ ker Jϕ.(

Jϕ est l’operateur de Jacobi correspondant à ϕ : (M, g) −→ (N, h)
)
.

Démonstration. Soit {ei}mi=1 une base géodésique sur (M, g) en x, où m = dimM , donc

l’application ϕ : (M, g) −→ (N, ĥ) est bi-harmonique si et seulement si :

τ̂2(ϕ) = −
m∑
i=1

R̂N(τ̂(ϕ), dϕ(ei))dϕ(ei)−
m∑
i=1

∇̂ϕ
ei
∇̂ϕ
ei
τ̂(ϕ) = 0, (4.26)

où R̂N est la courbure Riemannienne de (N, ĥ), τ̂(ϕ) le champ de tension de l’applica-

tion ϕ : (M, g) −→ (N, ĥ), et ∇̂ϕ la connexion de Pull-back relativement à la métrique

Riemannienne ĥ.

Premièrement, on calcule le champ de tension τ̂(ϕ) :

τ̂(ϕ) =
m∑
i=1

∇̂ϕ
ei
dϕ(ei) =

m∑
i=1

∇̂N
dϕ(ei)

dϕ(ei)

= τ(ϕ) +
m∑
i=1

(1− α) Hessf (dϕ(ei), dϕ(ei))

α + (1− α)‖ grad f‖2 ◦ ϕ
(grad f) ◦ ϕ

= (1− α)
m∑
i=1

Hessf (dϕ(ei), dϕ(ei))(grad f) ◦ ϕ. (4.27)

Puisque ∆(f ◦ ϕ) = df(τ(ϕ)) + traceg Hessf (dϕ, dϕ) (voir [2]), et τ(ϕ) = 0, on a :

τ̂(ϕ) = λ(grad f) ◦ ϕ, avec λ = (1− α)∆(f ◦ ϕ).

Ensuite, on calcul le premier terme de (4.26), d’après le Théorème 2.2.2, on a :

m∑
i=1

R̂N(τ̂(ϕ) , dϕ(ei))dϕ(ei)

= λ

m∑
i=1

{
RN(grad f, dϕ(ei))dϕ(ei)

+
(1− α)h(RN(grad f, dϕ(ei)) grad f, dϕ(ei))

α + (1− α)‖ grad f‖2
grad f
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−(1− α)2 Hessf (grad f, grad f) Hessf (dϕ(ei), dϕ(ei))

(α + (1− α)‖ grad f‖2)2
grad f

+
(1− α)2 Hessf (dϕ(ei), grad f) Hessf (grad f, dϕ(ei))

(α + (1− α)‖ grad f‖2)2
grad f

+
(1− α) Hessf (dϕ(ei), dϕ(ei))

α + (1− α)‖ grad f‖2
∇N

grad f grad f

−(1− α) Hessf (grad f, dϕ(ei))

α + (1− α)‖ grad f‖2
∇N
dϕ(ei)

grad f
}
◦ ϕ. (4.28)

Puisque ‖ grad f‖ = 1, est constant dans N , on obtient :

Hessf (grad f,X) = 0, ∇N
grad f grad f =

1

2
grad ‖ grad f‖2 = 0, ∀X ∈ Γ(TN).

(4.29)
D’où l’équation (4.28) devient :

m∑
i=1

R̂N(τ̂(ϕ), dϕ(ei))dϕ(ei) = λ
m∑
i=1

{
RN(grad f, dϕ(ei))dϕ(ei)

+ (1− α)h(RN(grad f, dϕ(ei)) grad f, dϕ(ei)) grad f
}
◦ ϕ.

Le deuxième terme de (4.26) est donné par :

m∑
i=1

∇̂ϕ
ei
∇̂ϕ
ei
τ̂(ϕ) = λ

m∑
i=1

∇̂ϕ
ei
∇̂ϕ
ei

(grad f) ◦ ϕ

= λ
m∑
i=1

∇̂ϕ
ei

(∇̂N
dϕ(ei)

grad f) ◦ ϕ

= λ
m∑
i=1

∇̂ϕ
ei

{
(∇N

dϕ(ei)
grad f) ◦ ϕ

+
(1− α)λHessf (dϕ(ei), (grad f) ◦ ϕ)

α + (1− α)‖ grad f‖2 ◦ ϕ
(grad f) ◦ ϕ

}
. (4.30)

D’après les équations (4.29) et (4.30), on trouve :

m∑
i=1

∇̂ϕ
ei
∇̂ϕ
ei
τ̂(ϕ) = λ

m∑
i=1

∇ϕ
ei
∇ϕ
ei

(grad f) ◦ ϕ

+(1− α)λ
m∑
i=1

Hessf (dϕ(ei),∇ϕ
ei

(grad f) ◦ ϕ)(grad f) ◦ ϕ, (4.31)

et on remarque que :

m∑
i=1

Hessf (dϕ(ei),∇ϕ
ei

(grad f) ◦ ϕ) = −
m∑
i=1

h((grad f) ◦ ϕ,∇ϕ
ei
∇ϕ
ei

(grad f) ◦ ϕ). (4.32)
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Alors, l’application ϕ : (M, g) −→ (N, ĥ) est bi-harmonique si et seulement si :

Jϕ
(
(grad f) ◦ ϕ

)
− (1− α)h

(
Jϕ
(
(grad f) ◦ ϕ

)
, (grad f) ◦ ϕ

)
(grad f) ◦ ϕ = 0. (4.33)

L’équation (4.33) est équivalente à Jϕ
(
(grad f) ◦ ϕ

)
= 0.

Exemple 4.4.1. Soient M = R2 et N = H2 = {(y1, y2) ∈ R2|y2 > 0}. On considère
l’application harmonique :

ϕ : (M,dx2
1 + dx2

2) −→ (N, y2
2(dy2

1 + dy2
2)), (x1, x2) 7−→ (x1,

√
x2

2 + 1),

et soit la fonction f(y1, y2) = 1
2
y2

2. Par un simple de calcul on montre que :

‖ grad f‖ = 1, ∆(f ◦ ϕ) = 1, (grad f) ◦ ϕ = (0, 1√
x22+1

) et Jϕ((grad f) ◦ ϕ) = 0.

Ainsi, par rapport à la métrique Riemannienne ĥ = y2
2(αdy2

1 + dy2
2), l’application ϕ est

bi-harmonique non-harmonique. Ici, τ̂(ϕ) = (0, 1−α√
x22+1

).

Remarque 4.4.1. Soient ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application harmonique entre deux

variétés Riemanniennes, et ĥ = αh+(1−α)df⊗df , où α ∈ (0, 1) et f ∈ C∞(N) tel que

‖ grad f‖ = 1. Alors, l’application ϕ : (M, g) −→ (N, ĥ) est harmonique si et seulement
si f ◦ ϕ est harmonique sur (M, g).

4.5 La bi-harmonicté de l’application identité par

rapport à ĝ

Soit (M, g) une variété Riemannienne, et soit f ∈ C∞(M) tel que ‖ grad f‖ = 1 et
∆f = k, où k ∈ R. Alors, l’application identité de (M, g) dans (M, ĝ) est bi-harmonique
si et seulement si elle est harmonique. En effet ; d’après le Théorème 4.4.1, l’application
identité de (M, g) dans (M, ĝ) est bi-harmonique si et seulement si Ricci(grad f) = 0,
et de la formule de Bochner-Weitzenböck pour les fonctions différentiables (voir [26]) :

1

2
∆(‖ grad f‖2) = ‖Hessf ‖2 + g(grad f, grad(∆f)) + Ric(grad f, grad f),

on obtient ‖Hessf ‖ = 0, ainsi ∆f = 0, d’où l’application identité de (M, g) dans (M, ĝ)
est harmonique.

Maintenant, soit α, β ∈ (0, 1). On pose :

Îα,β : (M, ĝα) −→ (M, ĝβ),

x 7−→ x

l’application identité, où ĝα = αg + (1− α)df ⊗ df et ĝβ = βg + (1− β)df ⊗ df .
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Théorème 4.5.1. Si α 6= β, et ‖ grad f‖ = 1. Alors, l’application identité Îα,β est
bi-harmonique non-harmonique si est seulement si la fonction f est non-harmonique
dans (M, g), et satisfait l’égalité suivante :

2∆f Ricci(grad f) = − 1

β
∆2f grad f − 2∇grad ∆f grad f −∆f grad ∆f

+
1− α
β

∆fg(grad f, grad ∆f) grad f

+
1− α
β

Hess∆f (grad f, grad f) grad f,

où ∆f est le Laplacien de f par rapport à g, et ∆2f = ∆(∆f).

Démonstration. Soit {ei}mi=1 une base orthonormée sur M par rapport à la métrique
Riemannienne g, tel que e1 = grad f , où m = dimM . Il est facile de prouver que
{e1,

1√
α
ei}mi=2 est une base orthonormée sur M par rapport à la métrique Riemannienne

ĝα. Soit ∇̂α (resp. ∇̂β) la connexion de Levi-Civita de (M, ĝα) (resp. de (M, ĝβ)), donc

le champ de tension de Îα,β est donné par :

τ(Îα,β) = ∇Îα,β
e1 dÎα,β(e1)− dÎα,β(∇̂α

e1
e1) +

1

α

m∑
i=2

{
∇Îα,β
ei dÎα,β(ei)− dÎα,β(∇̂α

ei
ei)
}

= ∇̂β
e1
e1 − ∇̂α

e1
e1 +

1

α

m∑
i=2

{
∇̂β
ei
ei − ∇̂α

ei
ei

}
, (4.34)

on utilise le Théorème 2.2.1, avec ‖ grad f‖ = 1, on a :

τ(Îα,β) =
α− β
α

m∑
i=2

Hessf (ei, ei) grad f, (4.35)

comme Hessf (e1, e1) = 0, l’équation (4.35) devient :

τ(Îα,β) =
α− β
α

∆f grad f. (4.36)

On remarque que Îα,β est harmonique si et seulement si ∆f = 0, i.e., la fonction f est
harmonique dans (M, g).

On calcule le champ de bitension de l’application identité Îα,β. Pour tous i = 1, ...,m,
on a :

R̂β(τ(Îα,β), dÎα,β(ei))dÎα,β(ei) =
α− β
α

∆fR̂β(grad f, ei)ei, (4.37)

où R̂β est le tenseur de courbure de ∇̂β. Du Théorème 2.2.2, et l’équation (4.37) avec
‖ grad f‖ = 1, Hessf (grad f,X) = 0, pour tout X ∈ Γ(TM), et ∇grad f grad f = 0, on
obtient l’égalité suivante :

R̂β(τ(Îα,β), dÎα,β(ei))dÎα,β(ei) =
α− β
α

∆f
{
R(grad f, ei)ei
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+(1− β)g(R(grad f, ei) grad f, ei) grad f
}
, (4.38)

d’après l’équation (4.38), et la définition de la courbure de Ricci, on trouve :

R̂(τ(Îα,β), dÎα,β(e1))dÎα,β(e1) +
1

α

m∑
i=2

R̂(τ(Îα,β), dÎα,β(ei))dÎα,β(ei)

=
α− β
α2

∆f
{

Ricci(grad f)

−(1− β) Ric(grad f, grad f) grad f
}
. (4.39)

Soit i = 1, ...,m, on calcule :

∇Îα,β
ei ∇

Îα,β
ei τ(Îα,β)−∇Îα,β

∇̂αeiei
τ(Îα,β) =

α− β
α

{
∇̂β
ei
∇̂β
ei

∆f grad f − ∇̂β

∇̂αeiei
∆f grad f

}
=

α− β
α

{
∇̂β
ei
∇ei∆f grad f −∇∇̂αeiei∆f grad f

}
=

α− β
α

{
∇ei∇ei∆f grad f −∇∇eiei∆f grad f

+(1− β) Hessf (ei,∇ei∆f grad f) grad f

−(1− α) Hessf (ei, ei)∇grad f∆f grad f
}
, (4.40)

∇ei∇ei∆f grad f −∇∇eiei∆f grad f = ei(ei(∆f)) grad f + 2ei(∆f)∇ei grad f

+∆f∇ei∇ei grad f − (∇eiei)(∆f) grad f

−∆f∇∇eiei grad f, (4.41)

(1− β) Hessf (ei,∇ei∆f grad f) grad f = −(1− β)∆fg(grad f,∇ei∇ei grad f) grad f,
(4.42)

et :

−(1− α) Hessf (ei, ei)∇grad f∆f grad f = −(1− α) Hessf (ei, ei)(grad f)(∆f) grad f.
(4.43)

D’après les équations (4.40) et (4.43), avec ‖ grad f‖ = 1, on trouve que :

∇Îα,β
e1 ∇

Îα,β
e1 τ(Îα,β) − ∇Îα,β

∇̂αe1e1
τ(Îα,β) +

1

α

m∑
i=2

{
∇Îα,β
ei ∇

Îα,β
ei τ(Îα,β)−∇Îα,β

∇̂αeiei
τ(Îα,β)

}
=

α− β
α2

{
(α− 1) Hess∆f (grad f, grad f) grad f + ∆2f grad f

+2∇grad ∆f grad f + ∆f trace∇2 grad f

−(1− β)∆fg(grad f, trace∇2 grad f) grad f

−(1− α)∆fg(grad f, grad ∆f) grad f
}
, (4.44)
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de les équations (4.39), (4.44), et suivant (voir [1]) :

trace∇2 grad f = Ricci(grad f) + grad(∆f),

l’application identité Îα,β est bi-harmonique non-harmonique si et seulement si :

2∆f Ricci(grad f)− 2(1− β)∆f Ric(grad f, grad f) grad f

+∆2f grad f + 2∇grad ∆f grad f + ∆f grad ∆f

−(2− α− β)∆fg(grad f, grad ∆f) grad f

+(α− 1) Hess∆f (grad f, grad f) grad f = 0, (4.45)

avec α 6= β et ∆f 6= 0, ainsi :

−2(1− β)∆f Ric(grad f, grad f) =
1− β
β

∆2f (4.46)

−(1− β)(1− α)

β
Hess∆f (grad f, grad f)

−(1− β)(1− α− β)

β
∆fg(grad f, grad ∆f).

De les équations (4.45) et (4.46) on déduit le Théorème 4.5.1.

Corollaire 4.5.1. Si α 6= β, ‖ grad f‖ = 1, ∆f = F (f), où F est une fonction non
nulle dans I ⊂ R, et Ricci(grad f) = λ grad f , où λ ∈ C∞(M). Alors, l’application

identité Îα,β est bi-harmonique non-harmonique si et seulement si la fonction f soit
vérifié l’équation suivante :

2βλF (f) + (α + β)F (f)F ′(f) + αF ′′(f) = 0.

Du corollaire 4.5.1, on a l’exemple suivant.

Exemple 4.5.1. Soit M = (0,∞)× Rn muni de la métrique Riemannienne

g = dt2 +
dx2

1 + ...+ dx2
n

t
,

et soit f(t, x) = t, pour tout (t, x) ∈M . Alors, grad f = ∂t, ‖ grad f‖ = 1, ∆f = − n
2t

et
Ricci(grad f) = − 3n

4t2
∂t, donc F (s) = − n

2s
, pour tout s ∈ I = (0,∞) et λ(t, x) = − 3n

4t2

pour tout (t, x) ∈M . On utilise le Corollaire 4.5.1, on trouve que, l’application identité

Îα,β est bi-harmonique non-harmonique si et seulement si n 6= 4 et α = 2nβ
n+4

.

4.6 Les courbes bi-harmoniques dans (M, ĝ)

Soient γ : I ⊂ R −→ (M, g), t 7−→ γ(t) une courbe harmonique (géodésique) dans
la variété Riemannienne (M, g), telle que g(γ̇, γ̇) = 1, et f ∈ C∞(M). Dans ce cas,
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on suppose que le gradient de f en γ(t) est parallèle à la vecteur tangent γ̇(t). Ainsi,
(grad f)γ(t) = ρ(t)γ̇(t), avec ρ(t) = (f ◦ γ)′(t), pour tout t ∈ I.

Puisque γ est harmonique, on obtient la formule suivante :

(∇γ̇ grad f)t = ρ′(t)γ̇(t), ∀t ∈ I. (4.47)

Théorème 4.6.1. Soit ĝ = αg + (1 − α)df ⊗ df , où α ∈ (0, 1). Alors, la courbe
γ : I −→ (M, ĝ), t 7−→ γ(t) est bi-harmonique si et seulement si la fonction f est
vérifie l’équation suivante :

f(γ(t)) = ±
∫ √

(at2 + bt+ c)2 − α

1− α
dt,

où a, b, c ∈ R, telle que (at2 + bt+ c)2 > α
1−α , pour tout t ∈ I.

Démonstration. On a :

τ̂(γ) = τ(γ) +
(1− α) Hessf (γ̇, γ̇)

α + (1− α)‖ grad f‖2 ◦ γ
(grad f) ◦ γ. (4.48)

De la condition d’harmonicité de γ, et les équations (4.47) et (4.48), on obtient :

τ̂(γ) = λγ̇, où λ =
(1− α)ρρ′

α + (1− α)ρ2
. (4.49)

La courbe γ : I −→ (M, ĝ) est bi-harmonique si et seulement si :

R̂(τ̂(γ), dγ(
d

dt
))dγ(

d

dt
) + ∇̂γ

d
dt

∇̂γ
d
dt

τ̂(γ) = 0. (4.50)

D’après les propriétés du tenseur de courbure, le premier terme de coté à gauche de
(4.50) est donné par :

R̂(τ̂(γ), dγ(
d

dt
))dγ(

d

dt
) = λR̂(γ̇, γ̇)γ̇ = 0. (4.51)

Pour le deuxième terme de coté à gauche de (4.50), on calcule :

∇̂γ
d
dt

τ̂(γ) = ∇̂γ
d
dt

λγ̇

= λ′γ̇ + λ∇̂γ̇ γ̇

= (λ′ + λ2)γ̇. (4.52)

De la même méthode de (4.52), on trouve que :

∇̂γ
d
dt

∇̂γ
d
dt

τ̂(γ) = ∇̂γ
d
dt

(λ′ + λ2)γ̇
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= (λ′′ + 2λλ′)γ̇ + (λ′ + λ2)∇̂γ̇ γ̇ (4.53)

= (λ′′ + 3λλ′ + λ3)γ̇. (4.54)

Donc, la courbe γ : I −→ (M, ĝ) est bi-harmonique si et seulement si λ′′+3λλ′+λ3 = 0,
ainsi la fonction λ est de la forme (2at + b)/(at2 + bt + c), où a, b, c ∈ R, tel que
at2 + bt+ c 6= 0, pour tout t ∈ I. De l’équation (4.49) avec (at2 + bt+ c)2 > α

1−α , pour
tout t ∈ I, on obtient :

ρ(t) = ±
√

(at2 + bt+ c)2 − α

1− α
, ∀t ∈ I. (4.55)

De l’équation (4.55), avec ρ = (f ◦ γ)′, on déduit le résultat du Théorème 4.6.1.

Remarque 4.6.1. La courbe γ : I −→ (M, ĝ) est bi-harmonique non-harmonique si et
seulement s’il existe a, b, c ∈ R telle que (at2 + bt + c)2 > α

1−α , pour tout t ∈ I, et que
pour tout i = 1, ...,m (m = dimM) et dans toutes les coordonnées locales (xi) dans
M , on a :

m∑
j=1

gij(γ(t))
∂f

∂xj

∣∣∣
γ(t)

= ±
√

(at2 + bt+ c)2 − α

1− α
dγi

dt

∣∣∣
t
, ∀t ∈ I. (4.56)

Nous utilisons le Théorème 4.6.1 et la Remarque précédente pour construire beau-
coup d’exemples des courbes bi-harmoniques non-harmoniques.

Exemple 4.6.1. Soit M = Rn, muni de la métrique Riemannienne :

g = dx2
1 + ...+ dx2

n, f(x) =
2

3

n∑
i=1

(1 + x2
i )

3
2 , ∀x = (x1, ..., xn) ∈M.

Pour α = n
n+1

, la courbe :

γ : I −→ (M, ĝ), t 7−→ (
t√
n
, ...,

t√
n

),

est bi-harmonique non-harmonique.
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