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RESUME 

Dans cet article, une modélisation numérique a été réalisée pour étudier le problème de 

l'élasticité plane dans un milieu fissuré par la méthode des éléments finis étendus 

(XFEM) dans une plaque mince fissurée en aluminium à l'aide du logiciel Abaqus 

6.13.Cette méthode a amélioré  la méthode classique des éléments finis, en particulier 

les problèmes de propagation de fissure. De plus, la méthode des éléments finis 

étendus a été utilisée pour simuler le comportement en traction et en rupture des 

matériaux de l'étude. Sur la base des variations de taille et de forme de la fissure, les 

résultats obtenus seront comparés à ceux obtenus expérimentalement. Cette 

comparaison montre un bon accord. 

Mots-clés: Aluminium, Méthode des éléments finis étendus(XFEM), Plaque fissurée, 

Élasticité plane 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ABSTRACT 

In this article, a numerical modeling was carried out to study the problem of plane 

elasticity in a cracked medium by the extended finite element method (XFEM) in a 

thin cracked aluminum plate using Abaqus 6.13 software. method has improved the 

classical finite element method, in particular the crack propagation problems. In 

addition, the extended finite element method was used to simulate the tensile and 

fracture behavior of the study materials. On the basis of the size and shape variations 

of the crack, the results obtained will be compared with those obtained 

experimentally.  This comparison shows a good agreement. 

Keywords: Aluminum, Extended finite element method, Cracked plate, Plane 

elasticity 

 

 



 ٍِخـص اي

رجة سلّية ٌـذساسة ِشىٍة اٌّشونة اٌّسحىية في وسط ِحصذع بىاسطة ـًِ نُـفي هزا اٌعًّ،ٌمذ جُ ع

     في صفيحة سليمة ِن الأٌـّنيىَ اٌّحصذع باسحخذاَ بشناِج (XFEM) طشيمة اٌعناصش اٌّحذودة اٌّّحذة

Abaqus 6.13  ولذ حسنث هزه اٌطشيمة طشيمة اٌعناصش اٌّحذودة اٌىلاسيىية ، وخاصة ِشاوً انحشاس  

  اٌّّحذة ٌّحاواة سٍىن اٌشذ  (FEM)بالإضافة إٌى رٌه ، جُ اسحخذاَ طشيمة اٌعناصش اٌّحذودة.اٌحصذع

عٍى أساس الاخحلافات في حجُ وشىً اٌشـك ، سححُ ِماسنة اٌنحائج اٌحي جُ . واٌىسش ٌّىاد اٌذساسة

 ..جشيش هزه اٌّماسنة إٌى اجفاق جيذ . جُ اٌحصىي عٍيها ججشيييااً  ِع اٌحياٌحصىي عٍيها سلّيا 

 ، الأٌـىاح اٌّحشممة ،  (XFEM)الأٌـىِنيىَ ، طشيمة اٌعناصش اٌّحذودة اٌّّحذة: اٌىٍّات اٌّفحاحية 

 يةاٌّشونة اٌّسحى
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INTRODUCTION GENERAL 

 La plus grande inquiétude de nos jours aujourd’hui est de prévoir le comportement de 

croissance des fissures qui devient un problème majeur pour assurer la fiabilité des 

structures sous différents types de chargement dans de nombreux cas tels que les 

structures aérospatiales, l’automobile et bien d’autres applications industrielles. Par 

conséquent, l'un des paramètres les plus importants pour estimer la durée de vie de 

cette structure fissurée est le facteur d'intensité de contrainte (SIF).  

Dans ce contexte, les industries automobile et aérospatiale demandent de plus en plus 

d'alliages d'aluminium pour répondre aux exigences strictes visant à réduire la 

consommation de carburant [1].  

Ces alliages sont fréquemment utilisés dans les applications marines en raison de leur 

bon équilibre entre légèreté et bonnes propriétés mécaniques et améliorent la 

résistance à la corrosion [2]. 

L’objectif général de ce travail de thèse est de contribuer aux méthodes expérimentales 

et d’analyse les caractérisations des matériaux, Particulièrement  analyse du problème 

d'élasticité plane dans un milieu fissures par la méthode des éléments finis étendus 

(XFEM) ,avec des objectifs spécifiques par exemple:  

• Etudier en profondeur la capacité de cette démarche expérimentale pour donner des 

mesures précises de la ténacité des éprouvettes.  

• Mesurer la ténacité ou la charge à la rupture de matériaux , sain et endommagé 

(pré_fissuré).  

• Valider l’utilisation du Facteur d’Intensité de Contraintes en tant que paramètre de 

ténacité à la rupture pour les éprouvettes entaillées.  

La thèse est organisée en trois chapitres dont le contenu général est décrit ci-dessous. 

Une introduction générale présentant les objectifs du travail et l'organisation du 

manuscrit.  

Le premier chapitre donne une vision générale de la mécanique de la rupture à travers 

les définitions et les concepts de base permettant de mettre en œuvre des analyses de 
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risque des défauts et leur propagation sous l'effet d'un chargement, pour des structures 

et assemblages. en particulier dans le domaine aéronautique, qui ont poussé les 

ingénieurs à intégrer de plus en plus la mécanique de la rupture dans les cycles de 

conception. 

Le deuxième chapitre constitue une présentation des principes et potentialités de la 

méthode des éléments finis étendus comme une nouvelle approche de modélisation de 

plaques pré_fissure et il traite d'une adaptation de XFEM  au calcul de plaques minces, 

qui présentent une fissure traversante. Rappelons que XFEM est un moyen d'introduire 

la discontinuité à travers la fissure et le déplacement asymptotique dans l'espace des 

éléments finis. Il a été initialement développé pour les problèmes d'élasticité plane et 

fait maintenant l'objet d'une large littérature. 

Dans le chapitre trois différents cas de test ont été adoptés pour les analyses 

expérimentales et numériques  pour souligner le comportement du matériaux étudier, 

des comparaisons avec un modèle standard d'endommagement ductile ont été 

effectuées pour mettre en évidence les avantages de la méthode X-FEM .elle est 

apparu comme une technique numérique capable de fournir des fonctions d’édition 

locales à l’interface des matériaux, évitant ainsi de devoir mailler l’ensemble de la 

structure tout en découvrant des solutions pour les fonctions discontinues [3]. Ce 

faisant, XFEM émergera pour résoudre les défauts du FEM en apportant des solutions 

précises à des problèmes d'ingénierie complexes qu'il serait impossible de résoudre 

autrement [4].  

Cette méthode est développée par Belytschko et Black [5], qui est habile à intégrer 

l'enrichissement local dans l'espace d'approximation dans le cadre d'éléments finis. 

L'espace enrichi résultant est alors capable de saisir les solutions non lisses avec un 

taux de convergence optimal. Cela devient possible grâce à la notion de division de 

l'unité identifiée par Melenk et Babuska [6]. 

La simulation de la propagation des fissures en 3D est une tâche difficile. L'application 

de la méthode standard par éléments finis (FEM) à la rupture est difficile car elle 

requiert un maillage qui épouse la surface de la fissure et présente un raffinage au 
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niveau du front de la fissure. Par conséquent, lors de la propagation, un ré-maillage 

fréquent est nécessaire, qui peut, en particulier en trois dimensions, être à peine 

automatisé.  

Une comparaison finale avec les données expérimentales d'un échantillon  en traction a 

démontré la précision de la solution, en termes de courbes charge-déplacement, 

obtenues avec la formulation X-FEM.  

Dans ce travail, une modélisation numérique a été réalisée pour étudier le problème de 

l'élasticité plane dans un milieu fissuré par la méthode des éléments finis étendus 

(XFEM) dans une plaque mince fissurée en aluminium à l'aide du logiciel Abaqus 

6.13.Cette méthode a amélioré  la méthode classique des éléments finis, en particulier 

les problèmes de propagation de fissure. 

 De plus, la méthode des éléments finis étendus a été utilisée pour simuler le 

comportement en traction et en rupture des matériaux de l'étude. Sur la base des 

variations de taille et de forme de la fissure, les résultats obtenus seront comparés à 

ceux obtenus expérimentalement. Cette comparaison montre un bon accord 

 

 

 

 



 

I                                                                                                                                               Généralités sur la mécanique de la rupture 

 

4 

 

Généralités sur la mécanique de la rupture  

I. Introduction: 

Dans ce chapitre, on présente quelques aspects bibliographiques liés à la fissuration des 

matériaux.. On commence d’abord par introduire la mécanique linéaire de la rupture. Les 

fondements théoriques de cette approche sont bien établis, et elle se montre efficace dans 

des situations simples où les matériaux sont élastiques linéaires et isotropes. On insistera ici 

sur l’établissement des facteurs d’intensité de contraintes et sur la mise en place de 

l’approche énergétique qui introduit la notion de taux de restitution d’énergie. 

La mécanique linéaire de la rupture est décrite dans le cadre de l’élasticité linéaire. Elle est 

ainsi particulièrement adaptée pour étudier la rupture des matériaux fragiles. Pour étudier 

des matériaux ductiles, on a recours à la mécanique non-linéaire de la rupture. On établira la 

notion clé d’intégrale  et on rappellera qu’un sens physique peut lui être attribué dans la 

mesure où l’on peut montrer qu’elle est équivalente au taux de restitution d’énergie dans le 

cas de la mécanique linéaire de la rupture. 

On présentera aussi la notion de zone plastique confinée en pointe de fissure et certaines 

extensions de l’intégrale , Certains points ne sont pas abordés dans la mécanique classique 

de la rupture, qu’elle soit linéaire ou non. Par exemple, les problèmes de l’amorçage et de la 

propagation instable des fissures ne peuvent pas être traités avec cette approche. Pour traiter 

dans un même formalisme le problème de l’amorçage et de la propagation, il est possible 

d’utiliser, des modèles de zone cohésive [07] 

I.1. Aperçu historique sur la mécanique de la rupture  

Eviter la rupture n’est pas en soi une idée nouvelle. Les concepteurs des structures de 

l’Egypte des pharaons (pyramides) ou ceux de l’empire romain nous ont laissé des édifices 

que l’on peut encore contempler ce qui prouve bien qu’ils avaient le souci d’éviter la ruine 

des structures. Les matériaux utilisés avant la révolution industrielle étaient cependant 

limités pour l’essentiel au bois de construction, à la pierre ou à la brique . 
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Ils sont relativement fragiles lorsqu’on les utilise en traction ; les structures anciennes qui 

ont résisté au temps, étaient chargées en compression (pyramides, ponts romains…) et de 

façon générale toutes les structures de l’époque qui précède la révolution industrielle étaient 

conçues pour des chargements en compression. Il a fallu attendre la révolution industrielle 

au début du 19
éme

 siècle, avec l’utilisation de l’acier dont les propriétés mécaniques 

permettaient de concevoir des structures pouvant résister à des charges de traction. La 

comparaison des anciens ponts romains avec les ponts modernes de structure métallique 

montre bien que les premiers étaient chargés en compression alors que les seconds le sont 

plutôt en traction[08]. L’utilisation de nouveaux matériaux ductiles (acier et autres alliages 

métalliques) pour des chargements en traction conduisit cependant à quelques problèmes ; 

des ruptures se produisaient parfois pour des niveaux de charges bien inférieurs à la limite 

d’élasticité ; on a dans un premier temps essayé d’éviter ces risques de ruptures en sur 

dimensionnant les structures, mais la nécessité d’alléger de plus en plus les structures et de 

réduire les coûts conduisit au développement des recherches sur la mécanique de la rupture. 

Les premiers essais de rupture a montré que la résistance à la traction de fils de fer variait 

inversement avec leur longueur. Ces résultats suggéraient que les défauts contenus dans le 

matériau contrôlaient sa résistance ; plus le volume est important (fil de fer long) plus la 

probabilité de présence de fissure par exemple est importante. Cette interprétation 

qualitative fût précisée plus tard en 1920 par Griffith [09]qui établit une relation directe 

entre la taille du défaut et la contrainte de rupture. S’appuyant sur les travaux d’Inglis, 

Griffith appliqua l’analyse des contraintes autour d’un trou elliptique à la propagation 

instable d’une fissure ; il formule ainsi à partir du premier principe de la thermodynamique, 

une théorie de la rupture. Selon cette théorie, un défaut devient instable et conduit à la 

rupture lorsque la variation d’énergie liée à une propagation du défaut atteint l’énergie 

spécifique du matériau. Cette théorie prédit correctement la relation entre la contrainte de 

rupture et la taille du défaut dans les matériaux fragiles. Dans les matériaux ductiles et 

notamment les alliages métalliques, l’avancée d’un défaut s’accompagne d’une importante 

dissipation d’énergie due à la plastification qui se développe à l’extrémité d’une fissure et la 

théorie de Griffith qui ne considère que l’énergie de création de surface ne peut en rendre 
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compte. Il a fallu attendre les travaux d’Irwin en 1948 [10]qui proposa une modification de 

la théorie de Griffith en incluant justement dans le bilan énergétique, l’énergie due à la 

plastification, pour que l’approche de Griffith soit applicable aux matériaux ductiles.  

La mécanique de la rupture passa du stade de curiosité scientifique à celui d’une discipline 

scientifique largement utilisée dans l’ingénierie de la construction, après ce qui arriva aux 

bateaux de la liberté lors de la deuxième guerre mondiale. Le principe de conception de ces 

bateaux avec une coque entièrement soudée constituait un grand succès jusqu’au jour où un 

de ces navires se fissura en deux parties entre la Sibérie et l’Alaska dans une mer très froide. 

Une dizaine d’autres navires sur les 2700 en service, subira ensuite le même sort. Les 

analyses des causes de rupture montraient que celles-ci étaient dues à la combinaison de 

trois paramètres : 

1. les joints de soudures contenaient des fissures. 

2. la plupart de ces fissures qui conduisaient à la rupture, se développaient à partir de 

zones de forte concentration de contrainte. 

3. l’acier de construction utilisé pour ces bateaux, qui convenait pour les assemblages 

par rivetage où il n’y avait pas de risque qu’une fissure traverse toute la coque, avait 

une faible ténacité. 

Dès l’instant où la cause des ruptures était clairement identifiée, des plaques en acier de 

meilleure ténacité furent rivetées près des zones de forte concentration des contraintes pour 

arrêter la propagation des fissures. On développa ensuite des aciers de forte ténacité et on 

améliora le procédé de soudage ; c’est dans ces années après guerre qu’un groupe de 

chercheurs dirigé par Irwin étudia en détail le problème de la rupture au laboratoire national 

de recherche de la marine américaine. 

Irwin considéra que les outils fondamentaux pour étudier la rupture existaient et proposa en 

1948, une extension de l’approche de Griffith aux matériaux ductiles en y incluant le terme 

de dissipation d’énergie due à l’écoulement plastique près des extrémités d’une fissure. Il 
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développa ensuite en 1956 le concept de taux de restitution d’énergie à partir toujours de la 

théorie de Griffith mais sous une forme facilement exploitable par les concepteurs de 

structures. En 1957, s’appuyant sur les travaux de Westergaard [11] qui analysa les champs 

de déplacements et de contraintes élastiques près de l’extrémité d’une fissure sous 

chargement donné, Irwin montra que les déplacements et les contraintes au voisinage de 

l’extrémité d’une fissure peuvent être décrits à l’aide d’un paramètre unique qui était relié 

au taux de restitution d’énergie ; ce paramètre issu de la mécanique linéaire de la rupture, est 

le facteur d’intensité des contraintes (FIC). 

Les nouveaux concepts de la mécanique de la rupture furent ensuite utilisés pour montrer 

que la plupart des ruptures dans les fuselages d’avions étaient dues à des fissures de fatigue 

qui atteignaient une taille critique. Ces fissures prenaient naissance près des hublots dans les 

coins qui constituent des zones de forte concentration des contraintes. Les ruptures qui se 

produisaient dans les essieux d’engins roulants ou encore dans les rotors des turbines à 

vapeur furent aussi expliquées grâce à l’application de ces nouveaux concepts. Le concept 

de FIC fut également utilisé par Paris pour décrire la propagation des fissures de fatigue et 

progressivement les courbes de propagation des fissures de fatigue proposées par ces 

auteurs remplacèrent les courbes d’endurance pour une meilleure prédiction des durées de 

vie des structures. 

La période entre 1960 et 1980 vit une intensification des recherches sur la rupture avec deux 

écoles qui s’affrontaient. D’une part les tenants de l’approche utilisant la mécanique linéaire 

de la rupture et ceux qui s’intéressaient essentiellement à la plastification qui se développe à 

l’extrémité d’une fissure. La mécanique linéaire de la rupture cesse d’être valable 

lorsqu’une plastification importante précède la rupture. Pour tenir compte de l’effet de cette 

plastification sur les champs de contraintes et de déplacements à l’extrémité d’une fissure, 

plusieurs auteurs (Irwin, Dugdale et Barenblatt …) proposèrent ce qu’on appelle une 

correction de zone plastique ; la taille de la fissure est alors augmentée de cette zone 

plastique pour retrouver les champs de contraintes élastiques décrits par le FIC. 
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Wells proposa en 1961 [12]le déplacement à fond de fissure - ou CTOD « Crack Tip 

Opening Displacement » - comme paramètre alternatif à la mécanique linéaire de la rupture 

ou plus précisément au concept de FIC, lorsque la plastification devient importante comme 

c’est le cas dans les matériaux très ductiles. Plus tard, Hutchinson, Rice et Rosengren 

(HRR) [13]développèrent un nouveau paramètre appelé intégrale J pour mieux décrire la 

répartition des contraintes dans les zones plastifiées (champ HRR). Begley et Landes [14] 

caractérisèrent la ténacité à l’aide du paramètre J et développèrent une procédure standard 

pour l’utilisation de cette intégrale dans des cas pratiques. 

Les récents développements de la mécanique de la rupture montrent que si les recherches se 

sont cristallisées sur l’effet de la plastification dans la période entre 1960 et 1980, on 

s’intéresse actuellement plus aux comportements viscoplastique et/ou viscoélastique. Les 

premiers se rencontrent à température élevée lorsque les phénomènes de fluage deviennent 

importants alors que les seconds caractérisent les matériaux polymères de plus en plus 

utilisés dans l’industrie. L’apparition des nouveaux matériaux composites nécessita 

également l’utilisation des concepts de la mécanique linéaire de la rupture pour décrire leur 

comportement. Plus récemment encore, de nouvelles approches tentent de relier le 

comportement local à l’échelle microscopique au comportement global lors de la rupture 

d’un matériau. Ces approches micro-macro deviennent parfois nécessaires lorsqu’on atteint 

les limites d’utilisation des autres approches plus classiques. 

L'objet de mécanique de la rupture est l'étude des évolutions de cette surface (propagation 

de la fissure) en fonction des chargements appliqués et des caractéristiques du matériau 

constituant. 

II. Mécanique linéaire de la rupture  

La mécanique linéaire de la rupture s’est beaucoup développée depuis les années 1960. 

Cette approche permet d’écrire différents critères de propagation des fissures. Elle constitue 

un outil efficace pour analyser ou simuler les mécanismes de la rupture fragile. On précise 

ici le cadre de la mécanique linéaire de la rupture. Les principales hypothèses classiquement 

retenues sont les suivantes : 
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1) petites perturbations, 

2) matériaux élastiques et linéaires, 

3) évolutions quasi_statiques et isothermes 

4)  fissuration rectiligne dans un corps bidimensionnel.  

Dans le cadre de ces hypothèses, on peut étudier la fissuration par une analyse des 

contraintes en pointe de fissure ou par une analyse énergétique [07]. 

II.1.1.Mode de rupture  

On présente d’abord l’approche locale en contrainte, qui se base sur l’écriture du champ de 

contrainte au voisinage de la fissure. Selon le type de chargement, on peut classifier le 

chargement de la fissure en trois modes (figure I.1) :  

1. Mode I : la fissure se propage sous une contrainte de traction normale au plan de la 

fissure. 

2. Mode II : la fissure se propage sous une contrainte de cisaillement plan.  

3. Mode III : la fissure se propage sous une contrainte de cisaillement anti-plan. 

 

                              Figure I.1:Representation shematique des trois mode de rupture 
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En se plaçant sous les hypothèses de la mécanique linéaire de la rupture, Williams 

(Williams, 1957) a montré que quels que soient le chargement et la géométrie du corps, 

dans la zone de singularité, l’expression des contraintes selon les modes de propagation de 

la fissure s’écrit sous la forme suivante : 

𝜎𝑖𝑗 =
𝐾𝛼

𝑟
1
2

𝑓𝑖𝑗
𝛼 𝜃 𝑗𝛼 𝑟, 𝜃                                                                                            (𝐼. 1) 

avec σij est le chargement , α=I,II,III correspondent au mode I,II,III ,les variables (r,θ) sont 

les sont les coordonnées polaires d’un point du solide repéré par rapport à la pointe de la 

fissure (Figure I.2). Les fonctions jα (r,θ) sont des fonctions bornées lorsque r tend vers 0 et 

f 
α

ij (θ) sont des fonctions de l’angle θ 

 

Figure 1.2:Coordonnées polaires 

les termes KI,KII et KII sont appelés facteurs d’intensité de contrainte en mode I, II et III. 

Leurs unités sont des MPa.m1/2. Ils dépendent bien évidemment de la géométrie au sens 

large (de l’échantillon et de la fissure) et du chargement appliqué et leur forme générale peut 

être exprimée par : 

        𝒇 𝒍, 𝝃             𝑲 = 𝝇 𝝅𝒍                                                                            (𝑰. 𝟐) 

f représente une fonction qui dépend de la longueur de la fissure l et de la « géométrie » de 

l’éprouvette ξ. 
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Les facteurs d’intensité de contrainte sont des paramètres clés de la mécanique linéaire de la 

rupture. Le champ de contraintes en pointe de fissure s’exprime directement en fonction de 

ces facteurs (voir équation (1-1)). Irwin (Irwin, 1957) propose en 1957 un critère de 

propagation de fissure en mode I en supposant l’existence d’une valeur critique appelée 

ténacité du matériau KIC, au-delà de laquelle, la fissure se propage. On peut généraliser ce 

critère pour tous les modes de propagation : 

          
kα < kαc

.
 i = 0,

kα = kα   
.
 i > 0,

      α = 𝐼, 𝐼𝐼, 𝐼𝐼𝐼                                                        (𝐼. 3) 

On remarque que les ténacités KαC sont différentes des facteurs d’intensité de contrainte Kα  

Ce sont des grandeurs intrinsèques au matériau. Elles sont indépendantes de la géométrie de 

l’éprouvette. Plusieurs méthodes, issues des travaux de Williams , Muskhelishvili [15] 

permettent d’estimer ces paramètres. 

La limitation principale de cette approche est la singularité de contrainte en fond de fissure. 

En effet, dans l’équation (1-1), la contrainte tend vers l’infini lorsque r tend vers 0. il ne 

peut en être ainsi dans la réalité, et d’autres mécanismes apparaissent au voisinage de la 

fissure (plastification, propagation de la fissure). 

II.1.2. Bilan énergétique de Griffith  

L’approche proposée par Griffith [16],permet de définir un critère énergétique qui 

caractérise la propagation ou la non-propagation de fissures. Il se place lui aussi dans le 

cadre des hypothèses de la mécanique linéaire de la rupture (élasticité linéaire isotrope, 

HPP, quasi_staticité).  

On considère un corps élastique contenant une fissure comme un système 

thermodynamiquement réversible. En supposant l’existence d’une densité linéique d’énergie 

γ qui est créée par l’avancement de la fissure, on peut exprimer l’énergie totale du système 

Etot (l) par cette densité d’énergie et l’énergie potentielle mécanique P(l) en fonction de la 

longueur de la fissure l . 
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   Etot(l)=p(l)+2γl                                                                                           (I.4) 

ou P(l) représente l’énergie potentielle du système, et  l représente la longueur de la fissure. 

La quantité 2γl est l’énergie relative à la création des deux lèvres de la fissure. 

La fissure avance d’une quantité ∆l si les énergies totales du système avant et après la 

propagation de la fissure vérifient l’inégalité Etot(l+∆l) ˂ Etot(l). on a donc 

                               p(l+Δl)+ 2γ(l+Δl) ≤ p(l)+2γl                                                             (I.5) 

En définissant le taux de restitution d’énergie 
l

p
G




   , on obtient un critère énergétique 

de propagation de la fissure à partir de l’équation (1-5) : 

 
𝑮 < 2𝜸

.
 𝑰 = 𝟎

𝑮 ≥ 𝟐𝜸
.
 𝑰 > 0

                                                                                                (𝑰. 𝟔) 

.Ce critère est établi d’un point de vue énergétique. Il ne fait pas intervenir l’expression des 

contraintes, ni la singularité de la contrainte en pointe de fissure. Par contre, cette approche 

globale n’est valable que dans le cadre de la mécanique linéaire de la rupture. La 

propagation de la fissure est étudiée comme un processus thermodynamique réversible. 

Comme pour l’approche en contrainte, l’effet de phénomènes irréversibles n’est pas pris en 

compte. Pour résoudre ce problème, la mécanique non-linéaire de la rupture est développée.  

 

II.1.3. Formule d’Irwin  

Deux critères de propagation de la fissure sont disponibles : l’un d’un point de vue local 

(approche en contrainte) et l’autre d’un point de vue global (approche énergétique).  

Dans le cadre des hypothèses proposées, il existe un lien entre ces deux approches. La 

formule d’Irwin, proposée en 1960 [07], décrit la relation entre les facteurs d’intensité des 
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contraintes en pointe de fissure et le taux de restitution d’énergie associé à une propagation 

de la fissure dans la direction de la pointe de fissure :   

𝑮 =

 
 

 
𝟏 − 𝝂𝟐

𝑬
 𝑲𝑰

𝟐 + 𝑲𝑰𝑰
𝟐  +

𝟏 − 𝝂

𝑬
𝑲𝑰𝑰𝑰  

𝟐      𝒄𝒂𝒔 𝒅𝒆  𝒅𝒆𝒇𝒐𝒓𝒎𝒂𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒆

𝟏

𝑬
 𝑲𝑰

𝟐 + 𝑲𝑰𝑰
𝟐  +

𝟏 − 𝝂

𝑬
𝑲𝑰𝑰𝑰            

𝟐         𝒄𝒂𝒔 𝒅𝒆 𝒄𝒐𝒏𝒕𝒓𝒂𝒊𝒏𝒕𝒆 𝒑𝒍𝒂𝒏𝒆    

          (𝑰. 𝟕)  

ou  est le coefficient de poisson et E représente le module de Young  

Contrairement à un trou macroscopique dans une plaque semi-infinie, le rayon de la pointe 

d'une fissure est infiniment petit. Cette particularité géométrique du défaut rend inadéquate 

l'utilisation du facteur de concentration de contrainte F pour l'analyse des contraintes près du 

fond de la fissure. En effet, il existe une singularité de contrainte, k → ∞, à la pointe d'une 

fissure. La courbe pointillée de la Figure I.3 présente la distribution de la composante de 

contrainte σyy près du fond de fissure. r et θ = sont les coordonnées cylindriques relatives à 

la pointe de la fissure [17]. 

 

  

 

Les mécaniciens du 20
eme

 siècle ont dû attendre la venue des travaux de Griffith [18]pour 

analyser les problèmes de plaques fissurées. Il fut le premier à considérer la notion 

d'équilibre énergétique entre les surfaces produites par la propagation d'un défaut et le 

changement d'énergie potentielle du corps fissuré. Par la suite, les travaux d'Irwin [19] ont 

été marquants dans le domaine de la mécanique de la rupture, lorsque celui-ci, à l'aide des 

Figure 1.3: Singularité en fond de fissure  
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travaux de Westergaard en 1939, a quantifié le champ de contrainte à proximité du fond de 

fissure. Cette quantité, le facteur d'intensité de contrainte K, attribue une valeur à la 

restrictions du défaut en fond de fissure. Il devient donc possible de comparer cette sévérité 

à la ténacité du matériau KIC, une quantité intrinsèque au matériau.  

L'équation (1-1) provient d'un développement en série proposé par Williams (Williams, 

1957) [20] et présente la définition du tenseur des contraintes en fond de fissure: 

𝝇𝒊𝒋 =
𝒌

 𝟐𝝅𝒓
𝒇 𝜽𝒊𝒋 + 𝑻𝜹𝟏𝒋𝜹𝟏𝒋 + 𝒐 𝒓

𝟏
𝟐 + ⋯                                           (𝑰. 𝟖) 

.Où σij représente les composantes de la matrice des contraintes ,K le facteur d'intensité de  

contrainte, T la contrainte uniforme ou communément appelée T-Stress, δij le delta de 

Kronecker et  O l'un des termes d'ordres supérieurs [ 17]. 

III. La fissuration  

La fissuration est le résultat de l'endommagement local des plans cristallographiques 

provoqué, généralement, par une sollicitation mécanique répétée. Malgré le fait que la 

contrainte maximale ne dépasse pas la contrainte d'écoulement du matériau, σys il se crée 

au niveau microscopique des déformations plastiques permanentes.  

Ces dernières se traduisent par une scission des plans cristallographiques menant à une 

décohésion du grain. Suite à cette décohésion, des vallées sont produites d'où peuvent 

s'amorcer les fissures (Forsyth, P.J.E., 1957; Wood, 1958). 

Lorsqu'une fissure est amorcée, deux options sont envisageables. Soit elle progresse ou elle 

cesse d'avancer.  

Si les conditions de chargements nécessaires à l'amorçage sont maintenues, certaines 

fissures vont se propager à un rythme croissant jusqu'à ce que la longueur du défaut atteigne 

la valeur critique, % , menant à la rupture de la pièce. Dans le cas d'un chargement de type 

déplacement imposé, il est possible que la fissure arrête sa progression puisque 
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l'augmentation de l'énergie potentielle du corps ne suffit plus à surpasser l'énergie de 

rupture, Rrup [17] 

III.1. Étude d’un milieu élastique fissuré  

Dans un milieu élastique fissuré, la région proche de la pointe de fissure peut être 

décomposée en trois zones  (Figure 1.4) : 

 Zone 1 : La zone d’élaboration : au voisinage direct de la pointe de fissure, l’étude de 

cette zone (considérée comme ponctuelle d’un point de vue mécanique) est très 

complexe dans la mesure où les contraintes tendent vers l’infini (d’un point de vue 

théorique) à la pointe de fissure ; 

 Zone 2 : La zone singulière : dans cette zone, le champ de contrainte présente une 

singularité en   r 
-1/2

 ; 

 Zone 3 : La zone des champs lointains : extérieure aux deux précédentes, elle 

raccorde la zone singulière aux conditions aux limites de chargement et déplacement. 

[21] 

 

Figure 1.4 : Les zones de champs mécaniques 

C’est la singularité d’ordre –1/2 dans la zone singulière qui caractérise la solution obtenue 

en élasticité pure. Cette solution n’est malheureusement pas physiquement réaliste. En fait, 

les contraintes en pointe de fissure sont « écrêtées » par la plasticité (Figure 1.5) . 

De plus, la signification énergétique de la rupture proposée par Griffith devient plus 

ambiguë, dans la mesure où elle consiste à représenter la propagation de fissure comme un 

déchargement. Or, en plasticité, Une partie de l’énergie est dissipée (phénomène 
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irréversible) et on ne peut donc pas toujours évaluer la fraction d’énergie « disponible » 

pour la propagation. 

 

Figure I.5 : Plasticité en pointe de fissure 

III.1.1. Forme et taille de la zone plastifiée  

Plusieurs auteurs ont tenté d’évaluer la forme et la taille de la zone plastifiée en bout de 

fissure en se basant sur les critères classiques de l’élasticité ou par un calcul par éléments 

finis [22]. 

Les équations  de Westergaard obtenues dans le cadre de l’élasticité, et définissant l’état de 

contraintes au voisinage immédiat du prolongement de la fissure dans le mode I de 

sollicitation, font apparaître une singularité de contrainte. Lorsque « r » tend vers zéro, cette 

singularité se traduit pour les métaux ductiles par l’existence d’une zone plastifiée en fond 

de fissure. On peut donc donner une estimation simple de la taille de cette zone plastifiée. 

En contrainte plane, z  est nul et puisque y
 n’intervient pas, la seule composante active est 

 x
 .  

Pour  = 0 on a : 

                            
r

K
x




2
                                                                         (1.9 )    
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Au cours de la traction, x  atteindra localement la limite d’élasticité ce qui provoque une 

plastification au fond de la fissure dans une zone telle que : 

                            
r

K I
yx




2
                                                                   (1.10)             

 Soit             
2

2

2

2

Re22 

II K
rou

K
r 



                                           (1.11)            

 

Lorsque la fissure se propage, cette zone plastifiée génère un sillage plastique en arrière du 

fond de la fissure. On obtient une enclave plastique au sein d’un milieu élastique  

 

 

Figure  1.6: Enclave plastique entourant la fissure 

III.1.1.1. Analyse d’Irwin [22] 

Le modèle où l’analyse d’Irwin s’applique aux conditions de contrainte plane, pour définir 

le rayon (r) d’une zone plastifiée à fond de fissure et dans le mode I , Irwin suppose que le 

profil des contraintes élastiques , hors de cette zone plastifiée est le même que l’on 

détermine dans l’analyse purement élastique .et si la taille de cette zone demeure assez 

petite elle n’a pour effet que de décaler la distribution singulière des contraintes d’une 

quantité ( yr ) appelée  correction d’Irwin. 

Pour déterminer la zone plastifiée, Irwin [23] considère l’existence d’une fissure fictive de 

profondeur  ( yra  ) , ( a est la longueur de la fissure ) , et considère aussi que la forme de la 
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zone plastifiée de dimension R est circulaire,  lorsque la contrainte normale est égale à la 

limite d’élasticité eR . figure 1.7.  

 

 

 Figure  I.7 : Forme de la zone déformée plastiquement (Modèle d’Irwin) [23] 

On montre facilement que l’équilibre des contraintes au fond de la fissure conduit à : 

                        yrR 2                                                                    (1.12) 

ry: est déterminé à partir de l’équilibre des efforts à travers le plan de la fissure. 

Cette contrainte excède la limite d’écoulement plastique f  , Soit eR  en contrainte plane, 

eR3  en déformation plane, eR  étant la contrainte d’écoulement à une distance ( yr ) de la 

pointe de fissure donné par : 

                

2

2

1














f

I
y

K
r


                                                                                           (1.13 )   
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Ainsi               

2

2

1










e

I
y

R

K
r


                 (en contrainte plane)                                   (1.14)       

                        

2

6

1










e

I

y
R

K
r


            (en déformation plane)                                (1.15)         

Ces deux dernières relations montrent que la zone plastifiée est plus petite en déformations 

planes qu’en contraintes planes. 

Le modèle d’Irwin [23] est bien que très approximatif en ce qui concerne la taille et la forme 

circulaire de la zone plastifiée, et reste un moyen pratique pour la détermination du facteur 

d’intensité de contrainte. Il montre que la zone plastique dépend du coefficient de 

consolidation plastique et du mode de sollicitation. 

Mc Clintock et Irwin , proposent deux autres critères pour la taille de la zone plastifiée dans 

le cas où l’état de déformations planes n’est pas atteint. 

                    

2

12
6

1

3

1










eR

K
rr


                                                                                

(1.16)             

                       

2

1
3

1

3

2
3 










eR

K
rr


                                                                             (1.17)    

.         r1: est donné par la relation (I-15). 

III.1.1.2. Analyse de Rice :  

actuellement, le modèle de Rice [24] est le plus crédible et le plus proche de la réalité. 

Selon Rice , si la conservation de la charge totale consiste à augmenter la taille de la zone 

plastifiée, cette dernière est déterminée par la relation suivante:  

                                     12 rr                                                                               (1.18)         
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r1: est donné par la relation (I-11). 

                   

2

2

1










eR

K
r


                                                                                 (1.19) 

Pour la détermination de la taille de la zone plastifiée formée lors de la montée en charge ou 

traction (zone plastifiée monotone Z.P.M), Rice propose la relation suivante [25] : 

         











e

p
R

K
r                                                                                                           (1.20)    

   : Coefficient  adimensionnel. 

eR   : Limite d’élasticité du matériau en [MPa m  ]  

Pour la taille de la zone plastifiée formée lors de la décharge, ou la fermeture (zone 

plastifiée cyclique Z.P.C) déterminée par une méthode de superposition figure (1.8),  Rice 

[24] propose la relation donnée par : 

                               

2

2 








 


e

c
R

k
r                                                                                       (1.21)            

K  : Amplitude du facteur d’intensité de contrainte en [MPa m ]. 

Donc soit une zone plastifiée cyclique 4 fois plus petite que la zone plastifiée formée lors de 

la montée, lorsque  KK max  (pour R=0). 
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Figure 1.8 : Zones plastifiées monotone et cyclique (Selon Rice) [23]. 

 

En examinant les conditions de plastification en mode I et en déformations planes pour des 

angles différents de Zéro , l’analyse de Rice [23] concernant l’étendue de la zone plastifiées 

a permis de montrer que la plastification se développe principalement de part et d’autre et en 

avant de la fissure, mais dans une certaine mesure aussi en arrière de la fissure, donc une 

forme de deux ailes Figure I.9 ; cette analyse est basée sur un calcul aux éléments finis. 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.9 : Forme de la zone plastifiée en bout de fissure (Modèle de Rice) 
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Les deux ailes de la zone plastifiée peuvent être déterminées par les coordonnées ( xr ) et ( yr ) 

xr : étant la dimension dans la direction de fissuration en [mm] :  

                

2

0036,0 











e

I
x

R

K
r                                                                                                 (1.22)     

yr : étant la dimension dans la direction perpendiculaire en [mm] :  

               

2

15,0 











e

I
y

R

K
r                                                                                                      (1.23)      

Rice  , montre que ces dimensions sont très proches de celles mesurées expérimentalement 

et que la zone plastifiée est légèrement affectée par le taux d’écrouissage . 

Rice et Levy  [13], montrent par calcul pour éléments finis que la zone plastifiée est inclinée 

en avant de la fissure.  

 

 

 

 

 

 

                         

Taille maximale atteinte pour   = 70 °. 

Taille minimale atteinte pour   = 0 °. 

 

 

Figure I.10 : Forme de la zone plastifiée (calcul par éléments finis) 
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Tracy estime la taille de la zone plastique à : 

                    

2













e

I

y
R

k
r                                                                                                         (1.24)     

Avec              0,04  pour    = 0 ° 

                     0,14  pour    = 90 ° 

Cette estimation est basée sur l’influence du coefficient de consolidation du matériau sur la 

plastification en tête de fissure. 

III.1.1.3. Analyse de Dugdale  

Pour l’estimation de la taille de la zone plastifiée Dugdale [26], propose un modèle calculé 

en contrainte plane. Pour cela il considère dans une plaque plane infinie une fissure soumise 

à une contrainte uniforme à l’infini  , configuration d’Inglis [27]. Selon cet auteur la 

plastification se fait le long d’une tranche étroite et à une longueur R de part et d’autre de la 

fissure. 

 

11-a. Figure I.11 : Distribution des champs de contraintes agissant sur une fissure  (Selon 

Dugdale) 
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Les forces intérieures d’intensité  ey R  agissent tout au long de la longueur R, cette fissure 

est soumise au champ de contrainte   à l’infini et au champ y  sur la longueur R. Cette 

configuration provoque l’introduction de deux facteurs d’intensité de contraintes qui 

s’ajoutent : 

                     akI                                                                                               (1.25)            

                     Rk YII                                                                                          (1.26)            

Avec        



22


 

Dans le cas où R << a (plastification confinée), le problème revient à calculer R de façon à 

supprimer la singularité élastique à ( R1  ), tout en superposant les deux solutions 

élastiques.
 

À partir des deux relations (1.25) et (1.26) on détermine la longueur R de la tranche étroite 

plastifiée.   

                   

2

8










eR

K
R


                                                                                          (1.27)   

Il est à noter que le facteur  8  est très proche du facteur  1  donné par la relation (1.19) 

de Rice [24]. 

III.1.1.4. Analyse basée sur les lois d’écoulements  

Si on analyse une zone plastique le long de l’épaisseur d’une éprouvette, on remarque que 

cette zone se trouve insérée dans une matrice élastique qui restreint les possibilités 

d’écoulement plastique (c’est l’effet de confinement plastique). 

Cet effet s’oppose à la contraction transversale et diminue du fait de la surface libre ce qui 

conduit à l’existence de deux états de sollicitations différents sur l’éprouvette : 

 



 

I                                                                                                                                               Généralités sur la mécanique de la rupture 

 

25 

 

1. Déformation plane (au cœur de l’éprouvette)  

2. Contrainte plane (en surface de l’éprouvette). 

Ce qui fait que la zone plastifiée doit décroître graduellement depuis la surface jusqu’au 

cœur, comme montre la figure I.12. 

 

 

 

 

 

 

 

 

a) Critère de Von Mises  

Il permet la détermination du seuil plastique. Selon ce critère l’énergie déviatrice provoque la 

plasticité. Prenons comme état initial l’élasticité linéaire, en milieu bidimensionnel en  mode I, pour

eR . Le rayon de la zone plastifiée est donné par : 

                      

2

1
2

1










e

I

R

K
r


                                                                                        (1.28)        

Ainsi, l’utilisation de ce critère conduit aux relations suivantes : 

- Etat de contraintes planes  

                    




















2
sin31

2
cos

2

1 22

2



 e

I

R

K
r                                                            (1.29)       

 

Figure 1.12 : Zone plastique en bout de fissure le long de l’épaisseur d’une 

éprouvette. 
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




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




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K
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
          (Pour  = 0 °)                                                         (1.30)             

              et    

2
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5
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
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
    )                                                          (1.31)         

                        









2
sin31

2

2
cos 22 

Ir

r
                                                                     (1.32)       

  - Etat de déformations planes  

                    













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
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I                                                (1.33)          
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            (Pour  = 0 °)                                               (1.34)       

                   

Et     
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                                                           (1.36)    

b) Critère de Tresca  

- Etat de contraintes planes  

                   

2
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- Etat de déformations planes :  
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                                                                 (1.40)     

Les contours des différentes relations obtenues sont représentés sur la figure I.13  

 

 

 

 

 

 

 

. 

Figure 1.13 : Limite des zones plastifiées(Critères de Von Mises et Tresca ) 

 

- Le contour de la relation (I-32) est désigné par (VM-CP). 

- Le contour de la relation (I-36) est désigné par (VM-DP). 

- Le contour de la relation (1-38) est désigné par (T-CP). 

- Le contour de la relation (1-40) est désigné par (T-DP). 

Dans le cas d’une éprouvette mince (plaque) on a : 
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 En surface des conditions de contraintes planes  0
z  

 A l’intérieur des conditions de déformations planes  0
z  

L’estimation de l’évolution de la forme de la zone plastifiée en tête de fissure le long de 

l’épaisseur est facile à déterminer. Pour un matériau soumis au critère de Von Mises, Elber 

a montré que la contrainte hydrostatique peut être égale à trois fois la limite élastique 

uniaxiale .Cette contrainte peut être élevée pour un matériau qui se consolide. 

III.2. Facteur d'intensité des contraintes  

Lorsqu'un corps fissuré est sollicité par un champs de force il se produit au voisinage de la 

fissure une très grande concentration de contraintes, dans ces conditions qui représentent 

d'un point de vu pratique la réalité des pièces et structures. Les théories de l'élasticité 

permettent d'exprimer la contrainte proche du front de fissure par une série de Taylor en 

coordonnées polaires[28]:  

 

 

Figure 1.14 :Détermination des axes (x,y)  et des coordonnées (r,θ) au voisinage de 

l'extrémité d'une fissure 

 

 



 

I                                                                                                                                               Généralités sur la mécanique de la rupture 

 

29 

 

𝝇𝒊𝒋 =
𝒌

 𝟐𝝅𝒓
𝒇 𝜽𝒊𝒋 +⋯+ ⋯+ ⋯                

𝒏𝒆𝒈𝒍𝒊𝒈𝒆𝒂𝒃𝒍𝒆

                                                         (𝑰. 𝟒𝟏) 

KI représente le facteur d'intensité de contraintes en mode I définis par Irwin .  

Irwin a cherché une expression pouvant définir le champ de contraintes au voisinage de la 

fissure en tenant compte de la zone plastique par l'accroissement de la fissure. Il suggère que 

la fissure devient instable et se propage lorsque le facteur d'intensité de contraintes KI 

atteint une valeur critique KIC appelée ténacité qui caractérise quantitativement la résistance 

d'un matériau à la propagation brutale d'une fissure en mode I. Il énonça ainsi le critère de 

contrainte par la relation: 

𝑲𝑰 = 𝒄𝝇 𝝅𝒂                                                                                                 (𝑰. 𝟒𝟐) 

C : Représente un coefficient de forme, c'est une fonction géométrique de l'éprouvette et de 

la longueur de fissure, il est donné pour les principales pièces par des tables [29].  

𝒄 = 𝟏. 𝟏𝟐 − 𝟎. 𝟐𝟑𝟏 
𝒂

𝒘
 + 𝟏𝟎. 𝟓𝟓 

𝒂

𝒘
 
𝟐

− 𝟐𝟏. 𝟕𝟐  
𝒂

𝒘
 
𝟑

+ 𝟑𝟎. 𝟑𝟗 
𝒂

𝒘
 
𝟒

               (𝑰. 𝟒𝟑)  

III.2.1. Détermination expérimentale de KIC :  

L'essai consiste à solliciter en traction ou en flexion des éprouvettes géométriquement 

identiques comprenant des fissures de longueurs différentes, les charges de rupture relevées 

serviront au calcul de KIC. Dans la mesure ou l'on veux représenter graphiquement la 

courbe qui traduire l'évolution de KIC et sera en fonction de a/w.  

III.2.2.Calcul numérique des facteurs d’intensité de contraintes FIC 

La modélisation d’un solide fissuré par la méthode des éléments finis obéit aux principes 

généraux développés. Il y a toutefois des considérations spécifiques importantes, qu’il 

convient de souligner. 

En mécanique linéaire de la rupture, une fissure est modélisée, pour les problèmes plans, par 

une ligne F à travers laquelle le champ de déplacement est discontinu. Un modèle construit 

par la méthode des éléments finis devra donc reproduire cette condition[21].  
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Les fonctions de base de la méthode des éléments finis sont par construction continues sur 

l’ensemble du domaine approché Ωh . Par conséquent, une fissure ne pourra pas traverser 

des éléments;  la courbe F devra coïncider avec des frontières d’éléments finis. De plus, il 

faut traiter les nœuds situés sur cette courbe comme des « nœuds doubles », comme suggéré 

par la figure 1.15 ; cela revient à traiter le maillage du solide fissuré comme la situation 

limite du maillage d’un solide contenant une cavité infiniment mince. Les nœuds, 

éventuellement géométriquement confondus, relatifs aux deux lèvres de la fissure doivent 

porter des numéros distincts. Les fonctions de base construites sur un tel maillage sont alors 

automatiquement discontinues à travers F. 

Le caractère singulier en pointe de fissure de la solution élastique en déformation et en 

contrainte modifie les propriétés de convergence de la solution approchée vers la solution 

approchée. Alors, la modélisation d’un solide fissuré nécessite ainsi, pour obtenir une 

précision raisonnable, des aménagements spécifiques, tels que : 

 Maillage très raffiné au voisinage de la pointe de fissure, afin d’améliorer la 

représentation de champs par les fonctions de base usuelles de la méthode des 

éléments finis . 

 Création de nouveaux éléments finis, spécialement adaptés à la prise en compte de 

champs de déformations singuliers en r/1  au voisinage de la pointe de fissure. 

La discontinuité (vectorielle) de déplacement à la traversée de la fissure et au voisinage de la pointe 

Figure 1.15: Maillage avec «  double nœuds » 
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est donnée par l’expression asymptotique 

     roeKeKeK
r

IIIIII  3211
2

4ˆ 



                                     

(1.44) 

Dans ces expressions asymptotiques, la notation O(r
 a

) indique, conformément à l’usage, des 

termes non spécifiés d’ordre  r
 a
 pour r petit. 

III.2.3.Evaluation des facteurs d’intensité de contraintes par extrapolation 

C’est la méthode la plus simple à mettre en œuvre. Elle consiste à exploiter directement les 

déplacements nodaux situés aux nœuds les plus proches d’une pointe de fissure, en les 

comparants à l’expression asymptotique (I. 44) du saut de déplacement à travers la fissure.  

Par exemple (avec les notations de la figure ( 1.16), prenant sur les lèvres F
±

h de la fissure 

les nœuds B
+
 et B

−
 les plus proches de la pointe A, la formule (I.44) suggère d’écrire [21] : 

                                                                             

                                (1.45) 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.16: Notations pour le calcul de KI, KII par extrapolation au nœud double (B
+
, B

−
) 

Où 𝒕 et 𝒏 sont les directions tangente et normale à F en A, B est le lieu géométrique 

commun à B
+
 et B

−
 et d est la distance de B à  A. Ces formules nécessitent en pratique un 

maillage très raffiné au voisinage de la pointe de fissure. 
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Une ̂ variante de cette approche consiste à utiliser plusieurs nœuds doubles successifs à 

partir de la pointe de fissure, et de considérer une approximation du saut de déplacement  de 

la forme 

 ntr  ˆ  

Les constantes ̂ ,α, β, sont alors recherchées par une méthode de moindres carrés, de 

façon à ce que la fonction s’approche au mieux des valeurs de saut de déplacement aux 

nœuds doubles. Les facteurs KI, KII sont alors approchés par les valeurs obtenues par 

identification avec le terme principal de la relation (I. 44): 

 





218

2




E
K I  





218

2




E
K I

                       
                                                              (1.46) 

III.3.Mesure de ténacité   

La ténacité est une grandeur qui caractérise la résistance à la propagation brutale de  fissure 

d'un matériau. Lors de l'application d'une contrainte sur un matériau fissuré, deux 

mécanismes sont en compétition : l'accommodation de la contrainte par la déformation 

plastique et la propagation de la fissure par déchirement. La taille de la zone plastique est 

minimale en déformation plane, qui constitue ainsi le mode le plus pénalisant et dans lequel 

les mesures doivent être effectuées. Le principe de l'essai consiste à mesurer la valeur du 

facteur d'intensité de contraintes Kc à rupture (facteur critique d'intensité de contraintes). Ce 

facteur d'intensité de contrainte est présent dans les équations de la mécanique de la rupture 

et dépend des conditions macroscopiques du chargement. Une première approximation 

généralement satisfaisante pour une mesure plane de longueur 2a dans une plaque de 

grandes dimensions chargée perpendiculairement à son plan par une contrainte σ est K = σ √ 

πa (l'unité de K est le MPa√ m), avec a la longueur de la fissure et σ la contrainte à l'infini. 

On voit clairement que plus un matériau résiste à la rupture, donc plus il faut appliquer une 

contrainte élevée pour le rompre, plus son KIC (où I dénote le mode de rupture et C signifie  

critique) sera élevé. En outre, il existe une relation linéaire entre K et l'ouverture de la 
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fissure. L'essai consiste alors à augmenter progressivement la charge sur une éprouvette pré 

fissurée, jusqu'à rupture [30].  

III.4. Taux de restitution d'énergie : 

En se basant sur des considérations thermodynamiques Griffith a mis en évidence le fait que 

la rupture est un phénomène consommateur d'énergie, car pour augmenter la surface d'une 

fissure dans un matériau il faut fournir un certain travail. Le bilan énergétique du système 

composé des forces extérieures et du corps fissuré s'écrit [31]:  

𝒅𝑾

𝒅𝑨
=

𝒅𝑼

𝒅𝑨
+
𝒅𝑻

𝒅𝑨
 

W : Travail des forces extérieures U : l'énergie élastique stockée dans les matériaux 

A : surface de la fissure  

T : la somme de toutes les énergies dissipées de façon irréversible L'énergie cinétique 

étant supposée nulle (situation quasi-statique). De cette relation découle l'énergie nécessaire 

à la création de surface (G) : 

𝒅

𝒅𝑨
 𝑾 − 𝑽 =

𝒅𝑻

𝒅𝑨
= 𝑮                                                                                  (𝑰. 𝟒𝟕) 

Elle est appelée taux de restitution d'énergie. L'amorçage de la fissure se caractérise par une 

valeur critique du taux de restitution d'énergie notée GIC d'où le critère de rupture: 

                                   G ≥ GIC                                                (I.48)       

 III.4.1. Méthode des compliances  pour la mesure de GIC [28] : 

Pour un corps fissuré, le taux du restitution d'énergie par unité de surface est donné par : 

𝑮 =
𝒅𝑼

𝒅𝑨
                                                                                                           (𝑰. 𝟒𝟗) 



 

I                                                                                                                                               Généralités sur la mécanique de la rupture 

 

34 

 

Sachons que :  

U: énergie du système  

A: surface de la fissure A= B.a  

B: largeur, a : longueur de fissure Ce qui donne:  

                        𝑮 =
𝟏

𝑩

𝒅𝑼

𝒅𝒂
                                                                                           (𝑰. 𝟓𝟎)     

Sur une série d'éprouvettes identiques et fissurées avec différentes longueur de fissures on 

mesure l'évolution de la charge en fonction du déplacement. 

 

 

 

 

 

 

 

C: représente la compliance du système, 

𝑪 =
𝑫

𝑷
                                                                                                             (𝑰. 𝟓𝟏) 

Ce qui nous donne une méthode expérimentale basée sur la forme : 

𝑮 =
𝟏

𝟐

𝒑𝟐

𝑩

𝒅𝑪

𝒅𝒂
                                                                                                    (𝟏. 𝟓𝟐) 

 

Figure I.17: courbe typique charge_ déplacement 
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Une fois les compliances de chaque éprouvette calculé, on trace la variation de C en 

fonction de a. 

 

Figure 1.18:Evolution de la compliance en fonction de la longueur de fissure 

On détermine par interpolation la relation C = F(a), pour aboutir à relation de  (dC/da ) ainsi 

nous obtenons différentes valeurs de G ce qui vas permettre de tracer son évolution en 

fonction des différentes longueurs de fissures, figure (I.19). 

 

 

Figure I.19 : Evolution du taux de restitution d'énergie en fonction des longueur de fissure 
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III.4.2. Méthode WILLIAMS pour la mesure de GIC:  

Le paramètre intrinsèque GIC mesuré en choc des matériaux à été estimé par la méthode de 

Turner et Williams [32] en utilisant les technique de la mécanique linéaire élastique de la 

rupture. En cassant en choc des éprouvettes de différentes longueurs d'entailles, on peut 

tracer la droite U =f (B,W,Y) : 

U=GIC × B× 𝑾 × 𝒀                                                                                 (𝟏. 𝟓𝟑) 

On a la pente GIC représente le taux de restitution d'énergie critique du matériau. U est 

l'énergie perdue par le marteau et Y un facteur de calibration qui a été tabulé par les même 

auteurs. Il dépend de la profondeur d'entaille, des dimensions de l'éprouvette et de la 

distance entre appuis comme la Figure (I.20) : 

 

Figure (I.20) : Représentation graphique de l'énergie en fonction de la géométrie 

IV. Mécanique non-linéaire de la rupture  

La section précédente a présenté la mécanique linéaire de la rupture. Cette dernière permet 

d’écrire le champ de contrainte au voisinage de la pointe de la fissure en fonction des 

facteurs d’intensité de contrainte. La mécanique linéaire de la rupture est adaptée pour 

décrire l’évolution de la fissuration de matériaux fragiles tels que le verre. Ces matériaux 

possèdent en effet un comportement élastique, et ils rompent de manière brutale. Les 

hypothèses sous-jacentes à la mécanique linéaire de la rupture peuvent se montrer trop 

restrictives, notamment dès que l’on rencontre des matériaux élasto-plastiques. La 
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déformation plastique se localise alors dans une zone située au voisinage du front de fissure. 

Dans le cas où les dimensions de la zone plastique sont très petites devant les autres 

dimensions de l’échantillon, il est possible de continuer d’appliquer la mécanique linéaire 

de la rupture moyennant quelques corrections sur les facteurs d’intensité de contrainte 

(Irwin, 1962).  

Dans les matériaux ductiles, la taille de la zone plastique peut être du même ordre de 

grandeur que la longueur de la fissure. La mécanique non-linéaire de la rupture est 

introduite pour proposer des critères de propagation de fissure dans cette situation. Cette 

dernière permet aussi d’accéder aux champs de contrainte et de déformation au voisinage de 

la pointe de la fissure. [07] 

IV.1. Extension de la théorie de Griffith  

Les phénomènes décrits par l’approche de Griffith sont réversibles et la dissipation associée 

est nulle (puisqu’ils sont isothermes et élastiques). Les travaux d’Irwin (Irwin, 1958) et 

Quelques aspects bibliographiques de la mécanique de la rupture  d’Orowan (Orowan, 

1955) complètent l’approche de Griffith en y incluant la contribution de la zone plastique 

qui se développe en fond de fissure. Ils modifient la valeur du taux critique de restitution 

d’énergie Gc de l’équation (1-6) pour y ajouter le terme Rf  qui rend compte des énergies 

dissipées durant le processus de fissuration[33]  : 

Gc=2γ+Rf                                                                                                          (1.54) 

Cette analyse peut être introduite dans le cadre de la thermodynamique des processus 

irréversibles (Suquet, 2003) et (Monerie, 2000). Le second principe de la thermodynamique 

permet alors d’écrire un critère plus général  

 
𝑮 < 𝑮𝑪  𝒊 = 𝟎      

𝑮 = 𝑮𝑪  𝒊 ≥ 𝟎
                                                                                        (𝑰. 𝟓𝟓)      
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Le critère de propagation prend ici la forme d’une égalité car on suppose que l’évolution de 

la fissure est quasi-statique (l’énergie cinétique est donc nulle). 

La dissipation Rf est négligeable pour les matériaux fragiles. Le critère (1.55) correspond 

donc bien alors à celui de Griffith donné en équation (1.6). Au contraire, la densité 

d’énergie γ est très petite devant Rf  pour les matériaux ductiles. Dans ce cas, le taux critique 

de restitution d’énergie dépend principalement de la dissipation Rf  . 

Pour pouvoir manipuler ce critère, il est nécessaire de connaître la valeur de taux de 

restitution d’énergie G. Dans la section suivante, on présente une méthode pratique pour 

déterminer cette grandeur[07]. 

IV.2. Intégrale de Rice (Intégrale J) 

Le concept théorique de l’intégrale de Rice  J est initialement introduit par Eshelby 

(Eshelby, 1956), et développée par Cherepanov (Cherepanov, 1967) puis Rice (Rice, 1968). 

Cette intégrale curviligne est un moyen mathématique pour estimer le taux de restitution 

d’énergie. L’intégrale de Rice permet de relier l’approche mécanique « en contrainte » de 

Williams avec l’approche « énergétique » de Griffith [33]  et ses évolutions. Cette intégrale 

de Rice s’exprime par :   

𝑱 =   𝝆𝒘𝒏𝟏 − 𝝇𝒊𝒌

𝝏𝒖𝒊

𝝏𝒙𝟏

𝒏𝒌 𝒅𝒔

𝜞 

                                                                             (𝑰. 𝟓𝟔) 

avec: 

w est la densité massique d’énergie élastique, et ρ est la masse volumique. 

La Figure 1.21 illustre les autres grandeurs introduites dans l’équation (1-56) . 

 Γ est un contour ouvert orienté autour de la fissure , 𝒏     est la normale sortante à Γ et dS 

représente un élément de surface élémentaire sur le contour Γ.  

La direction  𝑥  est colinéaire à la fissure et Le contour se propage dans la direction   𝑛𝑖    .  
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Figure 1-21: Définition des grandeurs introduites dans l’intégrale de Rice (équation (1.56)) 

L’intégrale de Rice possède la propriété d’être indépendante du contour d’intégration Γ pour 

un corps élastique soumis à un champ de déformation bidimensionnel, et en l’absence de 

forces volumiques. On peut donc la calculer aussi bien près de la fissure que sur un contour 

qui en est éloigné. Cette propriété permet d’obtenir une méthode pratique dans la simulation 

numérique de type éléments finis. De plus, Budiansky et Rice en 1973 ont montré 

l’équivalence de cette intégrale avec le taux de restitution d’énergie dans le cas où la fissure 

se propage de façon rectiligne et que le chargement soumis est constant, soit : 

                                       J = G                                                          (1.57) 

Cette relation donne un accès simple et rapide pour calculer le taux de la restitution 

d’énergie sur des matériaux élastiques afin de pouvoir appliquer un critère de propagation 

des fissures tel que celui donné dans l’équation (1-57). Du fait de ses propriétés, l’intégrale 

de Rice est particulièrement utilisée en mécanique non-linéaire de la rupture. 

IV.3. Approche classique HRR  

Une extension importante de l’intégrale de Rice consiste à prendre en compte des champs 

de contrainte dans la zone plastique. On étudie ici un matériau qui respecte une loi 

d’écoulement de type Ramberg-Osgood : 

𝜺

𝜺𝟎
= 𝜶(

𝝇

𝝇𝟎

 ) 𝒏                                                                                                       (𝟏. 𝟓𝟖) 
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où α est une constante du matériau, n représente le coefficient d'écrouissage, σ0 est la limite 

élastique et ε0 représente la déformation correspondante.  

L’approche classique HRR proposée par Hutchinson  [34], Rice et Rosengren en1968 

permet de décrire le champ de contrainte en pointe de fissure pour le matériau étudié par 

l’expression suivante : 

𝝇𝒊𝒋 = 𝝇𝟎 (
𝑱

𝜶𝝇𝟎𝜺𝟎𝑰𝒏𝒓
) 

𝟏
𝒏+𝟏  𝜹𝒊𝒋 𝜽                                                                          (𝑰. 𝟓𝟗) 

Les variables (r,θ) correspondent aux coordonnées polaires centrées sur le fond de la fissure.  

Les grandeurs ln et  σij   représentent des fonctions qui dépendent de n et θ . Ici, le rôle de 

l’intégrale J est similaire aux facteurs d’intensité de contrainte dans la mécanique linéaire de 

la rupture . 

le champ de contrainte dans la zone plastique est déterminé par l’intégrale de Rice.  

La relation entre l’intégrale de Rice J et les facteurs d’intensité de contrainte  K peut être 

obtenue en combinant les équations (1.7) et (1.57). On rencontre le même problème que 

dans une approche locale en contrainte , l' équations (1.59) montre que la contrainte tend 

vers l’infini au voisinage de la pointe de la fissure.  

Ces singularités de contrainte proviennent de la mécanique des milieux continus [07]. 

V.Conclusion 

dans la mécanique de la rupture il existe deux types principaux de rupture : fragile et 

ductile. Le passage d’un mécanisme de rupture à l’autre est produit par le changement de 

température, de la vitesse de chargement ou l’introduction d’une entaille. 

l’amorçage d’une rupture se fait obligatoirement sur une concentration locale de contrainte 

pour pouvoir surmonter la contrainte de cohésion atomique. 

l’état local des contraintes en tête du défaut  est relié  aux efforts extérieurs, et aussi au 

mode de chargement et à la géométrie de la structure, ce qui impliquera une réponse non 

intrinsèque au matériau. La ténacité est la capacité d'un matériau à résister à la propagation 

d'une fissure .les valeurs de ténacité est aussi une propriété à prendre notamment en 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Mat%C3%A9riau
https://fr.wikipedia.org/wiki/Fissure_(mat%C3%A9riau)
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considération lorsque l’on utilise des coefficients de sécurité pour le dimensionnement des 

structures . 
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Introduction    

La méthode des éléments finis (FEM) est l’une des outils numériques les plus courants 

pour trouver les solutions approximatives. Il a été appliqué avec succès dans de 

nombreux domaines des sciences de l'ingénieur pour étudier, modéliser et prédire le 

comportement de structures par exemple dans  les domaines suivants: ingénierie 

aéronautique et aérospatiale, industrie automobile, ingénierie mécanique, génie civil, 

biomécanique, sciences des matériaux, etc. 

Afin de prévoir la charge de défaillance, ou  le comportement post-pic, il est essentiel de 

disposer d'algorithmes de calcul robustes et stables, capables de traiter l'ensemble 

d'équations de base. Il existe un certain nombre de cas où la méthode FEM  pose des 

restrictions pour une application efficace . 

Le FEM s'appuie sur les propriétés d'approximation des polynômes et nécessite donc  des 

solutions lisses pour obtenir une précision optimale.  

Mais, si la solution contient un comportement non lisse , comme des singularités élevés 

dans les champs de contraintes , des fortes discontinuités dans le champ de déplacement , 

la méthodologie FEM devient alors coûteuse en calcul pour obtenir une convergence 

optimale. des fois  les contraintes peuvent dépasser la capacité de résistance élastique du 

matériau. Cela peut entraîner une réponse non élastique des éléments structurels et peut 

entraîner une défaillance progressive de la structure et nécessite des méthodes précises et 

efficaces pour modéliser et simuler numériquement le comportement structurel et le type 

de dégât. Ces processus de défaillance matérielle se manifestent dans les matériaux quasi-

fragiles tels que les roches et le béton comme zones de processus de fracture, les bandes 

de cisaillement  dans les métaux ductiles ou les discontinuités discrètes de fissures dans 

les matériaux fragiles. Cela nécessite une modélisation précise et une analyse minutieuse 

de la structure afin d'évaluer la véritable force du corps.  

En plus de cela, la modélisation des  trous ,des inclusions, et des glissements de terrain 

pose une autre forme de problèmes où le FEM devient un choix coûteux pour obtenir une 

convergence optimale de la solution. 
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  La modélisation des fissures dans les structures et dans les fissures spécialement 

évolutives nécessite que le maillage FEM épouse la géométrie de la fissure et doit donc 

être mis à jour à chaque fois que la fissure se développe. Cela est non seulement coûteux 

en termes de calcul , mais entraîne également des pertes de précision lorsque les données 

sont mappées d'un ancien au nouveau maillage. 

la méthodes des éléments finis étendus (XFEM) est une technique numérique qui permet 

d’intégrer un enrichissement local d’espaces d’approximation. est réalisée à travers la 

notion de partition de l'unité.  il est alors possible d'intégrer n'importe quel type de 

fonction pour se rapprocher localement du champ. Ces fonctions peuvent inclure toute 

solution analytique du problème ou toute connaissance a priori de la solution à partir des 

résultats des tests expérimentaux[35] 

La base d'enrichie est formée par la combinaison des fonctions de forme nodale associées 

au maillage et du produit de fonctions de forme nodale à fonctions discontinues. 

Cette construction permet la modélisation de géométries indépendantes du maillage. 

 De plus, l’enrichissement n’est ajouté que localement, c’est-à-dire lorsque le domaine 

doit être enrichi. Le système d’équations algébrique qui en résulte se compose de deux 

types d’inconnues, à savoir les degrés de liberté classiques et les degrés de liberté 

enrichis. De plus, l’incorporation de fonctions d’enrichissement utilisant la notion de 

partition d’unité garantit le maintien d’une mesure de la parcimonie dans le système 

d’équations.  

L'objectif de ce travail est la recherche de stratégies optimales pour l'extension 

de la méthode XFEM au cas des plaques minces en traction, dans le cas d'un matériau 

homogène isotrope, la fissure étant traversant. En particulier, il est capital que la méthode 

reste fiable même pour les plaques très minces (en aéronautique, l'épaisseur de peau d'un 

avion peut descendre à 1.4 mm). 

 De plus, on garde comme objectif que le taux de convergence de la méthode doit rester 

du même ordre que celui d’une méthode d’éléments finis classique sur un problème 

régulier. 
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I. Etat de l'art sur la méthode des éléments finis 

 la modélisation des discontinuités par rapport au zones de localisation est toujours restée 

un défi dans le domaine de la mécanique et pour  modélisées Les fissures, avec la 

méthode des éléments finis standard (FEM), nécessitent que le maillage synchronise à la 

géométrie de la fissure avec un raffinement du maillage  . 

la technique de re-maillage par Swenson, et  Ingraffea [36] est une technique 

traditionnellement utilisée pour modéliser les fissures dans le cadre de la méthode des 

éléments finis.Lorsqu'une  restructuration est effectué près de la fissure pour aligner les 

bords de l'élément avec les faces de la fissure. Cela devient assez lourde en cas de 

fissures évolutives statiques , quasi-statiques ou de problèmes dynamiques de 

propagation de fissure, donc chaque fois un nouveau maillage est généré . Il en résulte la 

construction de fonctions de forme totalement nouvelles et tous les calculs doivent être 

répétés. De plus, la solution dynamique représente une histoire en évolution en raison de 

l'inertie, et chaque fois que le maillage est modifié, cette histoire doit être préservée. Ceci 

est accompli en transférant les données de l'ancien maillage au nouveau maillage. 

Le processus de changement  des variables de l'ancien maillage sur le nouveau maillage 

peut également entraîner une perte de précision. La méthode de suppression d’élément 

déployé par Beissel et al. en 1998; Song et al. en 2008.  est l’une des méthodes les plus 

simples de simulation de problèmes de croissance de fissure. Dans cette  méthode les 

discontinuités ne sont pas explicitement modélisées, mais une relation constitutive est 

modifiée dans un élément coupé par la fissure  appelée  élément raté [37]. 

Dans la méthode de séparation inter-éléments, la fissure est autorisée à se former et à se 

propager le long des limites des éléments. Par conséquent, la méthode dépend du 

maillage, qui doit être construit de manière à fournir un ensemble plus riche de chemins 

de défaillance possibles. Dans la formulation de Xu et Needleman [38]. tous les éléments 

sont séparés du début et un modèle de loi cohérent est utilisé pour joindre les frontières 

de l'élément, tandis que dans l'approche de Camacho et Ortiz [39].  

Des nouvelles surfaces sont créées d'une manière adaptative le long des limites de 

l’élément précédemment cohérent, les critères étant remplis conformément au modèle de 

la loi de cohésion. 
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La méthodologie globale locale introduit l'idée d'enrichir le champ d'approximation. 

L'idée de base était d'obtenir une solution globale à l'aide de la grille grossière d'éléments 

finis, puis d'obtenir des résultats détaillés en effectuant un zoom sur la  zone d'intérêt 

(zones de localisation), en affinant le maillage et en utilisant les déplacements de 

l'analyse globale pour le maillage raffiné. L’analyse locale (détaillée) a également été 

réalisée en introduisant des solutions de comportements physiques et analytiques par 

exemple, des fonctions polaires ou des fonctions de bord pour des réservoirs avec des 

découpes [40] . 

Gifford et Hiltonen  [41]   ont utilisé l’idée d’enrichir le champ avec une solution 

analytique dans le contexte de problèmes de croissance de la fissure. L’approximation du 

déplacement d’un élément était considérée comme la combinaison de l’hypothèse de 

déplacement polynomiale de la méthode des éléments fini classique (FEM) et d’un 

déplacement enrichi ( U=Ustd+Uenr ) Où la partie enrichie provient de champs de 

déplacement singuliers pour les fissures. De plus, le procédé nécessite que le fond de 

fissure soit situé sur les nœuds d'un élément et non à l'intérieur de l'élément.  

Belytschko et al [42]  ont  l’un des travaux pionniers en vue de l’enrichissement local du 

champ d’approximation au niveau des éléments pour les problèmes de localisation. Où le 

champ de déformation est modifié pour obtenir les sauts nécessaires dans le champ de 

déformation .  

La méthode des éléments finis Intégré (EFEM) par Oliver  et  Jirasek  . [43- 44]  utilise 

un schéma d’enrichissement en éléments, dans lequel le champ est enrichi dans le cadre 

du principe variationnel à trois champs. sont le champ de déplacement u, le champ de 

déformation ε et le champ de contrainte σ 

L’approximation enrichie du champ sous forme générique peut être exprimée sous la 

forme:  ( u ≈ Nd+Nc dc    et    ε ≈ Bd + Ge  ) avec  N et B sont les matrices standard 

d'interpolation de déplacement et  de déformation , d est  le degré de liberté standard .  Nc 

et G sont les matrices contenant les termes d'enrichissement pour les champs de 

déplacement et de contrainte. dc et e sont les degrés enrichis de libertés et sont inconnus.  

Ces inconnues sont trouvées en imposant une continuité de traction et une compatibilité 

au sein de l'élément.  
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Le principale de cette méthode est que l'enrichissement est localisé au niveau de 

l'élément. Mais, ces méthodes nécessitent la continuité du chemin de la fissure. 

dans la Méthode des éléments finis étendus (XFEM) au contraire, il s’agit également 

d’un système d’enrichissement local, mais elle utilise une notion de partition de l’unité 

pour insérer un enrichissement au champ approximatif.  

Plus tard, Strouboulis et al [45] ont utilisé le même concept de partition de l'unité et ont 

montré que différentes partitions de fonctions d'unité peuvent être intégrées à 

l'approximation en éléments finis pour enrichir localement le champ. Cette méthode 

s'appelait la méthode des éléments finis généralisés (GFEM).  

La méthode des éléments finis généralisés repose sur l’incorporation d’une solution 

analytique permettant d’approcher localement le champ en utilisant la partition de l’unité. 

Belytschko et Black en 1999 ont développé une autre méthode basée sur les éléments finis 

pour enrichir localement le champ en utilisant la partition de l'unité. L'une des différences 

avec la méthode des éléments finis généralisés (GFEM) était que n'importe quel type de 

fonction générique peut être incorporé dans XFEM pour construire la fonction de base 

enrichie, mais la forme actuelle de GFEM ne présente pas de telles différences avec 

XFEM. 

Dans sa première tentative de méthode des éléments finis étendus, Belytschko et Black 

[27] ont proposé un enrichissement local du domaine pour le problème de la propagation 

des fissures en utilisant la partition de l'unité. La fonction de base enrichie a été construite 

par simple multiplication de la fonction d’enrichissement avec les fonctions de base par 

éléments finis standard. La solution analytique pour le déplacement et le champ de 

contrainte près du fond de fissure était connue de la théorie de la mécanique de la rupture 

élastique linéaire (LEFM). Ils ont donc utilisé des fonctions d’enrichissement proches de 

la pointe pour enrichir le champ près de la fissure sur toute sa longueur. 

Par cette méthode, aucun remodelage n’était nécessaire à mesure que la fissure se 

développait. 

Ensuite, une modification de la méthode a été proposée par Moes et al 46]. La version 

modifiée, appelée désormais méthode des éléments finis étendues , elle supprime la 

nécessité d'un affinement minimal du maillage. Ils ont montré que n'importe quel type de 



II                                                                                       Modélisation des discontinuités par la méthode X-FEM 

47 

 

fonction générique qui décrit le mieux de champ peut être incorporé dans l'espace 

d'approximation. Pour résoudre le  problèmes de propagation de fissure, deux types de 

fonctions d’enrichissement ont été proposés. En raison du fait que la propriété de 

partition d'unité permet d'incorporer tout type de fonction d'enrichissement non lisse, non 

polynomiale dans l'espace d'approximation, une fonction discontinu est utilisée pour 

enrichir le champ sur toute la longueur de la fissure, donnant ainsi la discontinuité requise 

le long de la longueur de la fissure. les solutions exactes pour les champs de contrainte et 

de déplacement près du fond de fissure étaient déjà connues dans  la mécanique élastique 

linéaire de la rupture.des fonctions d’enrichissement proches de la pointe dérivées de 

solutions analytiques ont donc été utilisées pour enrichir le champ près de la fissure.  

 Stolarska et al en  2001 ont améliorés la méthode XFEM, lorsque ont  été couplé  avec la 

méthode de  Level Set qui était est une technique numérique permettant de suivre les 

discontinuités alignées arbitrairement avec le maillage par éléments finis  et  elle aide 

également à définir la position d’un point dans un Système de coordonnées polaires en 

pointe de fissure et évaluation des fonctions d’enrichissement généralement utilisées 

telles que la fonction de pas et la fonction de distance pour la modélisation de 

discontinuités fortes et faibles.  

Sethian [47] a utilisé la méthode de marche rapide (FMM) pour les fissures en évolution, 

qui consiste à mettre à jour uniquement les fonctions d'ensemble de niveaux situées dans 

la bande étroite entourant une discontinuité existante. La bande étroite avance, fixe les 

valeurs des points existants et en amenant des nouveaux dans la bande étroite pour mettre 

à jour.  

Ensuite La méthode (FMM)  a été étendue par Gravouil et al [48]. selon  la modélisation 

des discontinuités ouvertes ,il ont utilises une forme standard de jeu d’ensembles de 

niveaux, la complexité de l’algorithme a été rendue complexe par la nécessité de fixé 

l’ensemble de niveaux décrivant la fissure ou la discontinuité existante. 

 Sukumar et al [49] ont associes la méthode de marche rapide (FMM) de Sethian  à une 

implémentation tridimensionnelle de la méthode des éléments finis étendus. En outre, ils 

ont utilisé des maillages distincts pour le modèle mécanique . 
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En raison de la possibilité de définir les discontinuités alignées arbitrairement, 

indépendamment du maillage, la méthode  XFEM peut également être appliqué avec 

succès pour la modélisation des trous et des inclusions, ce qui requiert l'utilisation du 

procédé standard par éléments finis pour que le maillage se conforme à la géométrie ou 

aux interfaces des matériaux. Les interfaces matérielles dans les composites peuvent 

également être modélisées pour prévoir les comportements mécaniques à l'aide de 

XFEM. 

Une approche similaire est également appliquée dans le cadre de la méthode des éléments 

finis généralisés GFEM, où Strouboulis et al [45] ont utilisé des fonctions 

d’enrichissement locales dans GFEM pour modéliser les angles . 

La méthode  XFEM a été initialement développé pour les problèmes de croissance de 

fissure dans les matériaux fragiles. La théorie de la mécanique élastique linéaire  de la 

rupture   n’est valable que lorsque la zone du processus de fracture située derrière le fond 

de la fissure est petite, comparée à la taille de la fissure et à la taille de l’échantillon.dans 

d'autres cas, la zone de traitement de fracture doit être prise en compte pour l'analyse. En 

cas de croissance de fissure cohésive, la propagation de la fissure est régie par la loi de 

séparation par traction au niveau des faces de la fissure. Ce type de modèle a été présenté 

pour la première fois dans les années soixante pour les métaux, comme celui de Dugdale 

en 1960.  

Les simulations de croissance de fissure cohésive ont d'abord été incorporées dans XFEM 

par Wells et Sullays en 2001 ,pour établir le bilan énergétique. Plus tard, Moes et 

Belytschko [50] ont amélioré leur méthode antérieure et fourni un modèle plus complet 

pour la croissance cohésive des fissures dans le cadre de XFEM, qui traitait de la 

question de l’étendue de la zone de cohésion. Ils ont également proposé un élément 

partiellement fissuré enrichi de l'ensemble des fonctions de branche non singulières pour 

modéliser le champ de déplacement autour de la pointe de la fissure. 

Zi et Belytschko [51] ont proposé un nouvel élément de fond de fissure dans lequel la 

totalité de la fissure est enrichie d’un type de fonction d’enrichissement, y compris les 

éléments contenant le fond de fissure, de sorte que la partition de l’unité soit conservée 

dans l’ensemble du sous-domaine enrichi grâce à l’enrichissement décalé. Dans leur 
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approche, ils ont utilisé une fonction de signe pour enrichir les nœuds dont le support est 

coupé par la fissure. 

 Asferg et al  [52] ont montré que le nouvel élément de fond de fissure proposé dans Zi et 

Belytschko à 2003 ne peuvent pas modéliser des contraintes égales des deux côtés de la 

fissure et ont proposé un nouvel élément XFEM partiellement fissuré pour la croissance 

cohésive de fissures avec un enrichissement supplémentaire des éléments fissurés.  

L'enrichissement supplémentaire est construit comme une superposition des fonctions de 

forme nodale standard et des fonctions de forme nodale standard créées pour une sous-

zone de l'élément fissuré .  

II .Méthode d'éléments finis  

II.1. Bases de FEM 

L’approximation par éléments finis d’une variable de champ 𝑢 𝑥  est donnée comme une 

combinaison linéaire de fonctions de base 

𝑢 𝑥 =  𝑁𝐼(𝑥)𝑢𝐼           ⩝ 𝑥𝜖𝛺                                                                   (𝐼𝐼. 1)

𝑛

𝑖=1

 

où NI (x) représente les fonctions de forme standard des éléments finis et UI les 

paramètres nodaux inconnus. 

L’approximation par éléments finis s’appuie sur des polynômes par morceaux pour 

approximer le champ et nécessite par conséquent des solutions lisses. 

Cependant, si la solution contient un comportement non lisse (comme des discontinuités 

fortes ou faibles ou des singularités) alors la méthode des éléments finis ne donne pas de 

bons résultats avec une convergence optimale[53].  

II.2. Partition de l'unité, PoU 

L'idée de base dans la méthode de partition de l'unité est de couvrir le domaine Ω avec 

des patchs se chevauchant WI centrés sur node I. 

  Nous construisons ensuite des fonctions lisses ΦI (x), chacune associée à un patch 

correspondant WI et telle que ΦI (x) sont pas nuls uniquement dans le sous-domaine WI et 

possèdent la propriété suivante [54] 
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 Ф𝐼 𝑥 = 1                        ⩝ 𝑥 𝜖  𝛺                                                     (𝐼𝐼. 2)

𝑛

𝑖=1

 

où n est le nombre de nœuds. 

Grâce à la propriété comptabilisée en charges dans l'équation 2, l'ensemble des fonctions 

ΦI (x)  est indiqué comme une partition d'unité. 

 

 

Figure II.1: Une couverture ouverte du domaine Ω formé par des nuages wI [54] 

 

Notez que l'exigence ci-dessus est identique à celle appliquée aux fonctions de forme 

d'éléments finis. Il est également intéressant de voir que l’équation 2 représente une 

condition de reproduction, essentielle pour la convergence, c’est-à-dire que pour toute 

fonction quelconque g (x), la propriété suivante est valable. 

𝑢 𝑥 =  𝑔 𝑥 Ф𝐼 𝑥 𝑢𝐼 = 𝑔 𝑥               𝑢𝐼 = 1                                            (𝐼𝐼. 3)

𝑛

𝐼=1

 

Cela suggère que toute fonction autre que le polynôme peut être reproduite exactement 

avec la seule exigence que l'équation 2 soit satisfaite. 

 Pour approfondir l'idée, notons χI (WI) est l'extension de  {FmI} avec  m∈  M(I) comme 

un espace d'approximation local défini sur le support WI , capable de capturer localement 

la solution physique, où {FmI} désigne l'approximation locale fonctions et M (I) est 

l'ensemble d'index.  
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L'espace d'approximation globale, X, est ensuite construit à l'aide de la partition de 

fonctions d'unité, telle que X est l'extension de  Ф 𝑖
𝑚 = Ф𝑖𝑓𝑖

𝑚   .Où  Ф 𝑖
𝑚  sont les fonctions 

d'approximation enrichies construites à partir du produit de la partition des fonctions 

d'unité Ф𝑖  et des fonctions d'approximation locales 𝑓𝑚𝑙 . Il convient de noter ici que 

l'espace d'approximation global . X. obtient des propriétés d'approximation d'espaces 

d'approximation locaux XI. De plus, la finesse de la partition des fonctions d'unité impose 

une continuité entre les éléments, ce qui n'est pas possible dans d'autres cas à l'aide 

d'espaces d'approximation non polynomiaux. Cela laisse une grande liberté dans le choix 

des espaces d'approximation locaux XI  . 

nettement, on peut écrire un espace d’approximation local comme suit:  

XI = span {𝑓𝑖
𝑚 }m ∈  M (I) = {1, g1(x), g2(x), g3(x), ..., gk(x), ...}                                        (II.4) 

avec :  

 g
k
 (x) sont les fonctions supplémentaires capables de capturer localement la 

solution physique  

 k = 1.... n
E  

 est le numéro d'index des fonctions additionnelles / fonctions 

d'enrichissement. 

En particulier, les fonctions g
k
 (x) peuvent être polynomiales, non polynomiales, 

discontinues, singulières, trigonométriques, logarithmiques ou toute autre fonction 

contenant une connaissance a priori des propriétés caractéristiques de la solution 

attendue. Il convient de reconnaître ici que le nombre total de fonctions supplémentaires 

incorporées dans l’espace d’approximation n’est pas limité et qu’il est donc possible 

d’ajouter un grand nombre de fonctions supplémentaires pour construire un espace 

d’approximation de plus grande dimension, en fonction des besoins.  

En outre, chaque {𝑓𝑖
𝑚 } pouvant être différent pour chaque nœud I, nous pouvons utiliser 

différentes fonctions de base associées à différents nœuds I. 

L’approximation de la variable de champ u (x) s’exprime alors comme une combinaison 

linéaire de fonctions de base sous la forme: 
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𝑢 𝑥 =        Ф 𝐼
𝑚

1+𝑛𝐸

𝑚=1

 𝑥 𝑢𝐼𝑚                       ⩝ 𝑥 𝜖  𝛺               

𝑛

𝐼=1

 𝐼𝐼. 5𝑎  

𝑢 𝑥 =  Ф𝐼 𝑥      𝑓𝐼
𝑚

1+𝑛𝐸

𝑚=1

𝑢𝐼𝑚                      ⩝ 𝑥 𝜖  𝛺                  𝐼𝐼. 5𝑏 

𝑛

𝐼=1

 

𝑢 𝑥 =  Ф𝐼 𝑥       𝑢𝐼  +  𝑔𝑘
𝑛𝐸

𝑘=1

 𝑥 𝑎𝐼𝑘                   ⩝ 𝑥 𝜖  𝛺       𝐼𝐼. 5𝑐 

𝑛

𝐼=1

 

avec: 

 Ф𝐼  (x) : la partition des fonctions d'unité. 

 g
k
 (x) :les fonctions supplémentaires avec des bonnes propriétés d'approximation 

locale. 

 UmI = {uI, aIk} : l'ensemble de tous les paramètres inconnus. 

 uI et aIk : les paramètres inconnus standard et supplémentaires pour les 

approximations. 

 n
E
 : le nombre de termes d'enrichissement sur chaque nœud. 

Notez que, pour un nœud avec n
E
 = 0, l'équation 5c devient identique à l'approximation 

par éléments finis standard. 

Il convient de mentionner ici que différentes partitions de fonctions d’unité peuvent 

également être utilisées à des fins d’approximation, c.-à-d. l'équation 5c peut être 

généralisée comme suit: 

𝑢 𝑥 =  Ф𝐼
𝑝  𝑥  𝑢𝐼  + Ф𝐼

𝑞

𝑛

𝐼=1

   𝑔𝑘
𝑛𝐸

𝑘=1

 𝑥 𝑎𝐼𝑘          ⩝ 𝑥 𝜖  𝛺     𝐼𝐼. 6 

𝑛

𝐼=1

 

avec:   Ф𝐼
𝑃(𝑥) et Ф𝐼

𝑞
(𝑥) sont la partition des fonctions d’unité d’ordre p et q 

respectivement. Ф𝐼  

II.3 .Construction de la base enrichie en FEM 

Dans le cadre de la méthode des éléments finis (FEM), il est intéressant de constater que 

les fonctions de forme standard possèdent également la propriété de partition d’unité et 

peuvent donc être utilisées en tant que partition de fonctions d’unité[54] 
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 Afin de construire une fonction de partition d'unité, nous regroupons tous les éléments 

partageant le même nœud I; l'union de tous ces éléments peut maintenant être considérée 

comme un nuage ou un patch 𝑊𝐼  centré sur I. Regrouper les fonctions de forme de ces 

éléments la fonction de partitionnement de l'unité Ф𝐼 , qui a une valeur d'unité au noeud I 

et zéro à la limite, voir la figure (II.2). 

 La base enrichie peut maintenant être construite à l'aide du produit de fonctions de forme 

classiques (polynômes par morceaux) et de toute base locale enrichie, voir la figure (II.3).  

  La nouvelle fonction ainsi créée est zéro à la limite et non nulle à l'intérieur du patch 

𝑊𝐼 . 

 

Figure II.2: Construction de la partition de la fonction d'unité[54] 

 

Figure II.3: Construction d'une fonction de base enrichie par le produit de fonctions de 

forme FEM classiques formant la fonction PoU, Ф𝐼(x)et une fonction d'approximation 

locale, g (x)   [54]. 
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Ensuite, l’approximation enrichie du champ u (x) est donnée par: 

𝑢 𝑥 =  𝑁𝐼 𝑥  𝑢𝐼  + 𝑁𝐼

𝑛

𝐼=1

     𝑔𝑘
𝑛𝐸

𝑘=1

 𝑥 𝑎𝐼𝑘         ⩝ 𝑥 𝜖  𝛺           𝐼𝐼. 7 

𝑛

𝐼=1

 

 

 

avec  NI  : les fonctions standard de la forme des éléments finis.  

L’approximation du champ u(x) se compose maintenant de deux parties, une partie 

d’approximation par éléments finis standard et une partie d’approximation enrichie,  

les coefficients uI et aIk correspondant aux inconnues standard et enrichies / 

supplémentaires aux nœuds, respectivement. 

 Notez que les équations II.6 et II.7 sont identiques, sauf que nous utilisons maintenant 

des fonctions de forme FEM standard, NI, en tant que partition des fonctions d'unité, Ф𝐼 . 

De plus, nous utilisons les mêmes fonctions d'interpolation pour la partie standard et la 

partie enrichie de l'approximation.  

 Maintenant, si vous définissez toutes les UI en zéros et si l'un des aIk est égal à l'unité, les 

valeurs restantes étant définies sur zéro (par exemple, si aI1 est égal à l'unité), nous 

obtenons l'expression: 

 NI

n

I=1

(𝑥) 𝑔𝑘(𝑥)  =  𝑔𝑘(𝑥)   ∀ 𝑥 ∈   Ω                                                       (𝐼𝐼. 8) 

 

La fonction supplémentaire est récupérée exactement sans perdre les propriétés 

d'approximation. 

 III.La méthode des éléments finis étendus (XFEM)     

La méthode XFEM est une évolution de la méthode classique FEM ,elle été développée 

par Belytschko et al en 1999[27].est  basé sur le concept de partition d’unité ajoute à la 

formulation FEM, elle a représenté des discontinuités telles que les fissures, les trous et 

Standard Enrichie 
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les interfaces des matériaux et les singularités, indépendamment du maillage. Cette 

particularité rend cette méthode très robuste et attrayante pour simuler la propagation des 

fissures, puisqu'il n'est plus nécessaire d'avoir une mise à jour continue du maillage. Par 

conséquent, l’équation 7 peut être simplifiée comme suit:  

𝑢 𝑥 =  𝑁𝑖 𝑥  𝑢𝑖  + 𝑁𝑗
𝑗𝜖𝐽

     𝑔𝑘
𝑛𝐸

𝑘=1

 𝑥 𝑎𝑗𝑘       ⩝ 𝑥 𝜖  𝛺                 𝐼𝐼. 9 

𝑖𝜖1

        

 

 

avec I est l'ensemble de tous les nœuds et J est l'ensemble des nœuds devant être enrichis 

avec des fonctions d'enrichissement spéciales.  

n
E 

est le nombre de termes d'enrichissement ajoutés à chaque nœud. 

Une autre propriété intéressante de la forme d'approximation ci-dessus est qu'elle permet 

l'ajout de différentes fonctions d'enrichissement g
k 
(x) d'un nœud à l'autre. 

Sans introduire de discontinuité dans l'approximation et la continuité entre éléments est 

automatiquement assurée. 

III.1. XFEM pour les  problèmes de propagations des fissures 

Pour la modélisation des fissures, nous définissons trois régions d'enrichissement 

différentes, à savoir les deux régions de fond de fissure et l'intérieur des fissures.  

Nous définissons trois ensembles de nœuds différents, l’ensemble I est l’ensemble des 

nœuds, les ensembles K1 et K2 étant l’ensemble des nœuds à enrichir pour les régions de 

fond de fissure 1 et 2 respectivement. Ce sont les nœuds dont le support nodal contient 

les fonds de fissure.L'ensemble J contient les nœuds à enrichir pour l'intérieur de la 

fissure. Ce sont les nœuds dont le support nodal est coupé par la fissure. 

 L’approximation XFEM pour le problème de propagation de la fissure peut maintenant 

être écrite comme suit: 

𝑢𝑕 =  𝑁𝑖  𝑢𝑖  +  𝑁𝑖  𝐻𝑐  𝑢𝑖
𝑐

𝑖 𝜖 𝐼𝑐

+  𝑁𝑖
𝑖 𝜖 𝐼𝑡

    𝐻𝑡
𝑙  𝑢𝑖𝑙

𝑡

4

𝐼=1

                            II. 10   
𝑖𝜖1

 

Standard Enrichie 
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avec 𝑢𝑖  et 𝑢𝑖
𝑐 , 𝑢𝑖𝑙

𝑡  il sont les degrés de liberté standard et enrichis, 𝐻𝑐  𝑒𝑡 𝐻𝑡
𝑙   sont les 

fonctions d’enrichissement définies dans les sections suivantes, c correspond à l’intérieur 

de la fissure et t désigne les fonds de fissure, t  = 1, 2. 

La figure II.4 montre le schéma d'enrichissement pour le problème de modélisation des 

fissures. 

 Les nœuds marqués d'un cercle sont les nœuds appartenant à l'ensemble J et les nœuds 

marqués d'un carré appartiennent aux ensembles K1 et K2  . 

 III.2. Modélisation de la fissure intérieure 

   Les nœuds dont le support nodal est coupé par la fissure appartiennent à l'ensemble J et 

sont enrichis en fonction  pas ou Heaviside: 

𝐻𝑐 𝑥, 𝑦 =  
+1        𝑝𝑜𝑢𝑟    Ф(𝑥) > 0
−1     𝑝𝑜𝑢𝑟       Ф(𝑥) < 0

                                                (𝐼𝐼. 11) 

Ф : la fonction de réglage du niveau,  

Les nœuds enrichis en fonction de pas sont entourés à la figure II.5. 

 

 

 

III.3. Modélisation de la région du fond de fissure  

Pour la modélisation des zones de fond de fissure, nous utilisons des solutions 

analytiques pour le champ de déplacement asymptotique autour du fond de fissure. Ces 

Figure II.4: Schéma d'enrichissement de la fissure 
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champs sont contenus dans les quatre fonctions suivantes proposées par Flemming et al. 

en 1997: 

   𝐻𝑡
𝑙(𝑟, 𝜃)  𝑙=1

4 =   𝑟𝑐𝑜𝑠  
𝜃

2
 ,  𝑟𝑠𝑖𝑛  

𝜃

2
 ,  𝑟𝑠𝑖𝑛  

𝜃

2
 𝑠𝑖𝑛𝜃,  𝑟𝑐𝑜𝑠  

𝜃

2
 𝑠𝑖𝑛𝜃   (𝐼𝐼. 12) 

 

Les nœuds enrichis en fonctions d’enrichissement proches de la pointe sont représentés 

par des nœuds carrés dans la figure (II.4). 

La figure (II.5) montre l’intrigue des fonctions d’enrichissement proches de la pointe. 

Il est intéressant de constater que la deuxième fonction   𝑟𝑠𝑖𝑛  
𝜃

2
   parmi les quatre est 

discontinue dans la fissure et donne ainsi la discontinuité requise dans l'approximation. 

En outre, il peut on s'aperçoit qu'avec l'aide de cette fonction, il est possible de modéliser 

la fissure qui coupe partiellement l'élément, ceci ne peut par contre pas être modélisé 

avec la fonction pas. 

Le terme   𝑟  donnera la singularité requise dans la pente du champ. Les trois fonctions 

restantes sont utilisées pour améliorer la solution. 

IV. Critères d'initiation et de croissance de la fissure 

IV.1. Initiation de la fissure 

les critères d'initiation des fissures sont basés sur les principaux critères de contrainte. 

Lorsque la contrainte principale après chaque étape d'équilibre dépasse la résistance 

maximale à la traction du matériau, une fissure est introduite orthogonalement à la 

direction de la contrainte principale maximale. 
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Figure II.5: Fonctions d'enrichissement proches de la pointe[54] 

 

IV.2. Croissance des fissures 

La précision et la fiabilité de l'analyse d'un corps fissuré dépendent principalement de la 

détermination précise et de la continuité du chemin de la fissure. 

 Il est donc très important de sélectionner très strictement les critères de croissance des 

fissures .Parmi les critères de croissance de la fissure les plus couramment utilisés, citons: 

les critères de densité d'énergie de déformation minimale par Sih en1974[55]., les critères 

de taux de libération d'énergie maximal, par Nuismer 1975[56], les critères de contrainte 

maximale du cerceau ou de contrainte principale, par Erdogan et Sih en1963[57]. 

nous avons utilisé un critère de contrainte maximale du cerceau. Selon ce critère, on 

suppose que :le début de la fissure se produira lorsque la contrainte maximale du cerceau 

atteindra une valeur critique, et que la fissure se développera dans une direction θcr dans 

laquelle la contrainte périphérique σθθ est maximale. 

La contrainte périphérique dans le sens de la propagation de la fissure est une contrainte 

principale; par conséquent, la direction de la propagation de la fissure est déterminée en 

fixant la contrainte de cisaillement à zéro. Ceci conduit à l’équation pour la direction de 
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propagation de la fissure θcr dans le système de coordonnées local de fond de fissure 

comme suit: 

𝜃𝑐𝑟 = 2𝑡𝑎𝑛−1  
𝐾𝐼
𝐾𝐼𝐼

±  
𝐾𝐼
𝐾𝐼𝐼
 

2

+ 8                                                                    (𝐼𝐼. 13) 

Une expression plus efficace pour θcr est mise en œuvre par  Liang et al en 2003[58]. 

𝜃𝑐𝑟 = 2𝑡𝑎𝑛−1    

 

 
−2(

𝐾𝐼𝐼
𝐾𝐼

)

1 +  1 + 8(
𝐾𝐼𝐼
𝐾𝐼

)
 

                                                                  (𝐼𝐼. 14) 

 

Où KI et KII sont des facteurs d'intensité de contrainte de mode I et de mode II, obtenus à 

l'aide de la forme de domaine de l'intégrale d'interaction. 

V. Méthode du courbes de niveau (Level Set) 

Dans le cadre de la méthode des éléments finis étendus, les discontinuités sont souvent 

représentées à l'aide du Méthode de Level Set [59]. 

Méthode de Level Set est une technique numérique permettant de suivre les interfaces en 

mouvement.  Il permet le traitement des limites internes et des interfaces sans traitement 

explicite de la géométrie de l'interface. L'idée principale est de construire des iso-

contours de manière à ce que l'interface soit représentée sous la forme d'un iso-contour à 

zéro. La forme la plus simple de la fonction level set est une fonction de distance signée 

définie comme suite: 

Ф(x) = d · n                                                                                                (II.15) 

avec d = (X − XΓmin  ) et ( X − XΓmin ) = min     𝑋 − 𝑋𝛤  

Pour la modélisation des fissures, nous définissons des fonctions d’ensembles à deux 

niveaux: 

 Fonction de réglage de niveau normal Ф(x), distance minimale signée de la fissure 

et de ses extensions tangentes 
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 Fonction de réglage du niveau tangentiel ψ (x), distance minimale signée par 

rapport aux normales dessinées au fond de la fissure, voir figure (II. 7). Une 

fissure peut désormais être entièrement définie comme suit: 

 
 
 

 
 𝑝𝑜𝑢𝑟  𝑋 ∈  Γ𝑐       Ф =  0 et  𝜓 ≤  0

𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑋 ∈  𝛤𝑡𝑖𝑝     Ф = 0 et       𝜓 = 0
 
 
 

 
 

 

 

 

Figure II.6: Construction de la fonction de level set en tant que fonction de distance 

signée[59]. 

 

Figure II.7: Construction de la fonction de level set pour les fissures[59]. 
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V.1. Couplage X FEM/ LSM     

Le couplage de la méthode  X-FEM avec la méthode LSM facilite la sélection des nœuds 

à enrichir ainsi que l’utilisation des fonctions de niveau φ et ψ afin de déterminer leurs 

types d’enrichissement (Figure II.8) [60]. 

 

Si ψ < 0 et φmax φmin < 0 : l’élément est traversé par la fissure (enrichissement par 

H(x)). 

Si ψmaxψmin ≤ 0 et φmax φmin  ≤ 0 : l’élément contient le front de la fissure 

(enrichissement par {Fk (r, θ )}).  

 

 

Figure II.8 : Stratégie de recherche du type d’enrichissement (cas de fissure) [60]. 

 

V.1.1. Fonctions de niveau pour le cas d’un vide et d’une inclusion  

Dans le cas d’une discontinuité circulaire (vide ou inclusion), la valeur de la fonction 

de niveau en un point est définie comme suit [61] 

V.1.1.1.Cas d’un vide circulaire  

 

𝑥 𝑥 =  (𝑥 − 𝑥𝑣)2 + (𝑦 − 𝑦𝑣)2 − 𝑟𝑣                                                          (𝐼𝐼. 16)    
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Où, (𝑥𝑣 , 𝑦𝑣) et 𝑟𝑣    sont respectivement le centre et le rayon de vide. 

𝑥 𝑥 < 0      𝑥 𝑥 > 0    𝑥 𝑥 = 0             

 

Figure II.9 : Fonction de niveau pour le cas d’un vide [61]. 

 

V.1.1.2.Cas d’une inclusion circulaire  

 

𝜉 𝑥 =  (𝑥 − 𝑥𝑐)2 + (𝑦 − 𝑦𝑐)2 − 𝑟𝑐                                                            (𝐼𝐼. 17) 

avec, (𝑥𝑐 , 𝑦𝑐 ) et 𝑟𝑐  sont respectivement le centre et le rayon de l’inclusion [61]. 

 

 

Figure II.10 : Fonction de niveau pour le cas d’une inclusion [61]. 
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VI. Etudes de cas 

Le but  est de valider la méthode  XFEM dans le contexte du comportement mécanique 

de la rupture. Le paramètre le plus intéressant à considérer est le facteur d'intensité de 

contrainte; une valeur très utile pour quantifier l'importance de la fissure sur la 

distribution des contraintes. Afin de souligner les éventuels avantages ou inconvénients 

apportés par XFEM, il convient d'étudier la qualité des solutions avec l'aide de XFEM. 

D'après Anderson [62], il est très difficile de trouver  les solutions analytiques pour le 

facteur d'intensité de contrainte d'une géométrie chargée donnée. 

Néanmoins, il existe encore des solutions pour des configurations très simples. Pour les 

géométries plus complexes, le facteur d'intensité de contrainte doit être dérivé 

numériquement, par éléments finis. Par exemple, une configuration pour laquelle une 

solution de forme fermée existe est une fissure tranchante dans une plaque infinie 

soumise à une contrainte de traction à distance (figure II.11).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.11: Fissure traversant  dans une plaque de largeur infinie soumise à une 

contrainte de traction a distante [62] 

On peut montrer que la solution dans ce cas, est donnée par: 

𝐾𝐼 = 𝑌 𝑎 𝜎 𝜋𝑎                                                                                                  𝐼𝐼. 18  

           𝑌 𝑎 = 1                                                                                                              (𝐼𝐼. 19)   
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Ainsi, l'amplitude de la singularité de fond de fissure pour cette configuration est 

proportionnelle à la contrainte à distante et à la racine carrée de la taille de la fissure. 

Notez que cette solution est pour un corps infini. Il existe également une solution 

connexe pour une plaque semi-infinie avec une fissure au bord, figure (II.12) [62]. 

  

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.12: Fissure dans une plaque semi-infinie soumise à une contrainte de traction à 

distance [62]. 

 

de Cette configuration peut être obtenue en découpant la plaque de la figure II.11 au 

centre de la fissure. 

Le facteur d'intensité de contrainte pour la fissure du bord est donné par: 

                                        𝐾𝐼 = 1.12𝜎 𝜋𝑎                                                                 (𝐼𝐼. 20) 

Ceci est très proche de l'équation II.18. L'augmentation de 12% de KI pour la fissure du 

bord est causée par différentes conditions aux limites au bord libre. Comme l'illustre la 

figure (II.12), la fissure au bord s'ouvre plus, car elle est moins retenue que la fissure 

traversant, qui forme une forme elliptique lorsqu'elle est chargée. Même si, un corps 

semi-infini n'est pas simple à simuler .dans la plupart des configurations pour lesquelles il 

existe une solution K de forme fermée consistent en une fissure de forme simple dans une 

plaque infinie ou semi-infinie. Présentés d'une autre manière, les dimensions de la fissure 

sont petites comparées à la taille de la plaque; les conditions de fond de fissure ne sont 
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pas influencées par les limites externes. Dans tous les cas restants, où le corps a des 

dimensions finies, une solution n'est pas possible. 

Pour ces cas, les solutions existantes été obtenues par l'analyse par éléments finis au 

cours des dernières décennies années. Les solutions de ce type sont généralement 

adaptées à une expression polynomiale. Plusieurs manuels consacrés uniquement aux 

solutions d'intensité de contraintes été publiés par Murakami et  Rooke  [63-64].Les cas 

les plus fréquents sont simplifiés par Mohammadi et par Anderson [62].  

VI.1. Specimen SENT  ( Single Edge Notched Tension Plate). 

le spécimen SENT, est un spécimen parallélépipédique avec une fissure de coin dans son 

axe de symétrie longitudinal / Plaque de tension entaillée à bord simple, Le choix de cet 

échantillon est pour sa popularité dans les études expérimentales sur la mécanique de la 

rupture. De ce fait, cet échantillon aura probablement une solution empirique précise 

pour le facteur d'intensité de contrainte[65]. 

 

Figure II.13: Le spécimen SENT 

 

Comme on peut le voir sur la figure II.13, l’échantillon a une hauteur H, une largeur W, 

une fissure au bord de largeur a et épaisseur B. La solution du facteur d’intensité de 

contrainte de cet échantillon est donnée  

                                  𝐾𝐼 = 𝑌 𝑎 𝜎 𝜋𝑎                                                                           (𝐼𝐼. 21)       
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𝑌 𝑎 =  1.12 − 0.23  
𝑎

𝑤
 + 10.56(

𝑎

𝑤
)2 − 21.74(

𝑎

𝑤
)3 + 30.42(

𝑎

𝑤
)4             (𝐼𝐼. 22)    

 

VII.Conclusion 

Nous avons montré dans ce chapitre le potentiel de la méthode des éléments finis étendus        

(X-FEM), pour la modélisation des différentes discontinuités mobiles (fissures, vides et 

inclusions). 

Nous avons rappelé les concepts de base de la méthode standard des éléments finis et les 

étapes nécessaires a sa mise en œuvre numérique en insistant sur l’enchainement des 

tâches qui assurent la cohérence du processus de calcul par éléments finis. Dans un 

second temps, nous avons présenté le cadre théorique de la méthode (X-FEM) pour la 

modélisation des discontinuités évolutives sur un maillage unique (sans remaillage).Puis, 

nous avons également montré l’introduction des fonctions d’enrichissement dans 

l’approximation standard d’éléments finis par des fonctions discontinues qui possédant  

des degrés de liberté supplémentaires, dans le but de représenter le saut de déplacement à 

travers la discontinuité. Après, nous avons vu l’utilisation de la méthode des courbes de 

niveau (LSM) qui permet de représenter implicitement l’endroit de la discontinuité. En 

effet, le principal intérêt de l’approche X-FEM est d’éviter un certain nombre 

d’inconvénients liés a l’utilisation de la méthode standard des éléments finis, qui nous a 

permis de mettre en œuvre les outils numériques nécessaires a leur implantation dans un 

programme de calcul. 
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III .Introduction 

Dans ce dernier chapitre, nous nous intéressons en premier lieu à l'étude du 

comportement du matériaux étudier (Aluminium) par  une série d’essais au 

Laboratoire des Sciences et Techniques de l'Eau (LSTE) Faculté des sciences et 

technologies  Université de Mascara -Algérie-). Par la suite nous avons validé nos 

résultats expérimentaux avec les résultats obtenus par la réalisations des modèles 3D 

contenons des fissures latérales ,en utilisons le code de calcul abaqus 6.13 basé sur la 

méthode des éléments finis étendus (X-FEM).  

Les résultats de ce travail ont été publiés dans une revue internationale sous la 

référence[66]. 

III .1.Utilisation d’un logiciel éléments finis : 

Un programme général de type industriel doit être capable de résoudre des problèmes 

variés de grandes tailles (de mille à quelques centaines de milliers de variables). Ces 

programmes complexes nécessitent un travail d’approche non négligeable avant 

d’espérer pouvoir traiter un problème réel de façon correcte. Citons à titre d’exemple 

quelques noms de logiciels : NASTRAN, ANSYS, ADINA, ABAQUS, CASTEM 

2000, CESAR, SAMCEF, etc. Les possibilités offertes par de tels programmes sont 

nombreuses  

1. analyse linéaire ou non d’un système physique continu  

2. analyse statique ou dynamique  

3. prise en compte de lois de comportement complexes  

4. prise en compte de phénomènes divers (élasticité, thermiques,...)  

5. problèmes d’optimisation, etc. 

L’utilisation de tels programmes nécessite une formation de base [67] 

III.2.Déroulement d’une étude : 

Pour réaliser une étude par éléments finis, il faut que les objectifs de l’étude soient 

bien définis. C’est-à-dire le temps et les moyens disponibles, doit être compatible avec 
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les objectifs et la précision cherchée donc l’étude est organisée de façon logique selon 

les étapes suivantes 

1. Analyse du problème  

2. Choix du modèle,  type d’éléments et  du maillage : 

3. Hypothèses de comportement avec la Création et vérification des données  

4. Exécutions du calcul et Exploitation des résultats  

III.2.1.Abaqus  

Abaqus est un programme éléments finis qui permet de faire des calculs en linéaire ou 

non linéaire. Comme tout les programmes éléments finis il doit comporter un fichier 

entrée et délivre des fichiers sorties. 

Le fichier d’entrée .INP peut-être réalisé soit avec un éditeur de texte soit avec un pré 

processeur. Il est important de savoir lire ce fichier puisque le logiciel de calcul 

connaît uniquement ce fichier comme fichier  d’entrée. 

 

 

 

 

Les données doivent être fournies avec des unités compatibles. 

 

III.2.1.1.Création du fichier d’entré 

Le fichier sera réalisé avec le pré-processeur d’ABAQUS CAE  

Lancer ABAQUS CAE depuis le menu programme 

1. La géométrie est composée d’une ou plusieurs PARTS 

2. A partir de ces PARTS dans le module ASSEMBLY on créera la structure totale 

par assemblage de ces parties.  
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3. Création des matériaux avec le module MATERIAL 

4. Création des sections (surface , épaisseur, inerties etc) avec le module SECTION 

5. Affectation des matériaux et section  à la géométrie de chaque PART avec le 

module  SECTION ASSIGNEMENT 

6. Maillage avec le module  MESH 

7. Création du cas de calcul avec le module STEP.  

8. Création des conditions aux limites avec le module  BCs 

9. Création du chargement avec le module LOAD 

10. Création des sorties demandées avec le module FIELD OUTPUT REQUEST 

11. Lancement des calcul avec le module JOB 

Abaqus ne gère pas les unités : c'est à l'utilisateur d'utiliser un système d'unités 

cohérent  

III.2.1.2.Types de non-linéarités: 

Matériaux, Géométriques, Contact  

 

 

Figure III.1:Les éléments non linéarités de déférent neouds  [67]  

III.3.Etude expérimentale 

Une plaque carré en traction possède une fissure perpendiculaire à la direction de la 

traction, c’est un cas de mode I pur et pour L’objectif de la détermination du 

comportement mécanique du matériau, on distingue deux types de déformation ,une 

déformation non permanente et une déformation permanente. 
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La modélisation du matériau étudié nécessite la connaissance de son comportement 

mécanique dans le domaine élastique et lors d’une déformation plastique pour des 

gammes de  déformation et vitesse de déformation les plus proches possibles des 

conditions de chargement.  

Pour se faire, sa caractérisation par un essai mécanique adapté est nécessaire. 

Les essais mécaniques les plus couramment utilisés sont les essais de type traction et 

compression uniaxiale, de flexion, de torsion, de cisaillement, de dureté, et de fatigue . 

Dans le cas de cette étude, la campagne de caractérisation doit être menée de manière à 

déterminer la réponse mécanique du matériau pour différentes vitesses de déformation.  

Les caractérisations du comportement dans le domaine élastique et lors d’une 

déformation plastique sont différenciées afin de mettre en œuvre l’essai le mieux 

adapté à chaque situation [68]. 

Dans la littérature, le module d’élasticité est souvent donné comme une constante dont 

la valeur est extraite des fiches matériaux sur le comportement. Cette valeur est 

généralement rarement remise en cause par les expérimentateurs alors que sa 

détermination n’est pas si triviale. Des auteurs [69-70] ont souligné l’importance du 

module d’élasticité. C’est donc un paramètre à déterminer avec précision. 

Dans ce chapitre, la température est fixée à 25°C (température ambiante) . 

1. La première partie est de  définit les conditions de chargement retenues dans le 

cadre de cette première étude expérimentale axée sur la détermination de la 

sensibilité du comportement mécanique du matériau à la vitesse de 

déformation.  

2. La deuxième partie donne les résultats d’une étude du comportement élastique 

et plastique du matériau . 

III.3.1.choix du matériaux  

On commence avec la question Pourquoi faire le choix de l’Aluminium ? 

la réponse est que L'aluminium presque trois fois plus léger que l’acier (2,7 g/cm3) 

Cette capacité d’allègement des structures est déjà exploitée dans des applications 

telles que  

https://www.google.fr/search?nfpr=1&biw=1366&bih=631&q=la+r%C3%A9ponse+est+que+L%27aluminium+presque+trois+fois+plus+l%C3%A9ger+que+l%E2%80%99acier&spell=1&sa=X&ved=2ahUKEwjz77nSpojnAhXOPOwKHZfEBoMQBSgAegQICxAl
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 le transport routier , le transport ferroviaire (le TGV, les métros et les 

tramways) 

 le transport maritime : les navires à grande vitesse. 

 l’aérospatiale : tous les avions sont construits en alliage d’aluminium.  

 les applications mécaniques : les éléments de machines en déplacement 

comme les moteurs et les robots. 

 le transport d’énergie électrique : le conducteur en alliage d’aluminium est 

deux fois plus léger que le conducteur en cuivre.  

 la résistance aux sollicitations mécaniques et la réflexion car est mou et 

souple. 

 La résistance à la corrosion 

 La conductivité électrique , thermique et l'anti magnétisme 

 La ductilité et la facilité de mise en œuvre 

 La décoration grâce à l’aptitude au traitement de surface 

 La non toxicité 

   

Figure III.2:Quelque domaines d'exploitation d 'aluminium 

III.3.2.Géométrie du spécimen et matériel 

La figure III.3 représente la  Forme et dimensions de spécimen d'ossature de 

déformation. Il a une largeur de 10 mm, une largeur de section de poignée de 30 mm, 

une longueur totale égale à 180 mm, une longueur de section réduite de 104 mm, une 

longueur de section de poignée de 30 mm, un rayon de filet de 8 mm et une épaisseur 

de 2mm. Les contraintes uniformes égales et opposées de magnitude sont augmentées 
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de façon monotone. Les éprouvettes ont été préparées selon la norme ASTM E8-13a 

pour les essais de traction de matériaux métalliques[71]. 

 

 

 

Figure III.3:Forme et dimensions des spécimens d'ossature[71]. 

 

Les examens sur les paramètres de rupture pour les configurations à fissures multiples 

sont effectués sous traction, comme indiqué sur la Figure (III.4.a). 

Quatre cas de longueur de fissure a (10, 15,20 et 25 mm) ont été considérés 
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Figure III.(4.a): La géométrie de l'éprouvette avec les paramètres de fissure                    

a) la fissure du bord latéral 

 

Comme on le voit sur Figure III.4.b, les paramètres , a , h, W, indiquent l'angle de 

l'entaille,  la longueur de l'entaille (c'est-à-dire la longueur de la fente), la longueur et 

la largeur de l'éprouvette respectivement. Les valeurs de ces paramètres considérées 

dans les expériences sont les suivantes:   = 0°, 30 °, 60 ° et 90 °  

 

Figure III.(4.b): La géométrie de l'éprouvette avec les paramètres de fissure                         

b) l'éprouvette à entaille en V 
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Les essais de traction permettant de caractériser le matériau à étudier.  

Ont été réalisés sur une machine d’essai MTS 810 avec contrôle de la force exercée 

sur les éprouvettes dans le laboratoire de science et technologie de l’eau du matériau 

(Université de Mascara-Algerie ). 

 Les propriétés du matériau sont présentées dans le Tableau III.3.  

III.3.3.Machine de traction 

MTS est l’un des principaux fournisseurs mondiaux de solutions d’essai et de 

simulation mécaniques. Les technologies MTS d’asservissement de précision de la 

force et du mouvement ainsi que le savoir-faire inégalé sur les essais sont au cœur de 

la recherche et de l’innovation des systèmes, des composants et des structures dans 

tous les secteurs et domaines[72]. 

La famille MTS criterion intègre des boucles d’asservissement MTS haute résolution, 

un large portefeuille de bâtis de charge électromécaniques et statiques-hydrauliques, et 

une gamme complète d’accessoires d’essais de haute qualité. Son logiciel MTS 

Test_Suite TW facile à utiliser et le nombre toujours croissant de modèles d’essais 

étendent l’utilité de ces systèmes à une gamme variée d’applications, notamment les 

essais de traction, de compression, de flexion et de cisaillement sur des éprouvettes 

tels que les :Métaux , Matériaux composites ,Polymères ,Matériaux de construction 

,Produits en bois et papier , Produits biomédicaux , Fibres et textiles, Adhésifs et 

revêtements , et plus encore cette machine de traction est équipée d'un capteur de 

force , fixé sur la traverse mobile, d'un capteur de déplacement, de deux attaches 

(mors) mobiles idéalement auto-serrantes pour réaliser un essai de traction et d'un 

enregistreur graphique. La traverse mobile est entraînée par deux vis latérales, 

actionnées par un motoréducteur à courant continu.  

 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Capteur_de_force
https://fr.wikipedia.org/wiki/Capteur_de_force
https://fr.wikipedia.org/wiki/Essai_de_traction
https://fr.wikipedia.org/wiki/R%C3%A9ducteur_m%C3%A9canique#Motor%C3%A9ducteur
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Figure III.5:Machine de traction MTS avec logiciel Test Suite (TW) 

 

III.3.4.Préparation des éprouvettes 

Un bon essai commence par une bonne éprouvette. Les éprouvettes fabriquées à partir 

de tôles et feuilles d'aluminium sont aujourd'hui précisément produites à l'aide de 

presses à découper. pour que les résultats d’essais ne doivent être influencés par aucun 

changement de matériau, qui serait provoqué par l’écrouissage dans la zone de 

bordure. 

La préparation des éprouvettes par usinage a une influence sur les surfaces finies, et 

même dans certains cas, sur la structure interne des éprouvettes. Les résultats d'essai 

dépendant fortement de ces deux paramètres, il est  important  de définir exactement 

les outils et les conditions d'usinage nécessaires pour obtenir des résultats d'essai 

reproductibles avec les éprouvettes usinées. 

Le fraisage permet de préparer des éprouvettes complètes, curvilignes (haltères) et 

rectangulaires, ainsi que des entailles sur des éprouvettes finies. 
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Figure III.6:Préparation d'une éprouvettes sur la fraiseuse 

 

 III.3.5.Préfissuration  

Technique consistant à provoquer une fissuration contrôlée selon un petit pas, afin 

d'obtenir des fissures fines, rectilignes et peu évolutives donc la discontinuité créée . 

 

 

 

Figure III.7:Lame de la Scie Circulaire Disque de couper Haute Vitesse. 

 

L'objectif de l'essai est de générer une fissure dans une éprouvette  à partir d'une 

entaille existante (réalisée à la scie par exemple) sans que cette fissure se propage à 

travers toute l'éprouvette. 
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Figure III.8:Des éprouvettes contiens des Pré fissures. 

III.4.Étude du comportement élastique 

III.4.1.L’essai de traction uniaxiale 

Le principe de l’essai de traction uniaxiale est de déformer une éprouvette dont la zone 

utile de section constante peut être cylindrique ou parallélépipédique. 

 La longueur de l’éprouvette est généralement grande devant les dimensions de la 

section de la zone utile afin de respecter les conditions  géométriques nécessaires à 

l’essai de traction. Cette éprouvette est maintenue entre deux mors, l’un fixe et l’autre 

mobile. La commande est une vitesse de déplacement (ou de déformation) constante. 

Durant un essai de traction, la zone utile de l’éprouvette est soumis à un effort 

unidirectionnelle longitudinale jusqu’à sa rupture. La charge appliquée F et 

l’allongement ΔL de la longueur initiale de la zone utile L0 sont enregistrés 

simultanément au cours de l’essai. Cet allongement peut être mesuré par 

l’intermédiaire du déplacement de la traverse de la machine de traction, à l’aide d’un 

extensomètre ou par une technique optique de mesure. 
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Figure III.9:Essai de traction sur éprouvette  fixée verticalement et centrée entre les 

mors 

 Les caractéristiques mécaniques tirées d’un essai de traction doivent être mesurées 

suivant des procédures normalisées [73]. Ces données permettent ensuite d’obtenir les 

grandeurs caractéristiques de la résistance mécanique du matériau (paramètres 

élastiques et plastiques) mais elles permettent aussi d’accéder à la courbe de référence 

contrainte-déformation . 

 

Figure III.10:Courbe  contrainte-déformation  d’un alliage d'Aluminium 
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Lors d’un essai de traction, le tenseur des contraintes σ ne comporte qu’une 

composante non nulle suivant l’axe de traction x, est σI. Sous les hypothèses 

d’isotropie et d’homogénéité des champs de déformations et de contraintes, les 

tenseurs dans le repère principal sont les suivants  

 

                        𝜎 = (
𝜎𝐼 0 0
0 0 0
0 0 0

) 

 

                         𝜎 = (
𝜀𝐼 0 0
0 𝜀𝐼𝐼 0
0 0 𝜀𝐼𝐼𝐼 = 𝜀𝐼𝐼

) 

 

Ce qui donne en élasticité 

 

                           𝜎 = (
𝜀𝐼 0 0
0 −𝜈𝜀𝐼 0
0 0 −𝜈𝜀𝐼

) 

Ou ν est le coefficient de Poisson 

III.4.2.Coefficient de Poisson  

Ce coefficient représente l'aptitude du matériau à se comprimer et traduit le rapport 

entre l'allongement relatif transversal et l'allongement relatif longitudinal. Ainsi, cette 

quantité lie les composantes de l'état de déformation [74].  

Ce coefficient de Poisson est particulièrement difficile à mesurer lorsque les 

déformations sont petites. 
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Figure III.11:Détermination de  coefficient de poisson. 

 

Les résultats obtenus expérimentalement pour le calcul de coefficient de poisson sont 

illustrés dans le tableau suivant 

 

Eprouvette_caractirisation 

L L0 (L-L0)/L0 l0 l (l0-l)/l0 𝒄𝒐𝒆𝒇 𝒅𝒆 𝒑𝒐𝒊𝒔𝒔𝒐𝒏 =

(𝒍𝟎 − 𝒍)
𝒍𝟎⁄

(𝑳 − 𝑳𝟎)
𝑳𝟎⁄

 

110 104 0,05769 10 9,8 0,02 0,346 

Tableau III.1: Détermination de coefficient de Poisson du matériau étudier 

 

Matériaux 
Aluminium 

(Al) 
Béryllium 

(Be) 
Bore  

(B) 

Cuivre  
 

(Cu) 

Fer 
 (Fe) 

Magnésium 
(Mg) 

Or  
(Au) 

Plomb  
(Pb) 

Titane  
(Ti) 

Coef de 

Poisson 

 

 0,346  0,32  0,21  0,33 
 0,21 - 
0,259 

 0,35  0,42  0,44  0,34 

Tableau III.2: Exemple de coefficient de Poisson pour différent matériaux 
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III.4.3.Détermination du module d’Young par essai de traction 

 Le métal Comme  un ressort, sollicité d’abord à un comportement parfaitement 

élastique. La rigidité de ce métal est le module d’Young, noté E. Il correspond à la 

pente de la partie linéaire élastique d’une courbe de traction : 

                                                   𝐸 =
𝐹

𝑆0
⁄

∆𝐿
𝐿0

⁄
 

où F est l’effort appliqué lors d’un essai de traction, S0 la section initiale de 

l’éprouvette testée, L0 la longueur initiale de la zone utile de l’éprouvette et ΔL la 

différence entre la longueur L la longueur de la zone utile de l’éprouvette à un instant 

donné et L0.Il est généralement déterminé en réalisant une régression linéaire sur des 

points de la partie élastique d’une courbe de traction 

 

Figure III.12:Détermination de  module de Young  

 

III.4.4.La résistance élastique 

La limite d’élasticité σ0 correspond à la contrainte à partir de laquelle un matériau 

commence à plastifier, c’est-à-dire à se déformer de manière irréversible. Cette limite 

d’élasticité est parfois difficile à mesurer sur des matériaux ayant un fort taux 

d’écrouissage. C’est pourquoi on utilise souvent Rp0.2, la limite conventionnelle 

d’élasticité définie à 0, 2 % de déformation.Pour un matériau présentant une courbe 
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avec un palier on définit la limite inférieure d’élasticité, ReL, et la limite supérieure 

d’élasticité ReH d’après la norme sur l’essai de traction  

III.4.5.Caractérisation du comportement plastique 

Les essais mécaniques dans un environnement spécifique donnent accès aux 

paramètres nécessaires à la modélisation du comportement des matériaux solides. Pour 

que les modèles ainsi déterminés soient corrects, les grandeurs mécaniques telles que 

les contraintes et les déformations doivent être déterminées précisément. Il existe une 

panoplie d’essais homogènes ou hétérogènes de caractérisation destinés chacun à la 

détermination de propriétés particulières du comportement : écrouissage, viscosité, 

endommagement... Ces essais peuvent être monotones ou cycliques et sont conduits en 

conditions quasi-statiques ou dynamiques. Cependant, les essais hétérogènes ne 

permettent pas d’avoir une relation entre une composante de contrainte et une 

composante de déformation. Pour cette raison, les essais homogènes dans lesquels les 

états de contraintes et de déformations sont uniformes (ou quasi-uniformes) sont les 

principaux essais utilisés en caractérisation expérimentale du comportement des 

matériaux solides pour étudier l’incidence de facteurs tels que la vitesse de 

déformation . 

III.4.6.Mesure des déplacements 

Les jauges, extensomètres et autres moyens de mesure avec contact de déplacement 

sont performants, simples à utiliser et permettent une mesure en temps réel du 

déplacement avec une grande précision. Cependant, ces dispositifs se contentent d’une 

mesure ponctuelle (jauges) ou moyennent les déplacements d’une surface 

(extensomètre). C’est pourquoi ces techniques sont de plus en plus complétées ou 

remplacées par des techniques optiques de mesure qui déterminent le déplacement de 

points d’une grille virtuelle associée à la surface de l’éprouvette sollicitée lors de 

l’essai. 
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III.4.6.1.Détermination des déplacements par des techniques optiques de mesure 

La détermination des déplacements surfaciques sans contact s’appuient principalement 

sur deux grandes familles de techniques optiques de mesure [75] :  

1. les techniques de mesure non interférométriques  

2. les techniques de mesure interférométriques. 

 

Les techniques de mesure non interférométriques utilisent une intensité lumineuse 

pour créer un repérage de points sur la surface de l’échantillon à tester. Ce repérage se 

fonde soit sur une association aléatoire entre les points physiques de la surface et un 

signal lumineux (dépôt de mouchetis, nature des surfaces [76-77]), soit sur une 

association « régulière » (en créant des grilles sur la surface de l’échantillon [78,79]). 

La détermination des déplacements surfaciques est ensuite réalisée par un logiciel 

d’analyse des images. Le dépôt de mouchetis sur une surface est beaucoup plus facile 

à réaliser qu’une grille. De plus, l’inconvénient principal d’un motif périodique réside 

justement dans sa périodicité. Le même motif peut se retrouver plusieurs fois sur la 

surface ce qui peut mener à des ambiguïtés lors de l’analyse des images. 

L’interférométrie est une technique de mesure qui exploite les interférences 

intervenant entre plusieurs ondes lumineuses entre elles. La détermination des 

déplacements se fait alors à partir de la lumière diffusée [80] ou de la lumière 

diffractée [81, 82]. Les méthodes interférométriques conduisent à la détermination des 

champs de déplacement surfacique avec une excellente précision mais nécessitent une 

mise en œuvre complexe. Le système d’interférométrie se compose d’un système de 

projection (source lumineuse, lentille d’imagerie, structure de grille à onde carrée) et 

d’un système de visualisation (lentille d’imagerie, sous-grille, caméra). L’ensemble est 

très sensible aux vibrations .Ce n’est pas le cas des dispositifs d’acquisition d’images 

numériques qui sont plus tolérants quant à leur mise en place. C’est donc la corrélation 

d’images qui est choisie pour la détermination des déformations des 

éprouvettes lors des essais quasi-statiques et dynamiques 
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III.5.Modélisation numérique et conditions aux limites 

Le modèle qui a été sollicité est serré et tiré vers le haut avec une vitesse constante (Vy 

= 10 mm / s ) sur le bord supérieur dans la direction y avec un bord inférieur enchâssé. 

Une courbe de contrainte élastique-déformation plastique non linéaire est donnée à la 

Figure III.13.  

L'analyse a été réalisée à l'aide du logiciel Abaqus 6.13.  

La  méthode d'éléments finis étendus tridimensionnels avec maillage automatique a été 

utilisée sur la structure. Toutes les simulations sont effectuées à l'aide d'éléments 

quadrilatéraux bilinéaires à quatre nœuds sous contrainte plane.  

Un raffinement du maillage a été créé au voisinage des fonds de fissure. 

Le cas étudié présentant une fissure inclinée, le mode d'ouverture et de glissement dans 

le plan de la fissure sont simultanément présents, ce qui conduit au mode I et mode II . 

Les expériences d'essais de traction dans le but d'estimer la charge de rupture et la 

ténacité, pour les configurations des fissures multiples.  

La simulation XFEM des propriétés de résistance à la traction et à la ténacité a été 

réalisée dans le logiciel Abaqus 6.13. Les propriétés mécaniques expérimentales et 

simulées ont été comparées. 
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Figure III.13:Comparaison entre résultats de traction expérimentaux et simulés. 

 

Une bonne concordance entre les résultats expérimentaux et les résultat numériques 

obtenus par la simulation XFEM dans logiciel de calcul Abaqus 6.13 

les résultats de l’essai de traction , on conclu clairement quel 'essai de traction,  (dans 

la zone tendue), approche le mieux la résistance à la traction uniaxiale 

III.5.1.Diagramme contrainte-déformation 

Le diagramme contrainte-déformation met très bien en évidence les différences de 

comportement des matériaux, et fournit les valeurs caractéristiques de résistance à la 

traction Rm, limite d’élasticité Re, limite de proportionnalité Rp, allongement de 

rupture A et module d’élasticité E. 

les résultats des essais de traction qui  ont été réalisés sur les éprouvettes sont 

présentées dans le Tableau III.3.Ce tableau donne les valeurs moyennes de la limite 

d'élasticité, de la contrainte ultime de traction, du module de Young et du coefficient 

de Poisson. 

 

Module d'élasticité 

(MPa)  

Coefficient de 

Poisson 

Contrainte de limite 

d'élasticité (MPa)  

Contrainte 

ultime (Mpa) 

50000 0.34 155 162 

Tableau III.3:Comportement mécanique de matériaux étudier. 
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Figure III.14:Courbe contrainte-déformation des éprouvette étudiés. 

 

Cette caractérisation en traction est très importante pour la détermination des 

contraintes maximales a appliquer lors des essais de traction sans dépasser la limite 

d'élasticité du matériau .en effet, l'objectif de cette partie de déterminer un indicateur 

de dommage par l'intermédiaire de la ténacité statique. 

III.5.2.Résultats et discussion 

Les courbes déplacement / charge illustrées dans les figures ci-dessous ,les données 

réduites montrent des différences marquées.  

La simulation numérique produit la même rigidité dans la branche élastique presque 

les mêmes valeurs de charge et de déplacement imposé.  

Quartes essais de traction sont effectués pour la même configuration de fissure. Le 

même nombre d'essais est considéré dans le cas d'échantillons en forme de V pour le 

même angle d'entaille. 

Les charges à la rupture pour différentes longueurs de fissures sont résumées dans le 

Tableau III.4. 
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a/w 

Spécimen 

Charge à la rupture (KN) 

              

Erreur % Expérimental  

Valeur expérimentale 

moyenne XFEM 

  a_10-1 12,62       

0,2 a_10-2 12,91 12,65 13,01 2,85 

  a_10-3 12,41       

  a_15-1 10,55 

 

    

0,3 a_15-2 10,75 10,51 10,31 -1,90 

  a_15-3 10,24       

  a_20-1 8,67 

 

    

0,4 a_20-2 9,23 9.00 8,95 -0,56 

  a_20-3 9,09       

  a_25-1 8,3 

 

    

0,5 a_25-2 7,79 7,92 7,62 -3,79 

  a_25-3 7,67       

 

Tableau III.4:Charge à la rupture pour différentes longueurs de fissure et l'erreur 

relatif . 

 

avec 𝐸𝑟𝑒𝑢𝑟 % =  
(𝑣𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟 𝑋𝐹𝐸𝑀 − 𝑣𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟 𝐸𝑥𝑝𝑟𝑚𝑙)

𝑣𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟 𝐸𝑥𝑝𝑟𝑚𝑙
∗ 100% 

 

Le faible niveau de ductilité indique un mode de défaillance fragile dû à la faible 

plasticité du fond de fissure, alors qu'un niveau de ductilité élevé reflète un 

comportement d'affaissement et d'étranglement au fond d'une fissure. 

On remarque sur le tableau (III.4) que les erreurs relatifs pour les cas étudies sont 

inferieur a 4% en valeur absolus qui signe que nous résultats numériques sont 

acceptables paraport aux résultats expérimentales 
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Figure III.15:Comparaison des résultats de traction expérimentaux et simulés 

pour la fissure du bord latéral avec  a = 10. 
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Figure III.16:Comparaison des résultats de traction expérimentaux et simulés 

pour la fissure du bord latéral avec  a = 15. 
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Figure III.17:Comparaison des résultats de traction expérimentaux et simulés 

pour la fissure du bord latéral avec a = 20 . 
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Figure III.18:Comparaison des résultats de traction expérimentaux et simulés 

pour la fissure du bord latéral avec a = 25 

 

On voit sur ces figures que les courbes force-déplacement ont la même forme pour les 

différents cas étudiés. La charge maximale est observée dans le cas où la longueur de l 

fissure est la plus courte (a = 10 mm) et La charge minimal est observée dans le cas où 

la longueur de fissure est la plus longue (a = 25 mm) 
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La fissure en mode I se propage plus vite dans l’éprouvette avec longueur de fissure 

(a=25mm paraport au l’éprouvette avec longueur de fissure (a=10mm. 

On remarque que toutes les éprouvettes pré-fissurées ont une valeur de Charge à la 

rupture quasiment similaire  ( entre 7.62 et 13.01KN). 

Ce matériaux présente un comportement linéaire jusqu'au point correspondant à la 

charge maximal de rupture .la phase de rupture  est très irrégulière. 
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Figure III.19:Erreur relative de la Charge à la rupture pour les différents longueurs 

de fissure  

 

 

Pour les éprouvettes pré-fissurées, on obtient la même tendance. La vitesse de 

propagation de fissure augmente ave augmentation de la longueur de fissure est un 

ajustement direct 

Dans le Tableau III.5 une comparaison entre la charge à la rupture par la méthode 

expérimentale et la méthode XFEM pour les spécimens à entaille en V. 
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Angle de spécimen 

entaillé (a=20 mm ) 

 

 

  

Erreur % 

la Charge à la rupture (KN) 

Expérimental Valeur expérimentale 

moyenne 

XFEM 

(présent)   

  a_20-1 8,67       

a = 0 a_20-2 9,23 9 8,95 -0,56 

  a_20-3 9,09       

  ang_30-1 9,47       

a = 30° ang_30-2 8,86 9,13 9,34 2,30 

  ang_30-3 9,07       

  ang_60-1 8,81       

a = 60° ang_60-2 8,95 8,99 9,02 0,33 

  ang_60-3 9,22       

  ang_90-1 9,03       

a = 90° ang_90-2 9,26 9,051  9,05 -0,01 

  Ang_90-3 8,86       

 

Tableau III.5:Charge à la rupture pour différents Angles de l'entaille et l'erreur relatif  

. 

avec 𝐸𝑟𝑒𝑢𝑟 % =  
(𝑣𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟 𝑋𝐹𝐸𝑀 − 𝑣𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟 𝐸𝑥𝑝𝑟𝑚𝑙)

𝑣𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟 𝐸𝑥𝑝𝑟𝑚𝑙
∗ 100% 

 

les courbes de charge-déplacement obtenues expérimentalement et numériquement par 

la méthode des éléments finis étendus XFEM pour le matériau testé avec un angle 

d'encoche sont présentées dans Les Figures III(20,21,22,23).  

La simulation, qui utilise une vitesse de déformation fixe, correspond bien aux 

données de test expérimental, en particulier pour la zone de rupture fragile. 
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Figure III.20:Comparaison des résultats de traction expérimentaux et simulés pour le 

spécimen à entaille en V avec a =20 mm et   . 
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Figure III.21:Comparaison des résultats de traction expérimentaux et simulés pour le 

spécimen à entaille en V avec a =20 mm et  .
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Figure III.22:Comparaison des résultats de traction expérimentaux et simulés pour le 

spécimen à entaille en V avec a =20 mm et  . 
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Figure III.23:Comparaison des résultats de traction expérimentaux et simulés pour le 

spécimen à entaille en V avec a =20 mm et  . 
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Les Figures III(20,21,22,23) montrent un comportement linéaire  similaire jusqu'au 

point de  la charge maximal de rupture et une déformations plastiques au voisinage de 

la pointe de fissure. Il est  noter que les valeurs de déformation plastique autour de la 

pointe de fissure presque égaux. 

La déformation est beaucoup plus grande dans le cas (a=20mm  et que dans le 

cas (a=20mm et . Par contre, les valeurs sont très faibles entre le  cas  (a=20mm  

et que le cas (a=20mm et il est  noter que la fissure en mode I se 

propage plus vite dans l’éprouvette (a=20mm et  paraport l’éprouvette 

(a=20mm et .  
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Figure III.24:Erreur relative de la Charge à la rupture pour les différents Angles de 

l'entaille 

 

la fissure se propage plus rapidement pour la grande ouverture ( 

La plus faible vitesse de propagation est celle qui correspond à la fissure de longueur  

(a=20 mm et ) la vitesse de propagation est quasiment identique dans les 

éprouvettes  entaillées en V pour  (et 

III.6.Facteur d'intensité de contrainte [83] 

Lorsqu'un matériau soumis à une sollicitation mécanique développe une fissure, celle-

ci peut se propager selon plusieurs modes distincts : l'ouverture (mode I), le glissement 

(mode II) ou encore le glissement dévié (mode III) . Le mode le plus étudié parce qu'il 
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est le plus dangereux dans les matériaux est le mode I , pour lequel les contraintes en 

pointe de fissure, s'expriment par  

                           𝜎𝑖𝑗(𝑀) =
𝐾𝐼

√2𝜋𝑟
𝑓𝑖𝑗(𝜃)             

  𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑖𝑗 = 𝑥𝑥, 𝑦𝑦, 𝑥𝑦 𝑜𝑢 𝑦𝑥 

où  KI est le facteur d'intensité de contrainte en mode I et r et θ définissent la position 

du point M, et fij (θ ) est une fonction trigonométrique. 

 

 

Figure III.25:Tenseur de contrainte au point M [83]. 

 

On constate que si r se rapproche de 0, alors les contraintes tendent vers l'infini, ce 

l'augmentation des contraintes au voisinage de la fissure conduit généralement à un 

dépassement local de la limite d'élasticité qui se traduit par l'apparition d'une zone 

déformée plastiquement . 

III.6.1.Calcul des facteurs d’intensité des contraintes 

 Les facteurs d’intensité des contraintes s’exprimant en fonction du champ des 

contraintes au voisinage de la fissure, et ce champ de contraintes étant parfaitement 

accessible numériquement, ce calcul ne devrait pas poser de problèmes à priori. 

Pourtant, nous allons voir qu’une bonne précision sur ces facteurs est difficile à 
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obtenir. Il existe un bon nombre de solution ; la méthode la plus couramment utilisée 

consiste à ramener le problème traité à une suite de problèmes déjà résolus dont les 

solutions sont connues. Le principe utilisé est toujours celui de superposition des 

solutions qui, bien évidemment, résulte de l’élasticité linéaire[84]. 

Considérons une plaque rectangulaire, contenant une fissure horizontale débouchante, 

représentée par la Figure III.26:On note par a la longueur de la fissure, w la largeur de 

la plaque et h sa hauteur. La plaque est soumise à un effort de traction uniforme 

symétriquement appliqué sur ses deux côtés.la plaque caractérisée par module 

d’élasticité E=50GPa matériel Aluminium élastique isotropique et coefficient de 

poisson ν=0.34, et par géométrie de h=2w=100mm  avec a=10,15,20 et 25mm 

respectivement. 

 

 

Figure III.26:Schéma du modèle pour l’étude de fissure stationnaire. 

 

On note pour ce type de problème, que le calcul de FIC ( KI) est publiée dans les 

ouvrages latéral de modélisation de la fissure. Par exemple, la solution analytique 

obtenue par Ewalds et al [29] 

𝐾𝐼 = 𝑐𝜎√𝜋𝑎                                                                                                               𝐼𝐼𝐼. 3 

 

Avec C est le facteur de correction géométrique[29] : 

𝑐 = 1.12 − 0.231 (
𝑎

𝑤
) + 10.55 (

𝑎

𝑤
)

2

− 21.72 (
𝑎

𝑤
)

3

+ 30.39 (
𝑎

𝑤
)

4
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d'après Ewalds et al [29] Le facteur K0 présente la solution exacte utilisé pour 

normaliser les Facteurs d’Intensité des Contraintes  

                                              𝐾0 = 𝜎√𝜋𝑎                                              𝐼𝐼𝐼. 3 

 

                                         𝐾𝐼𝑛 =
𝐾𝑐𝑎𝑙

𝐾0
                                                   𝐼𝐼𝐼. 4 

Avec  kIn  facteur d’intensité de contrainte en mode I normalisées. 

Le tableau suivant présente les solutions exactes et analytiques de facteur d’intensité 

de contrainte  KI [𝑀𝑃𝑎√𝑚]୍ ainsi que les valeurs normalisées  

 

a/w K0 (exact) KI analytique   KI normalise     

0,2 22,42 30,72 0,27 

0,3 22,81 37,86 0,40 

0,4 22,55 47,44 0,52 

0,5 22,19 62,72 0,65 

          Tableau III.6:Calcul de Facteurs d’Intensité des Contraintes en mode I 

analytiquement . 

 

III.6.2.Calcul des facteurs d’intensité des contraintes par extrapolation du champ de 

déplacements 

La  méthode de calcul de K1 , KII et KII en 2D et 3D par extrapolation des sauts de 

déplacements sur les lèvres de la fissure. aussi bien pour une fissure maillée (éléments 

finis classiques) que pour une fissure non maillée (éléments finis enrichis X-FEM). 

Dans les deux cas, la méthode n’est applicable que pour des matériaux élastiques 

linéaires, homogènes et isotropes[ 84]. 

La méthode utilisée est théoriquement moins précise que le calcul à partir de la forme 

bilinéaire du taux de restitution de l’énergie et des déplacements singuliers. Elle 

permet cependant d’obtenir facilement des valeurs relativement fiables des facteurs 

d’intensité des contraintes. La comparaison des différentes méthodes de calcul est utile 

pour estimer la précision des résultats obtenus. 
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La précision des résultats de la méthode d’extrapolation des sauts de déplacement est 

nettement améliorée si le maillage est quadratique. Pour une fissure maillée, il est 

recommandé d’utiliser des éléments dits de « Barsoum » en fond de fissure (éléments 

dont les nœuds milieux sont situés au quart des arêtes). Pour une fissure non maillée, il 

est recommandé d’enrichir plusieurs couches d’éléments autour du fond de fissure. 

La méthode de calcul des facteurs d’intensité des contraintes par extrapolation du 

déplacement est basée sur le développement asymptotique du champ de déplacement 

en fond de fissure. 

En 2D, dans un milieu élastique, linéaire, isotrope et homogène, les champs de 

contraintes et de déplacement sont connus analytiquement pour les modes d’ouverture 

de la fissure  caractérisé par K1, KII et KIII. Dans le cas général en 3D, on peut montrer 

que le comportement asymptotique des déplacements et des contraintes est la somme 

des solutions correspondants aux modes I et II et III. 

Dans tous les cas, la singularité est donc la même et on peut écrire les relations 

suivantes dans le plan normal au fond de fissure, en un point M : 

 

𝐾𝐼(𝑀) = lim
𝑟→0

(
𝐸

8(1 − 𝜈2)
[𝑈𝑚]√

2𝜋

𝑟
)                                (𝐼𝐼𝐼. ) 

              𝐾𝐼𝐼(𝑀) = lim
𝑟→0

(
𝐸

8(1 − 𝜈2)
[𝑈𝑛]√

2𝜋

𝑟
)                               (𝐼𝐼𝐼. )         

𝐾𝐼𝐼𝐼(𝑀) = lim
𝑟→0

(
𝐸

8(1 − 𝜈2)
[𝑈𝑡]√

2𝜋

𝑟
)                                 (𝐼𝐼𝐼. ) 
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avec : 

t ,n dans le plan de la fissure en M , 

t vecteur tangent au fond de fissure en M , 

n vecteur normal au fond de fissure en M , 

m vecteur normal au plan de la fissure en M 

[U ] saut de déplacement entre les lèvres de 

fissure. 

[U m ]=(U lèvre supérieure −  U lèvre inférieure )⋅m 

r =∥MP∥ où P est un point du plan normal 

au fond de fissure en M , situé sur une des 

lèvres. 

 

Figure III.27:Système de coordonnées 

pour l'analyse du champ de contrainte en 

pointe de fissure 

 

Les  résultats obtenus numériquement par la méthode des éléments finis étendus 

XFEM pour les déférentes longueurs de fissure sont regroupés dans Tableau III.7  

 

a/w 
KI analytique  

(𝑀𝑃𝑎√𝑚  ୍    
KI PRESENT (XFEM) (𝑀𝑃𝑎√𝑚) Erreur % 

0,2 30,72 31.01 0,94 

0,3 37,86 36,95 -2,40 

0,4 47,44 48,14 1,48 

0,5 62,72 61.89 -1,32 

Tableau III.7:Représente la variation du facteur d’intensité de contrainte en fonction 

de la longueur de fissure 

 

avec 𝐸𝑟𝑒𝑢𝑟 % =  
(𝑣𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟𝐾𝐼(𝑋𝐹𝐸𝑀) − 𝑣𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟 𝐾𝐼(𝑎𝑛𝑎𝑙𝑦𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒)

𝑣𝑎𝑙𝑒𝑢𝑟 𝐾𝐼(𝑎𝑛𝑎𝑙𝑦𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒)
∗ 100% 

Dans le Tableau (III.7) une représentation de  la variation du facteur d’intensité de 

contrainte en fonction de la longueur de fissure pour les résultats  obtenus 

analytiquement  et les  résultats obtenus numériquement par la méthode des éléments 

finis étendus XFEM. 
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Figure: La variation de KI en fonction de a/w                                                                     

a)Résultat analytiques  et b)Résultats  numériques XFEM) 

 

On remarque a partir de la figure représenté ci-dessus (Figure III.28 ) qu'il ya une 

bonne dépendance entre les résultats  obtenus analytiquement et les  résultats obtenus 

numériquement par la méthode des éléments finis étendus XFEM.  

Les résultats ont montré que le facteurs d'intensité de contrainte augmente  avec 

l’augmentation de la longueur de fissure. en résulte qu'il ya une relation de corrélation 

directe entre la taille de la fissure  caractérisée par sa longueur (a) et les valeurs de  

facteur d'intensité de contrainte KI. 
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    Figure III.29:Erreur relative de K I pour les différents 

longueur de fissure 
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L’estimation d’erreur entre les  valeurs de facteur d'intensité des contraintes obtenus 

analytiquement et numériquement par la méthode des éléments finis étendus XFEM, 

en mode I pure représentée dans la figure III.29 . À partir de cette figure, on remarque 

que l'erreur estimée varie entre [-0.01et 0.02] c'est a dire ne dépasse pas 0.02% ceci 

confirme la validité de notre modèle numérique.  

III.7.Conclusion  

Le travail de recherche guidé dans le cadre de cette thèse et qui avait comme objectif 

principal est l'analyse du problème d'élasticité plane dans un milieu fissures par la 

méthode des élément finis étendus XFEM dans une plaque  d'aluminium  , constitue 

une contribution aussi bien d’un point de vue expérimental que d’un point de vue 

numérique par la méthode des éléments finis entendus(XFEM). 

La question de la validité des interprétations des essais de traction a été aussi un point 

central autour du quel on s’est concentré. Les essais qui ont étés conduits sur la plaque  

d'aluminium sont des essais de traction directe .  

La préparation des éprouvettes a nécessité une grande conscience qui permettait 

d’assurer l’homogénéité des échantillons.  

A partir des essais de traction , on montre que la valeur de la résistance de 

traction calculée pour des matériaux à comportement élastique et quasiment fragile 

dépendait fortement de matériaux . Cette résistance diminuer avec l'augmentation de 

longueur de fissure jusqu’à la rupture brutal du matériaux. On constate que la rupture 

est typiquement par traction. 

L’approche numérique a permis de réaliser différents essais de traction pour juger la 

validité des essais de traction et des interprétations qui en résultent. 

Dans le cas d’un chargement réel uniforme, on a mis en évidence la validité de la 

solution en contrainte.  

les modèles de traction élastique qui approchent le mieux l’état de contraintes dans la 

partie comprimée de la section puisque cette dernière reste en phase élastique. En 

revanche, le modèle  parait le mieux adapté pour déterminer le diagramme des 

contraintes/déformations dans la zone tendue de la section de l’éprouvette. 
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En utilisant les résultats de l’essai de traction directe, on conclu clairement que l’essai 

de traction,  (dans la zone tendue), approche le mieux la résistance à la traction 

uniaxiale. 

Nous pouvons donc à partir de cette étude numérique basée sur une compagne 

d’essais expérimentaux au laboratoire, conclure que  ce modèle permet d’interpréter 

correctement les essais de traction uniaxiale.et semble pouvoir approcher la résistance 

à la traction.  

Ce résultat est d’une commodité non négligeable pour les approches numériques en 

mécanique des milieux continus et en plasticité. 

Comme perspectives à ce travail de recherches, nous pouvons citer à titre non 

exhaustif les remarques suivantes : 

 D’un point de vue expérimental : La conception et la fabrication d’un dispositif 

de traction semble nécessaire. De même, il serait utile d’améliorer le dispositif 

de traction par des capteurs pour permettre l’analyse des résultats. 

 D’un point de vue numérique L’automatisation de la procédure du modèle 

numérique pourrait se faire avantageusement en se basant sur des techniques 

avancées tels que les algorithmes génétiques. L’utilisation d’un modèle 

d’éléments discrets en 3D, des logiciels bases sur la méthode XFEM  pour 

prendre éventuellement en considération les phénomènes qui se produisent en 

volume peut également être envisagé.  

On plus  est pour objet d’analyser le comportement en rupture dans le plan d’une 

plaque mince d’aluminium affaiblie par des entailles en V et différents cas de longueur 

de fissure.  

Dans la région élastique, la charge augmente par rapport au déplacement. Auparavant, 

les dégâts commençaient. 

les observations expérimentales ont démontré une importante déformation plastique 

tout au long de la pointe de l'entaille au début de la fissure, ce qui a permis de mettre 

en évidence une échelle de signification conduisant à un régime de défaillance des 

plaques d'aluminium.  
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La méthode établie par XFEM pour la simulation de configurations de fissures 

multiples sous une charge de traction est estimée numériquement et comparée aux 

résultats expérimentaux. Sans avoir besoin d'analyses complexes par éléments finis, il 

a été démontré que les résultats certifient la validité et la précision de la méthode 

XFEM. 
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