Avant Propos

Ce cours s adresse aux étudiants de fin de cycle (Licence) des disciplines génie mécanique et
maritime, |'aéronautique, physique énergétique. Connaissances de base nécessaires a la
compréhension de I’ essentiel sur les transferts de chaleurs. L’ édition de ce cours repose sur |’ expérience
professionnelle acquise au sein I'Université de Mustapha STAMBOULI de Mascara, tant
gu’ enseignement chargé de cours au niveau de département de génie mécanique et chercheur au sein du
laboratoire de modélisation numérique expérimental des phénoménes mécanique, Université de
Mostaganem. Ce cour est organisee en cing chapitres : La premiére partie de cour « Introduction sur les
transferts thermiques>, Le deuxiéme chapitre «< Lois de base des transferts de chaeur>>, troisieme
chapitre «< Conduction de la chaleur>>, le quatriéme chapitre chapitre « Transfert de chaleur par

convection > puis le dernier chapitre <« Transfert de chaleur par convection >

Mascara, le 11 Septembre 2018
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I ntroduction

De tous temps, les problémes de transmission d'énergie, et en particulier de la chaleur,
ont eu une importance déterminante pour I'étude et le fonctionnement d'appareils tels que les
générateurs de vapeur, les fours, les échangeurs, les évaporateurs, les condenseurs, les
moteurs etc.

Le transfert thermique entre deux corps est une interaction énergétique qui résulte d’ une
différence de température entre les deux corps. On distingue habituellement trois modes de
transfert de chaeur, la conduction thermique ou diffusion thermique, le rayonnement
thermique et la convection.

Ces trois modes sont régis par des lois specifiques et font ainsi |’objet de chapitres
différents dans notre cour..



COURSIDEFIRANSEERTMIHERNVIQUES
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Obj ectif:
Ce cours a pour but de faire acquérir les connaissances de base dans le domaine du
transfert de chaleur. A la fin du cours, I’éudiant devra méitriser les concepts et les lois

fondamentales de la conduction, de la convection et du rayonnement. L’ éudiant devra

également savoir les appliquer dans la résolution de problémes pratiques, simples mais
représentatifs du domaine du transfert de chaleur.




Chapitre 1
I ntroduction ala transmission de chaleur

Dé&finition dela chaleur

La chaleur est une forme d'énergie qui s écoule sous I'effet d' une différence de
température.

L’ écoulement de chaleur implique le temps et le taux de transfert d’ énergie que I’on
appelle aussi le flux de chaleur est exprimé en Watts (ou en Watts/m ou Watts/m?)

Lien avec la ther modynamique

La thermodynamique s'intéresse aux états d’ équilibre des systemes et ne permet pas
de déterminer lestaux de transfert d’ énergie.

Le calcul du taux de transfert de chaleur est le principal objectif de la discipline du
transfert de chaleur. Le transfert de chaleur compl ete donc la thermodynamique.

Le calcul du taux de transfert d’énergie est nécessaire au calcul des distributions de
température et des gradients de température ainsi que pour les besoins de bilans
énergétigues de divers systémes.

Les modesdetransfert de chaleur

Letransfert de chaleur s effectue selon trois modes principaux qui sont:
LA CONDUCTION
LA CONVECTION
LE RAYONNEMENT

CONDUCTION

CONVECTION

RAYONNEMENT

Conduction atravers
un solide ou un fluide au

Convection entre la

surface d une paroi et un fluide

L’ échange de transfert
radiatif net entre deux

repos en mouvement surfaces
I, > T, >

Tll_ ) T, fe>Ta Surface, T,
Moving fluid, 7, <
—_— /\\ Surface, T,

q" = q a1 '\f /

—_— \
— f rT. q{;f—/

L a conduction thermique

Le transfert de chaleur par conduction résulte d'un échange d énergie entre les
particules les plus énergétiques et les moins énergétiques adjacentes dans un milieu.

La température du milieu en chague point est une mesure du niveau d’ énergie en ce
point.

La chaeur se propage d’un point de température élevée vers un point de température
plusfaible.

La chaleur se propage par conduction dans tous les milieux, que ce soit les solides, les
liquides ou les gaz.

Remarque: Il ne peut pasy avoir de conduction dansle vide.
Le mécanisme physique de la conduction est lié al’ activité moléculaire dans le milieu.



e Dans les solides, le transfert de chaleur est relié a la vibration des structures
interatomiques. Egalement, dans les conducteurs éectriques, le transfert des électrons
libres joue un réle important.

e Dans les fluides, le transfert de chaleur est relié aux échanges de quantité de
mouvement par collisions entre les molécules

En général, le taux de transfert de chaleur par conduction dans les solides (et les fluides
au repos) est proportionnel au gradient de température multiplié par la surface A atravers
laguelle se produit le transfert de chaleur:

AT
9conduction < A (E)

Le coefficient de proportionnalité est appelé la conductivité thermique, k, et est une
propriété physique du matériau considéré qui peut aussi dépendre de I’ état thermodynamique
du matériau.

A lalimite Ax —0, nous pouvons donc écrire la LOlI DE FOURIER pour la conduction
delachaleur:

Loi de Fourier

ou T: Température [Kelvin ou Celsius]
X: position [métres]
q: flux de chaleur par unité de surface [Watts/m?]
k: conductivité thermique [Watts/m.K]

L a convection thermigue
La convection regroupe les échanges de chaleur entre la surface des matériaux solides et
les fluides adjacents en mouvement.




Convection for cée ‘ Convection naturelle

Buoyancy-driven
flow

flow Air ,7* Hot cum_p?ngnts 1 3
_D__D/_D_D_EL ci?cnu?trll?o:rds = B q"
— = =
g Oaonn =
. onafnnna il =]
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La convection est associée a la présence d une couche limite (film) ou la vitesse et la
température varient rapidement en s é oignant de la surface.

A la surface, la vitesse est nulle et I'échange de chaleur est di uniquement a la
conduction entre les deux milieux. Le flux de chaleur par conduction proportionnel au
gradient de température dans le fluide: ce gradient de température dépend de la géométrie, de
lavitesse de I’ écoulement et des propriétés du fluide

Le flux de chaleur par conduction
proportionnel au gradient de température
dans le fluide: ce gradient de température

dépend de la géométrie, de la vitesse de
I’ écoulement et des propriétés du fluide
L U puUI L US vue piiounna iunugiyue, wu 1aCroscopique, le taux de transfert de chaleur

par convection est proportionnel a la différence de Température entre le fluide et La surface,
multiplié par lasurface A atraverslaquelle se produit le transfert de chaleur:

qconvection® A (Ts - Too)

Le coefficient de proportionalité est appelé le coefficient de transfert de chaleur par
convection, ou plus smplement le coefficient de convection. On le dénote par la lettre h. On
peut donc écrirelaLOl DE NEWTON pour la convection:

q= h(Ts - Too)

ou: T : Température [Kelvin ou Celsius]
q: Flux de chaleur par unité de surface ou densité du flux de chaleur [Watts/m?]
h : Coefficient de convection [Watts/m?K]

Le coefficient de transfert de chaleur par convection, h, n’est pas une propriété physique
du fluide. 1l dépend en fait de nombreux parametres (geométrie, nature de |’ écoulement,
propriétés, état de surface, etc...). La prédiction du coefficient h pour les applications
courantes sera abordée aux chapitre sur la convection.



h
Transfert de chaleur (W/mZ.K)
Convection naturelle
) Gaz 2'25
o Liquide 50-1000
Convection forcée
o Gaz 25-250
o Li qui de 100-20000
Convection avec changement de phase
e Ebullition ou condensation 2500-
100000

Tab.1:Valeurstypes du coefficient de convection de chaleur

L erayonnement thermique

Le mode de transfert de chaleur par rayonnement differe fondamentalement des
premiers modes. La chaleur se propage via des ondes éectromagnétiques, qui ne nécessitent
pas un contact entre les corps qui échangent ni la présence d' un milieu. L’échange par
rayonnement peut sefaire danslevide.

Tout corps a température supérieure a OK émet des ondes électromagnétiques vers son
environnement.
e L’énergie est émise constamment et est relié al’ activité moléculaire au sein du corps.
e L’échange de chaleur entre deux corpsimplique que les deux corps se voient.
e Lehilandel’ échange seranon nul si les corps sont a des températures différentes.

La quantité maximale de chaleur radiante pouvant étre émise par un corps est donnée
par laloi de Stéfan-Botzmann :
qr =Ep = O'T‘sl
ou: Ts: Température de la surface [Kelvin]
q : Flux de chaleur par unité de surface émettante [Wats/m?]
o : Constante de Stefan-Boltzmann=5,67 10°® [Wattsm?K?]
Remarque: Le flux de chaleur par rayonnement est trés important a haute température.
L esrégimes
e Lerégimepermanent (ou stationnaire)
En régime permanent, le temps n'est pas une variable intervenant dans les
problémes : la distribution de température est indépendante du temps ainsi que les flux
de chaleur.

e Lerégimetransitoire (ou instationnaire)
En régime transitoire, les flux d chaleur ainsi que les distributions de
température sont des fonctions du temps. Nous étudierons seulement la conduction

unidimensionnelle en régime transitoire.



Exemple: M écanique du batiment
Exemple: chauffe-eau

Conduit Caupe-tira
d'évacuation pelinee
Sortie
d'cau chaude Entréte d'eau froide

[

Conduit de fumée

fsolant
Chambre de Braleur
cominstion

Exemple: Chauffagerésidentiel

~L

Exemple: Echangeurs de chaleur

Exemple: Foursindustriels
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L a conservation del’énerqgie

Ein: Flux d'énergie entrant dans le volume de contréle
E,u¢: Flux d énergie sortant du volume de contréle

Eg: génération volumétrique de chaleur
E,:: énergie emmagasinée dans le milieu lorsque les conditions varient dans le temps (régime transitoir

En régime transitoire, |I’énergie emmagasinée, E,,, résulte en un changement de la
température dans le matériau qui fait intervenir la capacité calorifigue de matériau selon la
relation:

. dT
Es = pC,V —

ol p: massevolumique [kg/m’]

C,: Capacite calorifique
[Joule/Kg.K]

V: Volume [m?]
T: Température [K]

t: Temps|[9|

Sur une surface de contrdle, seuls les termes en entrée et sortie sont présents:

11
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1
1 : Surroundings
s T ——
11
N G

T, : 11

Goon—> 111 E _ E
11 Fluid in — Lout
1,
: : 9 conv _
1 l l Qcond = 9cov + qray
]
r 1 oy Ty
L h 72

1 N

" 1
i
11 I,
LL— Control surfaces

M éthodologie pour le calcul du transfert de chaleur
Dé&finir un volume de contréle approprié.
Identifier les modes de transfert d’ énergie.
Indiquer les flux et les sources de chaleur.
Ecrire |’ équation de conservation de |’ énergie.

12



Chapitre2
Introduction ala conduction thermique

La conduction unidimensionnélle
—

Considérons une tige de section constante A, () ~ )
AT=T,T,

soumise a une différence de température T;,-To.

- S

Le flux de chaleur est donné par laloi phénoménol ogique.

Laloi deFourier:

AT
Q. =—-kA T

Remarque: Le signe négatif nous assure un flux de chaleur positif d'une haute
température vers une basse température.

ou: T: Température [Kelvin ou Celsius]
L: Longueur [métres]
Qx: flux de chaleur [Watts]
k: conductivité thermique [Watts/m.K]
A: aire de passage de la chaleur [m?]

L a conductivitéthermique
e Laconductivité thermique est définie par laloi de Fourier:
» Flux de chaleur qui traverse une surface unitaire en présence d’ un gradient
unitaire.
> Différente pour chaque matériau
> Dépend en général de latempérature
» Dépend de la pression pour les fluides

La conductivité thermique est avant tout une propriété des matériaux

13



La conductivité thermique est aussi dépendante de la température pour la plupart des matériaux
- Danslecasgénéral 2D et 3D, leflux de chaleur est un vecteur donné par larelation:

~

ou

q = —kVT

oT d
qx = _kxa' 4y = _ky@, qz = _kza

T oT

- Dansle cours, nous ferons |’ hypothese de matériavix isotropes avec ke=k,=k~=k

L’ équation de diffusion de la chaleur
- Considérons un volume infinitésimal d’un matériau homogéne et considérons les flux
thermiques par conduction sur les faces de ce volume

T, y, 2) ]

1('1_' \
‘J_J.JI NS

- Laconservation d’ énergie implique:

Taux de Taux dsg Taux Taux dg
transfert d’énergi¢ [transfert d’énergig |d’accumulation génération d'énergig
entrant dans l¢g |[sortant du volume dg [d’énergie dans lg ([dans le volume dsg
\/oliime de caontrdle cantrAle \zoliime de caontrle contrAle

Ein_ - Eout.
- Egen =Eg

- Letaux de génération d énergie thermique par unité de volume en Watts est donné

par :

Egen = qdxdydz
oll gest la source d’ énergie interne en Watts/m®



Letaux d’accumulation d’ énergie thermique par unité de volume en Watts est donné
par:

: oT

Ey = pc, FT dxdydz
Les flux entrants sont qy,qy €t g,

Les flux sortant sont évalués al’ aide d’ un dével oppement en série de Taylor:

: 0y
Suivant x = Qyrax = qx + Br dx
: aqy
Suivant y = qyiqy = qy + Wdy
. B aq;
Suivant z = q,4q, = q, + 57 dz

Letaux detransfert net aux surfaces devient:

Ein = Eout = qx — Qxtax T Ay — Qy+dy T 9z — Qz+az

04y aqy 09,
= — dx — dy — d
0x x dy Y 2z ¢
Utilisant laloi de Fourier pour le flux de chaleur par conduction
oT
qx = _kxa

oT
qx = —ky ™ dydz
Et similairement pour les autres directions, on obtient:

E —E . =d|kdyd (aT) + 0| kdxd (aT) + 0| kdxd (aT)
in out — yzax xzay xy aZ

En insérant les termes différentiels de flux de surfaces, de génération d énergie
thermique et d’accumulation dans I’ équation de conservation et en exprimant les taux
detransfert en utilisant laloi de Fourier, I’ équation différentielle de diffusion devient:

d <k0T>+ d (k0T>+ d (k0T>+ . oT
ax\"ax) T ay\"ay) Taz\"8z) TIT Py

Coordonnées cylindriques

En effectuant une démarche similaire (bilan d’ énergie) sur un éément de volume
cylindrique, I’ équation différentielle de diffusion devient:

15



16<k 6T)+1 a(kaT)_l_a(kaT)_l_,_ ar
ror\" 3 299\ a¢ az) "1 Py

Coordonnées sphériques

o + d

rsin@d¢

En effectuant une démarche similaire (bilan d’ énergie) sur un éément de volume
sphérique, I’ équation différentielle de diffusion devient:
1 6( 2aT)_I_ 1 d (kar) 1 a(k Bar)+ aT
2ar\"" ar) " r2sinZe op\ a¢p/ risindad sin L) 1=Pe g at

Quelques simplifications en géométrie cartésienne:

k constant
a (dT a (aT a (dT\ q 10T
BRI
dx\dx/ 0dy\dy/ 0z\dz/) k aodt
k
ola = oC, est appelée la diffusivité thermique
P

Régime permanent

a ( dT a ( dT a ( aT

52 (kax) + 35 (kgy) + 3, (k) +a=o
k constant, régime permanent, sans source, 1D
d ( aT\ 0°T
ax (k ax) axz

L es conditions aux frontiéres et initiales
Pour résoudre I’ équation de diffusion de la chaleur et ainsi déterminer la distribution
de température T dans un milieu, il faut spécifier des conditions aux frontiéres.
De plus, en régime transitoire, lorsque latempérature dépend du temps, il faut
spécifier une condition initiale, qui représente latempérature initiale dans le matériau.

- Condition aux frontieres de type Dirichlet
- Température T imposée

16



- Condition aux frontiéres de type Neumann

r,t) =T.

- Flux de chaleur g" imposé

ar
dxlx=0

—k

= qy

- Paroi isolée, adiabatique

- Condition aux frontiéres detype mixte:

v

v

- Flux de chaleur " provenant dela convection

—k

ar
dx x=0

= gy = h(T |

_oo)

Tw)

17
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CHAPITRE 3
Conduction Unidimensionnélle

Laloi deFourier

AT —>
qx = _kT
AT:Tl'TZ
ou: T: Température [Kelvin ou Celsius] () )

L: Longueur [métres] |< >|
0. flux de chaleur [Watts/m?]
k: conductivité thermique [Wattsm.K]
L’ équation de diffusion de la chaleur
- En géométrie cartésienne:
- Régime per manent
d (kaT> N d (kaT)+ a (kaT)+ =0
ax\ adx) ay\ dy) az\ oz 1=
- k constant, régime per manent, sans sour ce, 1D
i) ( 6T> _ 9T
ax\ ax/ oxz

Equation différentielle du 2™ ordre = solution: T(x)=Cix+C;
Conditions aux limites (ou aux frontieres): Boundary conditions (en

anglais)

{T(O) = Ts,l
T(L) = Ts,2
A partir des conditions aux limites, on détermine les constantes C; et C,
T(O) = Ts,l T(O) = CZ = Ts,l Csz TS’IT
T(L) =Ts,  (TL)=C1L+Cy =Ty,  |Cy =225t =1
Ladistribution de température est linéaire

T,,—T
T(x) = —s2 sl I Sy 4+ T,
Le flux de chaeur Ladensité du flux de chaleur
dT kA Q, dT k
Q= —kAa A (Ts2—Ts1) Qe = - —ka =1 (Ts2 —Ts41)

RESISTANCE THERMIQUE
Le concept de « résistance thermique » doit supposer que la paroi ne
contient pas de source interne de chaleur e que les propriétés
thermodynamiques sont constantes.

18



En électricité En thermique

UZ - U1 _ TS,Z - Ts,l
Relec = 71 Rin = 0

A partir de cette éguivalence éectricité-thermique, on peut déduire la résistance

thermique en conduction thermique:
Ts,Z B Ts,l _ Ts,Z B Ts,l L

R = = =— [K/W
th,cond Q kTA(TSZ _Ts 1) kA [ / ]

De laméme fagon, on peut déduire la résistance thermigue en convection thermique:
_ Ts,Z B Ts,l _ Ts,2 B Ts,l _
Rth,conv - Q - hA(TSVZ _ Ts'l) - hA [K/W]

En éectricité le courant électrique qui traverse des résistances électriques en série est
constant, et donc par équivalence le flux de chaleur qui traverse des résistances thermiques en
serie est également constant:

To1—Ts1 Ts1—Tsa Tso2—Top

Q. = 1 - L 1
h,A kA h,A
En dectricité la résistance éectrique totale est la somme des résistances électriques en

série, et donc par équivalence la résistance thermique totale est la somme des résistances
thermiques en série:
1 L 1
mA kA A
Donc, on déduit le flux de chaleur peut étre calculé a partir de la résistance thermique
totale:

Ry =

2 P

Cold fluid
Toah

L es par ois composites

Le principe d'équivalence en circuit électrique de systeme thermique peut étre
également utilisé pour d’ autres systémes plus complexes.
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T~z

A

I~z
1y EEECL, )
) kg ke Tea

M

Tty
Cold fluid
L, Ly L 1 Tep
A BA KA KA RA
TPWW\J‘O"V\/\J‘O"V\/\/‘O‘W\I‘O‘MW‘O
T, Ta T Ty Ta T.

Circuit thermique équivalent d’'un mur composi teen série

1 L, L, Le 1

hA kA kgA kcA hoA

4,
Y Ta, [ [F T3 T T.a

TOO,l - T00,4
Q — T00,1 - T00,4
|Gria) + Ge2) + () + (2) * ()]
K= 1 Tsa—Ty To—-T3 T3—Tsa Tsa—Twn
fod ) &%) (&%) (ea)
Nous pouvons introduire le coefficient global o échange de chaleur K [W/m?K]

Q. =KA(To,1 — To4) = KAAT
1 1

Rt ) )+ )+ (69 + ()

Qx =

K

-
W es
=~
B

STy
ks
4

I

™M
=
=

1]

N
X[~

s—> 0N L L Ly O,
kelarzy kA2 kfar2)

2]

Circuit thermigue équivalent d’un mur composite en série et paralléle
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Géométriecylindrique
Cold fluid
T h

N\I¥

-

e
- L
-

rd

-

Vil

Conduction dans un cylindre avec source interne

-
-
A
oy

~

Géométrie cylindrique

En géométrie cylindrique
16( 6T> 16<6T)+6(k6T)+,_ aT
ror\ ar) 1290\ 90) Taz\"az) T1T PG
k constant, régime permanent, avec source, 1D
10 <k 6T> ta= aT
ror\ T ar) T1T Py )
On suppose que la source est uniforme dans le cylindre donc g=cst, et aprés la 1%°
intégration on obtient:
dT q ,
- = - C
i A

La 2°™ intégration on obtient:

q
T(r) = —ﬁrz + Cylnr + C,

Pour déterminer les constantes d'intégration, on utilise les conditions aux limites

suivantes:
dar
arl _, =0 et T(ry) =Ty
Apres résolution les constantes obtenues sont:
q
ci=0 CZ=TS+Er(2,

On obtient la distribution de température dans le cylindre:
2

Ty =L(1-")sr
"= 1k T3 $

21



Aprés évaluation de la température au centre du cylindre (r=0), On obtient la
distribution de latempérature adimensionnelle dans le cylindre avec T(0)=T,:
T(r)—T 1 r\?2
To—Ts, (ro)
En utilisant le principe de conservation de I’ énergie thermique ala surface (r=ro):
g(mriL) = h(2rroL)(Ts — To,)

Latempérature delasurface du cylindre:

qry
T. =T, +—
s 2h
—X L = q—Lz - ﬁ
| T ==, (1 Lz) + T
g
_—T
qn(x) — qr
q(x) = gxA,
T _ érz 1 — r2 +T
n= 6k "_,2, s
W rﬂ
m/
& ' TR
f Ve '
\\ /l " qn= 3
] B (;47.*1"3
q(r) 3
L e cylindre creux
Hot fluid
' T_ﬂ,.'il
Fales ’

Cylindre creux avec
conditions aux limites
] 4 —» Convectives aux surfaces

16<k aT)+ 10 <k0T>+ 6(k6T>+,_ aT
rar\ " ar) T2 az\" az) T1T PPy



Letransfert thermique est unidirectionnel suivant ladirectionr = T(r)
10 (k aT _o
rar\" ar) h

Apresintégration on obtient = T(r)=Cilnr+C,

Les conditions aux limites sont nécessaires pour déterminer les constantes C; et C,

T(ro)=Ts1 et T(r2)=Ts2
— TS,Z - Ts,l _ TS,Z - Ts,l
{Ts,l = Cqilnr{ + C, 1 In(ry/ry) 1 In(ry/rq)
= =
Ts; = Cqlnr; + C, _ Ts2 —Tsy _ T, —Tsq
C, =T,y ————lnr, C=Tsp —————=
In(ry/rq1) 1-In(ry/rz)
Tsh—Tsp r
T(r) =——In (—) +T
™) In(ri/ry) \ry s2

Le flux de chaleur est obtenu a partir de laloi de Fourier
oT 2mLk(Tsy —Ts)

dar
q, = —kAa = —k(2nrL Fri In(ry/7D)

On en déduit larésistance thermique

_ In(ry/rq)
R cond = onlk

Hot fluid
T

cr'ﬂﬂ::’ / T”'"“ :\\
Ny

s s T2 ..
7 J g, —> AN AN~ AN
T;» 1 In(ryfry} 1
hZnnl 2kl 2 gl

L’ évolution de latempérature a travers un cylindre creux est logarithmique

L e cylindre composite




Distribution de température atravers un cylindre composite

_ (Too,l - Too,Z)
=" In(ry/ry) | In(rs/ry)  In(ry/rs) 1
anthl ZTl'kAL ZﬂkBL Zﬂ:kcL 277,'1'4_Lh4
T00,1 - T00,4
q, = R— = UA(TOO,I - T00,4)
tot
Le coefficient d’ échange global par rapport ala surface A;=2nr;L
T00,1 - T00,4
G=—"p = UjA1(Tos1 —Tooa)
tot
7 1
1= 1 Trq rz Trq r3 Trq r4 1
h—1+k—Aln +kBl +kCl +T4h1

On peut vérifier facilement que U1A1=U2A ,=U3A5=UsA =(Rior)

La sphére creuse

D’apres la loi de Fourier, on détermine le flux de chaleur qui traverse la paroi d’'une
sphere creuse
dT dT qr (T2dr Tsz Atk (Tsy — Ts2)
- _ Z - AN _T - — s,1 S,2

qr kA I k(4nr )dr = - = - k(T)dT = q, /) — (/)

o 4mtk(Tsq — Ts)

T Q/r)—(QA/ry)
On en déduite larésistance thermique

1 /1 1
Rt,cond 4tk (_ - E)

TABLE 3.3 One-dimensional, steady-state solutions
to the heat equation with no generation

Plane Wall Cylindrical Wall* Spherical Wall’
Heat equation % =0 lr ;r ( ‘;{) 0 %% (,2 %3) =
T s meearin-ar| S0
Heat flux (¢') K o £§r.) I 1/:){7-( 1r)]
Heat rate () kA ATT f:(l;fﬁg %
Thermal L In (ra/r,) (Ury) = (Ury)

resistance (R, cona) kA 2Lk 47k

24



Exemple d’application

La possibilité de I’ existence d’ une épaisseur optimale d’isolation dans un systéme radial
est justifiée par la présence d' un effet inverse associé al’ augmentation de cette épaisseur.

Bien gue la résistance thermique de la conduction augmente avec I’ gjout d’isolant, la
résistance thermique de la convection diminue a cause de I’augmentation de la surface
externe. Donc, il doit exister une épaisseur de I'isolant qui réduit les pertes de chaleur et
augmente la résistance totale du transfert de chaleur. Résoudre ce probleme en considérant le
probléme suivant :

1- Un tube en cuivre mince de rayon ri est utilisé pour transporter un réfrigérant a basse
température et il est alatempérature Ti inférieur alatempérature ambiante de |’air T, autour
du tube. Existe-t-il une épaisseur optimale appliqué al’isolation du tube?

2- Vérifier le résultat obtenu en calculant la résistance thermique totale par unité de
longueur du tube: D=10 mm ; épaisseur del’isolation : 0, 2, 5, 10, 20 et 40 mm.

L’isolant est composé en laine de verre et le coefficient d’ échange par convection est de
h=5W/m*K

T, T,
q —— AN ANAN—O
In(e/ry) 1
27k 2nrh
_. _in{rr) 1
w =t
- 2k 2irrh
, T, — T,
q = ’
Rtot
Pour savoir si R’ o=possede un extremum, il faut résoudre |’ équation suivante:
dR,
o _ 0 > | 1 =0 —» r= k

dr 27kr  27r%h h
Pour savoir si cet extremum est maximum ou minimum, il faut déterminer le signe de la
dérivée seconde.
Lorsgu’ elle est négative ¢’ est un maximum et lorsgu’ elle est positive ¢’ est un minimum.

27 ] 2 /
d°Ry _ 1 i d’R,, 1 1

1
— _ [1
dr? 2wkr*  wrh dr?2  a(kh)?\k 2k

Il existe une résistance totale minimum donc il n’'existe pas une épaisseur d’isolant
optimum, mais il existe une épaisseur critique eg=rq-ri=k/h-r;
A cette épaisseur correspond un transfert de chaleur maximum
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h=35W/m?-Kandk = 0.055 W/m-K
NDNES W/im - K
— Vel ¥YT11A A% = 0.011 m
SWim?-K

re — r; = (0.011 — 0.005) m = 0.006 m

r
rer

Exemple d’application

Un réservoir méalique de
forme sphériqgue est utilise pour
stocker de I’ azote liquide & 77 K. Le
réservoir aun diamétre de 0,5 m et est
couvert avec un isolant composé de
poudre de silice. L’isolant a une
épaisseur de 25 mm, et la surface
extérieure est exposée a de I'air

Thin-walled spherical
container, r; =025

Air

H

Insulation outer
-é surface,
r, =0.275m

ambiant & une température de 300 K. ™2 2 20w e
Le coefficient de convection est 20 p=804 kg/m®
W/mPK. La chaleur latente de e =2 x 107 e
vaporisation et |la masse volumique de . -

o, | eo,2

I’ azote liquide sont respectivement 2

10° Jkg et 804 kg/m”. Rices  Rocom
Quel est le flux de chaeur
introduit dans I’ azote liquide?
Quel est la quantité du liquide
azote
_ (1 1) Ricom = ——
Ricons = 4ak\h 1) S hdarr)
_ Toy = Ta,
T Wamlol(Ur) — (ry)] + (1/hAmrd)
Application numérique:
~ (300 — 77) __ 28 ew
1= 1 T 17,02+0,05

1 1 1
47(0,0017) (0,25 - 0,275) + 50~41(0,275)2
Le bilan énergétique du réservoir:
_ . q 13,06
q — mhsy = 0=>m = R = 53105
Par jour, la quantité du liguide évaporée a cause du gain de chal eur:

=6,5310"%kg/s
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m = 6,53 107°x3600x24 = 5,64 kg/jour
Le volume du liquide évaporé
rh 5,64 m3

V=— = 0,007
p "~ 804 jour

= 7litres/jour

Autres cas 1D avec sour ce volumétrique

Distribution detempérature

qL> x? T.o—T.ix T.,—
: T(x) = - 1—2 ) 452 s1%t , 7sd
Paroi plane 2k L? 2 L 2
2 2
_ qrz(, T
T(r) =Tsy + 50 (1 r%>
. 2 2
Paroi —qr2(1—2>+ i l
cylindrique 4k r2 (Ts2 —Ts1)
2 2
qrs r
T(r) =Tsy +-o0 (1_E>
Paroi qr§ 2
sphericue B _2 + (TSZ 51)
6k 3

27

(1/r1) — (1/12)




Densité du flux de chaleur

Paroi plane

Paroi
cylindrique

Paroi
sphérique

n > k
q'(x) = qx = 57 (Tsz = Ts)

ar k ‘LI].";(Z (1 — > + (Tsz s,l)
@ =5 rin(ry/r1) -
[. 2 2 ]
o k %( — :—%) + (Ts,z - Ts,l)
) ==5- r2[(1/14) — (1/13)]

Flux de chaleur

Paroi plane

Paroi
cylindrique

Paroi
sphérique

aGo) = |4x — 52 (Tor - To1)| 4,

2mLk qr§ %
— 4 2 _

3 4k ‘161;(2 < > + (TS,Z - Ts'l)l

3 [(1/r1) — (1/73)]

28




LESAILETTES

Une ailette est dispositif thermique visant a
augmenter la surface de contact avec un fluide
extérieur pour augmenter les échanges convectifs,
et donc le transfert de chaleur.

Fluide
environnant

convection

L'ailette est en contact avec le corps chaud,
la chaleur se propage par conduction a travers
I'ailette qui est refroidi par convection par le fluide
environnant.

APPLICATION DESAILETTES

Lesradiateurs

Dans le radiateur, I'eau circule dans un tube
sur lequel viennent se greffer des ailettes qui
améliorent le refroidissement du tube et donc de
|'eaul.

Résistances chauffantes a ailettes

29



Composants aér ospatiaux
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Frein adisque en fonte ventilés

siteties s I O opiisc

Amélioration des échanges thermiques par ventilation

TGV

Ailettes hélicoidales

Tubes a ailettes spirale conviennent dans toutes sortes d'applications:
chaudieres de central es thermiques,
chauffage,
industries chimiques,
aciéries,
ainsi que dans les raffineries:
* industrie aimentaire,
* industrie de la cellulose, etc...
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D’ autres applications d’ ailettes

Différentstypes d’ ailettes

Ailettes

Section Section non
uniforme uniforme

Rectangulaire Circulaire Triangulaire Conique

32
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Mise en équation du bilan ther mique

Hypotheses
» Régime permanant sans source d énergie

> Legradient de température est unidirectionnel = champ de température est uniforme

dans une section donnée de I’ ail ette

» Letransfert de chaleur par rayonnement est négligeable
La conductivité thermique k et le coefficient d’ échange, h sont constants

Ailettes a section non uniforme

7 RS
S /\ ] P e N ,’!’l - AL
B B

T

33

Bilan thermique

Qx = Qxidx t dqconv

L oi de Fourier

dT
qd. = _kAcE
1)
Developpement en série de Taylor
dq
Qx+dx = qx T dxx dx
dT d dTr
Qurar = —Hde g =k (Ac ) dx
(2

L oi de Newton

dqconv = hdA; (T - Too)

©)



En remplacant les équations (1) et (2) dans |’ équation (3), on obtient:
d dT\ hdA;
= (T—-T.)=0

dx\"“dx) k dx
d2T+(1 dAC)dT (1 hdAS)(T I
dx2  \A, dx/)dx \A.k dx s

C'est I’ équation différentielle donnant le profil de température

Ailette a section uniforme

Lorsque I’ ail ette est & section uniforme I’ équation différentielle donnant le profil de
température se réduit a

d*T hP

dx? kA, (I=Teo) =0

On obtient I'équation différentiele

En posant 0(x) =T(x) — T,

suivante:
hP

2 =
kA,

d?e _ 29 = (0 Aavec m
dxz~ MY =
C’est un équation différentielle linéaire homogéne du second ordre qui a pour solution:

0(x) = Cie™ + Cre™™
Pour déterminer les constantes C1 et C2 on utilise les conditions aux limites
- Premiére condition est latempérature ala base de I’ ailette a x=0
60(0) =T, —T,
- Deuxieme condition est latempérature a1’ extrémité de |’ ailette a x=L suivant 4 cas de

configurations:

1% cas:
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dT
i, 7. hAT(L) - T.] = —kA. |
Geonv dx
T, /
LDt m do
R ka8 —> ([l—> ralre ho(L) = —k—
[ H dx x=L
{ Bb = Cl + Cz
h(C,e™ + Cye ™) = km(Cpe ™ — C,e™l)

Ladistribution de température est donnée par lafonction suivante:

g coshm(L—x)+ (%) sinh m(L — x)
O_b =

coshmlL + (%) sinh mL

On remarque que le gradient de température décroit lorsque x augmente.

Ce qui a pour conséquence la réduction du
transfert de chaleur par conduction thermique
lorsgue x augmente due aux pertes thermiques
continues par convection alasurface del’ ailette.

Pour déterminer le flux de chaleur évacué par |’ailette, deux méthodes peuvent étre
utilisées:
1) laprocédure laplus simple est d' utiliser laloi de Fourier alabase del’ailette.

KA dT — kA do
qf_qb_ Cdxx=0_ Cdxx=0
En connaissant la distribution de température, on obtient le flux g de chaleur évacué par
I” ailette.

sinh mL + (%) coshml
CIf = WIthAcgb

coshmlL + (%) sinh mL

2) L’ autre méthode est d' utiliser le bilan énergétique de |’ ailette:
Le flux de chaleur évacué a la base de I’ allette est égale au flux de chaleur évacué ala
surface latérale de |’ ailette et au sommet de |’ ailette.

. h
qf = | h[T(x)—T.,]dA sinh mL + (—k) coshmlL
Ag On obtidht:= v hPkA B} L

coshmlL + (%) sinh mL
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qr = ho(x)dA,

\ Ar

2°™ cas:

On suppose que le flux de chaleur al’ extrémité de |’ ail ette est négligeable:
do — 0
dx x=L B

mL —mL de i .
En remplagapie™" 4+ C,e =0 d%as =0 on obtient :
Xlx=L

0(x) = C,e™ + Cre™™*

{ Bb = Cl + Cz
Cie™ + Cre™ =0
Ladistribution de température est donnée par lafonction suivante:

6 cosh m(L — x)
0,  coshmlL

En utilisant laloi de Fourier alabase del’ ailette

— = —kA ar = —kA i
df = qp = “dxl,_o “dxly—o
gﬂqé)sztalsent qr = \hPkA Optanh mL

On suppose gu’ al’ extrémité de |’ ail ette la température T, est imposée.
De la méme fagon que les deux cas précédent on obtient la distribution de température
et leflux de chaleur évacué par |’ ailette

0;\ . .
0 (O_b) sinh mL + sinh m(L — x)

0_,, B sinh mL

cosh mL — (%)
a5 = hPkAO, sinh mL :

4°™ cas:
On suppose qu’' al’ extrémité de I’ allette est al’infini de tel fagon que latempérature T,
est égale alatempérature T...
De la méme fagon que les cas précédents on obtient la distribution de température et le
flux de chaleur évacué par |’ ailette
i = e Mx
Op

qf = ./ thACGb

36



TABLE 3.4 Temperature distribution and heat loss for fins of uniform cross section

Tip Condition Temperature Fin Heat
Case (x=1L) Distribution 6/6, Transfer Rate g,
A Convection heat hm(L — x) + (himk) sinh m(L — inh mL + (himk) cosh mL
transfer: coshm(L — x) + (hlmk) sinh m(L — x) sin (h/mk) coshm
hO(L) = —k ﬂdelx:L cosh mL + (himk) sinh mL cosh mL + (himk) sinh mL
(3.70) (3.72)
B Adiabatic cosh m(L — x)
dbldx|,_, = 0 “ooshml M tanh mL
(3.75) (3.76)
C Prescribed temperature:
O(L) =6, (6,/8,) sinh mx + sinh m(L — x) (coshmL — 6,/8,)
: M—
sinhmlL sinhmL
(3.77) (3.78)
D Infinite fin (L — =):
6(L)y=0 o (3.79) M (3.80)
0=T-T, m? = hP/KA,
0,=60)=7,—T. M=VhPkAS,
Rappd mathématigue:
g —-X =
. 1, . 0, . _e*— e _ sinhx
sinhx = 5(e*— e ) coshx= 5(e*+ e ) tanh x = — =
2 ( 2 ( e*+ e * coshx
d ... . du d . du 4. . 1 1 \du
i I e — (cosh u) = (sinh u) — = ) ,
dx dx dx dx dx \cosh?u/ dx
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Exemple d’application

Une tres longue tige de 5 mm de
diamétre a un coté mantenu a une
température de 100°C. La surface de latige

Air

est expose a |I'air ambiant & 25°C avec un /
coefficient de convection de 100 W/m? K. N / T = 259
Tl 00C / i = 100 Wi
1) Déterminez la distribution de 7 37 ‘
température dans la tige si celle-ci est en T
cuivre, en auminium ou en acier k, L—ee, D =5 mm

inoxydable. =

2) Estimez quelle longueur doit avoir

la tige pour que celleci puisse ére
considéré comme infiniment longue.

A la température moyenne T=(Tp+T.,)/2=(100+25)/2=62,5°C, les conductivités

thermiques de chaque matériau sont:

D):

Cuivre: k=398 W/m.K
Aluminium: k=180 W/m.K
Acier inoxydable: k=14 W/m.K

1/2

mo(HPY_| D | _an)"?
KA, K aD? kD
Avec h=100 W/m2K et D=5 10 m pour chaque niatéiau on obtient:

Cuivre: m=14,2 m*

Aluminium: m=21,2 m™

Acier inoxydable: m=75,6 m*

Ladistribution de température le long de I’ ail ette est donnée par I’ équation suivante (cas

T(x)=e™
Pour chague matériau on obtient la courbe exponentielle

L’ évacuation de lachaeur par |’ ailette:

q; =+/hPKA_6,
Pour le cuivre:

a; =~/hPkA 6, = \/100x7rx0,005x 398x%x(0,005)2 (100-25)=8,3W
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Pour I’auminium: g=5,6 W pour |’ acier inoxydable: g=1,6 W

2) A I'infini 1a température de |’ ailette est égale a la température de I’ air ambiant et la
transfert de chaleur est nul comme si I’ extrémité de I’ ailette est isolé (adiabatique). Donc on
compare lecas B et D:

B Adizbatic cash mi{L — x)

M tﬂﬂh mal
dfldx],_, =0 coshml
D Infinite fin (L. — =: . o
6(L) =0 e 3.79) M i

Pour approximer la longueur de |'ailette a une ailette infini il faut déterminer la
longueur L pour que tanh mL>0,99 ou mL > 2,65=L > 2,65/m=2,65/14,2=0,187m=0,19m.
Pour I’aduminium L > 2,65/m=2,65/21,2=0,125m=0,13m.
Pour I’ acier inoxydable L > 2,65/m=2,65/75,6=0,035m=0,04m.
Efficacité d’une ailette

L’ ailette a pour but de permettre une plus grande dissipation de chaleur. Le taux
maximum de dissipation qu’ une ailette pourrait avoir est le taux qu’ on obtiendrait si I’ ailette
entiere était a latempérature de la base (car c’est celle-ci qui ale plus grand AT). Par contre,
cette situation N’ est pas possible car il doit y avoir un gradient de température dans I’ ailette
associé au phénomene de conduction. On peut ainsi définir une efficacité de I’ ail ette par:

T, 1,
I
T, qs
* Ny =———
/?Afﬁb
T(x)
T,
|
L

Ailette de section transverse non-uniforme

d*T 1 d4 dT 1 d4
—+(——)————=(T(x)-T71,) =0
dx” (AC dx ) dx k4 dx (I(x) )

La dérivée du deuxieme terme n’ est plus nulle! Ce petit détail compligue grandement la
résolution de I’ équation différentielle.
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Efficacité des ailettes 2D
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Efficacité des ailettes cylindrique

Surface avec ailettes

i
1
S
T I
1&7 . A
L Pl
4—[‘_’;1/“‘ T h
L
g, =Nn.hA 6, +hA0O NA
{A;=NA: +Abb " =g, =h[Np, A, +(AI—NAf)}9b=hA{1— Af (1—nf)}9b
NA
= e s =1-— (1)

My =
° qmax hAleb A[
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TABLE 3.5

Efficiency of common fin shapes

Straight Fins

Rectangular®
Ap = 2wl
L.=L+ (12)
A, =1L

Triangular®
A = 2w[L? + (1/2)2]"
A, = (t2)L

Parabolic®
Ap=w[C\L +
(L¥DIn (t/L + C))]
C, =1+ (/Ly]'"?
A, = (13)L

Circular Fin

Rectangular*
Ap=2m(r5. — 1))
1 =1 + (112)
V=m(rs—ri

Pin Fins
Rectangular®
A; = wDL,
1.= L+ (D)
V = (wD*4)L

Triangular®
Ap= T2 (L2 + (DR
V= (a/12)D’L

f

L—»

L

r

f

_ tanhml,
T L

C

1 h(ml)
T L I(2mL)

_ 2
[4GmLY + 117+ 1

Ty

_ K\ (mr)]\(mry)) —I,(mr\)K,(mry)
2 Io{mr)K (mry.) + Ki(mr))I (mry,)
B (2r\/m)

T2 2
(r2c_rl)

Ny

2

_ tanhml,
= mlL

c

2 L,(2mlL)
W L 1,(2mL)




Exemple d application

Le cylindre d une moto est en aluminium et a une hauteur 0.15m et un diamétre externe
de 50mm. Sous conditions normales, la surface extérieure du cylindre est a une température
de 500 K. La température ambiante est a 300 K avec un coefficient de convection de 50
W/m® Des ailettes circulaires sont encastrées autour du cylindre pour augmenter la
dissipation de chaleur. 1l y a5 ailettes d’ une épaisseur de 6 mm et d’une longueur de 20 mm.
Calculez I'augmentation du transfert de chaleur di ala présence de ces 5 ail ettes.

[—Engine cylinder
cross section

|
T
I | (2024 T6 Al alloy)
N
! T, = 500 K
H=0.15m
| k3 7. = 300 K
| t=6mm h = 50 W/m?K
| ¥ L
; ‘ < Air
— r=25mm  -—
—i— [ =20 mm
- =—rp =45 mm

A, = 2r(r2 = 12)+ 2a1,t = 27(0,0452 - 0,025 )+ 27 x 0,045 0,006 = 0,0105m*
A, = 27(2 - 1?)= 27(0,0487 - 0,0252) = 0,0105m’
A = NA, + 2ar,(H — Nt)= 0,0527 + 2 x 0,025(0,15—0,03) = 0,0716m?

e _ 100
r.1

L, =0,023m
A, =1,38x10"*m?

12?(h/ kA, J'2 =015

Graphiquement, on obtient
I’ efficacité de |’ ail ette n;=0,95

Avec les ailettes la quantité de chaleur évacuée est obtenue a partir de |’ éguation
suivante:

NA,
q = hA|1- A (1—77f)9b=50><0,0716><(

} 500105

1- 0.95)](500 —300) = 690W
00716

Sans les ailettes la quantité de chaleur évacuée est obtenue a partir de I'éguation
suivante:
q, = h(27r,H)8, = 50x (27 x 0,025x 0,15)(500 — 300) = 236W

Donc, I’ augmentation du transfert de chaleur di a la présence de ces 5 ailettes est:
Ag, =690—- 236 = 454N
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CHAPITRE 4
Conduction en 2D et 3D

Lo

o 2-D
e Sourcedechdeur nulle
e Propriétés constantes.

Solution Analytique
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Exemple d’application

Une plaque rectangulaire est sujette aux conditions initiales décrites sur la figure ci-
dessous. En utilisant la solution analytique pour une plague plane, calculez la température au
point P(1, 0.5) en ne considérant que les cing premiers termes NON-NULS de la série.

Déduire I’erreur approximative en ne considérant que les trois premiers termes de la série
non-nuls.

ym) T,=150°C
w=1T N2
p—— ',f'1 =50°C
T;=50°C — (1,0.5)
0 - x(m)
T-| =50°C
6 (x.7)= T-T, 2 4 (—1]n+1 +1 o[ 27% ) sinh (n7y/L)
T L-Th = =1 n L ] sinh (117?:WI,-"'L) '

Pour (x,y)=(1;0,5), on obtient x/L=1/ ; y/L=1/4 et W/L=1/2,

7] n+l . . LA
\ - 2 - +1 . sinh (n7/4
6(1.0.5)=— 11 :_stm[M ] (n7/4)

L-T 75 n 2 ) sinh(n7/2)

Lorsgue n est paire, le terme correspondant s'annule, et donc on ne considere que les
termes ou n est impaire n=1,3,5,7 et 9 les 5 premiers termes non nuls.

L2 inh (7r/4) 2 1l
6(1,0.5)==12sin T L l(n’l )+lsi11 sinh (37/ )
T 2 Jsinh(m/2) 3 2 Jsinh (372 )
2 . (5m sinh(57/4) 2 511111(77?: 4) 2 m \sinh(97/4)
=sin ——————+=sin| — —sin| — |————=
5 2 sinh (57/2) 7 2 511]11(?71’;2) 9 2 Jsinh(97/2)

6(1.0.5)==[0.755-0.063+0.008—0.001+0.000] = 0.445

2
T
T(L0.5)=0(1.0.5)(T, -T; )+ T; =0.445(150-50)+50=945"C .
Si on ne considere que les 3 premiers termes, c'est-a-dire n=1, 3, 5; on obtient 6(1;
0,5)=0,46; avec une erreur de 0,2%
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Méthode: Facteursdeforme
e EN2D et 3D, leflux de chaleur pour les géométries bordées par deux surfaces
isothermesaT1 et T2 peut étre calculé par larelation suivantes, ou S est appelé le
facteur de forme de conduction:

q=Sk(T1-T>)

e Relations pour S: Table ci-dessous

e Enterme de circuit-thermique, larésistance de conduction en 2D ou 3D est donc:
1
R = —
cond(2D,3D) Sk
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Iwie L1 Conduction shape factors and dimensionless conduction heat rates for selected

systems.

(a) Shape factors [g = SK(T, — T,)]

System Schematic Restrictions Shape Factor
Case 1 C Ty
Isothermal sphere buried in &
- . g > DJ2 27D
asemi-infinite medium ::f‘: pE ‘ _—
o4 \D 1 — Dl4z
Case 2 7, ]
Horizontal isothermal [ L>D %l#
cylinder of length L buried I: : cosh™" (2/D)
ina semi-infinite medium % L>D arl,
i ot 2> 3DR In (42/D)
1
Case 3 Ty
Vertical cylinder in a : e
semi-infinite medium | L>D _2aL
L In (4L/D)
T )
s
Casc 4 . T Dy D,
Conduction between two _\CD’ it N 2arL
cylinders of length L in A AT, L> D, D, 5 . "
infinite medium |._ w _.I L>w cosh™! aw — Dy~ D)
Case 5 w S oo
Horizontal circular cylinder t
of length L midway between :
parallel planes of equal BN t?,\_ a 5
length and infinite width _ i z >L g’i %
Tz
e
Case 6 1 D T
Circular cylinder of length L
. ; w w>D 2L
centered in a square solid of equal length /Q; _1 L>w In(1.08 wiD)
Case 7
Eccentric circular
cylinder of length L
in a cylinder of 2arL
equal length b>d 2 24,2
q g L>D - D*+d”—4z
cos >Dd
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Exemples d’ application
TasLE 4.1 Continued

System Schematic Restrictions Shape Factor

Case 8

Conduction through the

edge of adjoining walls D> 5L 0.54D

Case 9

Conduction through corner of
L < length and

three walls with a temperature 0.15L
difference AT, _, across width of wall )
the walls
Case 10 | —
Disk of diameter D and temperature 7, t
on a semi-infinite medium of thermal i
conductivity k and temperature T, k | None 2D
v T
Case 11 L/ W14 ___ 2@l
. L w 0.785 In (Whw)
Square channel of length L T
T, W14 2k
L s w o 0.930 In (W/w) — 0.050
. L>W

Exemplen©l

Un pipeline, servant a transporter de |” huile, est enfoui sous terre tel que son centre est a
une distance de 1,5 métre sous la surface. Le pipeline a un diametre de 0,5 métre et possede
un isolant d' une épaisseur de 100 mm. Quel est le transfert de chaleur par métre de pipeline
perdu pour de I huile circulant a une température de 120°C si la surface de laterre est au point
de congélation?

On prend k=0,069 W/m.K pour I’isolant et k=0,52 W/m.K pour laterre noire.

Exemplen©2

Des déchets radioactifs sont temporairement stockés dans un contenant sphérique enfoui
a une profondeur de 10 metres sous le sol. Le diamétre du contenant est de 2 metres et il
dissipe 500 Watts de chaleur di au processus de désintégration radioactif. Si la température a
la surface du sol est de 20°C, quel est latempérature de la surface du contenant?
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CHAPITRE 5
Conduction en régimetransitoire

On va étudier le transfert de chaleur vers un milieu a température uniforme, ce qui est
contradictoire car il est nécessaire qu'il y ait un gradient thermique pour qu’il y ait transfert de
chaleur.

Cette approximation du milieu a température uniforme peut étre justifiée dans certains
cas.

Considérons la trempe d'une bille méallique qui consiste a immerger une bille
initialement a la température Ti dans un bain a température TO maintenue constante. Si |I’on
suppose que latempérature a I’ intérieur de la bille est uniforme, ce qui sera d’ autant plus vrai
gue sa dimension est petite et sa conductivité thermique élevée, on peut écrire le bilan
thermique de cette bille entre deux instantst et t+dt

. . ar
_Eout = ESt = _hAS(T - Too) = pVCE En posant e:T-Too

Vcdo Ve r9deo £
P = —dt > P 7=—J-dt
0

ao
pVCE=—hA59:> hAs7 hAs 0

Vc 09;
P In (—') =t

hA,  \6@
(7} _ T—-T, _ (hAS)
0, T,—T. _exp[ Ve ]
pVc N ,
On remarque que le grou t est homogene a I'inverse d’ un temps, on
I’ appellera t la constante de temps duf systeme.
_pVc
"~ ha,
Cette grandeur est fondamentale car elle donne I’ordre de grandeur de temps du

phénomene physique
Si on désire connditre le temps nécessaire pour qu'un solide atteigne une certaine
température, on utilise I’ éguation:

Par contre, s on désire déterminer la température que le solide atteindra aprés un
certains lapse de tems, on a:
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Il est toujours intéressant en physiqgue de présenter les résultats sous forme
adimensionnelle, on peut définir deux nombres adimensionnels qui sont particuliéremfnt
important en régime variable:

Bi = nombre de Biot = Rési A - =1
Le nombre de Biot: ésistance thermique externe =
S

Résistance thermique interne kA

L est unelongueur caractéristique du milieu.
hL
k
L’ hypothese d' uniformité de latempérature est justifié lorsque Bi<0,1.

/. Y N |
. ! nll

w | [T®0 =715 Tix, 0) = T {
T h ;
B

' I —
E L

|
| | |
AP 48N

Bi =

1 - I -1 L h
L l_.',‘ Bi<< 1 Bi=1 Bi > 1
bl T=T1) T=Txn T=Tix 1

Remarque: Pour définir une longueur caractéristique, L est déterminé comme le rapport

entre le volume du solide et | aire en contact avec le fluide:
14
LA
Pour un mur plan soumis a la méme convection de part et dautre, la longueur
caractéristique sera L/2.
Pour un cylindre, lalongueur caractéristique serader/2.
Pour une sphére, lalongueur caractéristique serade r/3
Remarque: Pour un mur plan ou un cété est adiabatique, lalongueur caractéristique sera
lalongueur du mur.
Le nombre de at

) Fo = 72
Fourier: L

Le nombre de Fourier caractérise ladiffusion de la chaleur en régime variable.
La définition du nombre de Biot et du hombre de Fourier permet d' écrire |’ expression
de latempérature du solide sous laforme.
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T-T,

T;— T,

La connaissance des nombres de Biot (Bi) et de Fourier (Fo) permet de déterminer

I’évolution de la température de tout systeme a température uniforme souvent appelés
systemes minces (Bi<0,1).

— e(—BiFo)

Exemples d’'application

Exemplen®1:
Des billes en acier de 12 mm de diameétres sont cuites en les chauffant a4 1150 K pour
étre ensuite refroidies a 400 K al’air ambiant (325 K et un coefficient de convection de 20
W/m?.K). En utilisant les propriétés suivantes de |’ acier:
o K=40W/mK;,
e =7800Kg/m?
e (=600 Jkg.K.
Estimez |le temps requis pour e procédé de refroidissement.

D=0.012m Steel, Ti=1150K
k=40W[m-K
p=7800kg[m>
T,-525K T T T =600 Jfeg-K
h=20Wfm2-K :
Le nombre de Biot:
To
~ hL. h (g) 20 x 0,002 _
Bi = P 20 = 0,001 < 0,1 c'estun corps mince et doncT = f(t)
‘- chpl Ti—Tow p@D®/6)c, Ti—Te, pDcy Ti—T,
~ha, "T-1," haD?z 'T-T, 6h "'T—-T,
_7800x0,012x600 1150325 . _ ..o .
- 6x20 "a00-325 40T e

Remarque: Si on prend en considération le rayonnement thermique de la bille vers le
milieu ambiant, le temps de refroidissement serait plus court.

Exemplen®l:
Un thermocouple, qui peut-étre approximé comme une sphéere, est utilisé pour mesuré la

température dans un écoulement de gaz. Le coefficient de convection entre le thermocouple et
le gaz est de 400 W/m?.K. Les propriétés du thermocouple sont k=20 W/m.K, C,=400 Jkg.K
et p=8500 kg/m°.

Déterminez le diametre du thermocouple requis pour avoir une constante de temps de 1
s. Si ce thermocouple est a 25°C et est placé dans un écoulement de gaz a 200°C, quel est le
temps requis pour qu'’il atteigne 199°C?

La constante de temps est définie par: . — PV¢
ha,
p(mD3/6)c pDc b 6ht
= = = = —
hrtD? 6h pc

6ht 6x400x1

D = =
pc  8500x400
Pour déterminer le nombre de Biot, on doit calculer lalongueur caractéristique Lo=ro/3

=7,0610"*m = 0,706 mm
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B__hLC_hro_400x3,5310‘4_23510_3<01
Tk T3k T 3x20 O~ ’

La condition du corps mince est vérifiée, et donc les équations correspondant peuvent
étre utilisées.

Le temps nécessaire pour que le thermocouple atteint la température 199°C
o pVec, lnTi ~ T p(ﬂD3/6)cpl Ti—Tw pDcy  Ti—Ty,

ha, "T-T,  haD? 'T-T, 6h "T-T,
,_B500x7,061074x400  25-200 _
- 6x400 M99 —200 <577

Effets combinés

A la section précédente, nous avons effectué un bilan autour d’ une piéce de métal dans
un écoulement d eau. Nous avons émis implicitement |’ hypothese que seul la convection
entrait en jeu et c'est ains que nous avons déduit certaines formules. Pourtant, d’ autres
situations peuvent étre al’ origine de phénomene transitoire:

- Génération d' énergie al’intérieur du solide considéré

- Irradiation

- Convection sur une seule face du solide

Tous ces phénomeénes induisent un régime transitoire.

Surroundings
TSUF
pc, V,T0)=T;
I | a
I | rad
I |
i |/
I |
" 1 |
gs—> ECES | T H
1 |
! >
! I Geonv
I I
1
rl I
As. h A»([. r)

" —~ - - dT
qus,h + ‘Eg - [h(T . ?m) + SU{T4 - T“:ur)]/"s(c.r) . pV( E

Transfert unidirectionne dansun milieu limité
(Plaque, cylindre, sphere)

Mur plan 1D
» En géométrie cartésienne et avec k constant dans le cas d’ un mur plan traité en 1D

= Lasolution analytique de cette équation est la série infinie suivante:

= Lasolution approximative a1l terme est donc
Latempérature ax =0 est donc:

6, = C, exp(—¢,'Fo)
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- Energie emmagasinée dans le mur

AR Y

Cylindreinfini
= Lasolution approximative a1l terme est donc

= L’énergie emmagasinée dans le cylindre durant un intervalle de temps est donnée par:
2 125

-

0 51

Sphere
» Lasolution approximative a1 terme est donc

L’ énergie emmagasinée dans le cylindre durant un intervalle de temps est donnée par:
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B.3

The First Four Roots of the Transcendental

Equation, €, tan &, = Bi, for Transient

Conduction in a Plane Wall

hL

Bi = T £ & & &
0 0 3.1416 6.2832 9.4248
0.001 0.0316 3.1419 6.2833 9.4249
0.002 0.0447 3.1422 6.2835 9.4250
0.004 0.0632 3.1429 6.2838 94252
0.006 0.0774 3.1435 6.2841 9.4254
0.008 0.0893 3.1441 6.2845 9.4256
0.01 0.0998 3.1448 6.2848 9.4258
0.02 0.1410 3.1479 6.2864 9.4269
0.04 0.1987 3.1543 6.2895 0.4290
0.06 0.2425 3.1606 6.2927 94311
0.08 0.2791 3.1668 6.2959 94333
0.1 0.3111 3.1731 6.2991] 9.4354
0.2 0.4328 3.2039 6.2148 9.4459
0.3 05218 32341 6.3305 9.4565
04 0.5932 3.2636 6.3461 94670
0.5 0.6533 3.2923 6.3616 94775
0.6 0.7051 33204 6.3770 04879
0.7 0.7506 3.3477 6.3923 9.4983
0.8 0.7910 3.3744 6.4074 9.5087
0.9 0.8274 3.4003 6.4224 9.5190
1.0 0.8603 3.4256 6.4373 9.5293
1.5 0.9882 3.5422 6.5097 9.5801
2.0 1.0769 3.6436 6.5783 9.6296
3.0 1.1925 3.8088 6.7040 9.7240
4.0 1.2646 3.9352 6.8140 08119
50 1.3138 40336 6.9096 0.8928
6.0 1.3496 41116 6.9924 9.9667
7.0 1.3766 4.1746 7.0640 10.0339
8.0 1.3978 4.2264 7.1263 10.0949
9.0 1.4149 4.2694 7.1806 10.1502
10.0 1.4289 4.3058 7.2281 10.2003
15.0 1.4729 4.4255 7.3959 10.3898
20.0 1.4961 44915 7.4954 10.5117
30.0 1.5202 4.5615 7.6057 10.6543
40.0 1.5325 4.5979 7.60647 10.7334
50.0 1.5400 4.6202 7.7012 10,7832
60.0 1.5451 4.6353 7.7259 10.8172
80.0 1.5514 4.6543 7.7573 10.8606
100.0 1.5552 4.6658 7.7764 10.8871
o 1.5708 4.7124 7.8540 10.9956
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TABLE 5.1 Coefficients used in the one-term approximation to the

series solutions for transient one-dimensional conduction

Plane Wall Infinite Cylinder Sphere
& & G
Bi* (rad) C, (rad) C, (rad) C,
0.01 0.0998 1.0017 0.1412 1.0025 0.1730 1.0030
0.02 0.1410 1.0033 0.1995 1.0050 0.2445 1.0060
0.03 0.1723 1.0049 0.2440 1.0075 0.2991 1.0090
0.04 0.1987 1.0066 0.2814 1.0099 0.3450 1.0120
0.05 0.2218 1.0082 0.3143 1.0124 0.3854 1.0149
0.06 0.2425 1.0098 0.3438 1.0148 0.4217 1.0179
0.07 0.2615 1.0114 0.3709 1.0173 0.4551 1.0209
0.08 0.2791 1.0130 0.3960 1.0197 0.4860 1.0239
0.09 0.2956 1.0145 0.4195 1.0222 0.5150 1.0268
0.10 0.3111 1.0161 04417 1.0246 0.5423 1.0298
0.15 0.3779 1.0237 0.5376 1.0365 0.6609 1.0445
0.20 0.4328 1.0311 0.6170 1.0483 0.7593 1.0592
0.25 0.4801 1.0382 0.6856 1.0598 0.8447 1.0737
0.30 0.5218 1.0450 0.7465 1.0712 0.9208 1.0880
0.4 0.5932 1.0580 0.8516 1.0932 1.0528 1.1164
0.5 0.6533 1.0701 0.9408 1.1143 1.1656 1.1441
0.6 0.7051 1.0814 1.0184 1.1345 1.2644 1.1713
0.7 0.7506 1.0919 1.0873 1.1539 1.3525 1.1978
0.8 0.7910 1.1016 1.1490 1.1724 1.4320 1.2236
0.9 0.8274 1.1107 1.2048 1.1902 1.5044 1.2488
1.0 0.8603 1.1191 1.2558 1.2071 1.5708 1.2732
2.0 1.0769 1.1785 1.5994 1.3384 2.0288 1.4793
3.0 1.1925 1.2102 1.7887 1.4191 2.2889 1.6227
4.0 1.2646 1.2287 1.9081 1.4698 2.4556 1.7202
5.0 1.3138 1.2402 1.9898 1.5029 2.5704 1.7870
6.0 1.3496 1.2479 2.0490 1.5253 2.6537 1.8338
7.0 1.3766 1.2532 2.0937 1.5411 2.7165 1.8673
8.0 1.3978 1.2570 2.1286 1.5526 1.7654 1.8920
9.0 1.4149 1.2598 2.1566 1.5611 2.8044 1.9106
10.0 1.4289 1.2620 2.1795 1.5677 2.8363 1.9249
20.0 1.4961 1.2699 2.2881 1.5919 2.9857 1.9781
30.0 1.5202 1.2717 2.3261 1.5973 3.0372 1.9898
40.0 1.5325 1.2723 2.3455 1.5993 3.0632 1.9942
50.0 1.5400 1.2727 2.3572 1.6002 3.0788 1.9962
100.0 1.5552 1.2731 2.3809 1.6015 3.1102 1.9990
0 1.5708 1.2733 2.4050 1.6018 3.1415 2.0000




Milieu semi infini

= Un milieu semi-infini est une paroi d épaisseur suffisasmment grande pour que la
perturbation appliquée sur une face ne soit pas ressentie par |” autre face.

= Un tel systéme représente I’ évolution d’un mur d’ épaisseur finie pendant un temps
suffisamment court pour la perturbation créée sur une face n'ait pas atteint |’autre

face.

Cas 1: Température constante imposée en surface
Un milieu semi-infini est initialement alatempérature
uniforme T;. On impose brutalement la température To sur
sa surface (Condition Dirichlet):

T(x,0)=T;

2 14

oT_1ot T(x=0,6) =T,
ox a dt )l(l_)rg T(x,t) =T;

= | asolution

Cas 2: Flux de chaleur imposee
» Considérons la méme configuration mais en imposant
brutalement une densité de flux de chaleur a la surface du
milieu semi-infini (Condition de Neumann:
= Lasolution

Cas 3: Coefficient detransfert imposé
= Considérons le cas ou le coefficient de transfert de chaleur
par convection h entre le milieu semi-infini et le milieu
ambiant est imposé (Condition de Newton):

= Lasolution
T(\'J)—T,_ ) x (I hlarl [ x 1'1-\/;
T, —erff{zﬂl—[{.\p(?+ P }[fiﬁ{2@+ B ]j|

Exemples d’ application

Case (2)
T, 0) =T,
&Ml 0= g

Case (3)

Tix,0)=T,;
—k dTloxl, . g = HIT. - O, 0]

Lors de I'installation de tuyau transportant de I’eau dans une ville, I'ingénieur doit se
préoccuper de la profondeur minimale requise du tuyau pour éviter le gel. Pour ce faire, on
suppose que |’ eau est stagnante dans le tuyau et donc qu’ elle géle a0°C et on modélise | hiver

en supposant une température de surface du sol de -15°C pendant 60°C.
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Queélle distance recommanderiez-vous pour la pose d’ un nouveau systéme d’ égout si on
suppose que latempérature du sol est initialement a 20°C?

AN T '
S N o

Les propriétés physiques du sol a 300K=27°C sont:
p=2050 kg/m°>, k=0,52 W/m.K, c=1840 J/kg.K, a=(k/pc)=0,138 10°® m?/s.
Le probleme correspond au cas 1 (température imposée).

T(x,,H — T, m
7(%" ) '—erf( ad )

=T, \oVai
Xm \ _ 0—(=15)
erf (o) = 20 = o1y = 0429

D’ apres latable numérique de lafonction erf, on détermine :
( Tm )=0429=> M _ 0,40 = x,, = 0,40 x 2v/at
erf et , N , m ,
Xy, = 0,40 X 2\/0,138 1076 x 60 X 24 x 3600 = 0,68m
Les propriétés du sol peuvent changer en fonction de la composition et de son humidite,
et ladiffusivité thermique varie entre 10 '<a<3 107" m?/s.
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