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Avant Propos

Ce cours d’Analyse et Algebre est destiné surtout aux étudiants de premieres années
LMD Sciences et techniques, ainsi qu’aux étudiants de premieres années LMD Sciences
de la matiére et mathématiques et informatique.

Il couvre le programme officiel du Analyse et Algebre, a savoir :

> Logique et Raisonnements.

> Les ensembles, les relations et les applications.
> Les fonctions réelles a une variable réelle.

> Application aux fonctions élémentaires.

> Développement limité.

> Algebre linéaire.

Chaque chapitre remet en place les bases indispensables pour aborder des études scienti-
fiques, et introduit quelques notions nouvelles, qui seront pour la plupart traitées en cours
de cette année.

Ce cours est traité en détail avec de nombreux exemples. La plupart des théoremes et
propositions sont démontrés.

A la fin de chaque chapitre nous proposons des exercices corrigés.

Enfin, des erreurs peuvent étre relevées, priere de les signaler a I'auteur.

L’auteur



Chapitre

Logique et Raisonnements

Le but de ce chapitre est de préciser certaines regles de logique sur lesquelles nous
nous appuierons pour justifier les raisonnements utilisés dans nos démonstrations.

1.1 Eléments logique

Dans cette section on présentera les notions élémentaires de la logique classique :

Définition 1.1.1. On appelle proposition logique toute relation qui est soit vraie soit
fausse.

e Quand la proposition est vraie (V), on lui affecte la valeur 1.

e Quand la proposition est fausse (F'), on lui affecte la valeur 0.
Ces valeurs sont appelées Valeurs de vérité de la proposition.

Il est d’usage de notre une proposition en utilisant une lettre majuscule P, @, R, ...
Ainsi, pour définir une proposition logique, il suffit de donner ses valeurs de vérités. En
général, on met ces valeurs dans un tableu qu’on nommera Tableau de vérités.

Remarque 1.1.1. Le fait qu’une proposition ne peut prendre que les valeurs 0 ou 1
provient d’un principe fondamental de la logique classique qui est : le principe du tiers
exclu, a savoir qu’une proposition logique ne peut pas étre vraie et fausse a la fois.

Exemple 1.1.1.
a) <Paris est la capitale de la Frances est une proposition vraie.
b) <Trois est un nombre pairs est une proposition fausse.
c) <Le nombre z est impairs n’est pas une proposition puisqu’il est impossible de
décider si elle est vraie ou fausse tant que 'on connait pas .

1.1.1 Les connecteurs logiques

a) La Négation - : notée non P (—P) ou P, on appelle négation d’une proposition
P une proposition vraie lorsque P est fausse et fausse lorsque P est vraie. On peut
la représenter comme suit :
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P01

P11]0

Exemple 1.1.2.
> La négation de ['assertion 2 > 0 elle est ['assertion 2 < 0.
> 24+4=06 est2+4#6.

b) La Conjonction A : notée P et ) (PAQ), on appelle conjonction des propositions
P et () une proposition qui est vraie quand P et ) sont vraies a la fois. Sa table de
vérités est donnée par :

P\Q|0|1 P 0/0[1]1
0 010 ou Q 01 1
1 01 PAQ|O|0O]0]|1

Exemple 1.1.3.
> 235 =8 A4 +4> 11 est une assertion fausse.
> 24+2=4AN2x3=0 est une assertion vraie.

¢) La Disjonction V : notée P ou @ (PV Q), on appelle disjonction des propositions
P ou @) une proposition qui est vraie si I'une des propositions P ou () est vraie. Sa
table de vérités est donnée par :

P\Q |0 |1 P 0101
0 1 ou Q 01 1
1 111 PvQ| 0|11

Exemple 1.1.4.
> V24 2=4V45+ 3 =15 est une assertion vraie.
> 43 =8V 5+ 1 =7 est une assertion fausse.

d) L’Implication = : notée P = @ et se lit P implique Q). La proposition P = @
est une fausse lorsque P est vraie et () est fausse, et vraie dans toutes les autres
cas. Sa table de vérités est donnée par :

P\QJ0[1 P (0]0[1]1
0 |11 ou Q [0]1]0]1
I |01 P=>Q 11|01

e) L’Equivalence < : deux propositions P @) sont équivalentes si P = @ et ) = P
et on écrit P < @, se lit P est équivalente a (). La proposition P < @) est une vraie
lorsque P et () sont simultanément vraie ou fausse, et fausse dans toutes les autres
cas. Sa table de vérités est donnée par :

P\Q0]1 P [0]0[1]1
0O |1]0 ou Q |0]1|0]1
T [0]1 P=Q|1]0]0]1

Exemple 1.1.5. Soient les propositions P : ”j’ai mon permis de conduire” et Q) :
"7’ai plus de 18 ans”.

On a : P = Q est vraie, par contre (Q = P est fausse. Alors, on en conclut que
que ces deux propositions ne sont pas équivalentes.

f) La réciproque : étant données P et () deux propositions logiques, on appelle la
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réciroque de I'implication P = @) la proposition ) = P.

Toutes les définitions précédentes peuvent étre résumées dans la table ci-dessous dite table

de vérités :

PIQ|PIQ|PANQ|PVQ|P=Q|Q=P|PsQ
111700 1 1 1 1 1
11001 0 1 0 1 0
0| 1|1]0 0 1 1 0 0
0]0]1]1 0 0 1 1 1
Propriétés 1.1.1. Soient P,Q, R trois propositions. Nous avons les équivalences (vraies)
susvantes :
1. PP,
2. (PANQ) <= (QAP).
3. (PVQ)<=(QVP).
4. 2(PANQ) <= (=P)V (=Q). (Régles de De Morgan)!
5. =(PV Q)< (—-P)A(—Q). (Régles de De Morgan)*?
6. PN(QVR)< (PANQ)V(PAR). (Distributivité de N\ par rapport a V)
7. PV(QANR) <= (PVQ)AN(PVR). (Distributivité de V par rapport a \)
8. (P= Q)+ (—Q = —P).

Démonstration :

1. La table de vérités de ? est la suivante :

PlO0]1

P10

Plo|1

on voit qu’elle est identique a celle de P.
2. Dans le tableau suivant,

PIQIPANQ|QAP|PVQ|QVP
111 1 1 1 1
110 0 0 1 1
01 0 0 1 1
010 0 0 0 0

on remarque que les propositions (PAQ) et (QA P) ont les mémes valeurs de vérités,
donc elles sont équivalentes. De méme pour les propositions (P V Q) et (Q V P).

1. Connues aussi sous 'appellation de : Loi de dualité.
2. De Morgan Auguste : Mathématicien britannique (Madurai Tamil Nadu (Inde) 1806 - Londres
1871). 11 est le fondateur avec Boole de la logique moderne.
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3. On établit la preuve des regles de De Morgan en donnant les valeurs de vérités des
propositions logiques correspondantes.

PIQ|PAQ|PVQ|—-P|-Q|—~(PANQ)|-PV-Q|—~(PVQ)|-PA-Q
111 1 1 0 0 0 0 0 0
110 0 1 0 1 1 1 0 0
01 0 1 1 0 1 1 0 0
010 0 0 1 1 1 1 1 1

On voit que les propositions logiques —=(P A @) et =P V =@ ont les mémes valeurs
de vérités, donc elles sont équivalentes. De méme pour =(P V Q) et =P A =Q.

4. Dans le tableau suivant, on remarque que les propositions PA(QV R) et (PAQ)V

(P A R) ont les mémes valeurs de vérités.

PIQIRIQVR|PA(QVR)| PNQ|PAR|(PANQ)V(PAR)
11171 1 1 1 1 1
11110 1 1 1 0 1
11011 1 1 0 1 1
1101]0 0 0 0 0 0
0111 1 0 0 0 0
0(1]0 1 0 0 0 0
0011 1 0 0 0 0
0(01]0 0 0 0 0 0
donc elles sont équivalentes. De méme pour PV (QAR) et (PVQ)A(PV R),on a
PIQ[R][QAR|PV(QAR) | PVQ|PVR]|(PVQ)A(PVR)
11171 1 1 1 1 1
11110 0 1 1 1 1
11011 0 1 1 1 1
1101]0 0 1 1 1 1
0]1/1 1 1 1 1 1
0110 0 0 1 0 0
0011 0 0 0 1 0
010710 0 0 0 0 0

On déduit que PV (Q A R) < (PV Q) A (P V R).
5. Pour montrer que la derniére proposition est vraie, il suffit de montrer que les
propositions P = @ et =) = =P ont les mémes valeurs de vérités. On a :

PIQ[-P|-Q|P=0Q|-Q= P
1100 1 1
100 1 0 0
0l1] 1| 0 1 1
010 1 | 1 1 1
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Ce qui montre la véracité de notre proposition.

1.1.2 Les quantificateurs

Soit. P(x) une proposition définie sur un ensemble E :
() Quantificateur universel noté V, se lit ”quel que soit” ou ”pour tout” :

Vee E, P(x)

qui vraie lorsque tous les éléments x de E vérifient P(x).

(77) Quantificateur existentiel noté 3, se lit ”il existe au moins” :
dJre E, P(z)

qui vraie lorsqu’on peut trouver au moins un élément = appartenant a E tel que
P(z) soit vrai.

Exemple 1.1.6.
o Vr € [1,+oo[;z* > 1 est une vraie.
e dr € R;z? = —1 est fausse (aucun réel au carré ne donnera un nombre négatif).
e VzeR, ,Vn e N: (1+2)" > 1 est vraie.

Propriétés 1.1.2.

1. Va, P(z) <= Jz, P(x).

2. dx, P(x) <= Vz, P(x).

3. Vx,[P(x) A Q(x)] = [Vx, P(x)] A [Vz, Q(x)]
4. Jz,[P(z) A Q(z)] = [Fz, P(z)] A [Vz, Q()]
5. Vz,[P(x) vV Q(z)] = [Vx, P(z)] V [Vz, Q(x)]
6. 3z, [P(x) V Q(x)] = [Fz, P(x)] V [Vz,Q(z)]

Exercice corrigé :

1. Ecrire & l'aide des quantificateurs la phrase suivante :
(i) Pour tout nombre réel, son carré est positif : Vo € R, 2% > 0.
(77) Pour tout entier n, il existe un unique réel x tel que exp(x) égale n : Vn €
N, 3z € R/ exp(x) = n.
2. Bcrire la négation des propositions suivantes :
() VeeR,Jy>0:z+y>10—>JreR,Vy>0:x+y < 10,
(i) I eRVy<0:24+y<8—=VreR Jy<0:z+y>S8,
(iii) PA(PV Q) — PV (PAQ).

1.2 Meéthode du raisonnement mathématique

Il existe plusieurs types de raisonnement mathématique, on va traiter dans cette partie
les plus utilisés :



10 CHAPITRE 1. LOGIQUE ET RAISONNEMENT'S

1.2.1 Raisonnement direct

On veut montrer que la proposition P = () est vraie. On suppose que P est vraie et
on montre qu’alors @) est vraie. C’est la méthode a laquelle vous étes le plus habitué.

Exemple 1.2.1. Montrer que si a,b € Q alors a+b € Q.

Preuve : Prenons a € Q,b € Q. Rappelons que les rationnels () sont I’ensemble des
réels s’écrivant %” avec p € Z et q € N*.
Alors a = § pour un certain p € Z et un certain ¢ € N*. De méme b = % avec p' € Z et
q € N*.
Maintenant,

/ / + /
arp_ byl e
qa ¢ aq
Or le numérateur pqg’+qp’ est bien un élément de Z, le dénominateur gq’ est lui un élément

de N*. Donc a+ b s’écrit bien de la forme a+b = ’;—Z avec p”" € Z,q" € N*. Ainsi a+b € Q.

1.2.2 Raisonnement par contraposition

Le raisonnement par contraposition est basé sur I’équivalence suivante (voir les Pro-
perties (1.1.1) :
P=Q<+ Q= P.

Au lieu de montrer que I'implication P = @ est vraie, Le raisonnement par contraposition
consiste a montrer que 'implication ) = P est vraie.

Exemple 1.2.2. Soit n € N. Montrer que si n? est pair alors n est pair.

2 n’est

Preuve : Nous supposons que n n’est pas pair. Nous voulons montrer qu’alors n
pas pair. Comme n n’est pas pair, il est impair et donc il existe k£ € N tel que n = 2k + 1.
Alors n? = (2k+1)? = 4k* +4k+1 = 20+ 1 avec ¢ = 2k*+2k € N. Et donc n? est impair.
Conclusion : nous avons montré que si n est impair alors n? est impair. Par contraposition

ceci est équivalent & : si n? est pair alors n est pair.

1.2.3 Raisonnement par ’absurde

Pour démontrer qu'une proposition P est vraie, on suppose qu’elle est fausse et on
aboutit a une contradiction.

Exemple 1.2.3. Soient a,b > 0. Montrer que si 133 = H—La alors a = b.
Preuve : Nous raisonnons par 'absurde en supposant que 135 = Hla et a # b. Comme

o = ﬁ alors a(1+a) = b(1+b) donc a+a? = b+b* d’ott a*> — b* = b — a. Cela conduit

a(a—>b)(a+b) =—(a—0>). Comme a # b alors a — b # 0 et donc en divisant par a — b

on obtient a + b = —1. La somme de deux nombres positifs ne peut étre négative. Nous
obtenons une contradiction.
Conclusion : si —& = - alors a = b.

1+b ~ 1+4a
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1.2.4 Raisonnement par contre exemple

Pour démontrer que la proposition Yz € E, P(z) est fausse, il suffit de trouver un x
de FE tel que P(xg) est vraie.

Exemple 1.2.4. Montrer que la proposition suivante est fausse "Tout entier positif est
somme de trois carrés”. (Les carrés sont les 02,12,22,32, ... Par exemple 6 = 124+1%2+22).

Preuve : Un contre-exemple est 7 : les carrés inférieurs a 7 sont 0, 1, 4 mais avec trois
de ces nombres on ne peut faire 7.

1.2.5 Raisonnement par récurrence

De nombreux résultats s’expriment sous la forme Vn € N, P(n). Une démonstration
par récurrence permet de montrer qu’'une telle propostion est vraie.
La méthodologie consiste :

(¢) Vérifier que la propriété P(0) est vraie.

(#7) Démonstration que si la propriété P(n) est vraie alors P(n + 1) est vraie.
La propriété P(n) supposée vraie est appelée hypothése de récurrence.

& 1
Exemple 1.2.5. Montrer que pour tout n € N*, Z k= @
k=1
a 1
Preuve : Pour n > 1, notons P(n) la proposition suivante : Z k= MHTH

k=1
Nous allons démontrer par récurrence que P(n) est vraie pour tout n > 1.

e Pour n =1 nous avons 1 = w Donc P(1) est vraie.
e Fixons n > 1. Supposons que P(n) soit vraie. Nous allons montrer que P(n+ 1) est

n+1
1 2
vraie c’est & dire Zk: (n+ )2(n+ ) on a :
k=1
n+1 n
k=D k+(n+1)
k=1 k=1
1
= % +(n+1)
_on(n+1)+2(n+1)
N 2
B (n+1)(n+2)
— 5 _

Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : par le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout n > 1, c’est a dire

—~  n(n+1)
Skl
k=1



Chapitre

Les ensembles, les relations et les applications

2.1 Théorie des ensembles

Définition 2.1.1. On appelle ensemble E toute collection d’objets satisfaisant une méme
propriété, chaque objet est un éléments de l’ensemble E.

Remarque 2.1.1.

V' Pour définir un ensemble :

(i) Ou bien on connait la liste de tous ses éléments, on dit alors que ’ensemble est
donné par ”FExtension”.

(7i) Ou bien on connait seulement les relations qui lient les éléments et qui nous per-
mettent de les retrouver tous, on dit alors que [’ensemble est donné par ”Compréh-
ension”.

v’ On met les objets qui forment l’ensemble entre deux accolades.

v’ Sile nombre de ces objets est fini, on 'appelle cardinal de E et on le note card(E),
si B possede une infinité d’éléments, on dit qu’il est de cardinal infini et on note
Card(FE) = oc.

V' Il existe un ensemble, appelé 'ensemble vide et noté (), qui me contient aucun
élément, alors Card(() = 0.

v Un ensemble contenant un seul élément est appelé ”Singleton”, donc de cardinal
€gal a 1. On écrit A x pour lire "Il existe un unique x”.

Exemple 2.1.1.
(1) Soit A = {1,3,a,y,,2}. A est défini par extension, car on connait tous ses
éléments. Le cardinal de A est égal a 6 (Card(A) = 6).
(17) Soit B l'ensemble des étudiants de premiére année tronc commun Sciences et
Techniques. On ne connait pas tous ces étudiants mais on peut bien les retrouver,

donc B est un ensemble donné par compréhension.
(1ii) Soit E' l’ensemble des entiers qui divisent 20, E = {1,2,4,5,10,20}.

12
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2.1.1 Opérations sur les ensembles

Soient F et F' deux ensembles. On note :

1.

Appartenance : x € E, veut dire que I'élément = appartient a E. Si x n’est pas
un élément de F, on dit que x n’appartient pas a E et on écrit x ¢ E.

. Intersection : l'intersection de deux ensembles E et F' est 'ensemble de leurs

éléments communs et on écrit :
ENF={x/xr € FEetzecF}.
Si ENF =0, on dit que E et F sont disjoints.

. Réunion : la réunion de deux ensembles F et F' est 'ensemble de leurs éléments

comptés une seule fois et on écrit :

EUF ={x/x € Eouxz € F}.

. Inclusion : E est inclus dans F' si tout élément de F est un élément de I et on a :

FECF<=Ve,xre E=xecl.

On dit aussi que E est une partie de I’ ou que E est un sous ensemble de F'.

. Egalité : F et F sont égaux si F est inclus dans F' et F' est inclus dans F et on

écrit :
E=F < (ECF)N(FCE)
<— Vr,(r€FE<=zx€cF).
Complémentaire : Soit £ un ensemble et A une partie de £, (A C E). On appelle

complémentaire de A dans E I’ensemble C’g‘ des éléments de E qui ne sont pas dans
A et on écrit :

Ca=FE\A=FE—-A={x/rc Eectax¢ A}

L’ensemble E — A est dite différence de deux ensembles.

. Différence symétrique : On appelle différence symétrique de deux ensembles F

et F' et on note EAF 'ensemble défini par :
EAF = (E—F)U(F - E).

Propriétés 2.1.1. Soient E, F et G trois ensembles, alors les relations suivantes sont
vraies :

(ENF)CENENF)CF)et EC(FEUF)ANFC(EUF).

ENF=FNE e EFUF=FUE. (Commutativité)
(ENF)NG=EN(FNG) et (FUF)UG=FEU(FUG). (Associativité)
(ENF)UG = (EUG)N(FUG) et (EUF)NG = (ENG)U(FNG). (Distributivité)
E—-(FNG)=(E-F)U(E-G)etE—(FUG)=(E-F)Nn(E-Q).
SiFCE etGCE,aors CE"Y = CEUCS et CEYY =CENCE.
ENd=0etEU)=E.

EN(FAG)=(ENF)A(ENG).

EAD)=FE et EAE =0).
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2.1.2 Parties d’un ensemble

Définition 2.1.2. On dit qu’un ensemble E est inclus dans un ensemble F', ou que E est
une partie de l’ensemble F', ou que E est un sous ensemble de F' si tout élément de E est
un élément de F'. On note E C F et on a :

ECF<VefJre E=x€l).

L’ensemble de toutes les parties d’un ensemble E est noté P(E).
Exemple 2.1.2. Soit E = {a,b,c}, donc P(E) = {0,{a}, {b},{c}, {a, b}, {a,c}, {b,c},{a,b,c}}.

Remarque 2.1.2. L’ensemble vide et E sont des éléments de P(FE).

2.1.3 Partition d’un ensemble

Soit E un ensemble et A une famille des parties de E. On dit que A est une partition
de L' si:

(1) Tout élément de A n’est pas vide.

(17) Les éléments de A sont deux a deux disjoints.

(77i) La réunion des éléments de A est égale a E.

Exemple 2.1.3. Soit E = {1,a,¢,3,b,c,d, o, 3,7}, alors F = {{a,v},{d, o, B}, {c, 1},{3,¢},{b}}
est une partition de [’ensemble E .

2.2 Ensemble produit (Produit cartésien)

Définition 2.2.1. Soient E et F' deux ensembles non vides,on note £ x F' [’ensemble des
couples (z,y) tels que x € E et y € F est appelé produit cartésien® de E et F défini par

ExF={(z,y)/r e Eetye F}.
Par définition, on a :
V(@,y), (@ y) € ExF, (z,y)=(a"y) <= (x=2)A(y=1y).
Exemple 2.2.1. Soit E = {1,5,0} et F = {a,a,(,/\, &} alors
ExF = {(1,a),(5a),(da),(1,«a), 5, ), (d«a),(1,0),(5,¢),
(0,0, (1,4),(5,4),(0,4),(1,4),(5, 4), (0, &)}

1. DESCARTES René : philosophe, physicien et mathématicien francais (La Haye 1596-Stockholm
1650). Il créa l’algebre des polynomes, avec Fermat il fonda la géométrie analytique. Ennonga les propriétés
fondamentales des équations algébriques et simplifia les notations algébriques en adoptant les premieres
lettres de l’alphabet pour désigner les constantes et les dernieres lettres pour désigner les variables.
Publia ”Le Discours de la méthode”, qui est une référence pour le raisonnement logique. Découvrit aussi
les principes (régles) de 'optique géométrique.
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et

FxE = {(a1),(a,1),(¢,1),(A,1),(M,1),(a,5),(a,5),(¢,5),
(A,5),(#,5), (a,0), (o, 0), (£,0), (A,0), (4, 0)}.

Remarque 2.2.1. £ X F = F X E si et seulement si £ = F'.
Propriétés 2.2.1. Soient E, F,G et H quatre ensembles, alors les relations suivantes
sont vraies :

. ExXF=0=E=0ouF=0.

2 ExXF=FxE<=FE=0ouF=0o0ukE=F,.

3. Ex(FUG)=(Ex F)U(E xGQ).

4. (FUG)x F=(ExF)U(GxF).

5 (ExF)N(GxH)=(ENG)x (FNH).

6. ( ExF)U(GxH)#(FUG)x (FUH).

2.3 Relations binaires dans un ensemble

Définition 2.3.1. Soient E un ensemble, x et y deux éléments de E. Sl existe un lien
qui relie x et y on dit qu’ils sont reliés par une relation R, on écrit tRy ou R(x,y) et on
lit "x est en relation avec y”.

Exemple 2.3.1. E =R, Vz,y € B, 2Ry < |z| — ly| =z —y.
Définition 2.3.2. Etant donnée une relation binaire R entre les éléments d’un ensemble
non vide E, on dit que :

1. R est Reflexive <= Vz € E; (zRx).

2. R est Transitive <= Vx,y,z € E; (zRy) A (yRz) = 2Rz.

3. R est Symétrique <= Vz,y € E; xRy = yRz.

4. R est Anti-Symétrique <= Vz,y € F; (zRy) A (yRzx) = = = y.

2.3.1 Relation d’équivalence

Définition 2.3.3. On dit qu’une relation binaire R sur un ensemble E est une relation
d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble F.
e On appelle classe d’équivalence d’un élément = € E notée z, & ou C,, ’ensemble
de des éléments y de E qui sont en relation R avec x. On écrit :

t={y € E,yRi}.
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e On définit I’ensemble quotient de F par la relation R l'ensemble des classes
d’équivalence de tous les éléments de E, noté E/z et on a :

Er=12,v€FE.
Exemple 2.3.2. Dans R, on définit la relation binaire R par
v,y ER 2Ry <= 2> —y* =2 —y.

e Montrons que R une relation d’équivalence :
(a) Ve eR,2? —2? =2z — 2 =0= 2Rx = R est réflexive.

(b) Vo,y €R,
TRy +—= 2*—yi=2—y
= —(y-2°)=—(y—x)
= yY-1*=y—2
<— yRux,
donc R est symétrique.
(¢) Va,y,z € R
TRy<= 2> -y’ =x—y (2.1)
et
YRz <= y> — 2=y —2z (2.2)

21D+ (22) <= Py +y - =r—y+ty—=z
— - =x—z
<— 1Rz,
donc R est transitive.

De (a), (b) et (c), on a bien R une relation d’équivalence.
e Précisons la classe de a pour tout a de R :

a = {reR,zRa}
= {zeR 2> —a’*=2—a}
= {zeR,(z—a)(z+a)=x—a}
= {zeR (z—a)(r+a—1)=0}
= {reRarz=aouz=1-a}
= {a,1—a}.

Exercice : Soit I'applications f : R — [5, 400[ définie par :

flx)=(2*-8)*+5, VzeR

2

On définit dans R la relation R par :
Vr,y € R, 2Ry <= f(z) = f(y).
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1. Vérifier que R est une relation d’équivalance.
2. Calculer 0 et 2.
Solution : Soit I'applications f : R — [5, +00| définie par :
flx)= (2> -8)*+5, VzeR
On définit dans R la relation R par :
Vo,y €R, 2Ry = f(z) = f(y).

1. Vérifier que R est une relation d’équivalance :
(a) Vz € R, f(z) = f(x) = 2Rz = R est réflexive.

(b) Vx,y € R,

Ry <= [f(z)=f(y)
= fly)=f(2)
<— yRux,

donc R est symétrique.
(¢) Vx,y,z € R,
Ry <= f(z) = f(y)
et

yRz <= [fy) = f(2)

— flx)=f(2)
— 7Rz,

donc R est transitive.
De (a), (b) et (c), on a bien R une relation d’équivalence.

2. Calculer 0 et 2 :
0 = {rcR 2RO}
= {zeR, f(z) = f(0)}
{reR,(z*—8)*+5=8+5}
{r €R, (2> - 8) = 8}
{r € R,z =0V 2? =16}
= {—4,0,4}.

2 = {zeR 2R2}
= {zeR flz)=f(2)}
= {reR,(2*—8)?+5=(—4)?+5}
= {z R, (2* —8) = £4}
{reR, 2> =4V’ =12}

{42, £2V/3}.



CHAPITRE 2. LES ENSEMBLES, LES RELATIONS ET LES
18 APPLICATIONS

2.3.2 Relation d’ordre

Définition 2.3.4. On dit qu’une relation binaire R sur un ensemble E est une relation
d’ordre si elle est réflerive, transitive et anti-symétrique.

Soit R une relation d’ordre sur un ensemble .
e On dit que R est d’ordre total si :

Ve,y € E, 2Ry ou yRx.
e On dit qu’elle est d’ordre partiel si elle n’est pas d’ordre total, c’est a dire :
Jr,y € E, 2Ry et yRx.

Exemple 2.3.3. Soit £ = {a,b, c}, on note par P(E) l’ensemble des parties de E. Dans
P(E), on définit la relation binaire R par :

VA, B € P(F),ARB < A C B.

e Montrons que R une relation d’ordre :
(a) Soit A € P(E), alors il est clair que A C A donc ARA c’est a dire que R est
réflexive.
(b) Soient A, B € P(E),

ARB et BRA <— ACBetBCA
— A=08,

donc R est anti-symétrique.
(c) Soient A, B,C € P(E)

ARB et BRC <= ACBetBcCC(C
— AcCC,

donc R est transitive.
De (a), et (¢), on a bien R une relation d’ordre.
o (et ordre est-il total ¢
On a E = {a,b,c}, donc P(E) = {0,{a},{b},{c}, {a,b},{a,c}, {b,c},{a,b,c}}.
L’ordre de la relation est partiel car 3A = {a} € P(E),3B = {b} € P(E) : A n’est

pas inclus dans B et B aussi n’est pas inclus dans A.

Exercice : La relation suivante est-elle réflexive 7 Symétrique 7 Antisymétrique ? Transi-
tive 7 sur R.
TRy <= (cosz)? + (siny)® = 1.

Solution :
> R est une relation réflexive car :

(cosz)* + (sinz)? = 1 = zRu.
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> R est une relation symétrique car :

TRy <= (cosz)®+ (siny)® =1

< 1—(sinz)?+1—(cosy)®=1
<= —(cosy)? — (sinz)® = —1
< (cosy)® + (sinx)’> =1

<~ yRx.

> R n’est une relation antisymétrique car :

TRy (cosx)? + (siny)? =1
A = A
yRx (cosy)? + (sinx)? =1

qui n’implique pas que x = y.
Par contre exemple : si x = 0 et y = 211 ;

(cos0)? + (sin2I1)? = 1
A
(cos2IT)* + (sin0)* = 1

qui implique que 0 # 211.
> R est une relation transitive car : Vz,y, 2z € R,

TRy (cosx)? + (siny)? =1
A = A
yRz (cosy)? + (sinz)? =

= (cosz)® + (siny)® + (cos y)? + (sinz)? = 2
= (cosz)®+ (sinz)? =1
= 2Rz.

2.4 Applications et Fonctions

Définition 2.4.1. Soit E, F' deux ensembles.

v On appelle fonction de [’ensemble E vers ’ensemble F' une relation de E vers F
dont a tout élément x de E on lui correspond au plus un élément y de F'. x est
dit antécédant, E [’ensemble de départ ou des antécédants, y est appelé 'image, F
I’ensemble d’arrivée ou des images.

v' On appelle application de E dans F' une relation de E dans F' dont a tout élément
x de E on lui correspond un et un seul élément y de F'.

v' Deux applications sont égaux si leurs ensembles de départ sont égaux, leurs en-
sembles d’arrivée sont égaux et leurs valeurs également.
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v’ En général, on schématise une fonction ou une application f par :

f:E — F
r o y=f(v)
I'={(z, f(x)),z € E} ={(z,y) € Ex F:y= f(x)}. est appelé graphe de f.
Exemple 2.4.1.
f:R — R et ¢g:R—{1} — R
r — f(2) =5 r — g(x) =5

r—1 r—1

Dans cet exemple g est une application mais f est une fonction et n’est pas une application
car ’élément 1 n’a pas une image dans R.

2.4.1 Composition d’application
Définition 2.4.2. Soient E, F et G trois ensembles et f : E — F,g: F — G deux
applications. On note g o f lapplication de E dans G définie par :

Ve € E,(go f)(x) =g(f(z)).

Cette application? est appelée composée des applications f et g.
Exemple 2.4.2.

TR — Ry et ¢g:Ry — [—1;1]
r — f(x) =2? r — g(x)=sinz,

alors,
gof:R — [-1;]1]
z — (g0 f)(x) = glf(@)] = g(a?) = sina®.

Remarque 2.4.1.
(i) En général, go f # fog : non commutative.
(1) fogoh=(fog)oh= fo(goh) :lopération "composition d’applications” est
associative.

2.4.2 Restriction et prolongement d’une application

Soit F; un sous ensemble de E et f : E — F une application. L’application g :
E, — F telle que Vx € Ey, g(x) = f(z) est appelée la restriction de f a E; et on écrit
g = f/Ey et on dit aussi que f est le prolongement de g a E.

2. go f est une application car pour x,2’ € E si x = 2’ alors f(z) = f(2') car f est une application
et comme g est une application alors g(f(z)) = g(f(«’)), donc (go f)(x) = (go f)(a').
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Exemple 2.4.3.

f:R — R et g:[-10/2;11/2] — R
x +— f(xr)=sinzx r — g(r)=sinz

Dans cet exemple, on a : g est la restriction de f a la partie [—-11/2;11/2] ou f est le
prolongement de g sur R. On écrit : g = f/[-11/2;11/2].

2.4.3 Applications injectives, surjectives, bijectives

Définition 2.4.3. Soit f : E — F une application. On dit que :
(a) f estsurjective si tout élément de F' posséde au moins un élément de E,

Vye F,3x € E:y= f(x).
(b) f est injective si tout élément de F' posséde au plus un élément de E,
Vo, 20 € E| f(x1) = f(22) = 71 = 9,
ou d’une maniére d’équivalente (la négation logique) :
Vay, o € B, 21 # 13 = f(11) # f(22).

(c) f est bijective si elle est injective et surjective, c’est a dire si tout élément de F
admet un unique élément dans E par f,

Vye F;31'x e E:y= f(x).

Exercice : Soient

f*R — R et ¢g:R — R
r — flx)=22+1 r — g(r)=2x+1

Etudier I'injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f et g.
Solution :

R

f:R —
x — g(z) =22 +1

— R et ¢g:R
— f(z)=22+1 T

> f non injective car f(—1) = f(1) = 2 n’implique pas —1 = 1.
> f non surjective car 2 + 1 = —3 n’admet pas une solution.
> f non bijective car f non injective.

> g est injective car
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b ¢ est surjective car y = 22 4+ 1 = = = L2 clest & dire Yy € R; 3z € R tel que

! 2
_ oy
r= "3

> g est bijective car g est injective et surjective.
Propriétés 2.4.1. Soient f : E — F et g : F — G deux applicataions, alors on a :
1. (f surjective) N (g surjective) = g o f surjective.
2. (f injective) N (g injective) = g o f injective.
3. (f bijective) A (g bijective) = g o f bijective.
Preuve : Ona:go f: F — G.

1. Supposons f et g surjectives et montrons que go f est surjective. Soit z € G, g étant
surjective, il existe y € F' tel que z = ¢(y), comme y € F et f est surjective alors il
existe x € F tel que y = f(x), donc z = g[f(x)] et on déduit que :

Ve G,dx € E:z=(go f)(z),

ce qui montre que g o f est surjective.

2. Supposons f et g injectives et montrons que g o f est injective. Soient x1, 29 € F,
alors :

r1#xo = f(z1) # f(xe) car finjective
= glf ()] # glf(x2)]  car g injective
= (9o )(a1) # (g0 [)(x2),
ce qui montre que g o f est injective.

3. De 1. et 2., on déduit que si f et g sont bijectives alors g o f est bijective.

2.5 Image directe et image réciproque

Définition 2.5.1. Soit f : E — F une application, AC E et B C F.
e On définit 'image directe de A par Uapplication f le sous ensemble de F noté

f(4) :
F(A) = {y € Yo e Ay = f(z)} = {f(a),x € A} C F.

Exemple 2.5.1. Soit
fR — R
r — f(z) =2
et A=[-2,1]. On a :
flA) = {f(z),z € A}
= {2%,2 €[-2,1]}
= [0,4].
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e On définit ’'image réciproque de B par l’application f le sous ensemble de E noté
f74B) :
fY(B)={z€E, f(zx) e B} CE.

Exemple 2.5.2. Soit

f*R — R

r — f(z) = 2?

et B=10,4]. On a :

f7(B) = {zeR, f(z)€[0,4]}
= {x cR,2z*€0,4]}
= {zeR,0<2* <4}
= {z€eR,2*-4<0}
= {zeR,(xr—2)(z+2) <0}
= [-2,2].

e Soit f une application bijective, alors il existe une application notée f~1 définie par
f1:F—E,
y=flz) = x=f"(y),

appelée application réciproque de f.

Proposition 2.5.1. Soient f : F — F,A B C FE et M,N C F, alors
- f(AUB) = f(A)U f(B).

2. f(ANB) C f(A)N f(B).

3. fTH{MUN) = f~H(M)U f~H(N).

4o fTHMNN) = f7H(M) N fHN).

5 Y CpM) = Cpf"(M).

~

Preuve :

1. Soit y € F, alors

ye f(AUB) dr € (AUB):y = f(x)

(Jre Av3zx e B):y= f(x)
(FxreA:y=f(x)vV(Tre B:y= f(z))
ye f(A)Vye f(B)

y e (f(AUf(B)),

) = f(A) U f(B).

1111

Sy

ce qui montre que f(AU
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2. Soit y € F, alors

ye f(ANB) dJre ANB:y= f(x)

(Jre ANTx e B):y= f(x)
(FxeA:y=f(x))N(FxeB:y= f(z)
y € (f(A) Ay e f(B))

y € (f(A)Nf(B)),

ce qui montre que f(ANB) C f(A) N f(B).
3. Soit x € E, alors

LiTTe

€[ (MUN) < f(z)€(MUN)
= (f(x) e M)V (f(z) € N)
= (e f(M)V(xef(N)
= e (fT(M)UFN),
ce qui montre que f~Y(M UN) = f~Y(M)U f~1(N).
4. Soit x € E, alors
e[ (MNN) < f(z)e(MNN)
= (f(x) e M)A (f(zx) € N)
= (v e[ (M)A(z e fTHN))
= e (fT(M)NfHN)),
ce qui montre que f~Y(M NN) = f~YM)n f~YN).
5. Soit x € E, alors
v € fYCrM) <= f(x) € CrM
= (f(z) e F)A(f(z) ¢ M)
= (t€B)A(x ¢ [T(M))
<~ .TECEfil(M),

ce qui montre que f~H(CrM) = Cpf ' (M).
Exemple 2.5.3. On consideére 'application :

fR-{2} — F
T+5

v fl) =

avec F' un sous ensemble de R.
Déterminer F pour que application f soit bijective et donner [’application inverse de f.
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Montrer que f est bijective revient a examiner l’existence de solution de [’équation
y = f(x), pour tout y € F.

Soit y € F', alors,

)
<~

r—2
— ylr—-2)=z+5
<~ yr—x=2y+5
<~
<~

y = f()

y:

x(y—1)=2y+5

2y+5
T = y+ sty # 1,
y—1
ce qui montre que :
2y+5
vy eR—{1},3 z = oov=f)
y_

.. . . \ . . 2

Pour montrer que f est bijective, il reste a voir si x = nyJrf’ eR-{2}7?
On a :

2y +5

y—1

=2 < 2y+5=2y—-2
<= b= —2 ce qui est impossible,
ce qui montre que % € R — {2} et par suite :

2y +5
y—1

Vye R—{1},3l 2 = eR—-{2}; y=f(x).

Donc f est bijective si ' =R — {1} et l'inverse de f est :

ffR-{1} — R-{2}
2y +5

yo— ST =




Chapitre 3

Les fonctions réelles a une variable réelle

3.1 Définitions et Propriétés

Définition 3.1.1. Une fonction d’une variable réelle a valeurs réelles est une appli-
cation [ E — R, ou E est une partie de R. En général, E est un intervalle ou une
réunion d’intervalles. On appelle E' le domaine de définition de la fonction f. On note
lensemble de ces fonctions par : F(E;R).
On appelle graphe d’une fonction f le lieu géométrique des points M (xz,y) ou x € E et
y = f(x) et on écrit :

Gy ={(a.y) v e By = f(a)},

3.1.1 Opérations arithmétiques sur les fonctions

Soient f: E — R et g: EF — R deux fonctions définies sur une méme partie £ de R.
On peut alors définir les fonctions suivantes :
(1) lasomme de f et g est la fonction f+g : E — R définie par (f+¢)(z) = f(z)+g(zx)
pour tout x € E.
(77) le produit de f et g est la fonction f x g : E — R définie par (f x g)(x) =
f(z) x g(z) et (af)(z) = af(z) pour tout z € F,a € R.
(7i7) le rapport de f et g est la fonction % définie par (5)@) = 1@ Hour tout

9(x)
x € FE, g(x)#0.

3.1.2 Fonctions majorées, minorées, bornées

Soit f: E — R, On dit que :
e f est dite majorée dans FE s’il existe une constante M € R qui vérifie :

Vo € E; f(z) < M.

26
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o f est dite minorée dans F s’il existe une constante m € R qui vérifie :
Ve e E; f(x) > m.

e f est dite bornée dans FE si elle est majorée et minorée a la fois.

3.1.3 Fonctions croissantes, décroissantes
Soit f: EF — R, On dit que :

1. Une fonction f est dite croissante dans FE si et seulement si :
Va2 € Eyry < 2o = f(21) < f(22)

et elle est strictement croissante si au lieu de < on a <.

2. Une fonction f est dite décroissante dans E si et seulement si :
Vr,me € Byry < 29 = f(x1) > f(x2)

et elle est strictement décroissante si au lieu de > on a >.

3. Une fonction monotone (resp. strictement monotone) est une fonction qui est ou
bien croissante ou bien décroissante (resp. strictement croissante ou bien strictement
décroissante).

4. Une fonction f est dite constante dans FE si et seulement si :
Vay;me € By # 19 = f(11) = f(22).

Exemple 3.1.1.
V' La fonction racine carrée \/x : [0, +oo[— R est strictement croissante.
v’ Les fonctions exponentielle exp : R — R et logarithme In :)0, +oo[— R sont
strictement croissantes.
V' La fonction valeur absolue |z| : R — R n’est ni croissante, ni décroissante. Par
contre, la fonction |z| : [0, +00[— R est srictement croissante.

3.1.4 Parité et périodicité

Un ensemble F € R, est dit symétrique par rapport a l'origine si : v € F = —x € E.
Soit f: ' — R une fonction définie sur cet intervalle. On dit que :

(a) f est paire si Vo € E, f(—z) = f(x).

(b) f est impaire si Vx € E, f(—x) = —f(z).

(¢) f est périodique dans E de période T si et seulement si :

T >0Ve e E; f(x+T) = f(x).

Interprétation graphique :
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(1) f est paire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a l’axe des
ordonnées.

(17) f est impaire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a l’origine.

(17i) f est périodique de période T si et seulement si son graphe est invariant par
la translation de vecteur T;, ot 7 est le premier vecteur de coordonnées.

Exemple 3.1.2.
1. La fonction définie sur R par x — 2*"(n € N) est paire.
2. La fonction définie sur R par x — z*"*1(n € N) est impaire.
3. La fonction cos : R — R est paire. La fonction sin : R — R est impaire.
4

. Les fonctions sinus et cosinus sont 2mw-périodiques. La fonction tangente est -
périodique.

3.2 Limite d’une fonction

Soit a € R. Dans tout ce chapitre, on dira qu’une fonction f de domaine de définition
Dy est définie au voisinage de a s’il existe un réel h > 0 tel que ’on soit dans un des trois
cas sulvants :

> DfNfa—h;a]l \ {a} = [a — h;a] i.e. f est définie dans un voisinage a gauche de a

et éventuellement non définie en a ;

> DyNa;a+ h]\ {a} =|a;a+ h] ie. f est définie dans un voisinage a droite de a et

éventuellement non définie en a ;

> DeNfa—h;a+hl\{a} =[a—h;a+h]\ {a} ie. f est définie dans un voisinage de

a et éventuellement non définie en a.

3.2.1 Limite en un point d’une fonction

Définition 3.2.1. Soit a € R et soit { € R. Soit f une fonction définie au voisinage de

a. Le nombre { est dit limite de f lorsque x tend vers a et on écrit lim f(x) = £ si
r—a

Ve > 0,3a > 0,Vx € Dy, |z —a| <a = |f(z) — (| <e.
On dit aussi que f(x) tend vers £ lorsque x tend vers a.

Exemple 3.2.1. 111%(3x +1)=1.
z—
Ve > 0,3 = g > 0,Yz € Dy, |z — 0| <§:> Bz +1)—1] <e.

3.2.2 Limites a gauche, a droite

Définition 3.2.2. Soit a € R et soit { € R. Soit f une fonction définie au voisinage de
a.
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1. On dit que f admet { pour limite & gauche en a si la restriction de f a DgN| —
oo; a[ admet € pour limite en a. Dans ce cas, cette limile est unique et on la note

lim f(z)=1¢,

T—a—

Ve >0,3a >0,V € Dyja—a <z <a=|f(x) —{| <e.

2. On dit que f admet ¢ pour limite a droite en a si la restriction de f a DyN|a; +00[ ad-

met £ pour limite en a. Dans ce cas, cette limite est unique et on la note lim+ flz) =
Tr—a
l,

Ve>0,3a>0,Vr € Dyja<z<a+a= |f(z)— /] <e.

Exemple 3.2.2.

f:R - R

v flz) = dr +5 six <0,
) 2241 siax>0.

Ona: lim f(x)=5¢et lim f(zx)=1.
z—0~ z—0t
Dans ce cas on dit que f n’admet pas une limite en 0.

Proposition 3.2.1.
lim f(z) =0 <= lim f(z)= lim f(z) ="

T—a T—a~ z—a™t

3.2.3 Unicité de la limite

Théoreme 3.2.1. Soit f une fonction définie au voisinage de a € R.

(i) Si f admet une limite { en a, elle est unique, on note alors lim f(x) = £.
T—a

(17) Si f est définie en a et admet une limite en a, alors lim f(x) = f(a).
Tr—a

3.2.4 Caractérisation séquentielle de la limite

Théoréme 3.2.2. Soit f une fonction définie au voisinage de a € R et soit { € R. Les
propositions sutvantes sont équivalentes :

(2) lim f(z) =¢.

Tr—a
(i1) Pour toute suite (uy,) a valeurs dans Dy de limite en a, f(u,) a pour limite (.
Méthode : Pour montrer qu'une fonction f n’admet pas de limite en a, il suffit de

trouver deux suites (u,) et (v,) de méme limite en a telles que f(u,) et f(v,); possedent
des limites différentes.

Exemple 3.2.3. La fonction x — Sin% n’admet pas de limite en 0; en effet; soient

1 1

Up = ————— et v, = ——.
%—|—2Hn IT + 21In
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Alors,
flup) — 1, f(v,) —0

. o s U S
possedent des limites différentes et par suite, hn% sin — n’existe pas.
r—r €T

Théoréme 3.2.3. Soient f et g deuz fonctions définis au voisinage de a € R et soient
0,0 eR. Silim f(z) ={ et lim g(z) = ¢'. Alors
r—a

T—ra

1. ili\l(ll[f(l“) +g(x)=0+7.
2 {7 )g(r)] = 1€

im @] :g /
3. lim [g(x) s U#0

Proposition 3.2.2. Composition de limites.

Soient f une fonction définie au voisinage de a € R et g une fonction définie au voisinage
de b € R et soit ¢ € R.
Si lim f(z) =b et lin})g(:v) = ( alors lim(gof)(x) = £.

Tr—a Tr—r

rT—a

3.2.5 Passage a la limite

Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a € R et soient ¢, ¢, m, M € R.
(i) Silim f(z) =/ et lim g(x) = ¢ et si f < g au voisinage de a, alors £ < /.
Tr—a T—a

(i7) Silim f(z) =/ et f < M au voisinage de a, alors £ < M.
T—a

(737) Silim f(x) = ¢ et f > m au voisinage de a, alors { > m.
Tr—a

3.2.6 Théoreme d’encadrement, de minoration et de majoration

Soient a, ¢ € R et soit f, g et h trois fonctions définies au voisinage de a.

Théoréme 3.2.4. (Théoréme des gendarmes / d’encadrement)

Silim h(z) =/ et lim g(x) = ¢ et h < f < g au voisinage de a, alors f admet une limite
Tr—ra r—a

en a et celle-ci vaut (.

Exemple 3.2.4. Etudier la limite de f(x) = xsin+ en 0. On a : Vo € R,
1 <sgni<— j

<sint <1 e :v_sm.xl_ z, sz-:zc<0,

T —x <sin: <, st x> 0.

1
En utilisant le théoréme précédent, on obtient lir%xsin —=0.
z— T

Théoréeme 3.2.5. (Théoréme de minoration)

Si lim h(z) = +oo et h < f au voisinage de a, alors f admet une limite en a et celle-ci
Tr—a

vaut +00.
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Théoréme 3.2.6. (Théoréme de majoration)
Silim g(x) = —o0 et f < g au voisinage de a, alors f admet une limite en a et celle-ci
Tr—a

vaut —

Exemple 3.2.5. FEtudier la limite de f(x) = 55— en £oo0. On a : Vx € R,

2+sinz
1 1
—1<sinzr<1=1<24+smzr<3=-<—+—<
37 2+sinw
> Six €] —00,0[= § > 55— et en utilisant le théoréme de majoration, on obtient :
. .
lim f(x)=—oc0 car lim — = —o0.
T——00 z——00 3
> Six €]0, +oo[=> § < 55— et en utilisant le théoréme de minoration, on obtient :
lim f(z) =+ lim = =+
im f(x) =400 car lim - = +o0.
Tr—r—+00 T—+00 3

3.3 Continuité d’une fonction

Définition 3.3.1. Soit a un réel et f une fonction définie au voisinage de a. On dit que
f est continue en a si f est définie en a et lim f(x) = f(a). C’est a dire
T—a

Ve > 0,3a> 0,V € Dy, |z —a| <a=|f(z) — f(a)] <e.

Exemple 3.3.1. f(z) =3x + 1 sur R, f est continue en xq = 2 ; en effet,
V5>O,EICz:§>O,Vx€Df,|x—2] <§:> Bz +1) = 7| <e.

Définition 3.3.2. Soit a un réel et f une fonction définie au voisinage de a. On dit que :
(i) f est continue a gauche en a si lim f(x) = f(a). C’est a dire :
Tr—a—

Ve >0,3a>0,Vr € Dy,0<a—z<a=|f(x)— fla)| <e.

Exemple 3.3.2. Soit f(z) = /3 — x; Dy :] 00, 3].

[ est continue a gauche en a =3 car lim f(z)=0= f(3).
T3~

(i7) f est continue a droite en a si lim flz) = f(a). C’est a dire :
T—a

Ve >0,3a>0,Vr € Dy,0<z—a<a=|f(x)— fla)| <e.

Exemple 3.3.3. Soit f(z) = V1 — 22 Dy =[-1,1].

f est continue a droite en a = —1 car lim f(z) =0= f(—-1).
z——1t
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Exemple 3.3.4. La fonction :

f*R - R
3z stx <1,
r — flx)=< 2 six =1,
3r—1 sixz>1.

f n’est pas continue a gauche en 1 mais elle est continue a droite en 1 car :

lin f(z) =37 f(1) et lim f(x) =2 = f(1)

r—1~

Dans ce cas f n’est pas continue en 1.

Proposition 3.3.1. f est continue en a si et seulement si f est continue a gauche et
continue a droite en a.

3.3.1 Continuité des fonctions composées

Soit f: I — I' et g : I' — R deux fonctions continues en a et f(a) respectivement.
Alors gof : I — R est continue en a.

3.3.2 Continuité sur un intervalle

Soit f : I — R. On dit que f est continue sur I (I désigne un intervalle) si f est
continue en tout point de 1.
On note C(I;R) ou C°(I;R) I'ensemble des fonctions continues sur I & valeurs dans R.

Exemple 3.3.5. Soit o € R, on définit la fonction :

fR — R
2+ (a? —1)* siz <0,

v 0 ={ %

T st x> 0.

f est continue sur R si :

lim f(z) = lim f(z) = f(0).

z—0— z—0t

On a : lim f(z) = (a® —1)% et lim+ f(z) = 0, alors par identification, on obtient :
z—0~ z—0

(a* —1)?2 =0, ce qui donne a = +1.

3.3.3 Opérations sur les fonctions continues

Soient f et g deux fonctions continues au point a. Alors;
x Vo, € R: af 4+ (g est continue en a.
x f g est continue en a.

* 5 est continue en a si g(a) # 0.
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% | f| est continue en a.

Remarque 3.3.1. f est dite discontinue en a si :
(a) f n’est pas définie en a.
(b) la limite existe mais différente de f(a).
(¢) la limite n’existe pas.

3.3.4 Théorémes des valeurs intermédiaires

Théoréme 3.3.1. Soit f une fonction continue sur intervalle [a;b]. Pour tout réel k
compris entre f(a) et f(b), il existe xo € [a;b] tel que f(xo) = k, et si de plus f est
stictement monotone, alors le xy est unique.

Exemple 3.3.6. Montrer que Inx — % = 0 admet une unique solution sur |1;2].
On pose f(z) =Inz— . Ona :
(i) f est continue sur [1;2].
(i1) f(1)=—1 et f(2) ~0,19.
Le TVI, implique 3o €]1;2[: f(xo) = 0.
Unicité : f'(z) = 1 + %, donc [ est strictement croissante. Par suite la solution xo
est unique.

3.3.5 Prolongement par continuité

Soit f une fonction définie au voisinage de a mais non définie en a. On dit que f est
prolongeable par continuité en a si f admet une limite finie ¢ en a. Le prolongement f de
f définie par :

f(a:):{ 5(33) si r#a,

si r=a
est alors continu en a.

Exemple 3.3.7. Trouver un prolongement par continuité a R de la fonction suivante :

2%+ 5z + 6
. . *+br+6 8 . o
Ona.xgn_llf(x)—xgrr_llﬁ—ﬂ—g. Le prolongement [ de [ définie par :

345 6

B (e S

flz) = 8x+1
- st x=—1.
3
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3.4 Dérivée et différentiabilité d’une fonction

Définition 3.4.1. Soit f une fonction et a € Dy. On dit que f est dérivable au point a

v i {@) = f(@)

r—a T — Qa

existe et finie.

Cette limite est appelée dérivée de f au point a et notée f'(a), ou bien %(a). Une autre

écriture de la dérivée au point a :

L fath) = fla)
h—0 h

= f'(a).

Exemple 3.4.1. Soit f la fonction définie par :

f*R —- R
v — f(z) =2

Trouver la dérivée de f en un point a de R. On a :

T

r—a T — Q

(x —a)(x? + ax + a?)

= lim
Tr—a Tr — a

= lim(2* + az + a?) = 3a°.
r—a

3.4.1 Dérivée a gauche, Dérivée a droite

On définit la dérivée a gauche de f en a par :

. f(@) = fla)
fola) = I =
De méme, on définit la dérivée a droite de f en a par :
oy L) = fla)
'(a) = lim —————~,
o) = I

Et
f est dérivable en a <= f;(a) = fj(a) = f'(a).
Exemple 3.4.2. Soit f la fonction définie par :

f:R — R

Flx) = 1—2z six <0,
v e flz) = r+1 siaxz>0.
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f est-elle dérivable en 07?

On a:
f(z) — f(0)
! = 1]
O = =
o (20—
x—0— xXr
-2
— lim Y= 9
x—0— X
et
. f(z) = f(0)
! — 1 JNT) ST
o0) = Jip T
— lim (x+1)—1
r—0t T
— lim L =1,
z—0+t X

Finalement, f n'est pas dérivable en 0 car f;(0) # f3(0).

Définition 3.4.2. f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point de I et [’appli-
cation :

I — R
z = fi(z)

est appelée la fonction dérivée de f.

3.4.2 Interprétation géométrique de la dérivée

Soit f une fonction dérivable en a et (C') la courbe représentative de f. L’équation de
la tangente (7T") a la courbe (C') au point M(a, f(a)) est

(T) :y = f'(a)(x — a) + f(a),

avec f'(a) représente la pente de la droite tengente a la courbe (C).

3.4.3 Opérations sur les dérivées

Soient f et g deux fonctions dérivables au point a. Alors af,a € R, f 4+ g, f X g sont
dérivables en a, ainsi que § si g(a) # 0. De plus, on a les formules :

o (af)(z) = af'(z).

o (f+9)(z)=[f(z)+4g(x).

o (f xg)(x) = [f(x)g(x)+ fz)g'(x).
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(LY o = I'@g(@) - f@)g'(z)
(g) (@) lg()]? '

Théoreme 3.4.1. La dérivée d’une fonction composée :
Soient f: I — I' et g : I' — R deuz fonctions dérivables en a et f(a) respectivement.
Alors, gof : I — R est dérivable en a et on a :

(gof)'(a) = f'(a) - g'Lf (a)].

Preuve : On a :

(gof)'(a) = lim

z—a T —a
ol glf(a)
z—a T —a
ol = olf@)] )~ f(@)
ava f(x) — f(a) T—a
@] —gli)] ) - f(@)
z—a f(q;) — f(a) z—a T —a
= fla)-d[f(a)
Exemple 3.4.3. Soient les fonctions f et g définies par :
"R — Ry et  g:R, — [-1;1]
r — f(z)=2? r +— g(r)=sinz,
alors gof:R — [-1;1]
r > (go f)(z) = sinz?
et

(go f)(x) = fi(x)-g'f(2)]

21 cos 2.

Théoreme 3.4.2. Dérivée d’une fonction réciproque :
Si f est dérivable en xg, alors f~' est dérivable en f(xo) et on a :

Preuve : On a :

(f D) = (F )

(f ) () = lim

Y—Y0 Y — Y
, 1

= lim Y=Yo

Y )= (F Do)
— 1
= o @i @)

Tr—T0
1

f'(wo)
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Exemple 3.4.4. Soit la fonction f définie par :

f:R — ]0,4+00]
x — f(z)=¢€"

est bijective donc admet une application réciproque :

F71:]0, 00|

— R
y — [

Hy) =Iny,
avec
y=f(z) <= y=¢€" <= ax=hy.

~
—~
a¥

@'I»—W\él,_

3.4.4 Dérivée d’ordre supérieur

Soit f : I — R une fonction dérivable sur I, alors f’ est dite dérivée d’ordre 1 de f.

Si f" est dérivable sur I alors sa dérivée est appelée dérivée d’ordre 2 de f. On la note f”
ou f?:

f2 — (f/>/-

D’une maniere générale, on définit la dérivée d’ordre n de f par :
=0T vn>1,10= ¢

On dit que f est de classe C! sur I si f est dérivable sur I et f’ est continue sur I.

On dit que f est de classe C™ sur I et on écrit f € C™(I) si f est n fois dérivable sur [
et f™ est continue sur I.

f est dite de classe C'*° sur [ si elle est de classe C™,Vn € N.

3.4.5 Dérivée n“" d’un produit (formule de Leibniz)

Théoreme 3.4.3. Soient f,g : [a,b] = R n fois dérivables, alors f-g est n fois dérivable
et on a :

n!

Ve € [a,b]; (f-g)"(x) = chfnfk(x)gk(a:) avec C} = m
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Preuve : sin=1,on a:

(f-9)' @)= (f-9)(@) = Y Cif' " x)g"(x)

Cof'(2)g°(x) + CLf(x)g" ()
= [(@)g(x) + f(2)d (z).

Exemple 3.4.5. Calculer (z3sin4z)®. On a :

C¥ ()% (sin 4a)"

M«

(2%sindz)® =

x>

=0
= Gyl
+ O

2°)?(sindz)? + C7 (2°)*(sin 4z)’
o) (sin42)? + C3(2*)°(sin 4x)?,

continuez - - -

3.4.6 Dérivabilité et continuité
Si f est dérivable en xy alors f est continue en xj. La réciproque est fausse en général.

Exemple 3.4.6. f(x) = |z|, = € R. f est continue en xq = 0 mais elle n’est pas dérivable
en xo =0 car f;(0) = =1 # f3(0) = 1.

3.4.7 Théorémes fondamentaux sur les fonctions dérivables

Théoréme 3.4.4. (Théoréme de Rolle) Soit f : [a,b] — R une fonction vérifiant :
1. f est continue sur [a,b],
2. f est dérivable sur]a,bl,
3. fla) = f(b).
Alors, 3c €]a,b[: f'(c) = 0.
Le théoreme de Rolle nous affirme qu’il existe un point ¢ en lequel la tangente est paralléle
a l'axe des x.

Exemple 3.4.7. Pour montrer que [’équation sinx + cosx = 0 admet au moins une
solution dans Uintervalle |0;11[, on utilise la fonction f(x) = e"sinax — 1 qui est continue
dans [0;1I1], dérivable dans |0;I1[ et f(0) = f(II) = —1. Donc d’aprés le théoréme
ROLLE Fc €]0; 0] telle que : f'(¢) =0 = e°sinc+ e“cosc = 0 = sinc + cosc = 0.

Théoréeme 3.4.5. (Théoréme de Lagrange ou des accroissements finis) Soit f : [a,b] — R
une fonction vérifiant :

1. f est continue sur [a,b],
2. f est dérivable sur]a,bl.
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Alors, 3c €la,bl: f(b) — f(a) = (b—a)f'(c).

Preuve : Considérons la fonction g : [a,b] — R, définie par :

Ve € [0.8.9(x) = f(@) — fl@) ~ LI o g
La fonction g est :
e continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ car c’est le produit et la somme des fonctions
continues sur [a, b| et dérivables sur ]a, b].
* g(a) =g(b) =0.
Donc d’apres le théoreme de Rolle, 3¢ €]a, b: ¢'(¢) = 0. On a :

7@ =0 = - T0T0_
— f’(C) _ f(b;) : Z(a)

— Zeeabf: f(b) - fla) = (b—a)f'(c).

Le théoréeme de Lagrange nous affirme qu’il existe un point ¢ €]a, b[ en lequel la tangente
a la courbe est parallele a la droite joignant les deux points (a, f(a)), (b, f(b)).

3.5 Régles de I’'Hospital

(i) Soient f,g : I — R deux fonctions continues sur I, dérivables sur I — {zo} et
vérifiant les conditions suivantes :

> lim f(z) = lim g(z) =0,
Tr—xT0 T—T0

> ¢'(z) # 0,V € I — {xo},

alors )
lim 2E) _ s i 12
T—T0 g’(x) T—T0 g(]j
Exemple 3.5.1.
. sinz . Ccosx
lim = lim =1.
x—0 X x—0 1

La réciproque est en général fausse.
Remarque 3.5.1. La régle de [’Hospital est vraie lorsque x — +00. En effet, posons

Y
1 =1l
lim _f(w) = lim f(f) = lim 321 /(f)
T——+00 g(g(;) z—t g(;) Tt 3 g (;)
/

= lim / (%) = lim f'(z)g ().
T—t g’(?) Tt

0
lirr% f(2)d'(x) = = et f', g’ vérifient les conditions du théoréme, alors on peut appli-
T—

quer encore une fois la régle de I’Hospital.
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(1) Soient f,g : I — R deux fonctions continues sur I, dérivables sur I — {z(} et
vérifiant les conditions suivantes :
> lim f(xz) = lim g(z) = 400,
T—T0 T—TQ

> ¢'(z) #0,Ve € I —{xo},
f(@)

alors )
lim f/<x) =/( = lim —% = /.
2 @) A2 g(a)

La remarque précédente est vraie dans ce cas.
Exemple 3.5.2.

-1 n—2
. x" . nx™ . nin—1)x
lim — = Iim = lim #
z—+oo e¥ z—+o00  e¥ T—+00 er
0
) nn-—1)n-2)---x
= ... = lim ( I ) =0.
T—400 et

Exercice 01 : Soit a un réel strictemet positif, on considere la fonction f définie par :
1) ?+r+1i si x <0,
x) = ;
w —Vr si0<z<a.
1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Pour quelle valeur de a la fonction f est-elle continue en xq = 0.

3. Pour la valeur de a trouvée en question 2., montrer qu’il existe au moins un réel ¢
dans l'intervalle ]0; a[ solution de I'équation f(z) = 0.

Solution : Soit a un réel strictemet positif, on considere la fonction f définie par :

?+r+1i six <0,
f(l') = sin(az) .
= Vo si0<x<a.

1. Déterminer le domaine de définition de f :
D¢ =] — 00; 0]U]0; a] =] — 003 al.
2. Pour quelle valeur de a la fonction f est-elle continue en xq =0 :

f est continue en xo <= lim f(z) = lim f(z) = f(0).
z—0~ z—07F

On a: L1
lim f(x) = lim 2 + 24+~ =~
z—0— z—0~ a a
et
lim f(z) , sin(ax) Jz
im f(x) = lim -V
z—07t z—0t T
sin(ax
= lim a- (az) —Vz
z—0*t axr
= a.
Par identification, on obtient : i = a, ce qui donne a = %1, puisque a un réel

strictemet positif, alors, a = 1.
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3.

Montrer que Je €]0; a[ solution de 'équation f(z) =0 :

_ sin(ax)

azlv f(x>_—_\/5
x
Appliquons le théoréeme des valeurs intermédiaires a f sur |0; 1] :
e f est continue sur [0;1].
e f(0)=1>0¢et f(1)=sinl—1<0.
Le TVI, implique 3¢ €]0; 1[: f(c) = 0.

Exercice 02 : Soit ’application :

R — R

r — f(z)=1— G0

T

. Calculer f(—II) et f(II). La fonction f est-elle injective ? justifier.

Calculer lim f(x).
z—0

En déduire que la fonction f est prolongeable par continuité en xq = 0. Soit g le
prolongement par continuité de f , écrire 'expression de g(x).

4. Montrer que I’équation g(x) = 0 admet au moin une solution réelle dans I'intervalle
[0, IT).
5. Etudier la dérivabilité de g en 2y = 0.
Solution :
fR* — R
r — f(z)=1- %
L. f(-II)=1- w =let f(I) =1-— % = 1. (Remarquer que l'application f
est paire).
I'application f n’est pas injective car —I1 # IT et f(—II) = f(II).
in(2 in(2 int
2. lim f(z) = lim [1 - M} — lim {1 - 2M} = 1, car lim 27,
z—0 z—0 x z—0 x t—0 ¢

La limite de f(z) en xy = 0 existe et est finie donc la fonction f est prolongeable
par continuité en ce point. Son prolongement g est défini par :

Montrons que I"équation g(z) = 0 admet au moin une solution réelle dans 'intervalle
0,11 :

(1) La fonction g est continue sur [0, II].

(1) g(0)g(II) = g(0)f(II) = =1 <0.

D’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires : Jc €]0,I1[; g(¢) = 0.
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5. Dérivabilité de g en o =0 :

. 2_sin(2m) o
i ) = 9(0) _ 2= i)

x—0 xr — O x—0 x x—0 Qj2 ’

le calcul direct mene a la forme indéterminée %, on peut appliquer la regle de I’'Hos-

pital car les fonctions r — 2z — sin(2z) et x —— x? sont dérivable en 0. On

a:
J— ] , J—
i [22 — sin(2z)] i 2 — 2cos(2x)

z—0 [1’2]’ x—0 21‘

donne elle aussi la forme indéterminée 8. Réappliquons la regle de 'Hospital :

2—-2 2x)] 48in(2
lim[ cos(2z)]  lim sin(2x) _0
z—0 [Zx]’ z—0 2
Ainsi,
o gla) —g0)

x—0 J}—O

La fonction g est donc dérivable en 0 et ¢'(0) = 0.



Chapitre

Application aux fonctions élémentaires

4.1 Fonction puissance

Définition 4.1.1. La fonction puissance d’exposant a,(a € R*) :

T—— 1= XTX..Xx
—_—

a fois

est une application continue sur ]0,4o00| et strictement monotone (croissante si a > 0 et
décroissante si a < 0).
Elle est dérivable sur )0, +oo[ de dérivée : x — ax®'. On a :

+o00 a <0,
hgtl) =<1 a=0,
’ 0 a>0.
et
0 a <0,
lim z=<¢ 1 a=0,
Tee 400 a > 0.

. 1 . ;.
Regardons la fonction x — xa sur RT est la fonction réciproque de f : x — x® sur RT.

4.2 Fonction logarithmique
Définition 4.2.1. [l existe une unique fonction, notée In :]0, +0o[— R telle que :
In'(x) = é, pour tout x>0 et In1 = 0.
Proposition 4.2.1.
(i) In est une fonction continue, strictement croissante et définit une bijection de

10, +00] sur R.

43
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(17) la fonction In est concave et Inx < x — 1 pour tout x > 0.
(1ii) De plus cette fonction In vérifie pour tout a,b > 0 :

> In(a x b) =Ina+Inb,

> ln% = —Ina,

> Ina” =nlna,Vn € N.
(v) Trois limites doivent étres connues :

In(1
lim Inx = —o0, lim Inx =400, lim M = 1.

z—0t T——400 z—0 T

Remarque 4.2.1. Inx s’appelle le logarithme naturel ou aussi logarithme néperien. Il est
caractérisé par Ine = 1. On définit le logarithme en base a par :

1
log, z = ﬂ, de sorte que log,a = 1.
Ina
Pour a = 10 on obtient le logarithme décimal log,, qui vérifie log;, 10 = 1 et donc

log,,(10)" = n. Dans la pratique on utilise ’équivalence : © = 10Y <= y = log,, .

4.3 Fonction exponentielle

Définition 4.3.1. La bijection réciproque de In :)0, +oo[— R s’appelle la fonction expo-
nentielle, notée exp : R —]0, +o0|.
Pour x € R on note aussi €* pour exp x.

Proposition 4.3.1.
(1) exp : R —]0, +o0[ est une fonction continue, strictement croissante.
(17) La fonction exponentielle est dérivable et exp’ x = expz, pour tout x € R. Elle
est convexe et expx > 1+ x.
(1ii) De plus cette fonction In vérifie pour tout a,b > 0 :
> exp(lnz) = o pour tout x > 0 et In(expx) = x pour tout x € R.

> exp(a+b) =expa) x exp(b), exp(a—0b)= %.
> (expx)™ = exp(nx).
(1v) Trois limites doivent étres connues :
-1
lim expxz =0, lim expxr =400, lim ST 1.
T——00 r——+00 z—0 €x

Remarque 4.3.1. La fonction exponentielle est I'unique fonction qui vérifie exp'(x) =
exp(z) pour tout x € R et exp(l) =e. Ou e =2,718... est le nombre qui vérifie Ine = 1.
On appelle exponenielle de base a(a > 0), la fonction notée exp, définie sur R par :

Ve € R :exp,(z) = "M@ = 2.
Puissance et comparaison : Par définition, pour z > 0 et o € R : 2% = exp(aInz),
Comparons les fonctions In x, exp x avec x :

. . . Inx . expw
lim xlnx =0, lim zexpr=0, lim — =0, lim = 400.
r—0+ T——00 r—+oo I r——+00 €T
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x® (a>1)

Fi1GURE 4.1 — Comparer les fonctions Inx, exp z et x®.

4.4 Fonctions hyperboliques et leurs inverses

Les quatre fonctions hyperboliques sont définies comme suit :
> sinus hyperbolique :

sh:R — R
r — shx = ¢

> cosinus hyperbolique :

ch: R —
r —> chr =<t

> tangente hyperbolique :

th:R — ]—1,+1|
T o thy =T = -

x

chx ert4e~%"
> cotangente hyperbolique :
coth : R* — | — o0, —1[U]1, +o0[
T — cothy = 9% = £t 7

Les fonctions sont définies sur R sauf cothx qui définie sur R — {0}, continues, dérivables
et satisfont les propriétés suivantes :
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. La fonction & —— shx est impaire et strictement croissante sur R, lim shx = Foo,

T—F 00
sa dérivée est (shx) = chx.
Sa fonction réciproque, notée x — arg shx est aussi continue strictement croissante
de R sur R avec lim argshz = Foo :

T—F o0

y = arg shx <= x = shy.

Une autre écriture de la fonction arg sh, on a :

ch’y — sh’y =1 = chy = /1 + sh?2y = V1 + 22.

D’autre part, si = shy alors fl—z = chy et
1 1
arg shx) = —
( ) chy /14 sh2y
1
= ——, VzeR.

V1+ 2?2

Donc
chy + shy = e = x + V1 + 22,

ce qui implique :
arg shr =y =Ine? = In(x + V1 + 22).

. La fonction x — chax est paire et strictement décroissante sur R™ et strictement

croissante dans RY, lim chax = Foo, sa dérivée est (chz) = shx.
T—TF00

Sa fonction réciproque, notée x — arg chx est aussi continue strictement croissante
de |1, +oo[ sur R* avec lim argchx = 400 :
T—>+00

y = arg chx <= x = chy.

D’autre part, si x = chy alors fl—;” = shy et

(argchx) = L _ !
shy  \/ch?y —1
1
= , Vr>1
x?—1

Une autre écriture de la fonction argch, on a :

ch®y — sh’y = 1 = shy = \/ch?y — 1 = Va2 — 1.
Donc
chy + shy =Y =z + Va2 — 1,

ce qui implique :
argchr =y =Ine’ =In(x + Va2 —1).



4.4. FONCTIONS HYPERBOLIQUES ET LEURS INVERSES 47

3. La fonction z — thx est impaire et strictement croissante dans R, lim thx = F1,

T—F00
sa dérivée est (th)'(z) =1 — th*r = 5.
Sa fonction réciproque, notée x — argthx est aussi continue strictement croissante
de | —1,4+1[ sur R avec lim argthr = —oo et lim argthr = +o0 :
r——17+ x—>+1—

y = argthe <= x = thy.

D’autre part, si x = thy alors ‘;—z =1—th?y et

1 1
thz) = = :
(arg the) 1—th?y 1—a?

Une autre écriture de la fonction argth, on a :

ey —e™Y 1
x:—e, donc €% = +$.
eY +e Y 1—=x
Ce qui implique :
1 1+z
argthr =y = —1In :
8 Y73 (1 - x)
4. La fonction x — cothz est impaire et strictement décroissante et bijective de R*
dans | — oo, —1[U]1,4+00[, lim cothz = F1 et hij cothr = Foo, sa dérivée est
T—F00 r—1
(coth)(z) =1 — coth*x = 55-.

Sa fonction réciproque, notée x — argcothx est aussi continue strictement crois-
sante de | — 1, +1] sur R,

y = arg cothx <= x = cothy.
On peut montrer que :

1+z
1—=z

1
arg cothx =y = 3 In

Voici les graphes des ces fonctions :
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chx
shx ¥
argshx
argchx
1 1
0 1 x
0 1 x
FIGURE 4.2 — Les fonctions shz, chu. FIGURE 4.3 — Les fonctions inverses
arg shx, argchx.
I :'.' 4 argthx
1 thx | .
—————————————— s e el : :
0 "x —1; 0 ;1 x
———————————— i e e e e e % i
-1 | :
FIGURE 4.4 — La fonction thz. FIGURE 4.5 — La fonction inverse argthz.

4.5 Fonctions trigonométriques et leurs inverses

Définition 4.5.1. La fonction y = sinx est une fonction impaire de période 2I1. Cette
fonction est continue et définie sur R et vérifie les relations suivantes :

> —1 <sinz <1,

> sin(—x) = —sin(x),

> sin(Il + z) = Fsin(z),

> sin(Y + z) = cos(z).
Sa dérivée qui se déduit par une rotation dans le sens inverse trigonométrique sur le cercle
(sens horloge) est égale a :

(sin(x)) = cos(x).

Définition 4.5.2. La fonction y = cosx est une fonction paire de période 211. Cette
fonction est continue et définie sur R et vérifie les relations suivantes :
> —1<cosx <1,
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> cos(—x) = cos(x),
> cos(IT + x) = — cos(x),
> cos(L +z) = Fsin(z).
Sa dérivée qui se déduit par une rotation dans le sens inverse trigonométrique sur le cercle
(sens horloge) est égale a :
(cos(x)) = —sin(x).

Remarque 4.5.1. Les fonctions Sinus et Cosinus représentent les coordonnées du point
M appartenant au cercle trigonométrique. Ces fonctions vérifient la relation suivante :

cos?(z) + sin’(z) = 1.

Définition 4.5.3. La fonction y = tanx = % est une fonction impaire de période I1.
Cette fonction est continue et définie sur R — {(2k + 1)%, k € Z} et vérifie les relations
suwivantes :

> tan(—z) = — tan(x),

> tan(Il + z) = + tan(x),

> tan(Y + ) = Fo-.
Sa dérivée est égale a :

1
(tan(z))" = o2(@) 1 + tan®(z).
Définition 4.5.4. La fonction y = cotanx = win est une fonction impaire de période 11.
Cette fonction est continue et définie sur R—{kll, k € Z} et vérifie les relations suivantes :
> cotan(—z) = —cotan(x),
> cotan(Il + z) = £cotan(z),
> cotan(} + x) = Feotan(z).
Sa dérivée est égale a :
-1
(cotan(z)) = —5— = —(1 + cotan®(z).
sin®(z)

On appelle fonctions circulaires réciproques les quatre fonctions suivantes :

1. Fonction arc sinus est une fonction réciproque de la fonction sinus sur I'intervalle
[—_H E] .
2 02
—II H]
272
r +—— arcsinz,

arcsin : [-1,1] — |

et vérifie les relations suivantes :
> siz e[ 0] sine =y & x = arcsiny,

> sin(arcsinz) =z, Vz € [—1,1],
> arcsin(sinz) =z, Vx € [_TH’ %]’



50 CHAPITRE 4. APPLICATION AUX FONCTIONS ELEMENTAIRES

> cos(arcsinz) =1 — 22, Vre[-1,1].
Elle est impaire, continue, dérivable sur | —1, 1] et strictement croissante, de dérivée :
(arcsin(z)) = !
V1—22

2. Fonction arc cosinus est une fonction réciproque de la fonction cosinus sur 'inter-

valle [0, I1] :

arccos : [—1,1] — [0,1]]

T > arccosc,

et vérifie les relations suivantes :

> sixz € [0,II] : cosz =y < = = arccosy,

> cos(arccosx) = x, Ve [-1,1],

> arccos(cosx) =z, V€ [0,1],

> sin(arccosx) =1 — 22, Vr e [-1,1].

Elle est continue, dérivable sur | — 1, 1] et strictement décroissante, de dérivée :
—1

V1—a?

3. Fonction arc tangente est une fonction réciproque de la fonction tangente sur
Dintervalle |51, 0] :

(arccos(z)) =

—II II

2 2[
r +—— arctanwz,

arctan :] — oo, +oo[ —> |

et vérifie les relations suivantes :
> si z €], D[ tanz = y & x = arctany,
> tan(arctanz) =z, Vo € R,

> arctan(tanz) =z, Vz €)=, Y[

2 72
Elle est impaire, continue, dérivable et strictement croissante, de dérivée :
(arctan(z))’ L
rctan(x)) = ——.
14+ 22

4. Fonction arc cotangente est une fonction réciproque de la fonction cotangente sur
'intervalle |0, 1] :
arccotan :] — oo, +oo[ — ]0,11]
r +—— arccotanx.
Elle est continue, dérivable et strictement décroissante, de dérivée :

1

(arccotan(x)) = — i

Voici les graphes des ces fonctions :
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FIGURE 4.8 — Les fonction tan x. FIGURE 4.9 — La fonction inverse arctan z.

Exercice 01 : En utilisant la définition de la dérivée d’une fonction, calculer les limites
suivantes :

lim 1 — cos \/57 lim arctanz — I
z—0 T z—1 x—1
Solution :
e Posons f(z) = cosy/x = f(0) =1, alors,
1— _
. cos \/T Cbm f(z) — £(0) — _f(0),
r—0 x z—0 xr — 0
avec

() = —gsinV/EVE = f1(0) = — lim sin V3yE =~

La limite cherchée est

1-— 1
lim L 8VE _ L
x—0 €T 2

e Posons g(z) = arctanz = g(1) = &, Ce qui donne :

arctanz — I —g(1
r—1 €T — 1 r—1 xr — 1
avec ) ]
/ o / T / _ =
g@) =12 =91)=lmg@) =7

La limite cherchée est

. arctanx—% 1
im ——= = —,

z—1 x—1 2
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Exercice 02 : Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
f(z) = (sinz +In(d+2%)7,  glz) = (ch)* ", z € R,

Solution : On utilise les regles de dérivation usuelles dans chaque cas.
(i) Posons u(x) = sinz + In(4 + 22) donc f(x) = (u(x))7 alors,

Fa) = 2l (@) () = 2 () (u())
Soit que
fl@) = % (COS.CE + 7 j_xe) (sinz +In(4 +2%)) 7.

(#7) La fonction g peut s’écrire g(z) = (chz)®** = '@ avec v(z) = cos? x In cha.
Alors ¢'(2) = v/'(2)e’™. On a :

h
v'(z) = (—2 cos  sin  In chax + cos® xﬁ) :
chx

Donc ,
¢'(z) = (—2sin 2z In chz + cos® xthz) (chz)™ *.
Exercice 03 : Soit la fonction définie sur R par :
T 1 .
_J frarctan (;) st x # 0,
/(@) { 0 six =0,
1. Montrer que f est continue au point z = 0.
2. Déterminer la dérivée a droite f;(0) et la dérivée a gauche f;(0) de f au point x = 0.
La fonction f est-elle dérivable au point x =07
Solution :
1. Pour tout z € R, on a :

arctan <1>’ < % = |f(z)| = l%|

X

()] =5
arctan [ — < —,
T 2

alors limO f(z) =0 = f(0). Par conséquent la fonction f est continue en z = 0.
T—r

2. Lorsque z —» 07, arctan (1) — I, alors,

f5(0) = lim M = l lim arctan <l> .

z—0+ z—0 IT z—o+ T
La dérivée a droite de la fonction f est f;(0) = % De méme, lorsque z —
0~,arctan (%) — —%, alors,
— f(0 1 1
f3(0) = xEI(l)i % =1 xﬁr{l}f arctan (;) .

La dérivée a gauche de la fonction f est f;(0) = —1. Comme f}(0) # f5(0), la
fonction f n’est pas dérivable au point x = 0.
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Exercice 04 :

1. Ecrire en fonction de x les deux fonctions : cos(arcsin x) et sin(arccos x).

2. Résoudre dans R 1’équation :

4
arcsin x = arcsin — -+ arcsin —.

5

3. Montrer que :

arccos T + arcsinr = 7

Solution :
1. On a:
cos’y +siny =1 = cosy = +4/1— sin? y,
puisque
IT . .
) < arcsinz < B — cos(arcsm x) >0,
— cos(arcsinz) = \/1 — sin®(arcsinz) = V1 — 2.
de méme ?

siny = ++/1 — cos?y = sin(arccosz) = /1 — cos?(arccos )

— sin(arccosz) = V1 — a2 car: 0 <arccosz < II.

2. Résoudre dans R I’équation :

. 4
arcsin & = arcsin » + arcsin .
On a
sin(a + b) = sina cos b + cos a sin b.
: .4 . : : : .4 :
arcsinz = arcsin p +arcsin ¢ = sin(arcsin z) = sin | arcsin — + arcsin

’

: 4 .3 4N . .3
= T = sln (arcsm g) COS (arcsm 5) -+ cos (arcsm 5) Sin (arcsm 5)

N _4\/1 9+\/1 16 3
75 25 255
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3. Montrer que : arccosz + arcsinz = % On pose :

—1 1
f(z) = arccosz + arcsine = f'(z) = + =0

V1—22 1 —2a2

— f(x) =C, C estune constante, mais f(0) =

II
2
— f(x) = arccosz + arcsinz = 3

Exercice 05 : Montrons I'inégalité suivante :
x

V1—a2

Solution : On applique le théoréme des accroissements finis sur la fonction arcsin
dans [0;z] C [0;1]. Alors il existe une constante ¢ €]0; x[ tel que :

Vo €]0;1], arcsinz <

1

flx) = f(0) = (z = 0)f'(c) = f'(c) = N

Mais,
1 1

< )
Vi—c2  V1—2a?

car ¢ < x;

qui implique :
x

V1—a?

arcsinz <



Chapitre

Développement limité

5.1 Formules de Taylor

Une fonction f continue sur [a,b] C R et dérivable en zy €]a,b[ peut s’écrire au
voisinage de xg :

f(x) = f(zo) + (x — z0) f'(20) + (x — x0)e(),

avec lim e(x) = 0. Cela revient a dire que f est approximée par un polynéme de degré 1
Tr—TQ

1 P(a) = f(o) + (x — 20) f' (o).

L’erreur commise R(z) = (x — zg)e(z) tend vers 0 lorsque x tend vers xy. La formule de
Taylor généralise ce résultat a des fonctions n fois dérivables qui peuvent étre approximées
(au voisinage de xq) par des polynomes de degré n. Plus exactement,

(x — )
1!

(x — )*
2!

@ = 20)" 1) (40) + Ry (20, 7).

J/

f(x) = f(x0) + f/(w0) + FO(mo) + ... +

n!

-~

Pp(x)

P,(x) est un polynéome de degré n en (x — xy) qui approxime f avec une précision R,,.
Et R, (xo,z) est appelé reste d’ordre n. Diverses formes de R, (xo, z) existent, la forme la
plus classique est la suivante :

5.1.1 Formule de Taylor avec reste intégral

Théoreme 5.1.1. Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C""' et soit x,xq € [a,b].
Alors,

(x — x0) (x — x0)?

flz) = flxo) + 1 f(o) + 9] F@ (o)

x — xo)" ¢ fnt1)
ot (—O)f(“>(:co) +/ %(m — t)"dt.

n!

55
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Exemple 5.1.1. La fonction f(z) = €® est de classe C™™' sur R pour tout n. Firons
zo € R. Comme f'(x) =", f"(x) = e*, ... alors pour tout x € R :

_ 2 - n x _t
e’ =e" + (x — xp)e™ + (I—%)ech + ..+ MexO + 6—(1: — t)"dt.
2! n! w T

5.1.2 Formule de Taylor avec reste de Lagrange

Théoréme 5.1.2. Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C"** et soit x,xq € [a,b)].
1l existe un réel c entre xqy et x tel que :

f) = flao)+ T pag) 4 0L ooy
(= —20)" . (z —20)"™ i1
“+... + Tf( )<$0) + Wf( )(C).

Exemple 5.1.2. Soient xo,x € R. Pour tout entier n > 0, il existe ¢ entre xq et x tel
que :

c

_ 2 _ n _ n _ n+1
e¥ = %0 4 (.CE . xo)exo + ('ZC .To) e 4 .+ (LU 'TO) ™o 4 (SL’ l’o) ™o 4 (Q? LU(])
2! n! n! (n+1)!

5.1.3 Formule de Taylor Mac-Laurin

Lorsque xy = 0 dans la formule de Taylor-Lagrange, on pose ¢ = 62,0 < § < 1,¢ €]0, x|
et on obtient

Flx) = FO)+ TFO) + TFO0) + o+ T (0) +

xn+1

(n+1)!

Remarque 5.1.1. La formule de Taylor Mac-Laurin est souvent utilisée dans le calcul
des valeurs approchées.

ftD) (Ox).

Exemple 5.1.3. En utilisant la formule de Mac-Laurin d’ordre 2 a la fonction x — €,
montrer que l’'on a % <e<3. Ona:

ZE_2+ x_geea:
2 6
et pourx=1,e=1+1+ % + %ee,i.e.,e = g + %69. En utilisant le fait que 0 < 8 < 1, on

obtient :

e =14z

+

5 _5, 1, 5 1
- < -+ e — 4+ —e.
37276 26

D’ou

Finalement, % <e<3.
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5.1.4 Formule de Taylor Young

Nous allons restreindre les hypotheses en supposant uniquement que £ (x) existe.

Théoréme 5.1.3. Soit f : [a,b] — R et xg € [a,b]. Supposons que ™ (xq) existe (finie),
alors Yx € \/(zo),
(x — xo)?

f(l’) - f(xl)) + (:CI—'Z.O)]N(ZEQ) + Tf(Q)(ZU()) + ...+

@jﬂl#)nf(”) (x0) + oz — )",

ot o(x — )" = (z — xg)"e(x) avec lim e(x) = 0.

Tr—x0
Remarque 5.1.2. La formule de Taylor Lagrange donne une étude globale de la fonction
sur Uintervalle, tandis que la formule de Taylor Young donne une étude locale de la fonc-
tion au voisinage de xg.
La formule de Taylor Young est pratique pour le calcul des limites.

Exemple 5.1.4. Soit f:] —1,4+00[— R,z +—— In(1+x); [ est infiniment dérivable. On
a:f(0)=0et

FO=rm PO 0= g
f0)=1, f"(0) = -1, f"0) = 2.
Alors,
e .
In(l+z)=z— o + 3 + 2°¢(x), avec glcli%e(a:) =0

est un D.L d’ordre 3 de In(1 4+ z) au voisinage de 0.

5.2 Développement limité

5.2.1 D.L. au voisinage de zéro

Nous avons vu que dans un voisinage de xy on peut approcher f(z) par un polynéme P,
de degré n de sorte que f(z)— P,(x) = o(x —x0)". Ceci lorsque f™ () existe. Maintenant,
nous allons voir qu'un tel polynéme peut exister méme si f(® n’existe pas et méme si f
n’est pas continue en x.

Définition 5.2.1. Soit f une fonction définie au voisinage de zéro. On dit que f admet
un D.L d’ordre n au voisinage de 0 sl existe un ouvert I de centre 0 et des constantes
ag, a1, ..., a, tels que Vo € I,z #0

flz) = ap+az+ ...+ az” + 2"e(x) avec hH(l) e(z) =0
T—

= G t+ar+..+ anx@—i—o(x”).

P (x)
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o P(x)=ay+az+ ..+ a,a™ est la partie réguliére du D.L.

e o(z") = x"e(x) avec lir% e(x) =0 est le reste.
T—>

Exemple 5.2.1.
1. f(x) =14 32+ 32>+ 2sin ,x € R* est un D.Ly(0).
Si f admet un D.L,(0) alors hH(l) f(z) existe. En effet, f(x) = ap+a1x+...+a,z"+
T—r
x"e(x), d’ou lirr(l) f(z) = ag. Cela ne veut pas dire que f est continue en 0 car f(0)
z—
peut ne pas exister.
2. f(x) =1 x#0 n'admet pas D.L au voisinage de 0 car lir% f(x) = oc.
T—
Si f admet un D.L,(0) et ag = f(0), alors f est dérivable en 0. En effet, Yx #
0, f(z) = f(0) + ez + ... + apa™ + x"e(x) avec lim e(x) =0.
z—

% =y 4 st + ... + Ay 2"+ xn—lg(x) avec lig(lJ g(x) =0.
Donc lim M =a, = f'(0).

z—0 x—0

Proposition 5.2.1. (Unicité) Si f admet un D.L,(0) alors ce D.L est unique.

Preuve : Supposons que f admet deux D.L,(0), c’est a dire :

f(z) =ap+ a1 + ... + ap2z" + "1 (x) avec lin% e1(z) =0
T—

et
f(z) =bg+ bix + ... + bpx" + x"eo(x) avec lim eq(z) = 0.

z—0

Ce qui donne
(ap — bo) + (a1 — by)x + ... + (a, — by)z"™ = 2" [e1(x) — ea(x)].
En passant a la limite lorsque x — 0, on aura ay = by, d’ott
(a1 — b))z + ... + (a, — by)x" = a"[e1(z) — ea(x)].
Si x # 0, on obtient
(ay —by) + (az — bo)w... + (@, — by)2" ! = 2" ey () — ea(2)].

En passant a la limite lorsque x — 0, on aura a; = b;. De cette maniere, on aura
a, = b,,¥n. D’ou 'unicité du D.L.

Théoréme 5.2.1. Si f™(0) existe, alors le D.L de f est

f(x) = f(0)+ %f’(O) + ;—?f(Q)(O) +..+ i—?f(”)(()) + 2"e(z) avec lime(x) = 0.

x—0
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Corollaire 5.2.1. Si f("(0) existe et f admet un D.L d’ordre n au voisinage de 0, alors

PO 0 90

I

ayg = f(O)a ai

Preuve : C’est grace a l'unicité du D.L.

Exemple 5.2.2. (D.L obtenu par division suivant les puissance croissante)

fo) =

= l14+a+2°+ .. +2"(x)

avec e(x) = %= — 0 lorsque x — 0.
On peut déduire £ (0), en effet
2

F(@) = FO) + FO) + 5 fP0) + o 2 f0(0) 4 a"e() avee lime(r) =0

x—0

et par identification, on a Vk : 0 < k <n, f(’:!(o) =1.

Remarque 5.2.1. L’existence d’un D.L n’implique pas l’existence des dérivées. En effet,
so1t

1
glr)=1+a+2°+ ...+ 2"+ 2" sin—.
T

Il est clair que g admet un D.L,(0) mais elle n’est pas dérivable en 0 puisqu’elle n’est pas
définie en 0.

5.2.2 D.L. des fonctions usuelles a l’origine

Dans tout cette sous section, € désigne une fonction de limite nulle en 0.

r_q r? x" "
e’ = +x+§+§+...+m+x e(x).
N =l+a+2°+ ..+ (=1)"2" + 2"().
-z
L st 2t (< 1)+ 2 ()
—— =1l—z+az+.. .+ (=1)"2" + a"e(x).
1+
2 1t z?P 9
— Z oLz p+1
chx—1+2!+4!+...+(2p)!+x e(x).
I 22+
shr =2+ =+ =+ ..+ ——— + 27 %(a).
31 5! (2p+1)! (z)
2 4 —1)P 2p
Cosx:1—x—+x—+...+&+x2p+le(x).

ol 4l (2p)!



60 CHAPITRE 5. DEVELOPPEMENT LIMITE

3 2 (—1)Pz?rHl )
: _ v i N p+2
sinz =z — o + =] + ...+ G+ 1) + P e (z).
(1+a)=o— L+ 2 bt (1 ane(r)
n Xr)=Tr — — —_— — —_— X e\x).
2 3 n
1 —(a—2).(a—n+1
: n
1 1 13, 1-35 1-3-5---(2n—1)
=1-= 2 S 4 (=1 "4 oae(x).
T+2 251 Taagt Tt 2.4-6---(2n) +are(z)
1 1 13, 1-3-5 1-3-5---(2n—1)
S Sy " gt (z).
— Tt gt T T a6 @ W)

5.2.3 D.L. au voisinage de x(; et de l’infini

Définition 5.2.2. On dit que f définie au voisinage de xo admet un D.L d’ordre n au
V(xo) si la fonction
F:z+— F(x) = f(zo + )

admet un D.L d’ordre n au \/(0). On a :
F(z) =ap+ a1z + ... + apa” + z"e(x),

et donc
flxo+2) =ap+ a1z + ... + aa™ + z"e(x),

c’est a dire

f(y) =ao+ ai(y — x0) + ... + an(y — x0)" + (y — 0)"((y — w0)),
ou d’une maniére équivalente :

f(z) =ag+ a1(x — o) + ... + an(x —20)" + (x — x0)"e((x — 20)).

Finalement, on se ramene du voisinage de xy au voisinage de 0 par le changement de
variable z = x — xy.

De méme le D.L au voisinage de l'inifni se fait par le changement de variable y = %

Définition 5.2.3. On dit qu’une fonction numérique admet un D.L d’ordre n au \/(400)
s’il existe un polynéme P de degré inférieur ou égal a n tel que l'on ait au \/(+00),

- p (D) o (L)

Exemple 5.2.3.



5.2. DEVELOPPEMENT LIMITE 61

(1) Le D.L de x — €* au \/(1). On pose u=x — 1, donc au \/(0) on a :

2 U3 n

u_l u u n
e = +u+?+§+...+m+o(u )-

Par suite

@17 @-1*, | (@-1

=l -1 —1
e +(x—1)+ i + i .

+ o(u(z — 1)").

Finalement

e =e 1+(x—1)+($_1)2+(x_1)3+ +(5E_1)n

+ o(u(z — 1)ﬂ)] .

2 3! n!
(it) Le D.L de x — € au \/(+00). Au voisinage de Uinfini, il suffit de poser y = <.
On a :
N 2 $3 " "
e :1+$+5+§+...+H+0($ ),
et donc
R Y
ey = —t =t =+ ... ol — ).
y 2y 3ly? nly" y"

5.2.4 Opérations sur les D.L

1. D.L obtenu par restriction : Si f admet un D.L d’ordre n au voisinage de 0,
alors Yk < n, f admet un D.L d’ordre k. En effet, on a :

flz) = ay+az+ ...+ az" + 2"e(x) avec liII(l) e(r) =0
z—

k k+1 k42
= ataxr+..+apx" + agp1x + +ak+2x+ + ...

+anz" + x"e(x) avec lin% e(z) =0
xT—r
= Qy+anxr+...+ ak:ck

= +xk[ak+1:ﬁ + appor’ + .+ apz" T+ x”_ks(x)].

avec £9(7) = [ap 1T + apo®® + ... + a2 F + 2" Fe(2)] — 0 lorsque z — 0.
2. Opérations algébriques sur les D.L :

Théoreme 5.2.2. Si f et g admettent des D.L d’ordre n au voisinage de 0, alors
f+g, fxg admettent des D.L d’ordre n et g admet un D.L d’ordre n si liH(l) g(x) #0.
T—

> Somme et produit : On suppose que f et g sont deux fonctions qui admettent
des D.L en 0 a 'ordre n :

flz)=ap+ a1z + ... + apz"” + 2" e1(x), g(x) = by + b1z + ... + 2" + 2" e9(x).

Propriétés 5.2.1.
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o f+ g admet un D.L en 0 l'ordre n qui est :
(f +9)(x) = f(2) + g(z) = (a0 + bo) + (a1 + b1)z + ... + (an + bn)2" + 2" ().

Exemple 5.2.4. Soit h(z) =In(1+ )+ cosz. On a :

2 .3 4 2 4
ln(1+x):x—%+%—%+x451(a:), COS$:1—%+%+I4€2(I).
Alors,
2 2P 2t 2 gt
h(z) = x—;%—g—Z#—x51(33)4—1—5%—1%—3:52(3:)
35
= 1+x—932—|—x3 13544—:1645(93),

est un D.L d’ordre 4 de h au voisinage de 0.
o f x g admet un D.L en 0 l'ordre n qui est :

(f x g)(x) = f(x) x g(z) = Tp(x) + 2"¢().

Ou T, (z) est le polynome (ag + a1z + ... + a,az™) x (bg + byz + ... + b,a")
tronqué a lordre n. (Tronquer un polyndme a 'ordre n signifie que l’on conserve
seulement les monomes de degré < n.)

Exemple 5.2.5. Soient f(x) =sinx.cosx. On a :

.133

sinx =z — 31 + 2% (),

22
cosx =1— o + 2%ey(7).

Alors,

flz)=2— gx?’ + 23e(z).

> Division : Voici comment calculer le D.I. d’'un quotient f/g. Soient
f(@) =ap+ a1z + ... + apz" + 2" (x), g(x) = by + bz + ... + bya” + 2" ea(x).

Nous allons utiliser le D.L de HLU =1l—u4u>—u+- .

(a) Siby =1, on pose u = byx + b,z" + x"eo(x) et le quotient s’écrit :

F | |
1+u
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Exemple 5.2.6. D.L de tanxz en 0 a l'ordre 5. Tout d’abord,

3 5 2 4
sinx:x—%+%o+x5el(m), COSCE:1—%+%+I5€2($).
En posant u = —%2 + % + xe5(x). Nous aurons besoin de
2 4 2 4
= (<5 g reta) =), @ =
Ainst,
1 1
_ _1_ 2 _ 8 4 e
cos T I+u wh =t ()
2 4 4 2
)
— 1+%—%+Z+x552(x):1+?—ﬂx4+x56(m)
Finalement
t e x — et
anx = sinx =(z——+——=+2°(x
CoS T 6 120 !

@’ 44 5 b 2 5 s
X |14+ —=— =2+ z°(2) :x+§+ﬁx + 2°e1 ().
(b) Si by est quelconque avec by # 1 alors on se rameéne au cas précédent en
écrivant : ] 1

zne(x)

1
9(x)  bol 4 by 4 4 bagn 4 T
0 0 0
Exemple 5.2.7. D.L de éi—i en 0 a l'ordre 4.

1+ 1 1 1 x x T\3 x\4
Sty < doea (150G () ) e
2ve - W3 = +x)( ;T 3) Tlg) o)
1+x x2+x3 x4+ (4)
= —4+—-———+4+———+o(z").
2 4 8 16 32
(c) Si by = 0 alors on factorise par z* (pour un certain k) afin de se ramener aux

cas précédents.

sin x

Exemple 5.2.8. Si l’'on souhaite calculer le D.L de =3 en 0 a l'ordre 4 alors

on écrit :
. z3 z° 5 x2 x4 4
sinz x—§+5+0($)_$(1—§+5+0(93))
shx T+ D+ Lo(@d) (14D 44+ o(ah)
2 ot 1
= 1——+—+0(.7c4))><
( 3 5l 1+€_T+w5_‘!*+0($4)
2 4
= ...zl—x——i—x—+o(m4).

2 18
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> D.L. d’une fonction composée :
Théoréme 5.2.3. Si f et g admettent des D.L d’ordre n au voisinage de 0 et si
g(0) =0, alors f o g admet un D.L d’ordre n au voisinage de 0.
Remarque 5.2.2. La partie régqulicre de f o g s’obtient en remplacant dans la
partie réquliere de f, la partie réguliere de g et en gardant que les puissances
inférieures ou égales a n.
Exemple 5.2.9. Soit h(z) = €. Posons f(u) = e* et g(x) = sinz. On a

g(0) =sin0 =0,
e“:1+u+%2+g—?+o(u3),
sinx =x — %3 + o(z?),
et donc

(fog)) = eb* ,
= 1+ (x—%3+0(333)) +% (x—%3+0($3))
% (ac — %33 + 0(1:3))3

1
= 1+l‘+§l‘2+0(l‘3).

5.2.5 Dérivation de D.L.

Nous avons vu que l'existence de D.L ne nécessite pas 'existence de la dérivée. Donc
nous ne pourons rien dire en ce qui concerne le D.L de la dérivée.

Théoreme 5.2.4. Soit f une fonction dérivable au voisinage de 0 et admettant un D.L
d’ordre n au voisinage de 0

f(z) = P(z) + z"€¢(x) avec lime(z) = 0.

x—0

Si la dérivée f' admet un D.L d’ordre (n — 1) au voisinage de 0, alors

f'(x) = Q(z) + 2" 'n(z) avec glclir(l] n(x) = 0.
avec

Q(z) = P'(x).

1
Exemple 5.2.10. Soit f(z) = T On sait que
—x

f@)=1+z4+2>+ .. +2"+2"(x) avec lim e(x) = 0.

x—0
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Donc

= - (25) oo

= 1422+ ... +na" '+ 2" (2)n(x) avec lin%) n(xz) = 0.
z—

5.2.6 Intégration de D.L.

Théoréme 5.2.5. Soit f une fonction numérique dérivable dans Uintervalle I =| —
a,al,a > 0, de dérivée f'. Si f' admet un développement limité d’ordre n au voisinage
de 0,

f'(x) = ap + a17 + ag2® + ... + a,2™ + 2"e(x) avec glclir(l] e(x) =0,

alors f admet un développement limité d’ordre (n + 1) au voisinage de 0,

_ a1 o d2 3 n_ nt1 | o ntl : _
f(x) = f(0) + apz + 57 + 5 T +...+n+1$ + 2" n(x) avec glﬂlg(l]n(a:) 0,

ici 2" y(x) = [ t"e(t)dt.

Exemple 5.2.11. On a :

52 = -2+ 22+ .. 4 (—=1)"2" + 2"(x) avec ili%e(x) =0,

et par suite

n(l42) —nlta— St D o O sy lim 7(z) = 0
n = 1n —_ — _— = — —_— 1m = U.
x z= 3 1 i 1” " (x) avee lim(z

5.2.7 D.L. généralisé

Si f définie au \/(0) n’admet pas D.L au \/(0) mais z® f(z),« > 0 admet un D.L, on
peut alors écrire au \/(0) pour z # 0,

r*f(z) = ap + a1z + ... + apx" + 2"€(x) avec liII(l) e(r) =0,
x—

d’ou '
flz) = = [ap + a1z + ... + a,x" + z"€e(7)],

c’est un D.L généralisé de f au \/(0).

Exemple 5.2.12. Soit f définie par :

fx) =

x— a2
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f n’admet pas un D.L au voisinage de 0 car hH(l) f(z) = +o0, mais on a :
—

1
wf@) = —

= l+a+z2>+ .. +a").

Par suite

K|~

fl@)==[l+z+2"+.. +2"()]

est le D.L généralisé de f.

5.3 Applications

Les D.L sont trés utiles dans la recherche des limites de fonctions et I’étude des formes
indéterminées.

Exemple 5.3.1. Soit
3

ln(1+:v)—a:+%2—%
(sinz)?

fz) =

En utilisant la formule de Taylor Young a l’ordre 4 pour la fonction x — g(x) = In(1+x),
calculer lir% f(z). On a :
T—

S x’ (2) x’ (3) ! (4) 4
g(x) = g(0) + 19 (0) + 579 (0) + 519 (0) + a9 (0) + o(x)",

c’est a dire
2 3 4 ) .
In(l+2)=0+2x— 5—1-5 — e e(z), avec glclg(l)e(x) = 0.
Par suite \
—L + ate(x)

(sinx)?

flz) =
qut admet pour limite _Tl lorsque x tend vers 0.

Exemple 5.3.2.
> Trouver la limite lorsque x tend vers 0 de la fonction :

Sinx — r cosx

fx) =

z(l —cosx)

Ona:
23
sinx =z — a3 + o(x?),
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2

_q_ T 3
cosx =1 5 + o(x”)
et par suite
3
-+ o(z?)
flx) = 52—3
3 -+ O(:l} )
Finalement,
) 2
Jim f(z) = 3.

> Déterminer la limite, lorsque x tend vers +1 de la fonction :

2

flo)= —— — V¥ a2+ 1.

z—1

On a une forme indéterminée +00 —o0o. On a vu qu’en posant y = %, on se ramene

au voisinage de 0, on trouve :

o) = f (5)
1

y J—
Apres calculs on trouve :
(W)= 2+ 5 +oly)
g\y) = 3 9 oy
Finalement,
. ) 2
Jm  flz) = limg(y) = 3.

Exercice 01 : Calculer les limites suivantes :

(a)

(b)

()

i o
Solution :
(a) On a:
2 2 1'4 4
e =1+z —i—a—l—o(x ),
2 7t A
cosx—l—a—i—z—l—o(x)
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Donc 3
e’ — cosx = 5:52 + o(z?)
et par suite
2
. e —cosx 3
lim ——— = —.
z—0 2 2
(b) On a :
2 3
In(l+2) =2 — = + = +o(z?),
2 3
3
sinz =x — 30 + o(z?).
Donc

2
In(1+2xz) —sinzx = —% + o(z?).

et par suite

lim =0.
x—0 €
(¢) On a :
_q 2 ot 4
cosx = _§+E+O(q")’
1 1
V1i—22=1 5332 — —2* 4 o(z*)
Donc

et par suite

. cosr—+V1—22 1
lim = —,
z—0 x4 6

Exercice 02 : Calculer la limite suivante :

lim va?2+3z+2+ .

T——00

Solution : On a :

3
Va2 +3r+2+z = |x|( 1+—+—2—1)
r T

et par suite

-3
lim \/x2+3x+2+x:7.

T—r—00

Exercice 03 :
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1. Soit la fonction g définie par :
g(z) =V1+zx.

Calculer le développement limité de la fonction g a 'ordre 2 au voisinage de zéro.

2. Soit la fonction f définie par :

flx) =

T

Montrer qu’au voisinage de l'infini, on a :
1 /1
fl@)=az+ B+ L+ -¢ (-) .
xr T \z

3. Interpréter géométriquement ce résultat en faisant le dessin correspondant.

Solution :

glx)=vV1+z, f(z)==x x;—iﬂ.

1. Calculer le développement limité de la fonction g a 'ordre 2 au voisinage de zéro :

g(x) = ¢(0)+ 4 (0)x+ %(0)1‘2 + 2%e(7)
1 1, 9
= 1+ -z —-2” +2%e(x).

2 8

2. Calculer le développement limité de la fonction f au voisinage de l'infini :

w

T+

fl@) =

Alors,

3. Interprétation géométriquement :

—x+§
YTy

est une équation d’asymptote de courbe (Cf).



Chapitre

Algebre linéaire

6.1 Structures algébriques

Les notions qui suivent présentent de I'intéret sur le plan terminologique que structurel
avant d’aborder ’étude des espaces vectoriels.

6.1.1 Lois et copmosition interne

Définition 6.1.1. On appelle loi de composition interne (l.c.i) sur un ensemble E, toute
application :

*  ExE — F
(a,b) —— axb.

Un sous ensemble F' de E est dit stable par rapport a la loi x si :
Ya,be F,axb e F.

On la note : axb ou al\b ouwalb- -

Exemple 6.1.1. L’addition et la multiplication sont des lois de composition internes sur
N,Z,Q,R et C mais la soustraction n’est pas interne sur N.

Définition 6.1.2. Soit E et ) des ensembles. On appelle loi de composition externe (l.c.e)
sur B toute application :

1:OxF — F
a-r — alx.

Dans ce cadre général, les éléments de §2 sont appelés opérateurs et on dit que E est muni
d’une loi de composition externe a opérateurs dans €.

Remarque 6.1.1. La loi peut étre notée multiplicativement a l’aide d’un point.

70



6.1.

STRUCTURES ALGEBRIQUES 71

Définition 6.1.3. Soient x et ® deux lois de composition internes sur E, on dit que :

1.

Commutativité : x est commutative si : Va,b € E,a*xb=bxa.

Exemple 6.1.2. Lintersection et la réunion sont des lois de composition internes
commutatives sur ’ensemble des parties d’un ensemble.

Associativité : x est associative si : Ya,b,c € E,(axb)xc=a* (b*c).

Exemple 6.1.3. La composition des applications est une loi de composition interne
associative.
Par contre la loi de composition x définie dans Q par : x xy = x—;y n’est pas
associative.

Distributivité : x est distributive par rapport a e si :
Va,b,c € E;ax(bec) = (axb)e(axc) et (bec)xa=(bxa)e(cxa).

Si, on outre, la loi x est commutative, il suffit de montrer 'un des deux égalité.

Exemple 6.1.4. La multiplication est distributive par rapport a l'addition dans C.

. Elément neutre : e € E est un élément neutre de la loi x si :

Va€e E.axe=exa=a.

Si, on outre, la loi x est commutative, il suffit de montrer que : Va € E;axe = a
ou bien exa = a.

Exemple 6.1.5. 1 est un élément neutre de la multiplication dans R.

Proposition 6.1.1. Si [’élément neutre existe alors il est unique.

Elément symétrique (inverse) : Soit x admettant un élément neutre e. Deux
éléments a et a' sont symétriques pour la loi x si : axa' =a' *a = e.

Exemple 6.1.6. Le symétrique de a dans Z muni de ['addition est : —a.

Proposition 6.1.2. Si la loi x est associative, alors si [’élément symétrique existe
il est unique.

Elément régulier : On dit que o est un élément réqulier pour la loi x s’il vérifie :
Va;be Eyj(axa=bxa)=a=0>b et Ya;be€ E;(a*a=a*b) = a=0>.

Si, on outre, la lot x est commutative, il suffit de vérifier l'un des deux implication.

Exemple 6.1.7. Dans C muni de l’addition, tout élément est réqulier.

Partie stable : Une partie A est dite stable de E pour la loi x, si pour tout a;b €
A;axbe A.

Exemple 6.1.8. L’ensemble des entiers naturels pairs est stable pour l’addition, par
contre l’ensemble des entiers impairs n’est pas stable pour l'addition car : 34+5 =8
qui est pair.
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Exemple 6.1.9. Soit F' un ensemble et E = P(F). On considére sur E les lois de
composition internes N et U, alors il est trés facile de montrer que :

> M et U sont associatives.

> N et U sont commutatives.

> () est I’élément neutre de U.

> F' est [’élément neutre de N.

Exemple 6.1.10. Soit E = {a,b,~v}, on définit une l.c.i dans E par :

ol

LR | *
2|22
Q2| > >

C’est a dire :
axa=a, axb=0>b, axy="r,
bxa=0b, bxb=r, bxvy=a,
yxa=7v, Yxb=a, yxv=a.
On remarque que :
(1) a est I’élément neutre de *.
(17) Tous les éléments de E sont inversibles avec :
> a est [inverse de a.
> v est [inverse de b.
> b et v sont des inverses de .

Conventions : étant donnée une loi de composition interne associative dans un en-
semble F :
e Si la loi est notée +, son élément neutre est noté Og ou 0, et on parle du symétrique
de a qu’on note a’ = —a.
e Si la loi est notée multiplicativement, son élément neutre est noté 1 ou 1, et on
parle de I'inverse de a qu’on note a’ = a™*.

6.1.2 Structure de groupe

Définition 6.1.4. On appelle groupe, tout ensemble non vide G muni d’un loi de compo-
sition interne x tel que :

(1) * est associative.

(17) * possede un élément neutre e.

(131) Tout élément de G est symétrisable.
Si de plus x est commutative, on dit que (G,*) est un groupe commutatif, ou groupe
Abélien?.

Exemple 6.1.11. (Z;+) est un groupe commutatif.

1. ABEL Niels Henrik : Mathématicien norvégien (ile de Finnoy 1802-Arendal 1829). Algébriste,
il créa la théorie des fonctions elliptiques. Il est mort de tuberculose.



6.1. STRUCTURES ALGEBRIQUES 73

Exemple 6.1.12. On définit l'opération x par :

Tty
1+azy

Ve,y €]l — 1,1, z*xy=

Montrer que (] — 1,1[, %) est un groupe Abélien.

1. % est une loi de composition interne dans | — 1,1] :

Ve,yel— L1z < 1Ayl <1 <= |z|ly| = |zy| < 1
— O0<l+4+aozy<?

Ainst,
r+y
1+ay

|z + |

1+ zy|

[z 4yl <[1+ a2y

lz+yl<l4+azy car 1+zy>0
—(I+zy)<z+y<l+axy

{ r+y—1—2y<0

<l <—

Vo,y €] —1,1[: ‘

r+y+1+azy>0
{x(l—y)+y—1<0
r(1+y)+y+1>0
(*){ (z—-1)(1-y) <0
(z+1)(1+y) > 0.

(A A

Comme —1 < z,y < 1, alors
1—y>0)A(x—1<0)et (1+y>0)A(x+1>0),

donc
[(1=y)(@—1) <0 et [(1+y)(z+1)>0]
d’ot on déduit que (x) est vraie pour tous x,y €] — 1,1[, et par suite :

r+y
1+ 2y

Y

Ve,y €] — L1 [z xy| = ‘

ce qui montre que x est une loi de composition interne dans | — 1, 1].
2. % est commutative : d’apres la commutativité de [’addition et de la multiplication
dans R on a :
r+y y+tzw
l+xy 14yx

Ve,y €] — 1,1z %y = =y*ux,

ce qui montre que x est commutative.
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3. * est associative : soient x,y,z €] —1,1], alors

Tty
(xxy)+ 2 1+ ay
(xxy)*z = =
I+ (@xy)z 1, Ty
1+ a2y
@ty +(l4zy)  ztytztaye
1+zy)+(x+y)z 1+zy+az+yz’
et on a:
y+z
c+@rz) _ "ty
Tk (yxz) = = >
1+ x(y*2) 1422
149z

c(l+y2)+y+z2)  z4+y+z+ayz
(1+y2)+a(y+2) 1+ay+azz+yz’

en comparant les deux expressions on obtient :
Ve, y,z €] — L1, (xxy)xz=x*(yx*2)

d’ou on déduit que x est associative.

4. * admet un élément neutre : soit e € R, alors,
e élément neutre de x <= Vr €| —1,1[, exzx=z*e=uz,
comme x est commutative et

r+e
Tk e=x < =X
14 zxe
< $—|—e:$—|—x26
— e(l-2%)=0

<— e=0Vzx==1.

On déduit que e = 0 €] — 1, 1] est l’élément neutre de *.

5. Tout élément de | — 1, 1] est symétrisable : soient x €] — 1,1] et x € R, alors,

, x+a
TH T =€ < =0
14+ z2/
= z+2' =0

— 2= -z,

comme x est commutative on déduit que tout élément x €] — 1, 1] est symétrisable
et son symétrique est ' = —x €] — 1,1].

De 1., 2., 3., 4. et 5. on déduit que (] — 1, 1[, %) est un groupe Abélien.
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Exercice : Sur R — {1} on définit la loi x comme suit : x xy = = + y — zy.
(7) Vérifier que * est une loi de composition interne.
(#7) Montrer que (R — {1};%) est un groupe commutatif.
(73i) Résoudre I'équation : 2x 3%z *5 =5« 3.
Solution :

(¢) Vérifier que x est une loi de composition interne : montrons que : Vz,y € R — {1},
alors : xxy e R—{l} <=z +y—zy # 1.

St x+y—2y=1 = z4+y—2y—1=0
— (1-2)(y—1)=0
= x=1Vy=1, contradiction.

Alors x est une loi de composition interne.
(27) Montrer que (R — {1};%) est un groupe commutatif :
(a) Montrons que x est commutative, Vo, y € R — {1} : zxy = y * .
Soient x,y € R — {1},

TXxYy=r+yYy—TY=y+ITr—yr =y *I.

Alors * est une loi commutative.
(b) Montrons que * est associative, Vo, y,z € R — {1} : (x xy) k2 = x % (y * 2).
Soient z,y,z € R —{1}:

(xxy)xz=(x+y—ay)*z = (r+y—ay)+z—(r+y—zy)z
= r+y+z—2Yy—2x2— Yz + Y=z,

et

ex(y*xz)=zx(y+z-yz) = v+ y+z—-yz)—x(y+z-y2)
= TH+Y+2—xYy—TZ—Yz+ TYz.

Par identification des deux résultats, on obtient, (z xy) x z = = * (y * 2).
Alors % est une loi associative.

(¢) Montrons que x admet un élément neutre, 3e € R — {1},Vz e R — {1}, x xe =
exr = x. Puisque * est commutative alors il suffit de montrer que : x xe = z, en
effet,

rre=rSr+e—re=re(l-—2)=0e=0carx e R—{1}.

(d) Montrons que chaque élément z € R — {1} admet un élément symétrique noté
rltel que: zxax ! =27 x 2 = e = 0. Puisque * est commutative alors il suffit
de résoudre I'équation :

x
rxr =0+~ =02+ (1-2)=00"=

x—1
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qui est bien défini car x € R — {1}.
Conclusion : (R — {1}; %) est un groupe commutatif.
(i73) Résoudre I’équation : 2x3xx*5 = 5%3, (utilisant la notion de I’élément symétrie) :

2x3*%xx*xH=0%x3 <— x:;*2*5*3*g

<— z=2.

6.1.3 Sous groupes

Définition 6.1.5. Soit (G,*) un groupe, on appelle sous groupe de (G,x) tout sous en-
semble non vide G' de G tel que la restriction de x a G' en fait un groupe.

Comme * est associative dans G alors sa restriction & G’ est aussi associative, par
suite G’ # ) est un sous groupe de (G, *) s’il est stable par rapport a * et a 'opération
inversion, c’est a dire :

> G # 0.

> Va,be G axbeG.

>Vaec G, atled.

Il est claire que si (G, *) est un groupe, alors (G’, *) est un sous groupe de G.

Propriétés 6.1.1. Soient (G, ) un groupe et G' C G, alors

G #0,

!
G’ est un sous groupe de G < { Vabe G, axbled

Preuve :

1. Soit (G’,*) un sous groupe de (G, *), alors :

(i) * a un élément neutre dans G', donc G’ # 0.

(1) Soient a,b € G', comme G’ muni de la restriction de x est un groupe alors b!

existe dans G’ et comme G’ est stable par rapport a * on déduit que ax b~ € G'.

G #0,
Va,be G', axb™ted.
Montrons que G’ muni de la restriction de * est un groupe.
(i) Comme G’ # () alors il existe a € G’ et d’aprés la deuxiéme hypothese :

2. Inversement, soit G’ un sous ensemble de G tel que : {

e=a*xaled,
ce qui montre que la restriction de x admet un élément neutre e dans G'.
(17) Soit a € G’, comme e € G’ alors d’apres la deuxieme hypotheése on aura :

al=exated,

ce qui montre que tout élément a de G’ est inversible dans G’ par rapport a la
restriction de x a G'.
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(7i1) La restriction de x & G’ est une loi de composition interne, car pour tous a et
b dans G’, d’apres (74) on a : b1 € G’ et en utilisant la deuxiéme hypothése on
déduit que :

axb=ax(b ) ted.

(iv) La restriction de » & G’ est associative, car x est associative dans G.

Exemple 6.1.13. Soit (G, ) un groupe et G' ={x € G;Vy € G,xxy =y *x}, alors G’
est un sous groupe de G.

En effet,
(1) Sie est l’élément neutre de x, alors e € G’ car :

VreG, exx=xxe=u.
(17) Soient x,y € G', alors;

VeeG, (zxy )xz = (zxy H*(zH)7!

= ox(y 'x (=) car x est associative
= ax(zxy)!

= zx(yxz)' caryed

= e () ey )

= ax(zxy )

= (zxz)xy ! car % est associative

= (zx2)xy ' carxzed

= zx(wxy ') car % est associative,

ce qui montre que xxy~ ' € G'.
De (@) et (i1) on déduit que G’ est un sous groupe de G.

6.1.4 Goupes Quotients

Soient (G, *) un groupe et G’ un sous groupe de G. On définit une relation binaire R
sur GG par :
Va,b € G,aRb <= axb ' € G

Propriétés 6.1.2. R est une relation d’équivalence sur G.

Preuve :
(i) R est reflexive, car : Vo € G, comme G’ est un sous groupe de G, alors z xz71 =
e € G', donc
Ve € G,2Rx.
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(17) R est symétrique, car : Va,y € G,
TRy <= z+y el
— (zxy ) ted
— y*xz led
— yRx.
(17i) R est transitive, car : Vz,yz € G,
TRy AN yRz rxy teG@ Ayxzt e

—
= (zxy )x(yx2"")€G car G’ est un sous groupe
= ax(y 'xy)xz ' €G  car % est associative

— zxz '€l

= IRz
De (i), (ii) et (i77) on déduit que R est une relation d’équivalence.

On note G/ I'ensemble quotient G /z. On définit sur G/q x G/ 'opération @ par :

V(a,b) GG/G/ X G/G/,d@b:a*b.

6.1.5 Homomorphismes de Groupes

On considere (G, o) et (H,x) deux groupes, avec e et €' leurs éléments neutres respec-
tifs.

Définition 6.1.6. Une application f : G — H est appelée homomorphisme de groupes
de G dans H si :
Va,be G, flaeb) = f(a)* f(b).
> Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme (de groupes) de G sur H. On
dit alors que G est isomorphe a H, ou que G et H sont isomorphes.

> St G = H, on dit que [ est un endomorphisme de G, et si de plus f est bijective,
on dit que f est un automorphisme (de groupe) de G.

Exemple 6.1.14. Etant donnes les groupes (R, +) et (R*,-), alors les applications :
f : (Ra +) — (R*v) et g: (R*’ ) — (Rv +)
r — f(x)=expx r — g(z)=In|z|
sont des homomorphismes.

Définition 6.1.7. Soit f : G — H un homomorphisme de groupes. On appelle noyau
de f l’ensemble :

ker f = f7}(¢') = {a € G; f(a) = ¢'}.

et [image de f l’ensemble :

Jmf = f(G) ={f(a),a € G}.
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Propriétés 6.1.3. Soit f : G —> H un homomorphisme de groupes, alors,
(i) fle)=¢,
(i1) Ya € G, f~(a) = f(a™).

6.1.6 Structure d’anneau
Définition 6.1.8. On appelle anneau, tout ensemble A muni de deuz lois de composition
internes x et A\ telles que :

1. (A, %) est un groupe abélien (on notera 0 ou 04 [’élément neutre de *),

2. A est associative et distributive par rapport a *.

Si de plus A\ est commutative, on dit que (A, *, \) est un anneau commutatif.

Définition 6.1.9. On appelle sous anneau de (A,*,\), tout sous ensemble A" de A tel
que muni des restrictions des lois x et /A est anneau.
Si A est un anneau unitaire et 14 € A, on dit que A’ est sous anneau unitaire.

Exercice : Soit (R, +,-) 'anneau des nombres réels. On définit deux nouvelles loi *
et A sur R de la maniere suivante :

V(z,y) €ER? zxy=2+y—2, cey=axy—2x—2y+6.

1. Montrer que (R, ) est un groupe Abélien.
2. Montrer que (R, *, ®) est un anneau commutatif.
Solution :

1. Montrons que (R, %) est un groupe Abélien :
(a) Montrons que x est commutative, Vz,y € R: zxy = y * .
Soient z,y € R,
rxy=c+y—2=y+ar—-2=yx*xx.

Alors x est une loi commutative.
(b) Montrons que * est associative, Vo, y,z € R: (z*y) xz =z * (y * 2).
Soient xz,y,z € R :

(xry)kz=(r+y—2)x2=(r+y—2)+2—-2=a+y+2z—4,
et
zx(y*xz)=zxy+z-2)=x+y+z2z—-2)—2=c+y+z—4

Par identification des deux résultats, on obtient, (z *y) * z = x * (y * 2).
Alors x est une loi associative.

(¢) Montrons que * admet un élément neutre, de € R,Vz € Rz xe = exx = .
Puisque x est commutative alors il suffit de montrer que : x x e = x, en effet,

rxe=r o rt+e—2=re—2=0&¢=2.



80 CHAPITRE 6. ALGEBRE LINEAIRE

(d) Montrons que chaque élément x € R admet un élément symétrique noté x—*

tel que : zx 27! = 27! x 2z = e = 2. Puisque x est commutative alors il suffit de
résoudre ’équation :

1 1 1

zrkr =2+t —2=2er+r =4 l=4—1,

qui est bien défini car xz € R.
Conclusion : (R, *) est un groupe commutatif.

2. Montrons que (R, x, ®) est un anneau commutatif :
(a) Montrons que e est commutative, Vz,y E R: z ey =y e x.
Soient z,y € R,

rey=xy—2r—2y+6=yr—2y—2x+6=yeux.

Alors e est une loi commutative.
(b) Montrons que e est associative, Vz,y,z € R: (zey)ez=ze(yez).
Soient z,y,z € R :

(roy)ez = (xy—2r—2y+6)ez
= (xy—20—2y+6)z—2(xy —2x —2y+6) —22+6
ryz — 2x2 — 2vy — 2yz + 4o + 4y + 42 — 6,
et
re(yez) = ze(yz—2y—2z+6)
= x(yz —2y—22+6) —2x —2(yz —2y —224+6) +6
= ayz —2xz — 2xy — 2yz +4x + 4y + 4z — 6.

Par identification des deux résultats, on obtient, (zey) ez =1z e (ye z).
Alors e est une loi associative.
(c) Montrons que e est distributive par rapport a *,

Vi,y,z €Rze(yxz)=(zoy)x(vez)el (yxz)or=(yox)*(z0x)
Soient z,y,z € R :
re(yxz)=xze(y+z—2)=uxy+rz—4r — 2y — 2z + 10,
et
(xoy)x(reoz) = (ry—2r—2y+6)*(xz—2x—22+6)
= axy+xz—4xr — 2y — 22 + 10.
Par identification des deux résultats, on obtient, z @ (yx2) = (r e y) * (x ® 2).
Soient x,y,z € R :
(yxz)ex = (y+z-2)ex
(y+2z—2)r—2(y+2—2)—2x+6
= xy+xz—4xr — 2y — 22 + 10,
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et

(yoex)x(zex) = (yzr—2y—2x+6)* (20 —2z—2x+06)
= (yr—2y—22+6)+ (20 —22—2x+6) —2
= yr+zrx—4r -2y — 22+ 10
= ay+axz—4x — 2y — 22 + 10.
Par identification des deux résultats, on obtient, (y *x z) e x = (y @ x) * (z @ x).

Alors, e est distributive par rapport a *.
Conclusion : (R, *, ®) est un anneau commutatif.

6.1.7 Corps

Définition 6.1.10. Un élément x € K est inversible par rapport a la loi A\ s’il existe un
élément y € K telle que :

cAy=yAz=¢; (€ estl’élément neutre par rapport a AN).

Définition 6.1.11. On dit que (K;*; A) est un corps si :
1. (K;%; A) est un anneau.
2. Tout élément distinct de e (opération x) est inversible pour la loi /\.

Si de plus A\ est commutative, on parle de corps commutatif.

Exemple 6.1.15. (R;+; x) est un corps commutatif, mais (Z;+; X) n’est pas un corps.

6.2 Espace vectoriel

La structure d’espace vectoriel intervient dans une grande partie des mathématiques :
elle réalise un lien fondamental entre 1'algebre et la géométrie. On 1'utilisera en algebre
linéaire, en analyse et en géométrie. Dans cette section, K désignera un corps commutatif,
en pratique K =R ou C.

Définition 6.2.1. On appelle K—espace vectoriel tout ensemble E2 muni d’une loi interne
notée + et d’une loi externe définie par :

KxFE — FE

a,r — a Xz

telles que :
(i) (E,+) est un groupe Abélien,
(ii) Y(a, B) e K3 V2 € E, (a+ B)x = ax + [,
(ii1) Va € K,V(z,y) € E* a(x +y) = az + ay,
(iv) Y(a, B) € K3, Vz € B, a(Bz) = (af)x,
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(v) Yx € E, 1z = x.

Remarque 6.2.1.
e On abregera espace vectoriel en e.v et K—espace vectoriel en K—e.v.
o Les éléments d’'un K—e.v seront appelés vecteurs, les éléments de K seront appelés
scalaires.

Exemple 6.2.1. Soit K=R, E = C, alors (C,+, x) est un R—e.v car :
> (C,+) est un groupe Abélien.
> Comme (C,+, X) est un corps commutatif, alors X est distributive par rapport a
Uaddition, on déduit que les conditions (i1) et (iii) sont vraie pour o, 5 € R.
> De méme, comme (C, 4+, X) est un corps, alors x est associative. Donc,
Va,8 € C,Vz € C,(a x f) x x = af X z),
d’ot
Va,B € R,V € C,(a x f) x x = af X z), car R cCC.
Enfin, on a : Ve € C,1 X x = x.
Proposition 6.2.1. (Régles de calcul)
Soit (E,+,-) un K—espace vectoriel. Alors;
o V¥ e E,0x-Z=0; (0 estl’élément neutre de + dans (E,+)).
e VaeK a-0=0.
o Va e K\V¥ € E,a(—17)
e ar=0rssa=0o0u?

g—oz) T=—(a- 7).
0.

6.2.1 Sous espace vectoriel

Définition 6.2.2. Soit E un K—espace vectoriel et F' un sous ensemble de E/. On dit que
F' est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :
() F£0, (GeF),
(1) Ve,y e Flx+y € F,
(i1i) Va e K,V € Fa-x € F.
Exemple 6.2.2. Soit E = R} F = {# = (z,y,2) € R® : x +y = 1} nest pas un sous
espace vectoriel de E car 0 = (0,0,0) = (z,y,2) e R3® donc0 € F & o+y =14 0+0=1,
impossible d’ot on déduit que 0 ¢ F.
Exemple 6.2.3. Soit E =R} F = {7 = (z,y,2) € R} : x + 2y — 2 = 0} est un sous
espace vectoriel de E. En effet :
> soit 0 = (0,0,0) et (z,y,2) €R3, alorsx+2y—2=0+2-0—0=0, donc0 € F.
> soient ¥ = (x,y,z2) et y = (2/,y,2) € F, alors, T+ ¢ = (r+2",y+y,z+2) =
(u,v,w) et
reF=c+2y—2=0 , , N
GEF =+ 2 — =0 } = (z+2)+2(y+y)—(2+2)=0
— ut+2v—w=0
— r+yekFl
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> soit a € R, alors,
reF=ar+2y—2)=0=af € F.

D’ot, on déduit que F est un sous espace de R>.

Exercice : Parmi ces ensembles quels sont ceux qui sont des sous-espace vectoriels de
E=RR3

1. By ={(z,y,2) e R®: x + 2y = 1};

2. Fy ={(z,y,2) e R®: . +y* = 0};

3. Fs={(z,y,2) eR®: 0w +y = -2z}

4. Fy={=(z,y,2) e R®: 2 + 2z = 0}.

6.2.2 Combinaisons linéaires

Définition 6.2.3. Soit E un K—espace vectoriel et B = {21, 75,- -+, 2, } C E. On appelle
combinaisons linéaires de 17, T3y, - -, X, tout vecteur ¥ = a1 2] + Qdy + - - - + &, avec
g, Qg v vy Oy, € K.

Exemple 6.2.4. DansR?, on a : (1,2,3) = (1,0,0)+2(0,1,0)+3(0,0,1) = €1 +2¢5+3e€3,
alors ¥ = (1,2,3) est une combinaisons linéaires de €7, €3, €3.

¥ = (5,2,—4) = béj + 2é5 — 4éj est une combinaisons linéaires de €1, €3, €3.

D’une fagon générale V¥ = (x,y,2) € R® : ¥ = xé] + yé3 + 263, donc tout élément de R3
est combinaisons linéaires des vecteurs €3 = (1,0,0),é3 = (0,1,0),ée3 = (0,0,1).

6.2.3 Intersection et la réunion de deux sous-espaces

Proposition 6.2.2. Soit E un K—espace vectoriel et F, F' deux sous-espaces vectoriels
de E, alors F'0F' est un sous-espace vectoriel de E, en effet ;

(1) Soit 0 € E, comme F et F' sont des sous-espaces vectoriels de E, alors 0 € F et
0 € F', dou, on déduit que 0 = F N F".

(17) Soient T,y € FNF', alors (Z,y € F) et (Z,
sous-espaces vectoriels de E, alors [(¥ 4+ 7) € F| e
que (Z+7y) € FNF'.

(i1i) Soita e KetZ € FNF doncZ € F et ¥ € F'. Comme F et F' sont des sous-
espaces vectoriels de E, alors aZ € F et aZ € F'|, d’ou, on déduit que aX € FNF".

D’aprés (i), (ii) et (iii), F'NF’ est un sous-espace vectoriel de E.

y € F'). Comme F et F' sont des
| et [(Z+ y) € F'], d’oi, on déduit

Remarque 6.2.2. La réunion de deuz sous-espaces vectoriels n’est pas toujours un sous-
espace vectoriel.
Par contre exemple : soit E =R? F = {(z,y),z =0}, F' = {(z,y),y=0}. On a F et
F’" sont des sous-espaces vectoriels de R? mais F'U F’' n’est pas un sous-espace vectoriel
de R? car :

FUF ={(z,y) eR z=0Vy=0};
7=(1.0),y=(0,1) e FUF etZ+y=(1,1) ¢ FUF'. D’ot, on déduit que F'U F’ n’est
pas un sous-espace vectoriel de R2.
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6.2.4 Somme de sous-espaces. Somme directe :

> Somme de sous-espaces : si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E alors
la somme de F' et G est défine par :

F+G={x € E tel que ¥ =21 + 73 avec 7 € F et 23 € G}.
> Somme directe : on dit que la somme F' + G est directe, ou encore que F et G
sont supplémentaires vis-a-vis de FE, si la décomposition ¥ = 27 + 25 d’'un élément
quelconque de E en somme de deux éléments de F' et G est unique. On note :
E =F ® G, autrement on a :

E=F+@d
EFE=FdG< < A
FNG={0g}

Exemple 6.2.5. Dans R? les deuz sous-espaces vectoriels suivants :
F=A{(z,y,2);x=y=12z2} et G={(z,y,0);z,y € R}

sont supplémentaires. En effet :

1. Ona:R*=F+G car:
(i) FCR?* et GCR®*= F+G CR>.
(it) VI e R, 7 = (v,y,2) = (2,2,2) + (x — 2,y — 2,00 e F+ G=R>*C F + .
2. (i) On O € F et Og € G car F et G sont deuz sous-espaces vectoriels de E =
OEEFOGé{OE}CFmG.
(i) sit e FNG=7e€FeticG=7=(zv,z,2)etd=(r,y,0) ==y et
r=0=7=(0,0,00=FNGC{0g}.

6.2.5 Famille de vecteurs d’un espace vectoriel

1. Familles liées : une famille (x;)1<;<, de vecteurs d'un K-espace vectoriel (E,+, )
est liée ou linéairement dépendants s’il existe aq, as, - - -, a,, € K non tous nuls tels
que, 1Ty + ey + - - - + apx, = 0.

Exemple 6.2.6. Dans E = Ry[z] (I’espace vectoriel des fonctions polynomes de
degré inférieur ou égale a 2 et a coefficients réels), les fonctions fi, fa, f3 définies
pour tout x € R par :

fl(ZE):JZ2+1, fQ(I):I'2—]_, fS(‘T):mQ
sont lices. En effet : soient oy, g, a3 € R tels que :

041+C¥2+O£3:O,

061f1+042f2+043f3=0:>{ QO — ay = 0

d’ot oy = ap = =%, il y a donc une infinité de solutions (—%, —%, az) avec g

réel arbitraire par exemple : (1,1, —2).
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2. Familles libres : une famille (;)1<;<, de vecteurs d'un K—espace vectoriel (E, +, )
est libre ou linéairement indépendants si pour tout aq, as, - - -, oy, € K,

a1 t+ars+ - t+apx, =0g = a1 =ay=---=a, = 0.

Exemple 6.2.7. Dans R? les vecteurs x1 = (0,1,3), 25 = (2,0, —1) et x3 = (2,0,1)
sont libres car :

200+ a3 =10
VO[l,O./Q,Ckg € R, Q1T + Ty + o33 =0 — a; =10
3061—()&2+063:0
= a1+ as+az=0.

3. Famille génératrice : une famille de vecteurs (xy, z9,- - -, z,,) d'un K-espace vec-
toriel (F,+, ) est dite génératrice de E ou engendre E si tout élément = de E est
combinaison linéaire de (x1, xa, - - -, x,) c’est a dire :

Ve € E,daq,qs,- - -, a, € K tels que v = aqx1 + oy + - - - + Q.

Exemple 6.2.8. Dans R? les deuz vecteurs xy = (2,3) et x5 = (—1,5) est une
famille génératrice car : ¥(x,y) € R? Jay, as € R tel que :

(,y) = oz +ar = a1(2,3) +ax(—1,5) = (201 — ag, 3a1 + Sa
T =20 — Qg ap = 535%
= { y:3061+5062 = { Qo = _%T;Qy

donc (o, o) existe pour tout (z,y) € R

4. Base : une famille de vecteurs (z1, s, - - -, x,) d'un K-espace vectoriel (F,+,-) est
une base de F si elle est a la fois libre et génératrice.

Exemple 6.2.9. By = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} est un base de R3, en effet :

(1) By est libre car : «(1,0,0) + 3(0,1,0) + v(0,0,1) = (0,0,0) = («,3,7) =
(0,0,0) = a=0=~=0.

(it) By est génératrice de R? car :

V(z,y,2) € R3, (z,y,2) = x(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0, 1).

5. Dimension d’un espace vectoriel : la dimension finie n d’un espace vectoriel £
est le nombre maximum de vecteurs que peut renfemer un systeme libre extrait de
E; et on note dim E' = n; par convention on pose : dim({0g}) = 0. Autrement dit
la dimension d'un espace vectoriel E est le nombre de vecteurs qui forment la base
de E. Si le nombre des éléments d’un systeme libre de E n’est pas majoré, on dit
que E est de dimension infinie.

Remarque 6.2.3. Si F' est un sous espace vectoriel d’un espace vectoriel E de
dimension n alors :
FCFE—dmF <dimkFE.
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Exemple 6.2.10. dimR? = 2.

6. Rang d’un systeme de vecteurs : on appelle rang d’'un systeme de p vecteurs
(w1, 22, -+, x,) de E avec dim E = n, la dimension r du sous-espace vectoriel (zy, o, -
-, z,). En d’autres termes, 7 est le nombre maximum de vecteurs que peut comporter
un systeme libre extrait du systeme donné.

6.2.6 Sous-espace engendré par un ensemble

Définition 6.2.4. Soit A une partie d’un espace vectoriel E. On définis le sous-espace

vectoriel engendré par un ensemble A, le plus petit sous-espace vectoriel contenant l’en-
semble A. On le note : S(A).

Exemple 6.2.11. Si A est un sous-espace vectoriel de E alors : S(A) = A, S(0) = {0g}.

Exercice 01 : Dans R? on considere les sous ensembles suivants :
Ey={(a+bb—3a,a) € R*a,beR} et Ey={(c,—2c,c) € R*cecR}

avec E est un sous-espace vectoriel de R3.
1. Montrer que E; est un sous-espace vectoriel de R3.
2. Déterminer une base B; de E; et une base By de Es.
3. En déduire dim F; et dim Fjs.
4. Montrer que : R = E| + Es.
5. Déduire si la somme est directe ou non.

Solution :
By ={(a+bb—3a,a) € R*a,beR} et Ey={(c,—2c,c) € R*cecR}.

1. Montrons que E; est un sous-espace vectoriel de R? :

(’L) (0,0,0) e By = E; 7é @

(Zl) Vl'l,l'g c b= x1+z0€ E17
Soient x1,x9 € By = 11 = (a1 + b1, by — 3ay,a;1) et x9 = (ag + by, by — 3as, as)
— T+ X9 = [(a1 + &2) + (bl + bz), (bl + bg) — 3(@1 + CZQ), (Cll + ag)] c F.

(’LZZ) Vr € El,Voz ER=—= azx € E17
Soient z € Ey et « € R = ax = (a + b,b — 3a,a) = axr = (ca + ab,ab —
3aa, aa) € Ej.

Conclusion : E; est un sous-espace vectoriel de R3.

2. Déterminons une base B; de E; et une base By de E5 :
> x € FE = x=(a+b,b—3a,a) = a(l,-3,1)+b(1,1,0) = B; = {(1,-3,1);(1,1,0)}
engendre E, mais :

o(1,-3,1) + B(1,1,0) = (0,0,0) = o = f =0,

alors les deux vecteurs de Bj sont linéairements indépendants. Ce qui implique
que By = {(1,-3,1);(1,1,0)} est une base de Ej.
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>z € By = x = (¢, —2¢c,c) = ¢(1,—-2,1) alors By = {(1,—2,1); } engendre FEs,
mais :
a(l,-2,1) =(0,0,0) = a = 0.
Ce qui implique que By = {(1,—2,1)} est une base de FEj.
3. En déduire dim F; et dim Fs :

dmFE, =2 e dimFE,=1.

4. Montrons que : R3 = E, + E; :
* E1CR36tE2CR3——_>E1+E2CR3.
* Soit u € R®* = u = (z,y,2) = (a +b,b— 3a,a) + (¢, —2c, )

r=a+b+c a=x—1Yy—32
— < y=b—-3a—2c =< b=x—=z
z=a+c c=—x+y+4z

(x,y,2) = 20—y — 4z, 20+ 3y + 82,2 —y — 32)
+ (—x4+y+4z2x -2y — 8z, —x +y+4z2)
€ Ei+ E,.

£

Dou: R3 = FE, + F,.
5. En éduire que R® = E, @ F, :
e dimF; = 2 et dim Fy = 1 donc dim E; + dim Es = dimR? = 3 ou bien on a :
R3 = F, + Es.
e 5N Ey;=1{(0,0,0)} car Ey et E; sont deux sous espaces vectoriels. De plus si :
ue EByNEy=u=(a+bb—3a,a) et u=(c,—2cc)

a+b=c a=20

= b—3a=-2c =< b=0
Ri} = E1 + E2 ou bien dim E1 + dim E2 = dim Rg
El ﬂEz = {(07070)} El ml?2 = {<07070)}

La somme est directe R® = F; @ F,.

Exercice 02 : Soient :
By ={(a,b,c) eR*a=c}, Ey={(ab,c)cR*atbtrc=0} et Es={(0,0,c);c€R}.

1. Montrer que : E;;i = 1,2, 3 sont des sous-espaces vectoriels de R3.
2. Montrer que : R3 = B, + E5,R? = By + B3 et R3 = E, + Ej.

3. Dans quel cas la somme est directe.



88 CHAPITRE 6. ALGEBRE LINEAIRE

Solution :
By ={(a,b,c) R a=c}, Ey={(a,bc)€Ra+btc=0} et E3={(0,0,c);c € R}.

1. Montrons que : E;;i = 1,2,3 sont des sous-espaces vectoriels de R3 : pour E; par
exemple :
(i) (0,0,0) € By = E; # 0.
(’lZ) Vul,u2 € bl — u +uy € E7?
Soient uy, uy € By = uy = (21,41, %1) et ug = (22, Yo, T2)
== u +up = (21 + T2, Y1 + Y2, 71 + 72 € Ey.
(1i1) Yu € E1,Va € R = au € £, 7
Soient u € Fy et « € R = au = (a,b,a) = au = (aa,ab,qa) € E;.
Alors F; est un sous-espace vectoriel de R3.
De méme pour les deux dernier cas.

2. Montrons que : R* = B, + E5,R* = By + E5 et R* = B, + By :
> Montrons que : R* = B, + E,?Ona: E; CR3et B, CR? = E, + Ey, C R3. Si
weR = u=(z,y,2) = (o, B, ) + (1,m, =T — 1)

r=o-+T
:(a+77ﬂ+77704—7'_77):> Zl:ﬁ‘f'??
z=a—T—1

a
2
Il suffit de prendre par exemple : f =0= ¢ 7=*=-—= . D'ou
n

r+yt+=z
2

rT+y+=z r—y—=z r—y—=z
707 g )+( g y Yy, — g _y) € E1+E2'

u=(z,y,2) = (

> Montrons que : R* = B, + F3?Ona: F; CR3et B3 CR? = E, + E3 C R3. Si
u€eR = u=(x,9,2) = (v,y,2) +(0,0,2 — ) € Ey + F;3.

> Montrons que : R3 = E, +FE3?Ona: EsCR3et By CR? = Ey,+ E5 C R3. Si
weR = u=(z,y,2) = (z,y,—x —y) + (0,0,z +y + z) € Ey + Ej.

DouR?®=FE, + Ey,R3 = Ey + Es et R® = E, + Ej.

3. Dans quel cas la somme est directe :
(¢) 11 suffit de vérifier si on a £y N Ey = {(0,0,0)}?
° (0,0,0) c E1 N EQ.

: u € by (a,b,a) a=—-a—>b
e Siue BiNEy= < et iu:{(ab—a—b) :>{b:—2a
u € Fy Y '
Donc par exemple (1,-2,1) € E;NEy = E1NEy # {(0,0,0)}, ce qui implique
que la somme n’est pas directe.
(1) Il suffit de vérifier si on a Fy N E5 = {(0,0,0)}?
° (0,0,0) € EQ N Eg.
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: u e b (a,b,—a —b)
e Siuec EyNEy= < et = u= (0,0, ) =a=b=c=0
UEEg T

= u=(0,0,0) = EyN Ey = {(0,0,0)},

ce qui implique que la somme est pas directe.
(23i) 11 suffit de vérifier si on a £y N E3 = {(0,0,0)}?
e (0,0,0) € E1 N Ej3

: uch (a,b,a)
e Siue EFENE;= < et = u= ( =a=b=c=0
u € Fs
= u=1(0,0,0) = E; N E3={(0,0,0)},

ce qui implique que la somme est pas directe.

6.3 Application linéaire

Définition 6.3.1. Soient E et F deux espaces vectoriels sur K et f : E — F une
application. On dit que f est une application linéaire si et seulement si :
> V(z,y) € E? f(z +y) = f(x) + f(y),
> Va e K,Vx € E, f(az) = af(x).
Ceci est équivalent a dire :

Vo, B € K,V(x,y) € B°, f(ax + By) = af(z) + Bf(y).

On note par L(E, F) l’ensemble des applications linéaires de E vers F.

Exemple 6.3.1.

o L’application de R?® dans R? définie par :

f(l‘,y,Z)Z(l'—y,y—l—QZ)

est une application linéaire (a vérifier).

o L application de R? dans R définie par :

9(x,y) = |z —y|

n’est pas linéaire car g(X +Y) # g(X) + g(Y).

Remarque 6.3.1.

*

* ¥ ¥

Si f est une application linéaire alors f(0g) = Op.

St E = F, l'application linéaire f : E — F' est dite endomorphisme.
Si [ est bijective et linéaire de E dans F, elle est dite isomorphisme.
Si f est un endomorphisme bijectif alors c¢’est un automorphisme.
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6.3.1 Noyau d’une application linéaire

Définition 6.3.2. Soient F, F' deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de
E dans F. Alors pour trouver le noyau de f, on résout l’équation f(x) = Op. Ainsi,

kerf = {IE € E7f(l') = OF}7
qui est un sous-espace vectoriel de E.

Exemple 6.3.2. 'application de R® dans R? définie par :
[y, 2) = (z —y,y + 22)
est une application linéaire. Alors le noyau de f est :
ker f = {u € R®, f(u) = Og}.
Soit u = (z,y,2) ER3. On a :

u€ker f < f(u) =(0,0) <= (z —y,y+22) = (0,0)
r—y=0 T=1y B _1
<:,>{y+2220 <ﬁ{z:—% <<:Lt_y(]‘?l7 2)7

) noté :

et donc ker f est le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur (1,1, —3

ker f = Vect{(1,1, —%)}

6.3.2 Image d’une application linéaire

Définition 6.3.3. Soient E, F' deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de
E dans F. Limage de f est l’ensemble de toutes les images des éléments de E par f.
Ainsi,

Imf={f(u),ue E}.
De plus si (e1, ez, - -, e,) est une base de E, alors Imf = Vect{f(e1), f(ea), - -, f(en)}

c’esta dire le sous-espace engendré par les vecteurs f(ey), f(e2),- -+, f(en

).
Exemple 6.3.3. Soient E un R-espace vectoriel de dimension 3, B = (;, j, IZ) une base
de E et f l'endomorphisme de E défini par :

f@)=—i+k fG)=i+k fk)=i+].
Alors I'image de f est définie comme suit :

Imf = Veat{f(0), (), J(R)}  mais (k) = [(J) = F(0)
= Veet{f(). f()}
= {a(—i+k) +y(j+k);z,y € R}
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6.3.3 Rang d’une application linéaire

Définition 6.3.4. Soient E,F deur K-espaces vectoriels et f une application linéaire
de E dans F. Le rang d’une application linéaire est la dimension de [’iimage de cette

application. On a :

rgf = dim(Imf),

de plus si E est de dimension finie, on a le théoreme du rang :

dim E = rgf + dim(ker f).

Exemple 6.3.4. Soit f : R*> — R? lapplication linéaire définie par : f(z,y) = (4 —
2y, 62 — 3y). Alors on a :

Imf

{f(z,y);z,y € R} = {(42 — 2y,62 — 3y); 2,y € R}
{22 —)(2,3); 2,y € R} =€ a(2,3); 2,y € R}
Vect{(2,3)},

le vecteur (2,3) est une base de Imf et par suite rgf = 1.

6.3.4 Injectivité d’une application linéaire

Soient E, F' deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F.
Notons que f est injective si et seulement si :

Vi, m9 € E;x1 # 10 = f(11) # f(x2),0u bien f(x1) = f(13) = x1 = .

Mais pour les applications linéaires, il suffit de montrer que : ker f = {Og}. En fait on a :

f est injective <= ker f = {Og}.

Exemple 6.3.5. Soit f Uapplication linéaire de R? dans R? définie par :

flx,y)=(r—y,2+y).

Alors f est injective car :

u = (z,y) €ker f < f(u) = Oge
<— (z—y,x+y)=(0,0)
— {x_y: = r=y=
r+y=0

donc ker f = {(0,0)} et par suite f est injective.
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6.3.5 Injectivité d’une application linéaire

Soit f un endomorphisme d'un K-espace vectoriel. On dira que f est un projecteur, si
l'ona: fof = foubien: Imf et ker f sont supplémentaires et que : Vo € Imf, f(z) = x,
on dira que f est la projection sur I'mf parallelement a ker f.

Exemple 6.3.6. Soit f : R? — R? application linéaire définie par : f(x,y) = (4o —
2y, 6x — 3y). Alors on a :

(fof)u) = f(f(u))=flz,y) = f(4r — 2y, 6z — 3y)
= (42— 2y,62 — 3y) = f(u),

et par suite f est un projecteur.

6.3.6 Symétrie

Soit. f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel. On dira que f est une symétrie, si
l'ona: fof=Idgoubien : ker(f — Idg) et ker(f + Idg) sont supplémentaires. On dira
que f est la symétrie de E par rapport a ker(f — Idg) et parallelement a ker(f + Idg).

Exemple 6.3.7. Soit f : R? — R? [application linéaire définie par : f(z,y) = (y,z).
Alors on a :

(f o N)w) = f(f(u)) = f(y,2) = (z,y),

et par suite f est une symétrie.
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