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Résumé

Dans ce travail, une nouvelle théorie de déformation de cisaillement hyperbolique est
développée pour l'analyse de vibration libre des plaques fonctionnellement graduées
simplement appuyées dans un environnement thermique ayant des propriétés matérielles qui
dépend de la température.La présente théorie contient seulement quatre inconnues et par
conséquent, le nombre d’équations de mouvement est réduit, elle est variationnelle , n'exige
pas de facteur de correction de cisaillement et donne une description parabolique de la
contrainte de cisaillement a travers 1’épaisseur tout en remplissant la condition de contrainte
de cisaillement nulle sur les bords libres de la plaque. Le présent model a un nouveau champ
de déplacement qui introduit des variables intégrales indéterminées.

Le principe d’Hamilton est utilis¢é pour déterminer les équations de mouvement ainsi les
solutions analytiques de type Navier pour des plaques simplement appuyée sont comparées
avec les solutions existantes afin de vérifier la validité de la théorie développée.

Mots-clés:

Plaques FG; nouvelle théorie des plaques; vibration; modélisation analytique, environnement

thermique.



Abstract

In this work, a novel hyperbolic shear deformation theory is developedfree vibration analysis
of simply supported functionally graded plates in thermal environment having material
proprieties that depend on temperature. This theory has only four unknowns, which is less
than the other shear deformation theories. The theory presented is variationally consistent,
without the shear correction factor. The present one has a new displacement field which
introduces undetermined integral variables. Equations of motion are obtained by using
Hamilton's principles and solved via Navier's procedure. The convergence and the validation
of the proposed theoretical model are performed to demonstrate the efficiency of the model.

Keywords: FG plates; new plate theory; vibration; analytical modeling, thermal environment.
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Introduction générale :

11.1. Introduction :

Les matériaux fonctionnalisés (FGM) ont été de plus en plus utilisés dans les differents
domaines de l'ingénierie, notamment dans les applications a haute température telles que les
chargements thermomécaniques, les engins spatiaux, revétements d'avions et de plasma pour
réacteurs de fusion (Li et al. 2008; Kar and Panda, 2015a), les avantages considérables offerts
par les matériaux a gradient fonctionnel par rapport aux matériaux conventionnels éliminent les
problemes d'interface des matériaux composites conventionnels et la répartition des contraintes
est atténuée. En faisant varier graduellement la fraction volumique des matériaux graduelles,
leurs propriétés matérielles montrent un changement régulier et continu d'une surface a I'autre,
sont ainsi capables de supporter un gradient intense de température élevée tout en préservant
I'intégrité structural (Huang and Shen 2004). Les FGM ont d'abord été congus comme matériaux
de barriere thermique pour les structures aérospatiales et les réacteurs de fusion ou il existe une
température extrémement élevée et un gradient thermique important (Ebrahimi 2013).
Actuellement, les FGM sont explorés dans les applications d'ingénierie mécanique large, y
compris, le nucléaire et le génie civil. Par conséquent, I'examen de leurs réponses sous différents
types de chargement en utilisant des modeles précis de structures (plaques, poutres et coques)
est extrémement important. Par la suite, les analyses statiques, vibratoires, thermomécaniques
et de flambement des structures stratifiées composites et fonctionnelles ont été réalisees par de
nombreux chercheurs. (Ebrahimi and Dashti, 2015; Arani et al. 2016; Ebrahimi and Habibi,
2016; Mahapatra et al. 2016abc; Ebrahimi and Jafari, 2016; Sahoo et al. 2016; Kolahchi et al.
2017a,b; Sofiyev et Osmancelebioglu, 2017). Diverses théories des plaques ont été réalisées
pour prédire et fournir plus précisément leurs réponses. Ces theories des plaques peuvent étre
divisées en trois groupes a savoir: théorie classique des plaques (CPT), théorie des plaques de
déformation par cisaillement du premier ordre (FSDT) et théorie de la plaque de déformation
par cisaillement d'ordre supérieur (HSDT). Le premier groupe représente le classique (plaque
mince) également connu sous le nom de la théorie de la plague de Kirchhoff (Kirchhoff 1850)
suppose un modeéle de plaque non compressible et qui néglige l'effet de déformation du
cisaillement transversal. La théorie de la plague de déformation par cisaillement du premier
ordre (Reissner 1945) surmonte ce probleme en prenant en compte cet effet et la littérature

associee a celle-ci est décrite dans le second groupe. . Le troisieme groupe décrit les théories
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raffinées de déformation de cisaillement d'ordre supérieur, basées soit sur l'approche
tridimensionnelle, soit sur I'approche bidimensionnelle avec une variation non linéaire de
déplacement axial d’ordre élevé donnant une variation parabolique des déformations
transversales a travers I'épaisseur de la plaque (Kant 1993 ). Par conséquent, cette théorie a été
de plus en plus utilisée pour prédire le comportement de plagues composites avancées en
donnant la possibilité d'augmenter la précision des évaluations numériques pour les plaques

modérément épaisses et les plaques tres épaisses (Kant et Swaminathan 2001; Wu et al. 2008).

Le but de cette thése est d'étendre la théorie des plaques perfectionnée et robuste développée
par Tounsi et ses collegues (Khetir et al. 2017; Chikh et al. 2017) a la vibration libre des plaques
a gradations fonctionnelles en environnement thermique. En utilisant la théorie proposée, les
deux analyses de vibration libre des plaques FG dans I'environnement thermique sont étudiées.
Trois types de conditions environnementales, a savoir les charges thermiques uniformes,
linéaires et non linéaires, sont imposees aux surfaces supérieure et inférieure pour les plaques
FG simplement appuyées. Les propriétés du matériau des plaques a gradation fonctionnelle sont
supposées dépendre de la température et varient progressivement dans le sens de I'épaisseur par
un modele de loi de puissance. Dans cette étude, les solutions analytiques de vibration sont
obtenues pour les plaques a gradation fonctionnelle et la précision est vérifiée en comparant les
résultats obtenus avec ceux rapportés dans la littérature. Les influences de certains parametres,
notamment l'indice de gradient, la géométrie de la plaque, le nombre de mode et la charge
thermique sur les caractéristiques de vibration des plaques FG sont présentées. On peut en
conclure que les théories actuelles sont non seulement précises, mais aussi simples a prédire les

réponses vibratoires libres des plagues FG dépendantes de la température.
Le plan de la présente thése est organisé en cing chapitres répartis comme suit :

Aprés une introduction générale sur le theme des matériaux a gradient fonctionnel ainsi que la
thématique développée dans le cadre de cette these ; le premier chapitre dédie a présenter le
positionnement du probleme. Une représentation généerale sur les matériaux a gradient de
propriétés « FGM », les différences entre ces matériaux et matériaux composites traditionnels
sont ensuite abordées, puis nous définissons I’histoire de leurs développements, leurs
propriétés, leurs principales méthodes de fabrication et leurs domaines d’application. Dans ce
chapitre, nous rappelons ensuite les modeles de plaques utilisés pour [’analyse du

comportement thermomécanique des structures en « FGM ».
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Le deuxiéme chapitre est une tentative d'identifier et de mettre en évidence les sujets les plus
pertinents pour les structures en matériaux a gradient de propriétés (FGM) et d'examiner les
publications de revues représentatives qui sont liées a ces sujets, tout en mettant I'accent sur les

travaux publiés recemment.

Pour analyser de la vibration libre des plaques FG simplement supportées ayant des propriétés
matérielles dépendantes de la température, une nouvelle théorie de déformation de cisaillement
qui inclut des intégrales a variables indéterminées et contient seulement quatre inconnues est

présentée dans le troisieme chapitre ; & I'aide d'une méthode analytique.

Le quatriéme chapitre est consacré a la validation des modéles proposés a travers quelques tests
standards connus de la littérature et de présenter des résultats numériques Afin d’étudier
I’influence du chargement thermique sur le comportement vibratoire des plaques FG tout en

¢tudiant I’effet de la géométrie de la plaque, I’indice matériel et les composantes des matériaux.

Le cinquiéme et dernier chapitre est consacré a illustrer 1’effet de la température constante,
linéaire et non linéaire sur la vibration libre de plagues sandwichs a gradations fonctionnelles

reposant sur différents types de fondations élastiques.

Enfin, ce manuscrit se termine par une conclusion générale permettant de mettre I’accent sur
les différents résultats originaux de ce travail et des perspectives décrivant des voies

d’amélioration a poursuivre.
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Chapitre | : Généralités Sur Les Matériaux a
Gradient De Propriétés et les théories des plagques

I.1. Introduction :

Le développement des matériaux composites a permis de combiner des propriétés spécifiques
de différents matériaux au sein d’une méme piéce. L’optimisation de ces propriétés, par
association d’un matériau de haute dureté a la surface d’un matériau tenace, par exemple,
pose ainsi le probléme de I’interface. Ce changement brutal dans la composition engendre
localement une forte concentration des contraintes. Pour y remédier a ce probléme il faut une
transition continue des propriétés et d’adapter un gradient intentionnel de composition et / ou
de microstructure dans le matériau afin d'obtenir les fonctions et les propriétés souhaitées, ce
qui permet d’atténuer ce changement brutal et d’obtenir des matériaux a gradient de propriétés
souhaités (en anglais : Functionally Graded Material ** F.G.M ").Ces FGM ont un grand
potentiel dans diverses applications et domaines tout en utilisant un gradient sur les
propriétés chimiques, biochimiques, physiques et mécaniques.

Les matériaux a gradient de propriétés (FGM) ; sont des matériaux composites obtenus en
changeant sans interruption les fractions de volume dans la direction d’épaisseur afin
d’obtenir un profil bien déterminé. Parmi les avantages des FGM c’est de diminuer la
disparité dans les propriétés matérielles, de réduire les contraintes thermiques et de réaliser un
ensemble de fonctions spécifiées avec des propriétés variables, notamment les propriétés

chimiques, mécaniques, magnétiques, thermiques et électriques.

1.2.Concept des matériaux FGM :

Le concept de « matériau a gradient fonctionnel », appliqué de maniere générale, fait
clairement référence a la réalisation de propriétés innovantes, ce qui n’est pas réalisable avec
les matériaux conventionnels homogeénes. parmi les deux caractéristiques essentielles des
FGM : La premiére caractéristique consiste a adapter la composition chimique et la
microstructure de maniére intentionnelle et artificielle sur la base de la prédiction quantitative
du profil de la distribution des propriétés afin d’atteindre la fonction souhaitée et La deuxiéme
caractéristique c’est la disponibilité des procédés de fabrication offrant une bonne

reproductibilité. Ces processus doivent avoir la capacité de produire un profil de composition

-
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chimique contrdlée avec précision et doivent pouvoir étre fabriqués directement a partir des

résultats de calculs effectués par les concepteurs de matériaux.

Les FGM sont le résultat d’une association de deux matériaux aux propriétés structurales et

fonctionnelles différentes avec une transition parfaitement continue dans la composition, la

structure et la distribution des porosités entre ces matéeriaux.

Généralement, les FGM sont des matériaux constitués de plusieurs couches contenant des

composants différents tels que les céramiques et les métaux. Les vides sont egalement

considérés comme une composante des matériaux FGM [Kokini et al. 1990]. Ils sont donc des

composites présentant des caractéristiques macroscopiquement inhomogeénes.

La plupart des « FGM » sont constitués des céramiques et des métaux dont les propriétés

mécaniques sont comparées dans le tableau I.1.

Tableau 1.1: Comparaison entre les propriétés de la céramique et du métal.

La face a haute température

- Bonne résistance thermique ;

Céramique - Bonne résistance a 1’oxydation ;
- Faible conductivité thermique.
Continuité du matériau d’un point a . .
, Céramiaue- -Elimination des problémes de
I"autre nig l'interface ;
métal . .
« couches intermédiaires » -Relaxer les contraintes thermiques.
La face a basse température - Bonne résistance mécanique ;
Métal - Conductivité thermique élevée,

- Trés bonne ténacité.
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Phase B particules
avec
phase A matrice

Zone de transition

Phase A particules
avec
phase B matrice

Figure 1.1 : Matériaux FGM avec des fractions volumiques des phases constitutives graduées
[Yin et al (2004).

Le changement continu dans la composition et dans la microstructure du matériau distingue
les F.G.M des matériaux composites conventionnels comme illustré sur la (figure 1.2)
[Koizumi 1996]. Il en résulte un gradient qui déterminera les propriétés matérielles des FGM.
Dans certains cas, on peut avoir un FGM constitué d'un méme matériau mais de
microstructure différente [Boch et al. 1986]. Le concept FGM peut étre appliqué dans divers
domaines pour des usages structuraux et fonctionnels. Au Japon, plusieurs programmes ont
été conduits au cours des années 80 et 90 afin de développer l'architecture des FGM, et
d’étudier également ces matériaux pour les applications de hautes températures (par exemple,
éléments pour navettes spatiales hypersoniques) ainsi que pour des applications fonctionnelles
(par exemple, convertisseurs thermoélectriques et thermo-ioniques). Ces programmes ont
conduit au développement de la conception architecturale des FGM et de ces perspectives.

Propriétés a Résistance mécanique J g a
!,’ Conductivité themmique - |
Structure | Elements constituanis: ;J]nl “.. . @ .'
— =] ()
Céramique () _1‘J ‘...\ . . .
Métal @ AV as ;'_1. . . o
I Ce*a® 00000
Microporosité O _"i~_«’"_‘ ’.. Y T81 I8Y |
. A0 O 20 ; Y
Matériaux Exemple FGM NON.FGM

Figure 1.2 Caractéristiques des matériaux composites FGM en comparaison avec les
matériaux composites conventionnels [Koizumi 1996]
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[Yoshihisa 2004] a établi un modele simple pour illustrer les différences entre les matériaux a
gradient de propriétés (FGM) et les matériaux rituels (figure 1.3). Le matériau plan composé a
une caractéristique plane, et le matériau relié a une frontiere sur l'interface de deux matériaux.
Les FGM ont d’excellentes caractéristiques qui différent de ceux des matériaux plans
composes et reliés. Par conséquent, les FGM attirent I'attention en termes de leur application
dans les domaines industriels puisqu’ ils ont une double propriété des deux matiéres
premiéres qui sont mélangées ensemble, et la distribution composante est graduée sans
interruption. Par exemple, les FGM se composent du métal qui a comme caractéristique : la
force métallique et de la céramique comme caractéristique : la conductivité thermique et la

résistivité aux hautes tempeératures.

+ e
e
=
>
>
+* e
+ e
+e

¢/ Matériau

a / Matériau plan composé b / Matériau relie _ .
fonctionnellement gradue

Figure 1.3 La distribution composante des matériaux [Yoshihisa 2004].

La figure 1.4 montre les concentrations des contraintes dans les panneaux de protection
thermiques conventionnels au niveau des interfaces (changement brutal de composition). Il
montre également comment un FGM peut alléger ces concentrations de contraintes en
changeant graduellement les propriétés matérielles et assure toujours la protection thermique

trouvée dans les barrieres thermiques conventionnelles.
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Barriére thermique conventionnelle  Contraintes thermiques induites
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Compression / Traction

Barriére thermique en FGM Contraintes thermiques induites

Figure 1.4: Protection thermique des Matériaux FGM et Non FGM [Houari 2011].

1.3. Histoire du développement des matériaux a gradient de propriétés:

Les matériaux a gradient de propriétés existent dans la nature et dans les différentes
configurations. Nous citons a titre d’exemple le bois, le bambou, les os et les dents. Avec le
progres de I’industrie, cette classe de matériaux est elaborée par un groupe de chercheurs
japonais a Sendai , Tokyo, notamment Dr Niino et al dans le laboratoire national d’ Aerospace
a Tokyo en 1984 [Ko0i1993] , le but était de développer des matériaux qui résistent aux hautes
température et sont utilisé comme une barriere thermique dans les structures spatiales et
aéronautiques ou elles sont placées dans un environnement thermique extréme.

Vers la fin des années 80 et au début des années 90, le gouvernement Japonais a lancé un
vaste projet de recherche sur ces matériaux intitulés : « Fundamental Study on the
Relaxation of Thermal Stress for High Temperature Materials by the Tailoring of Graded
Structures » ou bien « la recherche sur la technologie de base pour le développement de
matériaux a Gradient fonctionnel et I’étude de la relaxation des contraintes thermiques »
avec un budget important, sous la direction de 1’agence nationale des sciences et de la
technologie. Leur objectif etait le développement des matériaux a gradient de propriétés sous
différentes architectures et configurations pour résister vis-a-vis des environnements a haute
température, telle que les réacteurs de fusion, le lanceur des fusées et les structures

aeronautiques. Avant cette année-la, aucun matériau industriel n’était connu pour supporter de
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telles sollicitations thermomécaniques. Trois caractéristiques sont a considérer pour la
conception de tels matériaux :

e Résistance thermique et résistance a l’oxydation a haute température de la couche
superficielle du matériau ;

e Ténacité du matériau coté basse température ;

¢ Relaxation effective de la contrainte thermique le long du matériau.

Ensuite et en collaboration avec plusieurs laboratoires de recherches et universités, beaucoup
de colloques et de séminaires internationaux ont été organisés dans le but de discuter les
avantages, les techniques de la mise en ceuvres, I’extension vers d’autres domaines
d’applications et la mod¢lisation des matériaux a gradient de propriétés. [Kiy 2001]

Dans le second temps, au début des années 90 ; apres une évolution rapide de cette classe des
matériaux, de nombreux travaux citent les différentes techniques d’élaboration des FGMSs en
utilisant des configurations compatibles, les matériaux souvent utilises sont : les alliages de
magnésium, aluminium, cuivre, titane, tungsténe, acier, etc..., et les céramiques d’une
structure avancee comme : zircon, alumine, silicium-carbure et tungsténe-carbure. Le champ
d’application de ces matériaux est €largi et tendu vers plusieurs domaines d’industrie
notamment le domaine énergétique ou plusieurs programmes de recherches ont été lancé sous
le nom « Research on energy conversion materials with functionally gradient structure ». [Kiy
2001].

Les progres de la recherche sur les matériaux FGM au Japon sont résumés dans le tableau 1.2 :

Tableau 1.2: Progrés de la recherche sur les matériaux FGM au Japon.

Année Progrés de recherche de FGM

1984 Concept initial par Dr Niino et d'autres scientifiques dans la région de Senda,

(Japon)

1986 Etude de faisabilité sur la technologie de base pour le développement des FGM
sur la relaxation des contraintes thermiques sous ’auspice de la science et de

I'agence de technologie (STA).

1987- Recherche nationale de projet sur la technologie de base pour le développement
1989 des FGM sur la relaxation des contraintes thermique.
FGM partie I-phase (1).

1988 Fonctionnellement gradient matériaux forum (FGMF)

1ér Colloque sur FGM organisé par FGMF.

1989 Conférence d’Allemagne-Japon (FGM) a Kdln, (Allemagne).

0
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1990 1ér Collogue international sur FGM & Sendai, (Japon).
Comité consultatif international de FGM (IACFGM).

1990- FGM partie I-phase (2).
1991

1992 étude de faisabilité sur laR & D de FGM en tant que matériaux fonctionnels
sous l'auspice du STA.

2éme colloque international sur FGM et atelier international Japon-Allemagne-
USA a San Francisco, (USA).

1993 projet de recherche national sur les matériaux de conversion d'énergie avec une
structure FGM.
FGM partie 1l- phase(1).

1994 3éme colloque international sur FGM a Lausanne, (Suisse).

1995 Atelier : Japon-Russie-Ukraine sur des matériaux de conversion d'énergie
(ENECOM-95), (Sendai).

1996 4eme collogue international sur FGM dans la ville de la science de Tsukuba,
(Japon)

1.4. Méthodes d'élaboration des matériaux a gradient de propriétés :

Le processus de fabrication des matériaux a gradient de propriétés peut étre divisé en
établissant la structure dans I’espace non homogene « gradation » et la transformation de cette
structure en matériau en bloc « consolidation ». Il existe de nombreux procédés d'élaboration
des FGM, les paragraphes suivants s’attachent a décrire les principales méthodes

d’élaboration des FGM utilisées dans I’industrie.

1.4.1. Coulage en bande (Tape Casting ou Doctor-Blade) :

Le coulage en bande est une technique de mise en forme par voie liquide qui consiste a étaler
une barbotine de poudres fines en suspension sur une surface plane en couches minces et
régulieres. L’étalement de la bande est obtenu par le mouvement relatif d'un réservoir ou
sabot.

La suspension est ainsi laminée par son passage entre la lame du réservoir et le support
(figure 1.5), ce qui confére a la bande déposée une épaisseur uniforme sur toute sa longueur.
La hauteur du couteau du réservoir par rapport au support détermine I'épaisseur de la bande

[Lostec, 1997]. Les produits obtenus sont des feuillets avec des épaisseurs controlées

&



Chapitre | : Généralités Sur Les Matériaux a Gradient De Propriétés

(25-1000 pum). Apreés un raffermissement de la pate, les feuillets sont démoulés et ensuite

découpés.

: sabot
film plastique ‘

suspension

bande crue

support

Figure 1.5: Principe de la méthode coulage en bande [Lostec 1997]

Le procedé de coulage en bande est largement utilisé pour réaliser des matériaux composites
laminaires suivant deux méthodes : soit par réalisation directe de bandes multicouches grace a
un systeme de lames multiples, c'est le cas des tri-couches élaborés par Mistler
[Mistler, 1973]; soit par empilage de couches élaborés séparément, dont la cohésion est

ensuite assurée par une étape de thermo-compression [Boch, 1986].

1.4.2. Coulage séquentiel en barbotine (Slip Casting) :

Le coulage en barbotine (slip casting) consiste a couler une suspension dans un moule poreux
qui va drainer le liquide grace aux forces capillaires, laissant un tesson (couche de poudre
compacte) sur la surface du moule. Aprés séchage, on obtient le corps en cru.

Donc le coulage se décompose en deux étapes essentielles:

-formation du tesson ou "prise".

-consolidation du tesson ou "raffermissement”.

La filtration, c'est a dire la formation du tesson lors du coulage, peut étre considérée comme
un processus d'élimination d'une partie de I'eau de la barbotine; Cette eau migre a travers la
couche de tesson déja formée, sous I'effet:

-du pouvoir de succion du platre (coulage classique [Moya, 1992]).

-ou d'une pression appliquée sur la barbotine (coulage sous pression).

-
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Dans le cas de la fabrication de multicouches, aprés la formation du premier tesson, le depét
de la deuxiéme couche s'effectue de maniére telle que la barbotine ne pénétre pas dans le

tesson formé. Ce procédé est successivement reproduit pour les autres couches.

1.4.3. Compaction seche des Poudres :

Dans cette technique les poudres sont successivement versées dans un moule en acier. Chaque
fois qu'une poudre est versée, une faible compression est exercée. Ensuite, la compaction de
I'ensemble des couches sera effectuée. Ce procédé est suivi, généralement, par une pression
isostatique. La densification sera enfin I'étape finale [Bishop, 1993].

Ce procédé peut étre envisagé pour la fabrication de pieces de formes complexes. En effet il

s'applique aussi avec la technique du pressage isostatique, et de facon industrielle

1.4.4. Projection plasma :

Un gaz soumis a une forte température (par exemple celle d'un arc électrique), se transforme
en un état ionisé (plasma). Cette transformation est accompagnée d'un dégagement de chaleur
important. Si une particule de céramique se trouve dans cet environnement, elle se fond
totalement ou superficiellement, ce qui permet de la situer sur un substrat.

La projection plasma des particules de divers matériaux est devenue une méthode trés utilisée
pour fabriquer des FGM. L'équipement relativement simple, le rendement élevé du dép6t des
particules sur des substrats a géométrie compliquée, les performances des surfaces en
fonctionnement et la compatibilité des céramiques avec les métaux sont les avantages

essentiels de cette technique [Steffens, 1990].

1.4.5. Frittage et Infiltration :

Cette technique est constituée de deux étapes et convient a la fabrication d'un composite a
gradient de fonction composé de deux matériaux dont les températures de fusion sont tres
différentes. La premiére étape est de fabriquer une matrice frittée du matériau a haute
température de fusion avec un gradient de porosité. La seconde est de remplir ces porosités
avec le deuxiéme matériau fondu par infiltration. Le résultat est excellent pour la diminution
de la contrainte thermique [Takahashi, 1990].

Cette technique peut étre genéralement appliquée pour plusieurs combinaisons de matériaux
qui sont chimiquement inertes et qui ont des points de fusion bien différents les uns par

rapport aux autres.

-
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I.5. Domaines d’applications des matériaux a gradient de propriéetés :

Les caractéristiques importantes des matériaux fonctionnellement gradués ont en fait une
societé privilégiée dans presque tous les domaines d'activité humaine. Des matériaux de
calibre fonctionnel sont actuellement appliqués dans un certain nombre d’industries, avec un
potentiel énorme a utiliser dans d’autres applications a I’avenir. Les applications actuelles et
les applications futuristes de la FGM sont présentées dans cette section. Les domaines
d'applications actuels comprennent l'aérospatiale, l'automobile, le biomédical, la défense,

I'électricité / électronique, I'énergie, la marine, I'optoélectronique et la thermoélectronique.

> L J
Gradient de Gradient Gradient de porosité
composition FGM microstructural FGM FGM
S h J — RN —
¥ v ) Y. .Y T T - .
Ingénierie Acrospatial Defense Energie  Anmée Défense Dentawre Filtre

Figure 1.6 : Les principaux domaines d’application des FGM.

La figure 1.6 présente les différents types de FGM et leurs domaines d'application. Les FGM
offrent de grandes promesses dans des applications dans les applications ou les conditions de
fonctionnement sont difficiles, par exemple pour les revétements résistants a 1’usure destinés
a la manutention de grosses particules de minerai abrasives lourdes dans 1’industrie miniere,
pour les boucliers thermiques pour fusées, pour les composants de moteur thermique, pour les
tubes d’échangeurs thermiques, pour les faces de plasma pour les réacteurs de fusion dans les
centrales nucléaires, les générateurs thermoélectriques et les applications d’isolation
électrique.

Les matériaux de calibre fonctionnel sont également ideaux pour réduire le déséquilibre dans

les propriétés thermo-mécaniques lors du collage métal-céramique, ce qui aide a prévenir le
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déliement. Les demandes futures de matériaux de calibre fonctionnel se trouvent dans de
telles applications, ou des propriétés mécaniques, thermiques et chimiques extraordinaires
sont requises, et qui doivent pouvoir supporter des environnements de travail difficiles. Ces
futurs domaines d’application potentiels incluent des applications pour lesquelles les
utilisations structurelles et techniques nécessitent une combinaison de fonctions
incompatibles, telles que la dureté et la ténacité. Les futurs domaines d'application des
matériaux de calibre fonctionnel vont également se développer, lorsque les codts de
production de ces matériaux d'ingénierie importants seront reduits.

Bien que certaines applications soient davantage intéressées par la fiabilité des FGM que par
le colt de tels matériaux, ces industries de niche incluent I'aérospatiale et I'énergie nucléaire.
D'autre part, le colt de production de matériaux de calibre fonctionnel est important dans
certaines applications telles que les outils de coupe, les pieces de machine et les composants
de moteur. L'utilisation de matériaux de qualité fonctionnelle est maintenant considérée
comme l'un des matériaux les plus importants, les plus efficaces et les plus efficients pour

promouvoir le développement durable dans les industries.

1.6. Application de la technologie du FGM en génie civil :

Sous les auspices des projets de recherche effectués a 1’université de Stuttgart, différentes
classes de matériaux de construction (béton, textile, bois, métaux et polymeres), des méthodes
de production et des domaines d'application (structure porteuse, enveloppe du batiment,
technique de mélange) ont été étudiés et évalués pour certains éléments du batiment basés sur
le concept du FGM.

L'objectif de ces projets est d'évaluer les nouvelles possibilités de conception offertes par les
matériaux gradués, en les voyant aussi sous l'angle architectural, et d'élaborer des propositions
pour leur utilisation dans divers domaines. Ci-dessous, nous passons en revue, quelques

études relatives a l'utilisation du concept des matériaux a gradient de propriétés en génie civil.

1.6.1 Le Béton a gradient de propriétés :

Werner Sobek a été le premier a formuler le concept des bétons a gradients de propriétés
[sobek et al], Les travaux de développement ont lieu a /’institut fiir Leichtbau Entwerfen und
Konstruieren (ILEK, Institut de la conception et la construction de structures légéres) de
I’Université allemande de Stuttgart, dans le cadre des projets de recherche « Matériaux a

gradient dans le batiment et le génie civil » et « planchers préfabriqués a gradient de

.
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propriétés » [Heinz, P. et al. ; 2011]. La fabrication, I’automatisation, 1’optimisation et la
technologie du béton sont actuellement examinées a I’Université de Stuttgart.

L’optimisation des structures en béton suivant le concept du FGM est actuellement en étude et
en développement dans plusieurs projets de recherche. Le but principal est de satisfaire un
ajustement continu des propriétés du béton, telles que la densité, la porosité, la conductivité
thermique et la résistance, a l'intérieur de I'élément conformément aux spécifications et

profiles des efforts determinées pour I'élément (figure 1.7).

‘.-'va.o ‘

Figure 1.7: Structure d’une paroi a gradient de propriétés, source: ILEK]

Il est a noter que I'idée du béton a gradient de propriétés, a permis de réaliser des murs
extérieurs moins épais par rapport aux systemes composites d'isolation thermique comparable,
avec une conductivité thermique bien inférieure a celle du polystyréne. Cette invention

conduit a I’amélioration de la recyclabilité et la sauvegarde des ressources économiques.

1.6.2 Autres matériaux a gradient de propriétés:

Les textiles avec des propriétés variables de couches superposées permettent de doter le
matériau d’une perméabilité et d’une rigidité graduelle (figure 11.8), ce qui peut augmenter
I’efficacité des systemes d’isolations vis-a-vis des effets de la chaleur et de 1’humidité. En
plus, la variation graduelle des propriétés de rigidité permettent de surmonter le changement
brusque entre les composantes rigides et flexibles des éléments, ce qui pourrait complétement

servir de base a des nouvelles solutions architecturales a I'avenir.
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Figure 1.8: En haut: texture en fibre de verre avec des éléments de silicium a perméabilité
graduée, En bas: essai de 1'étanchéité a I’cau, source: ILEK

A l'aide d'un processus progressif, il a été possible de produire des éléments de mousse a
cellules ouvertes avec des motifs de porosité variable. Ces mousses peuvent ensuite étre
traitées pour fabriquer des composants avec une variation de distribution de rigidité afin

répondre aux exigences de certains cas (Figure 1.9).

Figure 1.9: Infiltration graduelle de mousse de polyuréthane réticulée avec la colle de ciment
en vue de la variation de rigidité, source: ILEK

Un autre aspect de cette technologie impliquant des matériaux a gradient de propriétés sert a
rassembler des différents matériaux suivant une transition graduelle et continue (figure 1.10).
Cela représente une nouvelle approche dans la technique d'assemblage avant tout, méme si
cela signifie que la variation de dilatation thermique ne peut plus étre définie de maniere
précise au niveau local en vue de la transition continue en cause, ou la transmission de charge
évitée a certains endroits. Sous les auspices du projet, les investigations préliminaires sont
effectuées dans le cadre de la construction des classes pertinentes de matériaux, des domaines

potentiels d'application et des méthodes appropriées de production.
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Figure 1.10: transition matérielle continue (bois a I'aluminium), Photomontage, source: ILEK

1.7. Utilisation preévisionnelle des matériaux FGM dans le domaine du génie civil :

1.7.1 Les chausseées rigides (Functionally Graded Concrete Materials for Rigid Pavements):
Les FGM peuvent étre utilisés dans les chaussées rigides en béton avec une gradation obtenue
par la variation de la fraction volumique de fibres, cette technique est utilisée dans les
autoroutes et les routes a trés fort trafic ou I’utilisation d’une chaussée souple en béton
bitumineux est déconseillée, les dallages industriels, les pistes des aéroports, car elles offrent
une résistance et une durabilité élevées, le but est d’optimiser 1’épaisseur de la chaussée afin
d’avoir un matériaux rigide sur la surface de roulement et un matériau moins rigide sur la
couche de fondation.

1.7.2. Les chaussées souples :

Les FGM peuvent étre utilisé dans les chaussées souples pour supprimer les couches
d’accrochage entre la couche de la Grave Bitume et la couche de roulement en Béton
Bitumineux et éviter le glissement entre les deux couches et économiser les epaisseurs des
couches tout en obtenant un comportement optimisé et augmentant la capacité portante de la
chaussée et par la suite sa durabilité.

1.7.3. Les grands vitrages dans les zones chaudes :

Les vitres sont en FGM pour contréler la température dans les zones chaudes et éviter les
vitrages multiples.

1.7.4. Les tunnels (functionally graded concrete segment in tunnel):

Les parois intérieures des tunnels doivent étre réalisées en matériau réfractaire et rigide dans
la surface exposée et d’un matériau imperméable dans la surface en contact avec le sol et les
roches. L’utilisation des FGM semble étre une solution efficace.

1.7.5. Les joints dans la charpente métallique:

Dans certains cas de la charpente métallique, lors de 1’assemblage des €léments, on est obligé
de réaliser des soudures entre des éléments de poids et de nuances différentes comme

I’acier/I’aluminium. Dans ce cas on utilise des joints ordinaires en acier. L’inconvénient de ce
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type de joint est qu’il subit une forte accumulation concentration de contraintes, et s’avere
plus vulnérable en cas d’action cyclique. L’utilisation des joints en FGM représente une

solution optimale.

1.8. Lois regissantes la variation des propriétés matérielles des plaques FGM :

Les matériaux a gradient de propriétés « FGM » consistent en 1’association de deux
matériaux aux propriétés structurales et fonctionnelles différentes avec une transition
idéalement continue de la composition, de la structure et de la distribution des porosités entre
ces matériaux de maniere a optimiser les performances de la structure qu’ils constituent.

Les caracteristiques les plus distinctes des matériaux FGM sont leurs microstructures
non-uniformes avec des macro-propriétés graduées dans I’espace. Un FGM peut étre définie
par la variation des fractions de volume. La plupart des chercheurs emploient la fonction de
puissance, la fonction exponentielle, ou la fonction sigmoide pour décrire les fractions de
volume.

Les liaisons entre les particules doivent étre assez dures a I’intérieur pour résister a la

rupture, et également assez dures a 1’extérieur pour empécher 1’usure.

Figure 1.11: La Géométrie d'une plague a gradient fonctionnel dans le systeme de
coordonneées cartésiennes rectangulaires

Les coordonnées X et y définissent le plan de la plaque, tandis que I’axe z perpendiculaire a
la surface moyenne de la plaque et dans la direction de I’épaisseur.

Les propriétés du matériau dont le module de Young et le coefficient de Poisson sur les
surfaces supérieure et inférieure sont différentes mais sont déterminées selon les demandes

d’exécution.
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Toutefois le module de Young et le coefficient de Poisson varient de fagon continue, dans le
sens de I’épaisseur (I’axe z) soit: E = E(z),v =v(z). Le module de Young dans le sens de
1’épaisseur de la plaque FGM varie en fonction de la loi de puissance (P-FGM) ou la fonction

exponentielle (E-FGM) ou avec la fonction sigmoide (S-FGM).

1.8.1. Propriétés matérielles de la plaque P-FGM :

La fraction volumique de la classe P-FGM obéit a une fonction en loi de puissance.

(1.1)

z+h/2jp
h

V(z):[

Ou p est un paramétre matériels et h est I’épaisseur de la plaque. Une fois la fraction
volumique locale V(z) a été definie, les propriétés matérielles d’une plaque P-FGM peuvent

étre déterminées par la loi des mélanges [Bao, 1995] :
E(z)=E, +(E, —E,)V(2) (1.2)

Ou Enm et E¢ sont respectivement les modules de Young de la surface inférieure (z=-h/2)et
de la surface supérieure (z = h/2)de la plaque FGM, la variation du module de Young dans la

direction d’épaisseur de la plaque P-FGM est représentée sur la figure 1.12, il apparait
clairement que la fraction volumique change rapidement pres de la surface inférieure pour

p <1, et augmenté rapidement pres de la surface supérieure pour p >1.
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Figure 1.12 : Variation de la fraction volumique dans une plaque P-FGM.
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1.8.2. Propriétés matérielles de la plaque S-FGM :

Dans le cas d’ajouter une plaque P-FGM d’une simple fonction de loi de puissance a une
plague composite multicouche, les concentrations des contraintes apparaissent sur 1’interface
ou le matériau est continu mais change rapidement [Bao, 1995]. Par conséquent, Chung et chi
[Shyang-ho, 2003] ont défini la fraction de volume de la plaqgue FGM en utilisant deux
fonctions de loi de puissance pour assurer une bonne distribution des contraintes parmi toutes

les interfaces. Les deux fonctions de loi de puissance sont définies par :

Vl(z):%(hflzsz Pour —h/2<z<0 (1.3.a)

V2(2)=1—%(h/hZ/;ZJpPour 0<z<h/2 (1.3.b)

En utilisant la loi des mélanges, le module de Young de la plague S-FGM peut étre calculé
par :

E(z) =V,(z2) Ec+[1-V,(z)]Em Pour —h/2<z<0 (1.4.8)

E(z)=V,(z)Ec+[1-V,(z)]JEm Pour 0<z<h/2 (1.4.b)

La figure 1.13 montre que la variation de la fraction volumique dans les équations (I.4.a) et
(1.4.b) représente les distributions sigmoides, et cette plague FGM est appelée (Plaque S-
FGM)

= 5 —o—p=0.1
: —] =
0,1 - + iy —o—p=0.2
7 / p=0.5
029 7 b v—p=1
’\_r/// / / p=2
p=5
p=10

0,6 0.8 1.0

Fraction volumique

Figure 1.13: Variation de la fraction volumique dans une plaque S-FGM.
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1.8.3. Les propriétés matérielles de la plaque E-FGM :

Pour décrire les propriétés matérielles des matériaux FGM, la plupart des chercheurs utilisent

la fonction exponentielle qui s’écrit sous la forme, [Delale, 1983] :

Avec

E(Z) — E eB(Z+h/2)

Bziln
h

|

Ew
E

C

|

(1.5.a)

(1.5.b)

La variation du module de Young a travers 1’épaisseur de la plaque E-FGM est représentée

dans la figure 1.14.
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Figure 1.14 : Variation du module de Young dans une plaque E-FGM.

1.9.Théorie des plaques en matériaux a gradient de propriétés

L’utilisation des matériaux composites est devenue de plus en plus fréquente et ce dans

plusieurs domaines industriels tels que 1’aéronautique, 1’automobile, le nucléaire, et le génie

civil.

Cette utilisation est due au fait que ces matériaux presentent plusieurs avantages, parmi

lesquels on note la haute résistance et la grande rigidité par rapport a leur poids, des

=
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caractéristiques supérieures de fatigue ainsi que la capacité de changer des orientations des
fibres pour répondre a des exigences de conception. Puisque ces matériaux se composent de
deux matériaux ou plus, ils posent beaucoup de problemes au niveau des interfaces
notamment le délaminage et la propagation des fissures entre les couches. Par conséquent, il
est nécessaire d'avoir une bonne comprehension de leurs caractéristiques structurales telles
que les déplacements, la distribution des contraintes a travers I'épaisseur, les fréquences
naturelles, force de flambement et I'effet des états de frontiére et des chargements externes.
Du fait de I’'importance de 1’utilisation des plaques composites dans la conception des
structures industrielles, nous avons besoin d'une théorie efficace pour prévoir exactement les
caractéristiques structurales de ces plaques. En effet, plusieurs auteurs ont proposé des

théories se basant sur des approches analytiques aux problémes des plaques composites.

1.9.1. Les modeles analytiques des plaques FGM :

1.9.1.1 La théorie classique des plaques minces de Love-Kirchhoff (CPT) :

La théorie des plaques minces, ou théorie d’Euler-Bernoulli (Classical plate theory CPT), est
un modele de base utilisé dans le domaine de la résistance des matériaux. La paternité de la
théorie des plaques est attribuée a Galilée, mais des études récentes indiquent que Léonard de
Vinci I’aurait précédé. De Vinci avait supposé que la déformation variait de maniére linéaire
en s'¢éloignant de la surface neutre, le coefficient de proportionnalité étant la courbure, mais il
ne put pas finaliser ses calculs car il ne connaissait pas la loi de Hooke. De son cété, Galilée
était parti sur une hypothese incorrecte (il supposait que la contrainte était répartie
uniformément en flexion), et c'est Antoine Parent qui obtint la distribution correcte. Ce sont
Leonhard Euler et Jacques Bernoulli qui émirent la premiere théorie utile vers 1750, alors que
Daniel Bernoulli, le neveu du précédent, écrivit I'équation différentielle pour Il'analyse
vibratoire.

Dans la théorie classique des plaques, les hypothéses suivantes ont été établies par [G.R.
Kirchhoff 1850].

1) Aucune déformation ne se produit dans le plan moyen de la plaque.

2) La contrainte normale @_est négligeable devant les autres composantes.

3) Une normale au plan moyen avant déformation reste normale au plan moyen aprés la
déformation.

4) L'effet de l'inertie de rotation est négligeable.

Considérons une plague FGM de longueur « a » et de largeur « b », avec une épaisseur « h ».

Le déplacement de la plaque s’écrit comme suit :

=
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0032 =092 T (1.6.2)
OX
V(X y,2) = v, (%, y) — 2200 (1.6.b)

oy

(1.6.c)
W(X,y,z) =W, (X, y)

Avec (uo,vo,wo) sont les composantes du champ de déplacement sur le plan moyen de la

plaque (z =0).

Figure 1.15: Schématisation des déformations dans le cas de la théorie classique des plaques

1.9.1.2 La théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (FSDT) :

La troisiéme hypothése de la théorie d’Euler-Bernoulli veut dire que la déformation due au
cisaillement transversal est négligée. Les effets du cisaillement transversal et de 1’inertie de
rotation deviennent importants lorsque la plaque est relativement épaisse ou lorsque des
solutions précises pour des modes plus élevés de vibration sont désirées. 1l y a eu beaucoup de
théories de plaques prenant en compte ’effet de cisaillement transversal avec un objectif
implicite de minimiser I'erreur le plus possible. [E.Reissner1945] a proposé la théorie de
plaque la plus simple en introduisant I'effet de cisaillement transversal par un complémentaire
dans 1’énergie principale [R.D.Midlin 1951] a présente un travail différent de
[E. Reissner1945], une théorie de premier ordre de plaques ou il a expliqué la déformation de
cisaillement en méme temps qu'un facteur de correction de cisaillement. Dans cette théorie,

les deux premieres hypothéses de Kirchhoff sont maintenues.

=l
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Pour tenir compte de l'effet de cisaillement transversal, la théorie détend 1’hypothese de
normalité de sorte que toute section droite et perpendiculaire a la surface moyenne
non-déformée reste droite mais pas nécessairement perpendiculaire a la surface moyenne
déformée. Cette hypothése implique que la déformation de cisaillement transversale est
différente de zéro, mais elle mene également a la violation statique de la contrainte de
cisaillement qui est nulle sur les surfaces extérieures puisque la contrainte de cisaillement
devient constante suivant toute I'épaisseur de la plaque. Pour compenser cette erreur, Mindlin
a proposé un facteur de correction de cisaillement a appliquer pour la force de cisaillement.
En outre, Mindlin a modifi¢ la quatriéme hypothese de sorte que 1’effet de I'inertie rotation est
inclue.

Dans la théorie du premier ordre des plaques, le champ de déplacement est exprimé sous la

forme :
u(X,y,z) =Us (X y) + 24, (X, ) (1.7.a)

V(X Y,2) =V, (X, Y) + 28, (X, Y) (1.7.b)

(1.7.c)
W(X,Y,2) =W, (X, y)
Avec : (Ug,V,,W,)et(d,,d,)sontles déplacements en membrane et les rotations autour des
axes X et y, respectivement.

Le champ de déplacement défini dans I’expression ci-dessus permet de reprendre la théorie

classique des plaques décrite dans la derniere section par le remplacement ¢, =— 5 2.
X
oW
(I)y =- . .
oy

Figure 1.16: Schématisation des déformations dans le cas de la théorie des plaques du premier
ordre
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1.9.1.3 La théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT) :

Pour franchir les limites des théories du premier ordre, plusieurs auteurs proposent des
théories a un ordre supérieur. Les modeles sont basés sur une distribution non linéaire des
champs suivant 1’épaisseur. Ces modeles permettent de représenter le gauchissement de la
section dans la configuration déformée.

La cinématique des théories d'ordre supeérieur sont basées sur le développement de série de

Taylor, d’une manicre générale, elles s’expriment :
u(x,z,t) =u(x,t) + z¢" (x,t) + 229> (x,t) + 2°p> (x,t) + 2°¢"* (X, 1) +...

Partons de ce principe, nous pouvons utiliser différents ordres, en fonction de la complexité
du probléme et de la précision souhaitée. La plupart des études sont basées sur un
développement en troisieme ordre, assurant ainsi un niveau minimum de complexité. La
valeur ¢; détermine la nature de la théorie. Ainsi la théorie du premier ordre de Reissner-
Mindlin et obtenue en posant : ¢;pour i=2, 3, 4...

En principe, les mode¢les d’ordre supérieur sont plus précis que les modéles de premier ordre.
La précision augmente avec 1’ordre de développement. C’est-a-dire avec le nombre de
parametres supplémentaires. Cependant, les conditions aux limites sur bords sont difficiles a
satisfaire et le nombre de variables de déplacement indépendantes dépasse celui des modéles
classiques. Pour réduire le nombre de parameétre de déplacement, plusieurs simplifications
sont proposées. On impose souvent les conditions de nullité des contraintes de cisaillement
transverse aux surfaces supérieure et inférieure de la plaque. Le développement en série de
Taylor est utilisé avec ¢* =¢* =0

Et pour la facilité d’écriture, Le champ de déplacement d’un point matériel dans la plaque

basée sur la théorie d’ordre supérieur :

oW, (X, Y)
OX

u(x,y,z) =u(x,y) -2 +¥(2)e,(xy) (1.8.a)

Mo (%, Y) (1.8.b)

V(X Y, 2) =V, (xy) -2 +¥ (), (xy)

(1.8.c)
W(X, Y, z) =W, (X, Y)
Avec : (u,,V,,W,)et(o,,9,)sont les déplacements en membrane et les rotations

autour des axes x et Y, respectivement, W(z) est une fonction de cisaillement transverse

-
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caractérisant les théories correspondantes. En effet, les déplacements de la théorie classique
de plaque (CPT) est obtenu en prenant W(z) = 0, alors que la théorie de premier ordre (FSDT)

peut étre obtenue par ¥ (z) =z.

Figure 1.17: Schématisation des déformations dans le cas de la théorie d’ordre supérieur des
Plaques.

Les déplacements de théorie de déformation de cisaillement du troisiéme ordre de Reddy
(TSDT) [Reddy 1997], [Reddy 1999] sont obtenus par :

-t 1.9
Y(z)=z(1 3h2z) (1.9)

Dans le modele de Reddy, le champ de déplacement membranaire est cubique. Ce modeéle
donne une bonne approximation pour les contraintes de cisaillement transverse par rapport a
la solution d’¢lasticité tridimensionnelle.

La distribution des contraintes de cisaillement transverse est parabolique dans 1’épaisseur. Les
conditions aux limites sur les surfaces libres sont satisfaites.

[Touratier 1991] propose le mode¢le sinus (SSDT) qui est différent des autres mod¢les d’ordre
supérieurs puisqu’il n’utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction trigonométrique
sinusoidale est donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement

dans I’épaisseur. La fonction de cisaillement transverse s’écrit comme ci-dessous :
h . (nz
Y(z) =—sin — (1.10)
T h

Les contraintes de cisaillement transverses déterminées par les modéles (sinus) prennent une
forme cosinusoidale dans 1’épaisseur de la poutre. La précision de ce modele par rapport a la

solution exacte est meilleure que la théorie de Reddy.

=
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La version exponentielle de la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé (The
exponential shear deformation plate theory ESDPT) développée par Karama et al.

[Pindera, 1994] est obtenue en prenant :

Y(z) =2 Et ¢, =0 (1.11)

La version hyperbolique de la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé (The
hyperbolic shear deformation plate theory HSDPT) développée par [Ait Atmane 2010] est

obtenue en prenant :

h/x)sinh *
cosh(rn/2) (n/z)sin hzj

YO kosh(i2)-1)"  Teosh(x/2)-1

1.9.2. Revue sur les différents modéles de la théorie d’ordre élevé :

Pour franchir les limites des théories du premier ordre, plusieurs auteurs ont propose quelques
contributions importantes pour le développement de modéles d’ordre élevé qui se sont
distingués dans la littérature par 1’expression de la fonction de cisaillement f(z). Les
modeles sont basés sur une distribution non linéaire des champs de déplacement a travers
I’épaisseur, et qui permettent de représenter le gauchissement de la section transversale dans
la configuration déformée (Figure 11.3) [Whitney 1973] ; [Nelson et al 1974] ; [Lo et al 1977];
[Touratier 1991]. Nous citons en particulier :

- L’approche d’ Ambartsumyan [Ambartsumyan 1969] avec ;

2 2
f(z2)=2 Nz (1.13)
204 3
- L’approche de Reissner [Reissner 1945] avec ;
5 47° (1.14)
f(z2)=—-z|1-— '
0-3-%)
- L’approche de Levinson, Murthy [Murthy 1981] et Reddy Avec ;
47° (1.15)
f(z2)=2|1-— '
{15 |

Dans le modéle de Reddy, le champ de déplacement membranaire est cubique et le
déplacement normal w, est constant [Reddy 1984]. Ce modéle donne une bonne
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approximation pour les contraintes de cisaillement transverse par rapport a la solution
élastique tridimensionnelle dans le cas homogeéne.

La distribution des contraintes de cisaillement transverse est parabolique a travers 1’épaisseur
(elle doit étre parabolique par couche pour un multicouche). Les conditions aux limites sur les
surfaces libres sont satisfaites. Les reésultats du modele de Reddy sont également trés proches
des deux modeles d’ordre élevé proposés par [Kant et al 2002].

Touratier propose le modéle (sinus) qui est différent des autres modéles d’ordre élevés
puisqu’il n’utilise pas de fonction polynomiale. Une fonction trigonométrique sinusoidale est
donc introduite pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement a travers

I’épaisseur [Touratier 1991]. La fonction de cisaillement transverse s’écrit comme suite:
h . (zz) hg (F1) (#z
f(z)=—sin| —|=—)>» ———| — [(2n+1
(2) z [hj nz(2n+1)! h ( )
2 .2 4 4 6 -6
g1 F B T e, (1.16)
31h* 51h* 71h°
Les contraintes de cisaillement transverses déterminées par le modele (sinus) prennent une
forme cosinusoidale a travers 1’épaisseur de la plaque. La précision de ce modéle par rapport a
la solution exacte est meilleure que la théorie de [Reddy 1984]. En se basant sur les travaux
de Touratier, un élément fini triangulaire a six nceuds, est construit pour les structures
multicouches non linéaires géométriques par [Polit et al 1997] et [Dau et al 2006].

Récemment, [Afaq 2003] proposent un modéle exponentiel avec une cinématique plus riche.
La fonction de distribution de cisaillement transverse est de la forme Suivante:

f(z) = ze 2 (1.17)
Le choix de la fonction exponentielle permet un développement en puissance pair et impair de
la variable z, alors que la fonction (sinus) de [Touratier 1991] ne permet qu’un
développement en puissance impair.
Malgré le fait que les modeles d’ordre élevé assurent une continuité de déplacement et de
déformation a l’interface, les contraintes de cisaillement Inter-laminaire et les contraintes
d’interface, restent discontinues. Ceci présente un inconvénient lors de I’analyse locale de
I’interface des structures multicouches dont les propriétés des couches sont tres différentes.
Nous regroupons dans le tableau suivant les différentes fonctions de cisaillement ainsi qu’une

comparaison entre les différents modeles.

0
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Tableau 1.3 : Différentes fonctions de cisaillements utilisés dans les théories des plaques
isotropes et FGM

Fonction de Distribution |, etficient de Domaine de
Théorie intitulé cisaillement de}/x.z et correction de validits
7,, suivantz cisaillement
f(2)
CPT.Kirchoff .
[Kirchoff 1850a] | , T"oon® 0 | o .
et [Kirchoff C asilque es | T aques minces
1850b] plaques
Théorie de 7 Pladues
FSDT Midlin deéformation ) .
o constante Requis moyennement
[Midlin 1951] des plques du )
ler ordre epalsses
Ambartsumian Théorie z(h* Z? Plagues minces
[Ambartsumian, d’ordre 2l 2 3 Quadratiques Non Requis | et moyennement
1958] supérieur épaisses
) Théorie 5 47° )
[ReE:rllzsrnelrWS] d’ordre 2 {LWJ Paraboliques Non Requis Pli?léesairgslgsces
’ supérieur P
Théorie de
T-I(_)?J?;t-ire'r déformation Esin zz Paraboliques Non Requis Plagues minces
[Touratier, 1991] trigonométriqu ps h g g et épaisses
’ e des plaques
Théorie de
SSa[I)FE'I};;err?;n (;at deformation “2z/n)’ Paraboliques Non Requis Plaques minces
N 2003] exponentielle ze et épaisses
des plagues
Théorie de
PSDPT ) - 2 .
déformation 47 : : Plaques minces
REd?g;[gAR,]eddy parabolique z(l 3h2j Paraboliques Non Requis ot épaisses
des plagues
Théorie de
Aydogdu déformation _2zhy’ . : Plaques minces
[Aydogd 2003] | exponentielle za "9 a=0 Paraboliques | Non Requis et épaisses
des plagues
Elmeiche, Tounsi Théorie h/7)sin(hz/~ .
et al [Elmeiche et | raffinée des ( / r)] ( / ) Paraboliques Non Requis Plae(ztéesagslgges
al 2011] plagues cosh(7/2-1) P
f(2) cosh(7z/2) ,
Aite at t al Théori [COSh(ﬂ/z)_l]
ite atmane et a éorie . .
[Aite atmane et | raffinée des (h/z)sinh(zz/h) Paraboliques | - \on Requis | T1adues minces
_ et épaisses
al 2010] plaques
[ cosh(z/2)-1]
o Théorie 1(z) 5(z\ . .
Shimpi [Shimpi raffinée des h _(_)__(_) Paraboliques Non Requis Plaqu,es minces
2002] plaques 4\h) 3\h et épaisses

)
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1.9.3. Solutions exactes des plagues:

Méme si ces solutions ne satisfont pas la définition des modeles de plaque présentée ci-dessus
(puisqu’elles n’admettent aucune approximation sur la description des variables au travers de
I’épaisseur de la plaque), il convient de les mentionner puisqu’elles sont souvent utilisées
avec les modéles de plaques a titre de comparaison. Par ailleurs, les solutions exactes utilisées
pour des plaques en flexion ne refletent que trés rarement les "cas réels". Méme si ces
solutions ne satisfont pas la définition des modeles de plaque présentée ci-dessus (puisqu’elles
n’admettent aucune approximation sur la description des variables au travers de I’épaisseur de
la plaque), il convient de les mentionner puisqu’elles sont souvent utilisées avec les modeles
de plaques a titre de comparaison. Par ailleurs, les solutions exactes utilisées pour des plaques
en flexion ne refletent que trés rarement les "cas réels".

Les premiéres solutions exactes furent données pour des plaques en flexion cylindrique
composées de matériaux isotropes. Ainsi en 1877 [Lévy 1877] donne une solution exacte pour
les plaques isotropes rectangulaires en flexion cylindrique. Pour les cas limités aux plaques
multicouches rectangulaires simplement appuyées dont les axes d’orthotropie sont confondus
avec le repére de la plague, [Pagano 1969,1970] présente une solution pour le cas statique
[Srinivas et al. 1970]. Ces solutions font partie des solutions les plus connues et les plus
employées encore a ce jour dans la littérature. Par la suite une autre méthode permettant de
simuler la flexion des plaques orthotropes avec un empilement de couches symétriques a été
présentée par [Reddy et al. 1991] pour le cas statique [Noor et al. 1992] pour le cas
dynamique. Pour ces modeles basés sur les équations d’équilibre de la mécanique, aucune
approximation n’est effectuée pour I’estimation de la distribution des contraintes et des

déformations.

11.10. Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons défini les matériaux a gradient de propriétés « FGM », I’histoire
de leur développement, leurs propriétés, leurs principales méthodes de fabrication, leurs
domaines d’application et les lois régissantes la variation des propriétés matérielles des
plagues FGM.

La variation spatiale et progressive des propriétés des matériaux a gradient de propriétés
permet de créer des structures innovantes qui peuvent étre exploitées dans de nombreux

domaines d’application a savoir les structures spéciales et de génie civil.
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On a étalé aussi les différents modeles sur les théories des plaques développées dans la
littérature pour améliorer I'évolution de la variation du champ des déplacements a travers
I'épaisseur des plaques.

Parmi les modéles analytiques des plaques FGM on présentera : La theorie classique des
plagues minces de Love-Kirchhoff (CPT), celle de la déformation en cisaillement du premier
ordre (FSDT) ; la déformation en cisaillement d’ordre élevé (HSDT) d’une part.

.
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Chapitre 11 : Revue des Recherches sur les structures en
matériaux a gradient de Propriétes

11.1. Introduction :

Les matériaux composites multicouches sont largement utilisés dans I'aérospatiale, la
mécanique, le génie civil, le nucléaire et I'automobile en raison de leurs fonctionnalités
exceptionnelles telles qu'un ratio élevé de la rigidité, de la résistance de la masse et le faible
colt de maintenance. Les matériaux composites stratifiés classiques présentent une disparité
des propriétés mécaniques d’une interface a 1’autre en raison de l'agrégation de deux
matériaux distincts. En conséquence, la concentration des contraintes se produit
habituellement a I'interface, ce qui conduit a un dommage sous la forme d'une délamination).
Pour cette raison Les matériaux fonctionnellement gradués (FGMs) ont été proposés afin de
surmonter ces problemes. Le FGM est le matériau composite avancé qui est constitué de deux
ou plusieurs phases constituantes avec une variation continue des propriétés du matériau d'une

surface a une autre, d’ou I’élimination de la concentration des contraintes.

De méme on essayera de fournir une documentation sur les théories existantes concernant la
modélisation et l'analyse des plagues FGM tout en mettant I'accent sur les modéles ESL
comme les théories CPT, HSDTs, TSDT, FSDT, les théories simplifiées et les théories
mixtes. En outre, un examen détaillé de la documentation se rapportant a I'élaboration de

solutions d'élasticité en 3D et une formulation unifiée est également signalée.
11.2. théories sur les plaques monocouches “°ESL’’ :
11.2.1. Modele CPT :

La théorie classique des plaques CPT est fondée sur I'hypothese de love-Kirchhoff qui stipule
que les lignes droites restent droites et perpendiculaires au panier intermédiaire apres
déformation. Ces hypothéses impliquent la disparition du cisaillement et négligent les effets
de deformation par cisaillement. La CPT est le modele le plus simple des théories ESL et il
ne convient qu'aux plaques FGM minces ou les effets du cisaillement et de la déformation

normale sont négligeables.

g
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[Feldman et al. 1997] ont étudié le flambement élastique des plaques FGM sous chargement
en compression uni-axiale en utilisant une combinaison d'approches structurelles et
micromécaniques. Les équations dérivées de la CPT ont été analytiquement résolues pour la
charge de flambement des plaques FGM avec différentes conditions aux limites. [Javaheri et
al. 2002a, 2002b] ont employé la CPT pour vérifier le flambement des plaques FGM et leur
comportement dans le cadre des quatre types de charges thermiques [Javaheri et al. 2002a] et
charges de compression [Javaheri et al. 2002b]. Bases sur le CPT, [Kiani et al. 2011] ont
présenté des solutions analytiques pour la température critique de flambement des plaques
FGM reposant sur une fondation élastique sous trois différents types de charges thermiques.
Cependant, la charge de flambement a été calculée en utilisant la méthode des élements finis

au lieu des solutions de Navier dans leurs travaux [Javaheri et al. 2002a].

La charge-déformation non linéaire et les réponses de 1’aprés flambement des plaques FGM
reposant sur une fondation élastique dans le plan et les charges transversales ont été étudiées
par [Yanga et al. 2003] en utilisant la CPT avec les hypothéses de Von Karman.
[Ghannadpour et al. 2009] ont également utilisé la CPT avec les hypothéses de Von-Karman
pour étudier les réponses non linéaires de pression transversale des plaques FGM. Toutefois,
ils ont utilisé le principe du minimum d'énergie potentielle pour obtenir les solutions

analytiques des plaques avec appui simple.

[Woo et al. 2006] ont étudié la vibration non linéaire de plagues FGM dans un environnement
thermique. Les équations non linéaires dérivées de la CPT avec les hypothéses de Von
Karman étaient résolues pour les plagues FGM avec des conditions limites arbitraires a l'aide
d’une série de méthodes. [Hu et al. 2011] ont également adopté la CPT avec les hypothéses de
Von Karman pour effectuer des analyses de stabilité et de vibrations des plaques FGM sous
excitation dans le plan. La vibration libre des plagues FGM avec différentes conditions aux
limites reposant sur une fondation élastique a été étudiée par [Chakraverty et al. 2014] a l'aide
de la CPT et de la méthode de Rayleigh-Ritz.

Les vibrations non lineaires forcées des coques doublement courbées peu profondes ont éeté
étudiées par [Alijani et al. 2011] a l'aide de la CPT avec les hypothéses de Von Karman et la
discrétisation de Galerkin multimodal. [Du et al. 2014] ont étudié la vibration non linéaire de
coques cylindriqgues FGM sous excitation basée sur la CPT avec les hypothéses de Von

Karman en combinaison avec une méthode multi - échelle. [Du et al. 2013] ont etudié la

-
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vibration non linéaire et sa réponse pour les coques tubulaires en FGM dans les
environnements thermiques qui suit une approche similaire. [Ebrahimi et al. 2014] ont étudié
la vibration libre des coques cylindriques en utilisant la CPT en conjonction avec la

quadrature de différentielle généralisee et les méthodes en quadrature intégrale genéralisée.

Les deux pré-flambement non linéaires de déformation et imperfections géometriques initiaux
ont été inclus dans I'analyse post flambement a I'aide d'une théorie des couches limites du
flambement. Le chemin d'équilibre post flambement et la charge de flambement ou de la
température ont été déterminés en utilisant une technique de perturbation singuliere. [Woo et
al. 2003] ont enquété sur le comportement post flambement des plaques FGM et des coques
cylindriques peu profondes sous charges mécaniques et thermiques utilisant la CPT et les
hypothéses de Von Karman. Des solutions analytiques ont été obtenues a I'aide d'une de série

des solutions mixtes.

[Woo et al. 2001] ont étudié la flexion non linéaire de plaqgues FGM minces sous charges
transversales et chargement thermique. Les équations dérivées de la CPT avec les hypothéses
de Von Karman étaient analytiquement résolues pour la flexion, et le moment de flexion d'une
plague FGM simplement appuyée en utilisant la méthode des séries de Fourier. [Nguyen et
al. 2013a], [Nguyen et al. 2014a] et [Nguyen et al. 2014b] a l'aide de la CPT et la technique
de raidisseur enduite de Lekhnitsky. [Nguyen et al. 2012], [Nguyen et al. 2013b] ont effectué
I'analyse dynamique non linéaire de I'imperfection des plagues minces en FGM doublement
courbées reposant sur une fondation élastique soumises aux charges mécaniques et thermiques

utilisant la CPT avec les hypotheses de Von Karman.

Il est intéressant de noter que le couplage étirement- flexion existe en plagues FGM ceci est
du a la variation des propriétés du matériau a travers I'épaisseur. Par conséquent, la surface
neutre de la plaque FGM ne coincide pas avec son milieu. Ce couplage pourrait étre éliminé si
les équations ont été calculées en se fondant sur la surface neutre. Ces observations ont été
confirmées par [Zhang et al. 2015] En reformulant la CPT pour plaques FGM basée sur la
surface neutre et par conséquent, obtenir les équations du mouvement sous forme de plaques
isotropes. La surface neutre basée sur la CPT a été adoptée par [Bodaghi et al. 2011] Pour
étudier le flambement des plaques FGM reposant sur une fondation élastique sous

compression non uniforme.

.
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Depuis le couplage de flexion et d’étirement une plaque FGM soumise a des charges en
compression dans le plan produit des déflexions transversales et des moments de flexion ,par
conséquent, le flambement de type bifurcation ne se produira pas. Les conditions pour le
flambement de type bifurcation prévues par I’action des charges de compression dans le plan
ont été examinées par [Aydogdu 2008]. Il est observé que le flambement de type bifurcation
survient lorsque la plaque est complétement serrée. Pour une plaque a bords mobiles, 13, le
flambement de type bifurcation survient lorsque les charges dans le plan sont appliquées a la
surface neutre [Aydogdu 2008].

11.2.2. Modéle FSDT :

La théorie sur la déformation par cisaillement du premier ordre FSDT a été développée par
[Mindlin 1951] I’effet de déformation par cisaillement se produit par I’intermédiaire d'une
variation linéaire du déplacement dans le plan a travers I'épaisseur. Il est a noter que la théorie
développée par [Reissner 1945], [Reissner 1947] présente elle aussi I'effet de déformation par
cisaillement. Toutefois, les deux théories ne sont pas similaires (Reissner avec la théorie de
Mindlin). La différence majeure entre les deux théories a été établie par [Wang et al. 2001] En
dérivant les relations de la flexion entre Mindlin et Reissner pour les problémes généraux des
plaques. Depuis la theorie de Reissner est fondée sur I'nypothese d'une distribution des
contraintes de déformation linéaire et une distribution des contrainte de cisaillement
paraboligue, sa formulation conduira inévitablement a la variation cylindrique et n'étant pas
nécessairement linéaire a travers I'épaisseur de la plaque [Wang et al. 2001]. On outre , il
serait erroné de se référer a la théorie de Reissner FSDT qui implique une variation linéaire
des déplacements a travers I'épaisseur. Une autre différence entre les deux théories est que la
contrainte normale qui a été incluse dans la théorie Reissner a été omise dans la théorie de
[Mindlin 1975].

[Chen 2005] a étudié la vibration non linéaire des plaques FGM soumises a une action
combinée des résistances en compression dans le plan initial et de flexion a l'aide de I'FSDT
avec les hypotheses de Von Karman. La fréquence non linéaire des plaques avec appui simple
a été obtenue a l'aide de la méthode Galerkin en combinaison avec la procedure itérative de
Runge-Kutta. La vibration libre des plagues FGM reposant sur une fondation élastique a été
étudiée par [Fallah et al. 2013] a l'aide de la FSDT et une approche semi-analytique qui est

fondée sur une combinaison d’une série de puissances infinies et la méthode Kantorovich.

.
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[Lanhe 2014] et [Bouazza et al. 2010] ont dérivé des solutions analytiques pour les
températures de flambement des plaques FGM simplement appuyées sous deux types de
charges thermiques utilisant la FSDT et la solution de Navier. [Yaghoobi et al. 2013a] ont
étudié le flambement des plaques sandwich en FGM reposant sur une fondation élastique sous
charges thermiques et mécaniques. La FSDT et la méthode des séries de puissances
Frobenius ont été adoptées pour calculer la charge critique de flambement des plaques FGM

sous différentes conditions aux limites.

Les solutions analytiques pour l'analyse des vibrations libres des plaques de type Levy
reposant sur une fondation élastique ont été proposées par [Hosseini-Hashemi et al. 2010] a
l'aide de la FSDT et les solutions de Levy. [Hosseini-Hashemi et al. 2011c] ont amélioré
leurs travaux antérieurs [Hosseini-Hashemi et al. 2010] en tenant compte de l'effet du
couplage entre I’étirement et les déplacements transversaux. [Yaghoobi et al. 2013b] ont
également suivi une approche similaire pour dériver une solution de type prélévement pour la
charge de flambement des plagues FGM reposant sur une fondation élastique sous un

chargement thermique.

En plus des recherches effectuées sur les plaques rectangulaires dans les travaux sus-
mentionnés, la FSDT a été également appliquée aux plaques circulaires et plaques tubulaires.
[Reddy et al. 1999] ont étudié la flexion avec ’effet d’étirement pour I’analyse des plaques
tubulaires en FGM en utilisant la FSDT.

La FSDT était également utilisée pour les modeles des coques en FGM. [Reddy et al. 1998]
ont étudié la réponse dynamique des cylindres et des plaques FGM soumises a deux différents
types de charges thermiques utilisant la FSDT et la méthode des éléments finis. [Shahsiah et
al. 2003a], [Shahsiah et al. 2003b] ont dérivé des solutions analytiques pour le flambement
thermique des coques cylindriques en FGM simplement appuyées et soumises a deux types de
charges thermiques utilisant la FSDT et les solutions de Navier. Les solutions analytiques
pour la température critique de flambement des plaques et coques en FGM sous différents
types de charges thermiques ont été obtenues en se basant sur la FSDT. [Behjat et al. 2009]
ont étudié la flexion statique, la vibration libre et les réponses transitoires des panneaux
cylindriques piézoélectriques en FGM soumises a des charges mécaniques, thermiques et

électriques en utilisant la FSDT et la méthode des éléments finis.

.
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11.2.3. Modéles HSDTs :

La théorie sur la déformation par cisaillement d’ordre éléve HSDT est modélisée pour les
variations d'ordre supérieur des déplacements dans le plan ou de deux plans (déplacements
transversaux) (c'est-a-dire la théorie quasi-3D) a travers I'épaisseur, et par conséquent on
mesure les effets de déformation par cisaillement ou de cisaillement et de déformation
normale. Les modeles HSDTs peuvent étre développés a l'aide des fonctions sous forme

polynomiale ou une fonction non-polynomiale.
11.2.3.1. Modeéles basés sur une fonction polynomiale

[Qian et al. 2003], [Qian et al. 2004] et [Gilhooley et al. 2007] ont employé une méthode sans
maillage local de Petrov et Galerkin et la méthode quasi-3D de [Batra et al. 2002] pour
étudier la flexion et la vibration des plaques FGM. [Matsunaga 2008a], [Matsunaga 2008b] a
développé une théorie quasi-3D pour I’analyse du flambement et de la vibration libre des
plaques en FGM [Matsunaga 2008b] et les coquilles peu profondes [Matsunaga 2008a].

[Xiang et al. 2011] ont proposé une énieme théorie de déformation en cisaillement d'ordre
élevé pour I'analyse des vibrations libres des FGM et plaques sandwich composites. Le champ
de déplacement de leur théorie a été obtenu en modifiant la zone de déplacement de la TSDT
pour tenir compte des valeurs polynomiales. La TSDT est donc déduite comme un cas
spécifique. Cette théorie a été étendue aux probléemes de flexion des plaques FGM [Xiang et
al.2013a] ,aux problémes des vibration libre des plaques isotropes [Xiang et al. 2013b], des
plaques sandwich en FGM [Xiang et al. 2013c] et des plaques FGM reposant sur une
fondation élastique [Xiang et al. 2014]. [Xiang et al. 2013a] ont évalué diverses théories de
déformation par cisaillement a cing inconnues pour la flexion des plaques FGM a l'aide d'une
méthode sans maillage avec cannelure SobhyRBFs, tandis que [Sobhy 2013] ont évalué
diverses théories de déformation par cisaillement a cing inconnues pour le flambement et la
vibration libre des plaques sandwich FGM reposant sur une fondation élastique avec
différentes conditions aux limites en utilisant une série de méthodes . [Wattanasakulpong et
al. 2013] ont utilisé la TSDT améliorée de [Shi 2007] et la méthode de Ritz pour I’analyse des
vibrations libres et les problemes de vibrations forcées des plaques serrées en FGM sous les

charges thermiques.

.
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Basee sur le champ de déplacement de [Lo et al. 1997] et [Lo et al. 2015], [Reddy 2011] a
développé une HSDT généralisée avec la non linéarité géométrique de Von Karman pour

I’analyse thermomécanique des plaques FGM.
11.2.3.2. Modeéles basés sur une fonction non- polynomiale :

La fonction non-polynomiale a été utilisée pour la premiere fois par [Levy 1877] avec une
fonction sinusoidale pour élaborer une théorie raffinée pour les plaques épaisses isotropes. La
fonction sinusoidale a été adoptée plus tard par [Stein M 1986] et [Tourati M 1991] pour
développer une théorie de déformation par cisaillement sinusoidale a cing variables (SSDT)
pour les plagues composites stratifiées et isotropes, respectivement. La SSDT a été largement
utilisée pour I'étude de la courbure des plaques composites [Zenkour 2004a], [Zenkour
2004b]et [Ferreira 2005], le flambement des plaques composites [Zenkour 2004c], la flexion
des plaques sandwich FG [Zenkour 2005a] et [Zenkour et al. 2010a], le flambement et la
vibration des plaques sandwich en FGM [Zenkour 2005b] et [Zenkour et al. 2010b], les
vibrations des plagues FGM [Zenkour 2005c], la flexion des plaques FG [Zenkour 2006], la
flexion thermique des Plaques FGM reposant sur une fondation élastique [Zenkour 2009], le
flambement thermique des plaques FGM reposant sur une fondation élastique. Pour les
poutres en nano [Zenkour et al. 2011], [Thai et al. 2012] et les plaques en nano composites
[Thai et al. 2014]. Les relations entre la SSDT flexion et la CPT quantités ont été dérivées par

[Zenkour 2012] pour les plaques de type levy en FGM.

[Mouffoki et al. 2019] ont étudié la thermo-vibration des nanofibres fonctionnellement
graduées (FG) soumises a une distribution de température linéaire et uniforme et la structure a
été modélisée par une nouvelle théorie de poutre en tenant compte de I'effet de la déformation
par cisaillement sans facteur de correction. Ils ont supposé que les propriétés matérielles de la
nanostructure dépendent de la température et I'influence de I'échelle de taille est capturée a

I'aide de la théorie d'Eringen sur I'élasticité non locale.

[B. Fahsi et al. 2019] ont développé une nouvelle théorie raffinée de la déformation par
cisaillement quasi 3D pour les analyses de flexion, de flambement et de vibration libre d'une

poutre poreuse en FGM reposant sur une fondation élastique avec seulement trois inconnues.

[Attia.B et al. 2019] ont enquété sur le comportement thermodynamique des plaques FGM

simplement appuyée reposant sur une fondation élastique et soumises a deux températures

.
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différentes sur son épaisseur. Les équations dérivees de la HSDT avec un champ de
déplacement qui contient des formes intégrales indéterminées et qui ne nécessite que quatre

inconnues.

[Soldatos 1992] a d’abord employ¢ une fonction hyperbolique afin de développer une théorie
HSDT pour plaques composites stratifiées. [Akavci 2010] et [Akavci 2014] a proposé une
nouvelle fonction HSDT hyperbolique pour développer une analyse pour la flexion de plaques
composites [Akavci 2010] et I'analyse de vibration libre des plaques FGM reposant sur une
fondation élastique [Akavci 2014].

[Tounsi et al. 2019] ont analysé le flambement des plaques sandwich simplement appuyées
FGM avec I’application d’une nouvelle théorie de déformation par cisaillement d'ordre
supérieur (HSDT) qui tient compte a la fois des effets de déformation en cisaillement et
d’étirement en épaisseur par une variation parabolique de tous les déplacements et satisfait
aux conditions aux limites sans contrainte sur les surfaces supérieure et inférieure de la plaque
sans nécessiter de facteur de correction de cisaillement, avec un nombre d'inconnues réduit .
A la différence du HSDT conventionnel, le présent a un nouveau champ de déplacement qui

introduit des variables intégrales indéterminées.

La fonction exponentielle a été utilisée pour la premiere fois par [Karama et al. 2003] pour
I'élaboration d'une HSDT pour poutres composites. [Aydogdu 2009] a approfondi ses travaux
antérieurs [Karama et al. 2003] des plaques composites. [Mantari et al. 2011] ont également
recouru a la fonction exponentielle pour développer une HSDT pour les coques composites et
sandwich. La HSDT de Mantari a été adoptée par [Mantari et al. 2014a] pour étudier le

comportement de flexion des plaques FGM.

[Boukhatem et al. 2019] ont évalué la vibration libre de nano plaques, telles que les feuilles de
graphéme monocouche (SLGS), reposant sur un support élastique en appliquant un nouveau
modele mathématique de théorie des plaques raffiné incluant des effets a petite échelle. ils ont
également utilisé un champ de déplacement a quatre inconnues qui introduit des variables

intégrales indéterminées.

[H. Hellal et al. 2019] ont démontré les effets de I’environnement hygrothermique sur la

dynamique et le flambement des différents types de plaques sandwich en matériau FGM sur

.
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des fondations élastiques de «Winkler — Pasternak»en employant la theorie de la HSDT a

quatre variables.

une théorie éfficace du cisaillement d'ordre élevé et de la déeformation normale est présentée
par [M. Khiloun et al. 2019] pour I'analyse des vibrations statiques et libres de plaques FGM

avec un nombre réduit d'inconnues et d'équations régissant la théorie actuelle.

[M. Mekerbi et al. 2019] ont étudié le comportement thermodynamique des plaques sandwich
FGM reposant sur des fondations Winkler / Pasternak / Kerr et dans diverses conditions aux
limites, en utilisant une théorie 2D raffinée des plaques. La plague est considérée comme

soumise & un champ de température sinusoidal harmonique dans le temps.

La distribution non linéaire de la température pour des vibrations libres des plagues sandwichs
FGM simplement appuyées reposant sur un support élastique Winkler, Pasternak ou Kerr. est
présentée par [A. Daikh et al. 2019] en utilisant la théorie des plaques de déformation par
cisaillement du troisieme ordre du principe de Reddy et Hamilton qui inclut les effets

thermiques des charges uniformes, linéaires et non linéaires dans I'épaisseur.

En outre, les fonctions non-polynomiales ont également été employées pour développer des
théories quasi-3D sur I’effet du cisaillement et de la déformation. Par exemple, [Zenkour
2007] a employé la fonction sinusoidale pour développer une théorie quasi-3D pour plaques
FGM. [Mantari et al. 2012] ont présenté une formulation généralisée dans laquelle de
nombreuses théories quasi-3D peuvent étre déduites en utilisant des polynémes ou des
hybrides ou des fonctions trigonométriques. [Mantari et al. 2014b] ont optimisé la théorie
quasi-3D sinusoidale pour I’analyse de la flexion des coques en FGM. [Mantari et al. 2013]
ont amélioré leurs travaux antérieurs [Thai et al.2014] en incluant I'effet d'étirement de

I'épaisseur des plaques FGM.

11.3. Conclusion :

L'élaboration de divers modeles pour la modélisation et I'analyse des plaques FGM a été
systématiquement examinée et discutée dans ce chapitre. De meme les modéles ELS, la
theorie d'élasticité 3D et la formulation unifiée ainsi qu’un grand nombre de modeles de
calcul ont été proposés pour prédire la réponse du comportement des plaques FGM sous

charges mécaniques et thermiques.

.
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Il est a noter que la plupart des études actuelles sur I'analyse 3D des plaques FGM sont
limitées & des approches analytiques pour le flambement, la déformation linéaire et les
problémes de vibration libre.

.
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Chapitre 111 : Le modele théorique et le développement
analytique

I11.1. Introduction

Toute proposition d’un probléeme de mécanique des milieux continus, devra s’inspirer d’un
calcul approximatif des grandeurs généralisées sur la base du systeme des équations
d'équilibre, de compatibilité et des conditions aux limites relatives a la structure, associée a la
mise en place d'une loi de comportement reliant les contraintes et les déformations

géneéralisées.

Ce chapitre est consacré a I’analyse de la vibration libre des plaques fonctionnellement
graduées simplement appuyées en utilisant une nouvelle théorie de déformation de
cisaillement hyperbolique dans un environnement Thermique ayant des propriétés matérielles
qui dépendent de la température. La présente théorie utilise seulement quatre inconnues et par
conséquent, le nombre d’équations du mouvement est réduit, ce qui est différent des autres
théories de deformation de cisaillement qui utilisent cinq ou plusieurs inconnues de
déformation de cisaillement., La théorie présentée est de forme compatible et fortement
similaire a la théorie classique des plaques dans plusieurs approches. Elle n’exige pas de
facteur de correction de cisaillement, et donne lieu a des variations paraboliques des
contraintes de cisaillement transversal a travers 1’épaisseur pour satisfaire les conditions des
contraintes de cisaillement nulles dans les faces supérieure et inférieure de la plaque. Le point
culminant de la présente théorie proposée c'est qu'elle utilise des termes intégrés indéterminés
dans le champ de déplacement et implique un plus petit nombre de variables et d'équations

gouvernantes que d’autres théories.
111.2. Formulation théorique
111.2.1. Configuration géométrique

Considérons une plaque rectangulaire de longueura, de largeur bet d’épaisseur uniformeh,
simplement appuyeée, dans la configuration de référence sans contrainte. Le systeme de
coordonnées pour les plaques FGM est illustré dans la Figure I11.1. La formulation est limitée
au comportement élastique linéaire. Les propriétés matérielles varient doucement a travers

I’épaisseur de la plaque.

>
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Z

Figure 111.1: La Géométrie d'une plaque a gradient fonctionnel dans le systéeme de
coordonnées cartésiennes rectangulaires.

111.2.2. Propriétés des matériaux :

La plague FGM est constituée d'un matériau élastique et isotrope a gradient fonctionnel dont
les propriétés matérielles varient progressivement dans le sens de I'épaisseur uniquement.

Les propriétés matérielles effectives de la plaque FGM tels que le module d’YoungE(z),
la conductivité thermiquek(z), la dilatation thermique «(z) et la masse volumique p(z) basées

sur la fonction de puissance des fractions volumiques des constituants et peuvent étre

exprimées comme suit:

_ oz, (11-1)
Peff (Z) I:)m +(Pc Pm) h + 2

Pour prédire plus précisément le comportement des FGM a haute température, il est
nécessaire de tenir compte de la dépendance a la température des propriétés du matériau.
L'équation non lineaire des propriétés des matériaux thermoélastiques en fonction de la

température T(K)peut étre exprimée comme suit (Shahrjerdi et al. 2011;Attia et al. 2015; Kar
etal. 2017):

P(zT)=P(P, T*+1+RT+R,T?+RT°) (111-2)

ol P(z)désigne la propriété matérielle et T =T,+AT(z) indique la température a;
T, =300(K )est la température ambiante P,, P,, P,, P, et P, les coefficients des propriétés des

matériaux dépendant de la température sont-ils uniques aux matériaux constitutifs visibles
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dans le tableau des propriétés des matériaux (Tableau I1V.1) pour FGM (ZrO, /Ti-6Al-4V)
et(Si,N, /SUS304)(Kim 2005; Shahrjerdi et al. 2011; Attia et al. 2015), et I'¢lévation de
température AT (z) se fait uniquement dans le sens de I'épaisseur, tandis que la conductivité

thermique est indépendante de la température.
I11.3. Modé¢le proposé « Théorie d’ordre élevé hyperbolique a quatre variables »

Contrairement aux autres théories d’ordre supérieur, le nombre d’inconnues dans la présente
théorie d’ordre élevé est seulement de quatre. La présente théorie est variationnelle et n'exige
pas de facteur de correction de cisaillement, et donne une description parabolique de la
contrainte de cisaillement a travers 1’épaisseur tout en remplissant la condition des contraintes

de cisaillement nulles sur les bords libres.
I11.3.1. Hypothéses de la présente théorie d’ordre élevé a quatre variables

Q) Les déplacements sont tres petits par rapport a 1’épaisseur h de la plaque et par
conséquent, les déformations considérées sont infinitésimales.

(i) Les composantes des déplacements u et v dans les directions (x) et (y) respectivement
peuvent étre dissociées en trois termes :

U=Uy+U, +U, ,V=V,+V, +V,
Tels que: u, et v,représentent les déplacements en membrane, ils sont donnés

par :u,(x, y,t)et v,(x,Yy,t) respectivement.

u, et v,, sont les composantes de la fleche similaires aux déplacements donnés par la

théorie classique des plaques, elles sont données par : zdw, /ox et zow, /oy

u.etv,sont les  composantes de  cisaillement, elles sont  données

par :k; f(z)je(x, y,t)dxet k, f(z).[e(x, y,t) dy respectivement.

(ili)  Le déplacement transversal w(x,y,z,t) est composé seulement d’un seul terme qui
estw,(x,y,t) et il représente la partie de la fleche de la plaque, tel que la dérivée de

cette composante est égale numériquement a la rotation de la section transversale

-
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I11.4. Cinématique et équations constitutives :

Pour les FGMs élastiques et isotropes, les relations de comportement linéaire peuvent étre

écrites comme suit:

Oy Q, Q, O &y

o,1=[Qu, Qp 0 |<¢g Et{:ﬂ} {QS“ QO H: ﬂ} (111-3)
Txy 0 0 QGG 7/Xy Xz 55 Xz

ou (oy, 0,7y, Ty) €(&, &y, Vs ¥y Vx) SONErEspectivement les composantes de

Ty
contrainte et de déformation. Utilisation des propriétés du matériau définies dans
I’équation.1IL.3 les coefficients de rigidité Q; peuvent étre exprimés comme suit:

E(z,T) _vE(zT)

0 _0o. _E@T) 11-4
1 QT Qe e Qe o

Q11 = sz =

En basant sur la théorie de la plaque épaisse, les hypothéses de base pour le champ de

déplacement de la plaque peuvent étre décrites comme :

u(x,y,z,t)y=u,(x,y,t) - z%+ K, f(z)J‘H(x, y,t) dx
19)4

vV(X,Y,z,t) =vy (X, y,t) -2 aaV;O +k, f (z)j@(x, y,t)dy (111-5)
w(X,y,z,t) =w, (X, Y,t)

Les coefficients k, et k,dépend de la géomeétrie, la théorie proposée dans cette étude présente

une fonction hyperbolique (Nguyen 2015):

f(2) = sinh 1(%)—2% (11-6)

On peut observer que la cinématique en équation I11.5 utilise seulement quatre inconnues (u,,
Vo, Wy et 0).Les expressions de déplacement de contraintes, basées sur cette formulation, sont

données comme suit :
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e [e2] (K kS .
g, r=180 L+ Ko b+ F(2) K |, {;w}zg(z)%z},gzzo (11-7)
7xy 7/)(()y kb kS Xz Xz
Ou
auy _ 0w,
&l ox kP 82x2 ks k0
Ol) Mo L) 9w ks Lo k.0 (111-8a)
y X ! y 2 ! y )
Vo) |au | (ks Ky klijadxmzijedy
oy  oX -2 oy 28
OX
Op
0 k,|6dy+—=+
{7{}} | oy (111-8b)
Va klj‘edx+%
OX
Et
9(z) - 1 (111-8¢)

On peut observer d'apres I'tquation.l1l.7 que les déformations transversales (y,,,7,,) sont

nulles aux surfaces supérieure (z =h/2) et inférieure (z=-h/2) de la plaque. Un coefficient
de correction de cisaillement n'est donc pas requis. Les intégrales utilisées dans les équations
ci-dessus doivent étre résolues par une procédure de type Navier et peuvent étre exprimées

comme suit:

—jed —A'ae 9 edy_B‘ae jadx A‘ jed g (In-9)
oxdy ' ox oy

Ou les coefficients A et B'sont considérés selon le type de solution utilisé, dans ce cas par la

méthode de Navier. Par conséquent A', B', k, et k, sont exprimés comme sulit:

(11-10)

Oua et g sont définis dans I'équation 111.28

.
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111.4.1. Equations gouvernantes

Les équations du mouvement pour la vibration libre de la plaque FGM peuvent étre dérivées

du principe de Hamilton

f(&(—w)dtzo (111-12)

tl
Ou:

t est le temps, t et t,sont les temps initial et de fin, respectivement, 5K est la variation de

I'énergie cinétique et SU est la variation de I'énergie de déformation totale. L'énergie de

déformation totale du faisceau peut étre représentée comme :

U=U,+U; (11-12)
Ou:
U, se trouve I'énergie de contrainte due aux contraintes mécaniques etU; est I'énergie de
contrainte provoquée par les contraintes initiales dues a I'élévation de température. Les

énergies de déformationU, et U sont données par (Shahrjerdi et al. 2011; Li et al. 2009;
Kim, 2005).

Ud:

N

HGX 6Oy £y 10 61+ Ty Yy + Ty Vo + T P JAV (111-13)
\%

U; :%Hal dy +oy dzz]dv (111-14)

\%
Ou:
d, (i, j=1,2) ou est la relation non-linéaire contrainte-déplacement (Shahrjerdi et al. 2011).

En substituantd;; en équation .I11.14 I'équation suivante est obtenue :

2 2 2 2 2 2
e =3 ot (S Sp e 2 e | S e 2] v (1115)
v X OX®  OX oy: oy° oy

En équation (111-15), les contraintes thermiques o, et oy sont données par :

oy =—(Cyy +Cy,)a(z, T)AT(z)et o] =—(Cypy +Cp, )z, T)AT(z) (111-16)
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L’énergie cinétique de la plaque peut étre exprimée comme

L (111-17)
K =§jp(Z,T)(u V4 W)V

\%
En substituant les équations. II1.12 et II1.17, dans 1’équation. III.11et intégrant par parties, les
équations du mouvement en termes de composantes de déplacement de la plaqgue FGM sont

obtenues comme suit:

(An + AiTl)dnUo + (Aee + Agz)dzzuo + (A12 + Aﬁe)d12V0 - (Bn + BlTl)deo
—(Byy + 2Bgg + BL )dppWo + (BEs (kA +ky B )+ BHk,B + B KA ) dyppt) (111-18a)
+(B5 + B A dipa = ot — 1,0, + K, A’ 3,d,6,

(Azz + Agz)dzzvo + (Aea + AlTl)ngo + (A12 + A66) d;,Uo — (Bzz + Bsz )dzzzwo
—(Byy + 2Bgg + BT, ) dyyoWo + (B (koA + K, B')+ Bk A + B k,B') dyy,0 (111-18b)
+(BS, + B JkoB dppol) = IV — 1 dyiy +K,B'J; d,d,

(Bll + BlTl)jmuo + (Blz +2Bg + Bgz )d122u0 + (BlZ +2Bgs + BlTl) digpVo + (Bzz + Bgz)dzzzvo
- (D11 + DlTl}jmlWo - 2(D12 + 2D66) dyypoWo — (Dzz + Dsz)dzzzzwo + (Dlsl + DlslT )kl A'dlllla

+((D5, +2D% kA +k;B')) dyypo8 + (D5, + D3I K, By + (DK, B + DTk, A ) dyyn60 (1l1-18c)
- (DlTl + Dsz)dnzzWo + AlTldnwo + AszdllWO =loWo + 1y (dluo +d, Vo)_ I, (dllWO + dzzwo)
+J, (klA' dy,6 +k, B dzzé)
—(BS, + B Jk A dyyu — (BSk,B + BTk A + B (kA + k,B'))d0U,
—(Bk,A + BiTk,B + B (kA +K,B ))dyoVo — (BS, + BT )k, B dynoVs
+( 1t DlslT )k AdllllWO ((Dlsz +2Dgq )(klA' + sz‘)) dyg2Wo + (Dzsz + Dzsg )sz'dzzzzwo
s s s "\ s D' ' ' s (”I'18d)
—(Ha+HT kA F dyyry0 - (HE + HE ) (k,B') dme—(z HE k k,AB + (kA +k,B )ZH%jdmza
A (k B')Z dy0+ A (kA dpy0+ (DK, B'+ DTk, A) d
+ Ay 220 + Ags 110+ U1 Ky B+ Do Ky 1122Wo
( (k, B +H3Z (K, A)zj a0 =— 31 (kg Aty +ky B d ¥y )+, (K, Adypiiy +k, B d,yi, )
.. \2 ..
- Kz((klA) dyii+ (k, B') dzzej
Ou dj;, dy; et d;, sont les opérateurs différentiels suivants:
0° o o o .. .
dj=——, dj=———, Q= o, di=—, (i,j,,m=12). (111-19)
O%;0X; OX;0X 0%, OX;0X 10X 0%, OX;
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Et les composants de rigidité sont calculés comme

A1, By, Dy, By, Doy Hyy hi2 1

A,.B;, Dy, By, DY HY, p = J.C11(1,21221 f(2),z f(2), fZ(Z)) v pdz
1-v

A6, Bgg, Dess Beg, D, Heg | /2 T

(Arz, Byy, Dyp, BSy, D5 HS, )= (A, By, Dy, B, DL HS )
h/2

A=A J.CAA [gz(z)]dz

-h/2

h/2 T

AL, B, D, BY, DY HyY 2 2,1\ Ox
= |z 2z f(2),z f(2),f°(z dz

{ [ @2 1@, @)%

T RT T RST RST 1ysT
Ay, By, Dy, By Dy Hy, _hi2 y

Les inerties sont également définies comme :
h/2
(I, 15,35,1,,3,,K, )= j 1,7, f(z),2%,2 f(2), fz(Z))p(Z)dZ

h/2

111.5. Champ de température

(111-20a)
(111-20b)
(11-20¢)
(11-20d)
(11-20¢)

Dans cette étude, quatre cas de distribution de température unidimensionnelle a travers

I'épaisseur sont considérés, avecT = T(z).

111.5.1. Température uniforme :

Dans le cas de température uniforme, le champ utilisé est donné comme suit :
T(z)=T, + AT(2)

Ou

AT (z) indique le changement de température et T, = 300K est la température ambiante.

(In-21)

2
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111.5.2. Température linéaire :

Pour une plaque a gradation fonctionnelle, en supposant des températuresT, et T, en imposant

en bas et en haut de la plaque, le champ de température sous élévation linéaire de la

température le long de I'épaisseur peut étre obtenu comme suit:
z 1
T(0)=To+aT( 243 (11-22)

111.5.3. Température non linéaire :

L'élévation de la température non linéaire a travers I'épaisseur de la plaque est déterminée en
résolvant  I'équation de  conduction thermique unidimensionnelle.  L'équation
unidimensionnelle de conduction de chaleur en régime permanent dans la direction z est
donnée par :

Cdz\dz

T(2)=-23 (k(z)de (111-23)

avec la condition aux limites T(h/2)=T,et T(-h/2)=T,=T,. Ici, un état sans stress est

supposé existe a T, =300K . Le coefficient de conductivité thermique k(z) est supposé ici

obéir a la relation de puissance en équation I11.5. La solution analytique a 1’équation 111.16
est :
J. k(l )dz
z
3 2 (111-24)
T (Z) _Tb _(Tt _Tb) h/2 1

[ o
12K(2)
Dans le cas de la plaqgue FGM en loi de puissance, la solution de 1’équation. II1.16 peut
également étre exprimee au moyen d'une série polynomiale (Shahrjerdi et al. 2011, Attia et al.

2015; Mahapatra et al. 2017)

X3
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T(z)—T+(T‘_Tb) (22+hj_ K, [Zz+hjp+l+ kg [22+h}2p+1
", 2h ) (p+1)k, | 2h (2p+1)kZ | 2h (111-25)

kS 2z+hY"" kg 2240\ ko 2z+h)""
N 3 + 4 N 5
(4p+1)k;  2h (4p+1)k;\ 2h (5p+1)k, { 2h

Avec :

S SR S S R

(p+1)k, (2p+1)ki (3p+1)ki (4p+1)k; (5p+1)k; (111-26)

ou, k, =k, —k, avec k, et k, sont la conductivité thermique des faces supérieure et inférieure
de la plaque, respectivement.
111.5.4. Température sinusoidale :

Le champ de température sous une évolution sinusoidale a travers 1’épaisseur est donné

comme [Shahrjerdi, 2011; Bouazza, 2009]:

T(z)=(T,-T, )[1—co{%+%ﬂ +T,

I11.6. Solution analytique pour une plaque en FGM simplement appuyée:

Dans ce travail, nous nous intéressons aux solutions exactes de 1’équation (I11.20.a) pour une
nano-plaque simplement appuyée. A l'aide de la procédure de solution Navier, les expressions

suivantes de déplacements ( u,, v,, W,, et &) sont prises:

Ug U, " cos(a x)sin( S y)
Vo _ ii Vo, e'_"’t sin( e x) cos(f Y) a2
Wo m=1 n=1 Wmn elwt Sin(a X)Sin(ﬂ y)
0 X, €' sin(a x)sin( B y)
(111-28)
a=mrla, f=nxlb
oli=v-1,a=mz/a, B=nzlb, o est la fréquence naturelle et Y, Vo W, X,,,) les

coefficients de déplacement maximum inconnus.

En substituant les équations (111-27) dans I'équation (111-18), les solutions analytiques peuvent

étre détermineées par
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ail a12 a13 a14 M 11 0 M 13 M 14 U mn 0
a12 a22 a23 a24 _ 0)2 O M 22 M 23 M 24 an — 0 (l I |_29)
a13 a23 a33 a34 M 13 M 23 M 33 M 34 Wmn 0
a14 a24 a34 a44 M 14 M 24 M 34 M 44 X mn 0

Oua; et M;; sont donnés en annexe.

I11.7. Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons proposé une solution générale du comportement vibratoire des
plagues FGM en utilisant une théorie hyperbolique d’ordre élevé. Le nombre d’inconnues
dans la présente théorie est seulement de quatre par opposition a d’autres théories de
déformation de cisaillement qui utilisent cing inconnues et plus. La théorie présentéea une
forte similitude avec la théorie classique des plaques dans de nombreux aspects, et n'exige pas
de facteur de correction de cisaillement, et donne une description parabolique de la contrainte
de cisaillement a travers 1’épaisseur tout en remplissant la condition de contrainte de
cisaillement nulle sur les bords libres. Les études paramétriques qui seront présentées dans le
chapitre suivant permettront d’apprécier clairement 1’apport de cettethéorie en comparant les

résultats obtenus avec ceux de la littérature.

x
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Chapitre IV : Analyse de la vibration libre des plaques FGM dépendantes de la

température

IV.1. Introduction :

Afin de préserver les structures en matériaux a gradient de propriétés contre la fatigue et la
rupture, il est indispensable de déterminer et de vérifier leur comportement statique et
vibratoire, dont I’ampleur de ses amplitudes et les charges mécaniques importantes appliquées
peuvent causer une fatigue structurale qui elle-méme cause une rupture. Les matériaux a
gradient de propriétés sont des matériaux composites avancés, produits en changeant sans
interruption les fractions de volume dans la direction d’épaisseur pour obtenir un profil bien
déterminé. Ces types de matériaux, ont suscité beaucoup d’attention récemment en raison des
avantages de diminuer la disparité dans les propriétés matérielles et de réduire les contraintes
thermiques. Les FGM ont trouvés beaucoup d'applications dans les domaines de hautes
technologies : aéronautique, aérospatiale, nucléaire, semi-conducteurs, l'automobile, etc.
Le concept des Matériaux a gradient de propriétés a été proposé vers la fin des années 80 par

un groupe de scientifiques au Japon [Bessaim .A ,2014]

Dans ce présent chapitre, nous nous concentrons sur la présentation des résultats numériques
de I’analyse du comportement en vibration libre des plaques a gradient de propriétés FGM
dépendantes de la température. Le modele choisit dans ce chapitre est basé¢ sur le modele
hyperbolique de déformation de cisaillement et le nombre de fonctions inconnues impliquées
dans cette théorie n'est que de quatre, au lieu de cinq dans le cas des autres théories de
déformation de cisaillement. La théorie présentée est variationelle, et n'exige pas de facteur de
correction de cisaillement, et donne une description parabolique de la contrainte de
cisaillement a travers 1’épaisseur tout en remplissant la condition de contrainte de cisaillement
nulle sur les bords libres. Les propriétés du matériau des plaques a graduation fonctionnelle
sont supposées dépendantes de la température et varient progressivement dans le sens de

I'épaisseur par un modele de loi de puissance.
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IV.2. Résultats du comportement thermique et mécanique des plaques en FGM

L’analyse du comportement thermique et mécanique des plaques FGM obtenues par les

combinaisons de Métal et de Céramique. Deux types de plaque FGM sont considérés : plaque

en (ZrO,/Ti-6Al-4V) et plaque en (Si,N,/SUS304). Les propriétés des matériaux des

plaques FGM sont données dans le Tableau IV.1.

Tableau IV. 1 les coefficients des propriétés matérielles dépendant de la température
pour (ZrO, /Ti-6Al-4V)et (Si,N, /SUS304)

Matériel  Propriétés R, P, B P, P
Si,N, E(GPa) 348.43 0 -3.070 x 10" 2.160 x 107 -8.946 x 10

a(K™) 58723 x10° 0  9.095x10° 0 0

p(Kg/m*) 2370 0 0 0 0

v 0.24 0 0 0 0

k 9.19 0 0 0 0

SUS304 E(GPa) 201.04 0  3.079x10" -6.534 x 10 0

(K 12330 x 10° 0 8.086 x 10™ 0 0

o(Kg/m®) 8166 0 0 0 0

v 0.3262 0 -2.002x10" 3.797 x 10’ 0

k 12.04 0 0 0 0
Zr0, E(GPa) 24427 0 -1371x10° 1214x10° -3.681 x 10°
a(K™h 12766 x 10° 0 -1.491 x10° 1.006 x 10°  -6.788 x 10’

p(Kg/m?) 3000 0 0 0 0

v 0.3330 0 0 0 0

k 1.80 0 0 0 0

Ti-6Al-4V  E(GPa) 122.56 0 -4.586x10" 0 0

a(K) 775788 x 10° 0 6.638 x 10" -3.147 x 107 0

p(Kg/m3) 4429 0 0 0 0

v 0.2888 0 1.108x 10" 0 0

k 7.82 0 0 0 0

Selon la littérature (Shahrjerdi et al. 2011; Attia et al. 2015; Kar et al. 2017), la distribution de

la température a une influence significative sur le comportement de la plaque FGM. Les

propriétés thermiques et mécaniques des FGM soumises a une température de fonctionnement

¢levée ont été affectées de maniére importante par les variations de température. Par exemple,

le module de Young de l'acier inoxydable, du nickel Ti-6Al-4V et de la zircone est réduit

respectivement de 37%, 21%, 34% et 31% lorsque la température augmente jusqu’a la

température ambiante de 300 -1000 (K) (Yang et Shen 2003). La réponse structurelle réelle
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de la plaque a graduation fonctionnelle devait tenir compte de la dépendance en température
des propriétés du matériau et de la distribution de la température a travers I'épaisseur de la
plaque. La variation du module de Young dans les plaques FGM a travers I'épaisseur de la
température ambiante, les conditions thermiques uniformes, linéaires, non linéaires et
sinusoidales sont présentées dans les Figures IV.1 -IV. 5, respectivement. La température
ambiante 7, = 300 (K ) est définie pour toutes les conditions thermiques. L'augmentation de
température en température linéaire est 7, =7, =600(K), les conditions thermiques non
linéaires sont 7,=0(K) et 7,=600(K) et les conditions thermiques sinusoidales

sont7, =300 (K) et7, =300 (K).

Les figues IV. 1 et IV. 2 montrent la variation du module ¢€lastique de Young des plaques a
graduation fonctionnelle sur la température ambiante et la variation linéaire de la température

avec l'indice de fraction volumique.
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Figure IV. 1: Variation du module ¢élastique en fonction de z /h d’une plaque FGM dans un

champ thermique uniforme pour différentes valeurs de I’indice matériel p
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Figure IV. 2: Variation du module ¢élastique en fonction de z /h d’une plaque FG dans un

champ thermique linéaire pour différentes valeurs de I’indice matériel p

On voit d'apres ces figures que le module de Young est similaire pour les conditions avec la
température ambiante et la température uniforme, mais les graphiques se déplacent vers des
valeurs plus petites avec I'¢élévation de la température uniforme. Il est 2 remarquer que le

module de Young diminue avec 1'augmentation de l'indice de puissance.
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Figure IV. 3: Variation du module élastique en fonction de z /h d’une plaque FG dans un

champ thermique non linéaire pour différentes valeurs de I’indice matériel p
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Figure IV. 4: Variation du module ¢élastique en fonction de z /h d’une plaque FG dans un

champ thermique sinusoidal pour différentes valeurs de I’indice matériel p
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Figure IV. 5: Variation du module ¢lastique en fonction de z /h d’une plaque FG dans des
champs thermiques : uniforme, linéaire, non lin€aire et sinusoidal pour différentes valeurs

de I’indice matériel p

11 est illustré sur les Figures IV. 3, IV. 4 et IV. 5 que le comportement du module de Young
dans les charges thermiques non lin€aires et sinusoidales est complétement différent de celui
des cas de température ambiante et lin¢aire. Comme on peut le constater, la valeur du module

de Young augmente prés de la surface inférieure, puis diminue lorsque p <1, et le module
diminue lorsquel < p <10. Cependant, le module de Young diminue, puis augmente pres de
la surface supérieure pour la grande valeur de 1’indice de classement ( p >10 ) dans des

conditions thermiques non linéaires et sinusoidales. On peut conclure que le type de
conditions environnementales a un effet considérable sur le module de Young. Une étude
comparative du module de Young est réalisée pour des conditions thermiques uniformes,

linéaires, non linéaires et sinusoidales sur la Figure IV. 5.
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IV.3. Validation des résultats :

Dans cette partie, la solution analytique compare la précision de la théorie de la plaque
hyperbolique raffinée présentée (RSDT) avec seulement quatre inconnues pour la vibration
libre des plaques rectangulaires isotropes simplement appuyées par la solution analytique avec
celles des autres résultats disponibles dans la littérature et par le modele des €léments finis
utilisant le progiciel Abacus. En outre, les plaques FGM dépendantes de la température sont
¢galement démontrées en comparant la solution actuelle avec celles d'autres résultats
disponibles dans la littérature des théories de déformation de cisaillement d'ordre supérieur
(Shahrjerdi et al. 2011, Huang et Shen 2004) avec plusieurs inconnues. Ainsi, les divers

parameétres d'influence tels que le paramétre d'indice de la loi de puissance p , la déformation

par cisaillement, la distribution de la température sur la réponse aux vibrations de la plaque a
graduation fonctionnelle ont été étudiés. Le paramétre de fréquence non dimensionnelle est
pris de la méme fagon que (Shahrjerdi et al. 2011, Huang et Shen 2004). Deux types de
plaque en FGM sont considérés: (ZrO, /Ti-6Al-4V) et (Si,N,/SUS304). La description

des propriétés des matériaux utilisées dans I'analyse est présentée dans le tableau IV. 1.
IV.3.1. Résultats des plaques :

la validation de la solution du modéle des plaques hyperboliques raffinées proposé est
effectuée en comparant les résultats obtenus avec ceux calculés par le modéele d'éléments finis
par I’utilisation du logiciel Abacus en considérant 1'étude de convergence du maillage pour
optimiser les résultats. La solution FEM du logiciel Abacus est obtenue en utilisant des

¢léments shell «S4R».
Tableau IV. 2 : Le nombre d'éléments utilisés pour obtenir un maillage optimal pour les plaques
rectangulaires isotropes « S4R»

;i;lffg;?\lfz Nombre de mailles Fréquence @, = o, hy/p/G
142 10x 10 0.069079
0.5%x~/2/2 20x 20 0.068438
0.25x+/2/4 40 x 40 0.068266
0.1x~/2/10 100 x 100 0.068218
0.05x+/2/20 200 x 200 0.0682101
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Figure. IV. 6 : Convergence de maillage « S4R »

L'analyse d'un logiciel FEM en utilisant Abacus a été effectuée et les résultats ont été obtenus
comme indiqué dans le tableau IV. 2 et représentés sur la figure IV. 6.
Les parametres suivants sont utilisés pour les calculs
numériques: a =10 h,b = \/Ea,E =1,v=0.3, p=1D’apres le tableau IV. 2 et la figure IV. 6, la
convergence commence a 10 x 10 mailles avec la plus faible fréquence non dimensionnelle
0,069079 et converge complétement a 200 x 200 avec la plus faible fréquence non
dimensionnelle 0,0682101, mais 100 x 100 mailles avec la plus faible la fréquence non
dimensionnelle 0.068218 a ¢été choisie pour la comparaison, afin de réduire le nombre de

nceuds et d'éléments dans les analyses.

IV.3.2. Résultats des plaques FGM isotropes

Le tableau IV. 3 présente les parametres de fréquence naturelle non dimensionnels
actuels @ = wh/ p/G pour différents modes de vibration en utilisant : la présente théorie, le

modele a éléments finis par le logiciel Abacus, les solutions exactes de la théorie de
I’¢lasticité en trois dimensions (Srinivas et al. 1970) et la théorie des plaques de déformation

en cisaillement (Reddy, 1984) pour les plaques rectangulaires isotropes.

=
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Tableau IV. 3 : Les fréquences naturelles @ = @ &,/ p/G d’une plaque rectangulaire

isotrope avecv =0.3 ,a/h=10 et b= V2a

(m,n) Présent (Reddy 1984) Srinivas et al. (1970) Abaqus
(TSDT) 3-D coque

(1,1) 0.0704 0.0704 0.0704 0.06822
(1,2) 0.1374 0.1374 0.1376 0.1333
(2,1) 0.2015 0.2041 0.2018 0.1988
(2,2) 0.2630 0.2628 0.2634 0.2554

D’apres le tableau 1V.3, on peut voir que la présente théorie des plaques hyperboliques
raffinées (RSDT) donne d'excellentes valeurs des fréquences pour tous les modes de
vibration, comparées a celles des solutions exactes de la théorie de [I'é¢lasticité
tridimensionnelle (Srinivas et al. 1970)., la troisiéme théorie des plaques de déformation par

cisaillement (Reddy, 1984) et les résultats des ¢léments finis en utilisant le logiciel Abacus.

IV.3.3. Résultats des plaques FGM (ZrO, /Ti - 6Al-4V) :

Dans le tableau IV. 4, une comparaison des premiers paramétres de fréquence naturelle non

dimensionnelle est réalisée pour une plaque FGM (ZrO2 JTi - 6Al-4V) dans des
environnements thermiques. La plaque FGM est constituée d'alliage de titane (Ti - 6Al - 4V)

sur sa surface inférieure et d'oxyde de zirconium (ZrOz) sur sa surface supérieure.

Concernant la géométrie de la plaque FGM on prend pour :/4=0.0025m, a=5b=0.2 m .Et

on suppose que le coefficient de poisson est constant en tout point de la plaquev =0.3.

La validation du mode¢le de plaque hyperbolique raffiné proposé est effectuée en comparant
les résultats obtenus avec ceux calculés par la théorie de la plaque de déformation par
cisaillement du second ordre (SSDT) développée par Shahrjerdi et al. (2011) et la théorie de
la plaque de déformation par cisaillement d'ordre supérieur (HSDT) développée par Huang et

Shen (2004).




Chapitre IV :  Analyse de la vibration des plaques FGM ayant des proprietes dependantes de temperature

Tableau [V. 4: Les paramétres non dimensionnels des fréquences naturelles d’une plaque FGM

(zrO, /Ti - 6Al - 4V) simplement appuyée dans un environnement thermique

T, =300 (K)
Les fréquences T, = 400 (K) T, = 600 (K)

naturelles T, =300(K) | Température- | Température- | Température- | Température-
dépendent Independent dépendent Independent

SSDT(a) 8.333 7.614 7.892 5.469 6.924

Zr0, TSDT(b) 8.273 7.886 8.122 6.685 7.686

Présent 8.288 7.818 8.070 6.547 7.613

SSDT(a) 7.156 6.651 6.844 5.255 6.175

p=05 | TSDT(b) 7.139 6.876 7.154 6.123 6.776

Présent 7.120 6.791 6.968 5.941 6.656

SSDT(a) 6.700 6.281 6.446 5.167 5.904

p=1 TSDT(b) 6.657 6.435 6.592 5.819 6.362

Présent 6.665 6.383 6.537 5.675 6.275

SSDT(a) 6.333 5.992 6.131 5.139 5.711

p=2 TSDT(b) 6.286 6.101 6.238 5.612 6.056

Présent 6.294 6.055 6.189 5.476 5.974

SSDT(a) 5.439 5.103 5.333 4.836 5.115

Ti-6Al1-4V | TSDT(b) 5.400 5.322 5.389 5.118 5.284

Présent 5.410 5.290 5.357 5.097 5.250

Le tableau IV. 4 montre clairement que les résultats de la théorie des plaques (SSDT)
développée par Shahrjerdi et al. (2011) et la théorie des plaques (HSDT) €laborée par Huang
et Shen (2004) concordent bien avec les résultats de la présente théorie des plaques

hyperboliques raffinées (RSDT) pour toutes les valeurs de l'indice de loi de puissance p et

pour des plaques FGM dépendantes de la température et indépendantes de la température.

On constate ainsi que les fréquences fondamentales non dimensionnelles de la plaque FGM

diminuent avec l'augmentation de l'indice de puissance p et que 1'¢lévation de température

diminue les fréquences fondamentales non dimensionnelles.

IV.3.4. Résultats des plaques FGM (Si,N, /SUS304)

Le tableau IV. 5 présente les fréquences fondamentales non dimensionnelles d’une plaque
FGM de type (Si,N,/SUS304) pour différentes valeurs d'indice de puissance p. Pour ces
matériaux, le coefficient de Poisson est v = 0.28. Les résultats obtenus par la présente théorie

des plaques hyperboliques raffinées (RSDT) sont comparées aux résultats de Shahrjerdi et al.

(2011) et Huang et Shen (2004).
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Tableau IV. 5 : Les parametres non dimensionnels des fréquences naturelles d’une plaque

FGM (Si,N,/SUS304) simplement appuyée dans un environnement thermique

L . T, =300 (K)
es fréquences
naturelles T, =400 (K) T, =600 (K)
T, =300 (K) | Température | Température- | Température- | Température-
dépendent | Independent | dépendent | Independent
SSDT(a) | 12.506 12.175 12.248 11.461 11.716
Si;N, | TSDT(b)| 12.495 13.397 12.382 11.984 12.213
Présente 12.519 12.319 12.389 11.899 12.126
SSDT(a) 8.652 8.361 8.405 7.708 7.887
r=0.5 | TSDT(b) 8.675 8.615 8.641 8.269 8.425
Présente 8.617 8.461 8.507 8.127 8.281
SSDT(a) 7.584 7.306 7.342 6.674 6.834
r=1 | TSDT(b) 7.555 7.474 7.514 7.171 7.305
Présente 7.551 7.406 7.444 7.090 7.225
SSDT(a) 6.811 6.545 6.575 5.929 6.077
p=2 |TSDT(b) 6.777 6.693 6.728 6.398 6.523
Présente 6.777 6.638 6.670 6.330 6.454
SSDT(a) 5.410 5.161 5.178 4.526 4.682
SUS304 | TSDT(b) 5.405 5.311 5.335 4.971 5.104
Présente 5.415 5.278 5.300 4.929 5.061

On peut voir que les résultats des valeurs des fréquences fondamentales calculées a partir du

présent modele sont conformes aux résultats obtenus par Shahrjerdi et al. (2011) et Huang et
Shen (2004).

IV.3.5. Résultats des plaques FGM (ZrO, /Ti - 6Al-4V) et (Si,N,/SUS304)

La comparaison est effectuée pour les plaques FGM (ZrO, /Ti-6Al- 4V )et(Si;N, /SUS304).
Cet exemple vise a vérifier les résultats obtenus avec (SSDT) de Shahrjerdi et al. (2011) et
(HSDT) de Huang and Shen (2004). Les fréquences fondamentales non dimensionnelles sont
données dans le tableau IV. 6 et IV. 7 pour différents modes(m,7). On observe que la
présente théorie des plaques hyperboliques raffinées concorde bien avec les résultats de
(Shahrjerdi et al. 2011, Huang et Shen 2004) pour différents modes.

On peut voir a partir de ces deux tableaux que les fréquences non dimensionnelles augmentent
avec l’¢lévation du nombre de modes et on remarque aussi que les fréquences non
dimensionnelles de la plaque FG dans le cas ou les propriétés matérielles ne dépendent pas de
la température sont supérieures a celles calculées dans le cas ou les propriétés matérielles

dépendent de la température.
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Tableau IV.6: les fréquences non dimensionnelles d’une plaque FGM (ZrO, /Ti - 6Al - 4V ) simplement

appuyée dans un environnement thermique (p=2).

T, =300 (K)
Les fréquences T, = 400 (K) T, = 600 (K)

naturelles T, =300 (K) | Température- | Température- | Température- | Température-
Dépendent | Independent dépendent Independent

SSDT(a) 6.333 5.992 6.132 5.139 5.711

(1,1) TSDT(b) 6.286 6.101 6.238 5.612 6.056

Présente 6.294 6.055 6.189 5.476 5.974

SSDT(a) 14.896 14.383 14.684 13.260 14.253

(1,2) TSDT(b) 14.625 14.372 14.655 13.611 14.474

Présente 14.699 14.301 14.588 13.453 14.363

SSDT(a) 22.608 21.942 22.386 20.557 21.935

(2,2) TSDT(b) 21.978 21.653 22.078 20.652 21.896

Présente 22.197 21.663 22.082 20.581 21.849

SSDT(a) 27.392 26.630 27.163 25.077 26.700

(1,3) TSDT(b) 26.454 26.113 26.605 24.961 26.435

Présente 26.811 26.190 26.689 24.954 26.446

SSDT(a) 34.106 33.211 33.867 31.425 33.384

(2,3) TSDT(b) 32.659 32.239 32.840 30.904 32.664

Présente 33.271 32.540 33.148 31.118 32.904

Tableau IV. 7 : Les parameétres non dimensionnels des fréquences naturelles d’ une plaque

FGM (Si;N, /SUS304) simplement appuyée dans un environnement thermique ( p =2 )

T, =300 (K)
Les fréquences T, =400 (K) T, =600 (K)

naturelles T, =300(K) | Température- | Température- | Température- | Température-
dépendent | Independent | dépendent | Independent

SSDT(a) 6.811 6.445 6.575 5.929 6.077

(1,1) | TSDT(b) 6.777 6.693 6.728 6.398 6.523

Présente 6.777 6.638 6.670 6.330 6.454

SSDT(a) 16.017 15.708 15.769 15.002 15.262

(1,2) TSDT(b) 15.809 15.762 15.836 15.384 15.632

Présente 15.844 15.662 15.733 15.265 15.508

SSDT(a) 24.307 23.958 24.047 23.154 23.517

(2,2) TSDT(b) 23.806 23.786 23.893 23.327 23.685

Présente 23.947 23.728 23.832 23.251 23.599

SSDT(a) 29.446 29.071 29.177 28.204 28.632

(1,3) TSDT(b) 28.687 28.686 28.819 28.185 28.609

Présente 28.938 28.693 28.817 28.162 28.575

SSDT(a) 36.657 36.247 36.376 35.290 35.809

(2,3) TSDT(b) 35.466 35.491 35.648 34918 35.436

Présente 35.932 35.659 35.810 35.062 35.564

@ Shahrjerdi et al. (2011)

®Huyang and Shen (2004)
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IV.3.6. Comparaison des résultats des plaques FGM (Si,N, /SUS304 )

Afin de vérifier l'exactitude de la présente théorie pour une grande valeur d'indice de fraction

volumique p et différentes valeurs de charges thermiques, une plaque FGM
(Si,N, /SUS304)est maintenant examinée. Les fréquences non dimensionnelles pour les
plaques FGM (Si3N ./ SUS304) prédites par Shahrjerdi et al. (2011) utilisant la théorie de la

déformation par cisaillement du second ordre (SSDT) et la présente théorie sont présentées

dans le tableau IV. 8.

Tableau IV. 8: les fréquences non dimensionnelles d’une plaque FGM (Si3N ./ SUS304)

dont les propriétés matérielles dépendent de la température pour différentes valeurs de

I’indice matériel p dans environnement thermique, Mode (1, 1).

Charge thermique T, = 300 (K) T, =300 (K) T, = 300 (K)
Ty=300 (K).b=a=02,h=0025 | ' _ 13000 T a00(K) T 600 (%)
N SSDT(a) 12.506 12.175 11.461
34 Présent 12.519 12.319 11.899
=05 SSDT(a) 8.652 8.361 7.708
Présent 8.617 8.461 8.127
10 SSDT(a) 5.907 5.645 5.031
Présent 5.868 5731 5412
20 SSDT(a) 5711 5.450 4.825
Présent 5.676 5.540 5.210
40 SSDT(a) 5591 5329 4.694
Présent 5.558 5.420 5.083
SSDT(a) 5410 5161 4526
SUS304 Présent 5.415 5278 4.929

Un excellent accord entre les résultats prédits par (SSDT) de Shahrjerdi et al. (2011) et la
présente théorie est observé. Il convient de noter que la présente théorie contient quatre
inconnues contre sept dans le cas de (SSDT) de Shahrjerdi et al. (2011). On peut conclure que
la présente théorie est non seulement précise, mais aussi efficace et simple pour prédire les

réponses vibratoires libres des plaques FGM en environnement thermique.
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IV.3.7. Résultats numériques de la présente étude :

Le tableau IV. 9 et IV. 10 indique les valeurs des fréquences non dimensionnelles dans les

plaques FGM (ZrO, /Ti-6Al1-4V) et (Si;N,/SUS304)respectivement pour différentes

charges thermiques. Le parametre de fréquence naturelle non dimensionnel est défini comme

suitw = o(a?/h) p,(l—=v?)/E, , ouE,et p, a T,=300(K) (Shahrjerdi et al. 2011). Pour

voir l'effet de l'indice de puissance sur les fréquences, les mémes valeurs de la charge

thermique et du mode de forme sont considérées.

Tableau IV. 9: les paramétres non dimensionnels des fréquences naturelles d’une plaque
FGM (ZrO, /Ti - 6Al - 4V ) simplement appuyée dans un environnement thermique , pour

différents modes de vibration.

T, =300 (K)
Les fréquences T, = 400 (K) T, =600 (K)

naturelles T, =300(K) | Température- | Température- | Température- | Température-
dépendent | Independent | dépendent Independent

(1,1) 8.288 7.818 8.070 6.547 7.613

(1,2) 19.388 18.623 19.157 16.895 18.686

7O, (2,2) 29.312 28.285 29.072 26.125 28.586

(1,3) 35.427 34.231 35.176 31.779 34.669

(2,3) 43.996 42.579 43.742 39.766 43.229

(1,1) 7.120 6.791 6.968 5.941 6.656

p=05 (1,2) 16.668 16.131 16.509 14.945 16.185

(2,2) 25.217 24.498 25.051 23.0b09 24.717

(1,3) 30.488 29.654 30.315 27.960 29.966

(2,3) 37.881 36.896 37.706 34.954 37.355

(1,1) 6.665 6.383 6.537 5.675 6.275

p=1 (1,2) 15.593 15.131 15.458 14.125 15.185

(2,2) 23.579 22.961 23.440 21.691 23.158

(1,3) 28.501 27.784 28.355 26.337 28.061

(2,3) 35.402 34.557 35.255 32.896 34.958

(1,1) 6.294 6.055 6.189 5.476 5.974

(1,2) 14.699 14.301 14.588 13.453 14.363

p=2 (2,2) 22.197 21.663 22.082 20.581 21.849

(1,3) 26.811 26.190 26.689 24.954 26.446

(2,3) 33.271 32.540 33.148 31.118 32.904

(1,1) 5.410 5.290 5.357 5.097 5.250

(1,2) 12.654 12.435 12.598 12.034 12.485

Ti-6Al-4V | (2,2) 19.132 18.823 19.073 18.239 18.956

(1,3) 23.122 22.757 28.654 22.060 22.939

(2,3) 28.716 28.274 28.654 27.420 28.530
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Tableau IV. 10: les parameétres non dimensionnels des fréquences naturelles d’une plaque

FGM (Si,N, /SUS304 )simplement appuyée dans un environnement thermique , pour

différents modes de vibration.

, T, =300 (K)
Le;gj?;fgsces T, = 400 (K) T, = 600 (K)
T, =300(K) | Température- | Température- | Température- | Température-
dépendent | Independent | dépendent Independent
(1,1) 12.519 12.319 12.389 11.899 12.126
(1,2) 29.318 29.023 29.181 28.432 28.904
Si,N, (2,2) 44.365 43.985 44.223 43.243 43.936
(1,3) 53.646 53.212 53.498 52.368 53.198
(2,3) 06.664 66.159 66.513 65.189 66.211
(1,1) 8.617 8.461 8.507 8.127 8.281
(1,2) 20.176 19.961 20.06 19.515 19.825
p=05 (2,2) 30.526 30.259 30.405 29.714 30.163
(1,3) 36.909 36.608 36.784 35.997 36.532
(2,3) 45.862 45.519 45.735 44.827 45.481
(1,1) 7.551 7.406 7.444 7.090 7.225
(1,2) 17.676 17.48 17.563 17.066 17.335
p=1 (2,2) 26.738 26.499 26.621 25.999 26.386
(1,3) 32.325 32.058 32.203 31.498 31.959
(2,3) 40.161 39.859 40.038 39.23 39.791
(1,1) 6.777 6.638 6.670 6.330 6.454
(1,2) 15.844 15.662 15.733 15.265 15.508
p=2 (2,2) 23.947 23.728 23.832 23.251 23.599
(1,3) 28.938 28.693 28.817 28.162 28.575
(2,3) 35.932 35.659 35.810 35.062 35.564
(1,1) 5.415 5.278 5.300 4.929 5.061
(1,2) 12.682 12.515 12.561 12.055 12.313
SUS304 (2,2) 19.191 18.998 19.065 18.439 18.809
(1,3) 23.207 22.994 23.074 22.369 22.807
(2,3) 28.838 28.606 28.704 27.903 28.434

Lorsque le module de Young augmente du métal pur a la céramique pure, les fréquences

deviennent plus importantes.

En outre, les fréquences diminuent en augmentant la différence de température entre les

surfaces supérieure et inférieure pour la méme valeur d'indice de loi de puissance et du mode

de forme.
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Les fréquences pour les plaques FGM indépendantes sont plus importantes que celles des

plaques dépendantes de la température

La variation des quatre premicres fréquences en fonction des champs de température
uniformes, linéaires, non linéaires et sinusoidaux dans une plaque FGM simplement appuyée

est représentée sur les Figures IV. 7- IV. 10.

Le  paramétre  de fréquence  naturelle  non  dimensionnel est  défini
comme @ = a)(b2/7z2 WI1,/D,,ou I, =ph et D, :Eh3/12(1—v2) et il est noté que p, v et
Esont choisis pour étre les valeurs de (ZrO,/Ti-6Al-4V) évalués a une température

ambiante.
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Figure IV.7: les quatre premicres fréquences non dimensionnelles en fonction d’un champ

de température uniforme d’une plaque FGM (ZrO, /Ti - 6Al - 4V )simplement appuyée avec

(a/h=10,a=02,p=1).
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Figure IV.8: les quatre premicres fréquences non dimensionnelles en fonction d’un champ

de température linéaire d’une plaque FG (ZrO, /Ti - 6Al - 4V )simplement appuyée avec

(a/h=10,a=02,p=1).

10
] Mode 4
5 R
g Mode 3
5
5 77
C
& 67
R e Mode 2
-
2 |
o 44
£
S
é 34 Mode 1
z ] =
2_\
1_
. ' | r T ) ; ' I |
300 400 500 600 700 800

Non-linear Temperature rise (K)

Figure IV.9: les quatre premicres fréquences non dimensionnelles en fonction d’un champ

de température non linéaire d’une plaque FGM (ZrO, /Ti - 6Al - 4V )simplement appuyée

avec (a/h=10,a=02,p=1).
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Figure IV.10: les quatre premiéres fréquences non dimensionnelles en fonction d’un champ

de température sinusoidale d’une plaque FGM (ZrO, /Ti - 6Al - 4V ) simplement appuyée

avec (a/h=10,a=02,p=1).

Comme prévu, les fréquences sont réduites avec 1’augmentation de la température, ce qui est
di a la diminution du module de Young avec I’augmentation des températures. On peut voir
que la pente décroissante des fréquences dans les modes inférieurs est plus faible que dans les
modes supérieurs. A la méme température, on constate que la différence entre deux modes

inférieurs consécutifs est supérieure a celle de deux modes supérieurs consécutifs.
IV.4. Conclusion :

Dans ce chapitre, des résultats numériques et leurs interprétations sont présentés a partir de
l'analyse de la vibration libre des plaques FGM Ayant des propriétés matérielles dépendantes
de la température. Les propriétés matérielles proposées sont variationnelles et reposent sur le
principe des puissances. Cette théorie n'exige pas de facteur de correction de cisaillement, et
donne une description parabolique de la contrainte de cisaillement transverse dans I’épaisseur
qui est beaucoup plus proche de la réalité tout en remplissant la condition de contrainte de
cisaillement nulle sur les bords libres de la plaque. Les conditions thermiques uniformes,
linéaires, non linéaires et sinusoidales sont imposées aux surfaces supérieure et inférieure
d’une plaque FGM simplement appuyée. Le principal avantage de la théorie proposée par
rapport aux théories existantes de déformation de cisaillement d'ordre supérieur est que la

présente implique moins d'inconnues. Cela indique que les hypothéses de la théorie proposée
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peuvent conduire a des résultats précis et peuvent ainsi améliorer le colt de calcul dans les
problémes de géométrie complexe des structures en FGM, en raison de la réduction du

nombre d’inconnues.

Au vu des sections précédentes, on peut voir que la théorie proposée fournit des résultats en
bon accord avec la théorie des plaques de déformation par cisaillement du second ordre
(SSDT) développée par Shahrjerdi et al. (2011) et la théorie de la plaque de déformation par
cisaillement d'ordre supérieur (HSDT) développée par Huang et Shen (2004) de la plaque
FGM vibrée en environnement thermique. Dans cet exemple, les effets des différents

parametres tels que 1'indice de la loi de puissance p, les nombres de mode et les champs de

température sur les réponses de vibration libres des plaques FGM sont étudiés ici. Tous les

résultats prédits sont réalisés a 'aide de la théorie de la plaque hyperbolique raffinée (RSDT).

En conclusion, nous pouvons dire que toutes les études comparatives ont démontré que la
présente théorie proposée est non seulement précise, mais aussi efficace pour 1'analyse de la
vibration libre des plaques FGM Ayant des propriétés matérielles dépendantes de la

température.

.
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Chapitre V : Analyse de la vibration en fonction de la
tempeérature des plagues sandwiches FGM reposant sur la
fondation Winkler / Pasternak

V.1. Introduction :

Le but de cette étude est de présenter les résultats numériques issus de I'analyse de la vibration
libre des plaques sandwichs simplement appuyées reposant sur un sol élastique. Les propriétés
des matériaux et le coefficient de dilatation thermique des couches de FGM sont supposés
dépendre de la température et varient continuellement a travers I'épaisseur selon une simple
distribution de la loi de puissance en termes de fractions volumiques des constituants. Cette
analyse repose sur une nouvelle théorie dite théorie de distribution de cisaillement a ordre
élevé qui contient seulement quatre variables.

Les charges thermiques sont supposées étre uniformes, linéaires et non linéaires dans
I'épaisseur. La fondation élastique est modelée comme la fondation Winkler et Pasternak.
Différents résultats numériques, y compris I’effet des conditions de charge thermique, de
I’indice de gradient, des paramétres de fondation et de la forme du mode sur la fréquence non

dimensionnelle des plaques sandwich FGM sont présentés.

Dans ce chapitre, des résultats numériques sont présentés pour illustrer 1’effet de la
température sur la vibration libre de plaques sandwichs a gradations fonctionnelles reposant
sur différents types de fondations élastiques en utilisant la théorie des plaques de déformation
au cisaillement du troisieme ordre. Les conditions aux limites considérées sont simplement

prises en charge.

V.2. Résultats :

Le matériau choisi dans cette étude est un mélange d'alliage de titane (Ti — 6Al — 4V) et de
zircone (ZrO2) (tableau IV. 1). La couche centrale est entierement en céramique (ZrO2). Les
résultats ont été obtenus en considérant les valeurs d'épaisseur h = 0,025 et a = 0,2.

Pour des raisons de simplicité, la fréquence propre non dimensionnelle et les paramétres de

base sont définis comme suit:

-
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La fréquence fondamentale non dimensionnelle des plaques sandwich FGM sous élévation de
température constante, linéaire et non linéaire est illustrée dans les tableaux V.1,V.2, V.3 et

V.4, respectivement.
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Tableau V. 1: Les paramétres non dimensionnels des fréquences naturelles d’une plaque sandwich

FGM (ZrO, /Ti - 6Al - 4V) simplement appuyée sous élévation de température constante

Température

Mode

101 | 144 | 121 | 242 | 224 | 211
(11) | 82882 | 82882 | 82882 | 82882 | 8.2882 | 8.2882

(1.2) | 19.3879 | 19.3879 | 19.3879 | 19.3879 | 19.3879 | 19.3879

710, [ (2.2) | 293121 | 203121 | 20.3121 | 29.3121 | 29.3121 | 29.3121

(1,3) | 35.4266 | 35.4266 | 354266 | 354266 | 354266 | 354266

(2.3) | 43.9961 | 43.0961 | 43.9961 | 43.0961 | 43.9961 | 43.9961

(1L1) | 6.9082 | 7.2317 | 7.4343 | 70912 | 73257 | 7.1627

(1.2) | 16.2336 | 16.0854 | 17.4459 | 16.6624 | 17.1964 | 16.8202

05 [ (2.2) | 246284 | 25.7586 | 26.4391 | 252771 | 26.0675 | 25.5046

(1,3) | 20.8223 | 311839 | 31.9956 | 30.6067 | 31.5503 | 30.8740

N (2.3) | 37.1251 | 38.8089 | 39.7995 | 38.0995 | 39.2528 | 38.4195
TO=Tb=Tt=300k (11) | 63639 | 67770 | 7.0509 | 65937 | 6.9059 | 6.6909
(1.2) | 14.9834 | 159500 | 165745 | 155277 | 16.2401 | 15.7411

1 [(2.2) | 22.7657 | 24.2290 | 251511 | 235961 | 24.6515 | 23.9022

(1,3) | 275897 | 29.3583 | 30.4586 | 28.5982 | 29.8591 | 28.9570

(2.3) | 34.3823 | 36,5786 | 37.0218 | 35.6426 | 37.1844 | 36.0701

(11) | 59318 | 63839 | 67051 | 61786 | 65390 | 6.2941

(1.2) | 13.9808 | 15.0562 | 157894 | 14.5780 | 154032 | 14.8296

2 [(2.2) | 21.2600 | 22.9063 | 23.9923 | 22.1863 | 23.4121 | 22.5444

(1.3) | 25.7772 | 27.7802 | 29.0772 | 26.9123 | 28.3786 | 27.3300

(2.3) | 32.1435 | 34.6520 | 36.2369 | 33.5782 | 35.3742 | 34.0723

(L1) | 7.8747 | 7.8747 | 7.8747 | 7.8747 | 78747 | 7.8747

(1.2) | 18.3978 | 18.3978 | 18.3978 | 18.3978 | 18.3978 | 18.3978

710, (2.2) | 27.7857 | 27.7857 | 27.7857 | 27.7857 | 27.7857 | 27.7857

(1.3) | 335602 | 335602 | 33.5602 | 33.5602 | 33.5602 | 33.5602

(2.3) | 41.6408 | 41.6408 | 41.6408 | 41.6408 | 41.6408 | 41.6408

(11) | 6.6255 | 69221 | 7.1068 | 6.7934 | 7.0073 | 6.8586

(1.2) | 155418 | 16.2335 | 16.6559 | 15.9359 | 16.4256 | 16.0814

05 [ (2.2) | 235453 | 24.5883 | 252153 | 24.1426 | 24.8702 | 24.3543

(1.3) | 28.4875 | 20.7460 | 30.4959 | 29.2102 | 30.0809 | 29.4604

N (2.3) | 35.4248 | 36.9842 | 37.0027 | 36.3236 | 37.3908 | 36.6253
TO=Tb=Tt=400k (11) | 61328 | 65126 | 6.7625 | 63444 | 66296 | 64331
(1.2) | 144079 | 15.3010 | 15.8741 | 14.9098 | 155648 | 15.1076

1 [(2.2) | 21.8531 | 23.2086 | 24.0614 | 22.6201 | 23.5057 | 22.9074

(1.3) | 26.4574 | 28.0991 | 29.1202 | 27.3898 | 28.5588 | 27.7292

(2.3) | 32.9281 | 34.9720 | 36.2245 | 34.0946 | 355300 | 34.5032

(11) | 57395 | 6.1578 | 64517 | 50684 | 6.2989 | 6.0743

(1.2) | 134916 | 14.4906 | 15.1680 | 14.0454 | 14.8087 | 14.2813

2 [(22) [ 204727 | 22.0071 | 23.0186 | 21.3319 | 22.4737 | 21.6739

(1.3) | 24.7925 | 26.6632 | 27.8768 | 25.8458 | 27.2174 | 26.2492

(2.3) | 30.8663 | 33.2152 | 34.7077 | 32.1981 | 33.8876 | 32.6831

=
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Tableau V. 2: Les parametres non dimensionnels des fréquences naturelles d’une plaque

sandwichFGM (ZrO, /Ti - 6Al - 4V) simplement appuyée sous élévation linéaire de la

température
Température| P Mode ——5- 1-1-1 1-2-1 2-1-2 2-2-1 2-1-1
11| 78182 7.8182 7.8182 7.8182 7.8182 7.8182
(1,2) | 186226 | 186226 | 18.6226 | 18.6226 | 18.6226 | 18.6226
7r0, [ (2,2) | 282846 | 28.0846 | 28.2846 | 28.0846 | 28.2846 | 28.2846
(1,3) | 342310 | 342310 | 342310 | 342310 | 34.2310 | 34.2310
(2,3) | 425792 | 425792 | 425792 | 425792 | 425792 | 425792
(1)) | 65881 6.8684 7.0470 6.7458 6.9368 6.7941
(1,2) | 157104 | 16.3984 | 16.8218 | 16.1023 | 16,5735 | 16.2286
05 [(22)] 239198 | 249683 | 256007 | 245214 | 252330 | 24.7107
(1,3) | 289949 | 30.2631 | 31.0197 | 29.7254 | 305800 | 29.9502
Th=300k (2,3) | 36.1358 | 37.7113 | 38.6385 | 37.0476 | 38.1000 | 37.3205
Th=400k (1)) | 6.1067 6.4603 6.7005 6.3020 6.5544 6.3687
(1,2) | 145605 | 154424 | 16.0142 | 150560 | 15.6829 | 152281
1 | (22)| 221893 | 235437 | 243989 | 229577 | 23.9064 | 23.2139
(1,3) | 26.9146 | 285593 | 29.5831 | 27.8526 | 28.9930 | 28.1558
(2,3) | 335700 | 356234 | 36.8785 | 347490 | 36.1542 | 35.1148
1,0 | 5729 6.1099 6.3801 5.9351 6.2238 6.0162
(1,2) | 13.6422 | 146182 | 152882 | 14.1833 | 14.9083 | 14.3894
2 [(22) ] 207937 | 22.3147 | 23.3197 | 21.6494 | 227510 | 21.9529
(1,3) | 252284 | 27.0895 | 28.2941 | 262835 | 27.6102 | 26.6405
(2,3) | 314794 | 338233 | 353018 | 32.8208 | 34.4587 | 33.2476
(L)) | 65467 6.5467 6.5467 6.5467 6.5467 6.5467
(1,2) | 16.8947 | 16.8947 | 16.8947 | 16.8947 | 16.8947 | 16.8947
210, | (22) | 26.1255 | 26.1255 | 26.1255 | 26.1255 | 26.1255 | 26.1255
(1,3) | 317786 | 317786 | 31.7786 | 31.7786 | 31.7786 | 31.7786
(2,3) | 39.7661 | 39.7661 | 39.7661 | 39.7661 | 39.7661 | 39.7661
(1, | 57895 5.9296 6.0315 5.8652 5.9006 5.8220
(1,2) | 145665 | 150003 | 154209 | 14.8630 | 151615 | 14.8936
05 |(22) | 224501 | 23.3084 | 23.8324 | 220412 | 23.4608 | 23.0286
(1,3) | 27.3115 | 283707 | 29.0075 | 27.9207 | 285671 | 28.0371
Th=300k (2,3) | 34.1687 | 355138 | 36.3099 | 34.9465 | 357773 | 35.1076
Th=600k (1,0 | 54976 5.6605 5.7935 55821 5.6237 55303
(1,2) | 136526 | 143124 | 147549 | 14.0199 | 14.4131 | 14.0681
1 [ (22)| 209996 | 22.0975 | 22.8019 | 21.6202 | 22.3093 | 21.7445
(1,3) | 255424 | 26.9063 | 27.7637 | 26.3187 | 27.1785 | 26.4820
(2,3) | 31.9493 | 336917 | 347643 | 32.9483 | 34.0543 | 33.1607
(1,1) | 5.2851 5.4364 55823 5.3588 5.3954 5.3069
(1,2) | 12.9371 | 136489 | 141595 | 13.3271 | 13.7746 | 13.3943
2 [(22)| 198434 | 21.0610 | 21.8808 | 205258 | 21.3204 | 20.6820
(1,3) | 241210 | 256511 | 26.6524 | 249871 | 259834 | 25.1886
(2,3) | 30.1526 | 32.1303 | 33.3857 | 31.2839 | 32.5693 | 31.5500




Chapitre V : Analyse de la vibration en fonction de la température des plaques sandwiches reposant sur la

fondation Winkler / Pasternak

Tableau V. 3: Les paramétres non dimensionnels des fréquences naturelles d’une plaque sandwich

FGM (ZrOZ/TI -6Al - 4V) simplement appuyée sous élévation non- linaire de la température

Température | P | Mode
1-0-1 1-1-1 1-2-1 2-1-2 2-2-1 2-1-1
(1,1) 7.8182 7.8182 7.8182 7.8182 7.8182 7.8182
(1,2) | 18.6226 18.6226 18.6226 18.6226 18.6226 18.6226
ZrOz | (2,2) | 28.2846 28.2846 28.2846 28.2846 28.2846 28.2846
(1,3) | 34.2310 34.2310 34.2310 34.2310 34.2310 34.2310
(2,3) | 42.5792 42.5792 42.5792 42.5792 42.5792 42.5792
(1,1) 6.1057 6.4581 6.6982 6.3002 6.5769 6.3906
Th=300k (1,2) | 14.5597 15.4406 16.0124 15.0544 15.7166 15.2609
Th=400k 1 | (2,2)| 221886 23.5422 24.3976 22.9564 23.9530 23.2598
(1,3) | 26.9140 28.5581 29.5820 27.8515 29.0485 28.2109
(2,3) | 33.5705 35.6226 36.8778 34,7482 36.2232 35.1841
(1,1) 5.7293 6.1080 6.3868 5.9337 6.2465 6.0373
(1,2) | 13.6418 14.6164 15.2862 14.1820 14.9419 14.4205
2 |(2,2) | 20.7933 22.3131 23.3181 21.6482 22.7973 21.9967
(1,3) | 25.2280 27.0881 28.2927 26.2824 27.6656 26.6934
(2,3) | 31.4791 33.8222 35.3008 32.8200 34.5280 33.3147
(1,1) 6.5467 6.5467 6.5467 6.5467 6.5467 6.5467
(1,2) | 16.8947 16.8947 16.8947 16.8947 16.8947 16.8947
Zr0z| (2,2) | 26.1255 26.1255 26.1255 26.1255 26.1255 26.1255
(1,3) | 31.7786 31.7786 31.7786 31.7786 31.7786 31.7786
(2,3) | 39.7661 39.7661 39.7661 39.7661 39.7661 39.7661
(1,1) 5.4824 5.6263 5.7570 5.5538 5.7047 5.6115
Th=300k (1,2) 13.6391 14.2835 14.7254 13.9955 14.5227 14.1766
Tb=600k 1 | (22| 20.9877 22.0724 22.7770 21.5987 22.4542 21.8888
(1,3) | 25.5314 26.8829 27.7408 26.2988 27.3480 26.6517
(2,3) | 31.9402 33.6723 34.7457 32.9317 34.2612 33.3785
(1,1) 5.2798 5.4071 5.5467 5.3387 5.4795 5.3869
(1,2) | 12.9313 13.6225 14.1292 13.3081 13.8853 13.4992
2 | (2,2)| 19.8377 21.0368 21.8540 20.5080 21.4660 20.8213
(1,3) | 24.1156 25.6281 26.6272 24.9702 26.1539 25.3528
(2,3) | 30.1477 32.1100 33.3640 31.2690 32.7782 31.7534

A partir de ces tableaux, nous pouvons constater que la fréquence non dimensionnelle est

similaire pour les plaques sandwich FGM sous élévation linéaire de la température et

élévation non linéaire de la température, en particulier dans les plaques sandwich FGM

symétriques. Nous pouvons remarquer aussi que les fréquences fondamentales augmentent

avec le nombre du mode et diminuent avec I’augmentation de 1’indice matériel.
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Chapitre V : Analyse de la vibration en fonction de la température des plaques sandwiches reposant sur la
fondation Winkler / Pasternak

Le tableau 6 présente I'effet des fondations de Winkler / Pasternak sur la réponse en vibration

libre des plaques sandwich FGM sous élévation de température non linéaire.
Tableau V. 4: Les paramétres non dimensionnels des fréquences naturelles d’une plaque

Sandwich FGM (ZrO, /Ti - 6Al - 4V )reposant sur la fondation Winkler / Pasternak

kw | Kp | p Les paramétres non dimensionnels des fréquences naturelles
1-0-1 1-1-1 1-2-1 2-1-2 2-2-1 2-1-1
0 | 7.8182 7.8182 7.8182 7.8182 7.8182 7.8182
0 0 1 | 6.1057 6.4581 6.6982 6.3002 6.5769 6.3906
2 | 5.7293 6.1080 6.3868 5.9337 6.2465 6.0373
0 | 8.5536 8.5536 8.5536 8.5536 8.5536 8.5536
100 | O 1 | 6.8539 7.2154 7.4558 7.0549 7.3319 7.1430
Th=300k 2 | 6.4760 6.8706 7.1513 6.6915 7.0068 6.7927
Th=400k 0 | 17.2838 | 17.2838 | 17.2838 | 17.2838 | 17.2838 | 17.2838
0 | 100 | 1 | 15.1209 | 15.6862 | 16.0154 | 15.4472 | 15.8268 | 15.5503
2 | 145841 | 15.2527 | 15.6537 | 14.9673 | 15.4227 | 15.0900
0 | 17.6286 | 17.6286 | 17.6286 | 17.6286 | 17.6286 | 17.6286
100 | 100 | 1 | 15.4381 | 16.0127 | 16.3466 | 15.7700 | 16.1550 | 15.8742
2 | 148932 | 15,5737 | 15.9807 | 15.2834 | 15.7458 | 15.4076
0 | 6.5467 6.5467 6.5467 6.5467 6.5467 6.5467
0 0 1 | 5.4824 5.6263 5.7570 5.5538 5.7047 5.6115
2 | 5.2798 5.4071 5.5467 5.3387 5.4795 5.3869
0 | 7.4093 7.4093 7.4093 7.4093 7.4093 7.4093
100 | O 1 | 6.3050 6.4814 6.6231 6.3972 6.5609 6.4554
Th=300k 2 | 6.0820 6.2558 6.4121 6.1699 6.3326 6.2219
Th=600k 0 | 16.7462 | 16.7462 | 16.7462 | 16.7462 | 16.7462 | 16.7462
0 100 | 1 | 14.8798 | 15.3619 | 15.6445 | 15.1577 | 15.4853 | 15.2473
2 | 144132 | 149854 | 15.3297 | 14.7412 | 15.1292 | 14.8427
0 | 17.1017 | 17.1017 | 17.1017 | 17.1017 | 17.1017 | 17.1017
100 | 100 | 1 | 15.2020 | 15.6952 | 15.9834 | 15.4864 | 15.8206 | 15.5775
2 | 147258 | 15.3120 | 15.6634 | 15.0620 | 15.4586 | 15.1655

A partir de ce tableau, nous pouvons constater que la fréquence non dimensionnelle diminue
avec I’élévation de la température et elle devient plus importante avec I’existence des
parametres de fondation élastique. On remarque aussi que Le parametre de fondation
Pasternak a plus d’influence sur 1’accroissement de la fréquence non dimensionnelle que le

paramétre de Winkler.
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Chapitre V : Analyse de la vibration en fonction de la température des plaques sandwiches reposant sur la

fondation Winkler / Pasternak

Les figures 5 et 6 montrent 1’effet des parameétres de fondation de Winkler Kw et de Pasternak

Kp sur la fréquence non dimensionnelle de la plaque sandwich FGM (1-1-1) et (2-1-1)

respectivement avec diverses valeurs du parameétre d’homogénéité p.

©
o

el
3]
1

o
o
1

N
3]
1

~
o
1

4
3]
1

o
o
1

9.0

T
0 10 20 30 40 5 60 70 80 90 100 110

parametre se Winkler Kw

les frequences non dimensionnels

0 10 20 30 40 5 60 70 80 90

T
100 110
parametre de Pasternak Kp

Figure V. 1: Les paramétres non dimensionnels des fréquences naturelles d’une plaque
sandwich(1-1-1) en fonction du fondation Winkler / Pasternak(k = 2, Th = 400 K).
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Figure V. 2: Les paramétres non dimensionnels des fréquences naturelles d’une plaque
sandwich(2-1-1) en fonction du fondation Winkler / Pasternak(k = 2, Th = 400 K).
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Chapitre V : Analyse de la vibration en fonction de la température des plaques sandwiches reposant sur la
fondation Winkler / Pasternak

Il est clair qu’avec I’augmentation des paramétres de base Kw et Kp, la fréquence non
dimensionnelle augmente pour les deux cas de plaques. Le paramétre de fondation Pasternak
a plus d’effet sur ’augmentation de la fréquence non dimensionnelle que le parameétre de

Winkler.

V.3. Conclusion :

Dans ce chapitre, la théorie des plaques de déformation par cisaillement d’ordre élevé est
utilisée pour étudier la vibration libre, dépendant de la température, des plaques sandwich
fonctionnellement graduées avec des conditions aux limites simplement appuyées reposant
sur les fondations de Winkler, Pasternak. On suppose que les propriétés matérielles des
couches de FGM varient continuellement dans 1’épaisseur selon une simple distribution de la
loi de puissance en termes de fractions volumiques des constituants. Les équations de
mouvement sont derivées du principe de Hamilton. Une étude paramétriqgue compléte est
réalisée pour évaluer 1’effet de la température non linéaire, des paramétres de fondation, de
I’indice de la loi de puissance, de la forme du mode et du schéma de plaque sandwich sur la

fréquence non dimensionnelle.

Les résultats numériques montrent que les fréquences non dimensionnelles des plaques
sandwich FGM sont réduites en augmentant la température et le parametre d’inhomogénéite.
La fréquence non dimensionnelle est élevée dans le sandwich (1-2-1). Les résultats
confirment également que les parametres de fondations élastiques ont un effet significatif sur

la réponse en vibration libre des plaques de FGM.
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Conclusion générale

Conclusion géenérale :

Une nouvelle théorie des plaques de déformation par cisaillement hyperbolique est développée
pour les vibrations libres dépendant de la température soumises a des champs de température
uniformes, linéaires, non linéaires et sinusoidaux. Les propriétés matérielles des plaques FGM
sont supposées dépendre de la température et classées dans I'épaisseur selon une distribution de
puissance en termes de fractions volumiques des constituants. En envisageant de simplifier
davantage les suppositions des théories existantes, avec l'incorporation d'un terme intégral
indéterminé, la théorie actuelle n'a que quatre inconnues par rapport aux autres théories de la
déformation par cisaillement. L.’équation du mouvement de la structure vibrante obtenue par le
principe classique d’Hamilton est résolue par les solutions de Navier. Les points principaux

suivants peuvent étre obtenus par la présente étude:

1. La précision de ce travail a été vérifiée en le comparant aux théories existantes de la
déformation par cisaillement (HSDT) .

2. La fréquence diminue lors de I’augmentation de la température dans tous les types de
champs de température.

3. La présente théorie de la déformation par cisaillement hyperbolique est précise, et

simple a prédire ’analyse vibratoire des plaques FGM en environnement thermique.

Enfin, la formulation se préte particuliérement bien a 1’étude de plusieurs probléemes liés a la
déformation hydro-thermomécanique des structures laminées et FGM (Bouderba et al. 2016;
Beldjelili et al. 2016; Bousahla et al. 2016), également en utilisant le modéle de gradient de
contrainte non local pour I'analyse du comportement mécanique des nanostructures renforcées
avec des nanoparticules et des nanotubes de carbone (Bessaim et al. 2015; Kolahchi and
Bidgoli, 2016; Arani and Kolahchi, 2016; Zamanian et al. 2017; Shokravi, 2017;
Hajmohammad et al. 2018; Amnieh et al. 2018), et qui sera examiné dans un avenir proche. Les
calculs actuels fournissent également une base de référence solide pour la vérification des
éléments finis et d'autres simulations numériques de la mécanique des nanomatériaux par les
FGM.
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ANNEXE

Considérons une plaque sandwich FG rectangulaire avec une épaisseur uniformeh, de

longueur aet de largeurb . Le systeme de coordonnées cartésiennes xyz est considéré de telle
sorte que Xy est le plan (z =0) coincide avec le milieu de la surface de la plaque sandwich.

La couche 1, 2, 3 représentent respectivement la partie inférieure, couche médiane et
supérieure. Le noyau de sandwich est isotrope (entierement céramique) et les peaux sont

fonctionnellement graduées a travers I'épaisseur. La peau de la face inférieure varie du métal
pure (z=h,) vers céramique pure tandis que la variation de la peau supérieure est du
entierement céramique vers entiérement métallique (z="h,), la géométrie de la plaque

sandwich en FGM est présenté dans la Figure A.1.

hi
h:
1 -TI'(-I

Iﬁll’.l

Metal

Ceramic
x /
Metal

Figure A.1: La géométrie d’une plaque sandwich avec des peaux en FGM et un noyau
homogéne.

Il n'y a pas d'interface entre le noyau et les peaux. La fraction volumique de la plaque

sandwich est exprimée comme suit:

v<1>(z)=£z_hojp for z [hg,hy |
b —ho '

v@(z)=1 forze[h,h,] (A1)

p
VO (2)= (ﬂj for z e[y, hy ]



Ou V™ est la fraction de volume de la n-iéme couche et p est un paramétre qui indique
I'indice de puissance et prend des valeurs supérieures ou égales a zéro.

Les propriétés matérielles effectives de la couche n, le module de Young E™, le coefficient
de Poisson 0™ et la densité de masse o™ en un point peuvent étre obtenu par la régle
linéaire du mélangecomme :

P™ (2) = (R —P, V™ (2)+ P, %2
Ou P™ est la propriété matérielle effective de la couche n de la plaque sandwich en FGM.

P, et P, sont les propriétés des faces supérieure et inférieure de la couche 1, respectivement, et

vice versa pour la couche 3 en fonction de la fraction de volumeV ™, (n=1,2,3).

Pour prédire plus précisément le comportement des FGM a haute température, il est
nécessaire de tenir compte de la dépendance a la température des propriétés du matériau.
L'équation non lineaire des propriétés des matériaux thermoélastiques en fonction de la

température T (K) peut étre exprimée comme suit:
P@)=P,(P, T +1+ BT+ RT?+ R,T?) (A-3)

ou P(z)désigne la propriété matérielle et T =T, +AT(z) indique la température ambiante ;
T, =300(K )est la température ambiante P, , P,, P,, P, et P, les coefficients des propriétés des

matériaux dépendant de la température sont-ils uniques aux matériaux constitutifs visibles

dans le tableau des propriétés des matériaux (Tableau Iv.1) pour FG (ZrO,/Ti-6Al-4V)
et(Si,N, /SUS304), et I'élévation de température AT(z) se fait uniquement dans le sens de

I'épaisseur, tandis que la conductivité thermique est indépendante de la température.
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Figure A.2:Géométrie et coordonnées de la plaque rectangulaire reposant sur une fondation
élastique: (a) fondation de Winkler, (b) fondation de Pasternak.

111.5. Champ de température

Dans cette étude, trois cas de distribution de température unidimensionnelle a travers
I'épaisseur sont considérés, avec T :T(z).

111.5.1. Température uniforme :

Dans le cas de température uniforme, le champ utilisé est donné comme suit :

(A-4)
T(z)=T, +AT(z)

Ou AT(z) indique le changement de température et T, = 300K est la température ambiante.

111.5.2. Température linéaire :

Pour une plaque a gradation fonctionnelle, en supposant des températuresT, et T,en imposant

en bas et en haut de la plaque, le champ de température sous élévation linéaire de la

température le long de I'épaisseur peut étre obtenu comme suit:

T(z)=T, + AT G + %J (A-5)



111.5.3. Température non linéaire :

L'élévation de la température non linéaire a travers I'épaisseur de la plaque est déterminée en
résolvant  I'équation de  conduction thermique unidimensionnelle.  L'équation
unidimensionnelle de conduction de chaleur en régime permanent dans la direction z est

donnée par :

T(z)= d (k(z)de (A-6)

Cdz T dz
En utilisant les conditions aux limitesT =T a z=-h/2et T =T a z=h/2La distribution de

température peut étre écrite comme:

T(z)=T,+(T,-T,) 0"

Ou
©1
j dz
kl
@mz#, h,<z<h
3 n 1 d
z
21
hy z
_[ 11 dz+_[ 21 dz
oo K@) 1K () ,
R : h <z<h, (A-7)
dz
21
[Py .
dz + dz+ | ———dz
1 2 2
oo KO K@ RS
30001
dz
21

La solution de cette équation, peut aussi étre exprimée au moyen de la série polynomiale



Tl_Tb)Zn:(_l)i kﬂi Z_ho "
C 4ik+1lk, ) h—h, (A8)

T2(z)=Tl+(T2—Tl)(hZ__TJ

Tl(z):Tb+(

i i ik+1
13(2) =T+ WS O (ke ) [ 220
Cc “ik+1lk, ) h,—h,
Avec :
C:ﬂ[k_m] (A-9)
ik+1{ Kk,
et
hy
I ll dz
! k (z
T =T, +(T,-T,) S
4z (A-10)
20
hy h,
1 1
j dz+j dz
k'(z k?(z
T,=T,+(T,-T, )" (3)hn *1‘1 )
dz
20

111.4.1. Equations gouvernantes

Les équations du mouvement pour la vibration libre de la plagque FG peuvent étre dérivées du
principe de Hamilton
t

[(6K—6U —sF)dt=0 (A-11)

tl
ou test le temps, t et t, sont les temps initial et de fin, respectivement, oK est la variation de
I'énergie cinétique et sU est la variation de I'énergie de déformation totale sU est la variation

de fondation élastique. L'énergie de déformation totale du faisceau peut étre représentée

comme .

(A-12)
U=U,+U;



ou U, se trouve I'énergie de contrainte due aux contraintes mécaniques etU; est I'énergie de

contrainte provoquée par les contraintes initiales dues a I'élévation de température. Les

énergies de déformationU, et U; sont données par:

1
Ud :EJ.[O-XEX-’_GV 8y+o-z gz+TXy }/XV+TVZ 7/yz+TXZ yﬂ]dv
\Y

U, = %Vj[al dyy + 07 d, AV

(A-13)

(A-14)

Ou dy, (i, j=1,2) ol est la relation non-linéaire contrainte-déplacement . En substituantd; en

équation .111.14 I'équation suivante est obtenue :

2 2 2 2 2 2
UT:EJ. o 6_121+6_\2/+6_v2v +0, 8_121+6_\2/+8_\2v dv
2) xF oxE ox LY Y

En Eq. (15), les contraintes thermiques o, eto) sontdonnées par :

oy =—(Cyy+Cp,)a(z,T)AT(z) et o) =—~(Cpy +Cp)a(z,T)AT(2)

L’énergie cinétique de la plaque peut étre exprimée comme
1 S
K = EI’O(Z'T)(U +V+W)dV

\

L'énergie de contrainte induite par les fondations élastiques peut étre définie:

1
F=EJ(UW+Up)dV

\Y

1
F =E(qw+qp)

La charge répartie dans le cas de la fondation Winkler peut étre exprimée comme suit:

g, = KW,

w

(A-15)

(A-16)

(A-17)

(A-18)

(A-19)

(A-20)

La fondation Pasternak est un modele élastique a deux parametres, un parameétre de couche de

cisaillement K et un parametre de Winkler K, . La charge repartie de la fondation

Pasternak peut donc étre définie par:



s ERE oo

En substituant les équations. A.21 et A.17 et A.15, dans I’équation. A.13 et intégrant par
parties, les équations du mouvement en termes de composantes de déplacement de la plaque

FG sont obtenues comme suit:

(Au + A1T1)d11uo + (Aﬁﬁ + Asz)dzzuo + (A12 + Aﬁ6)d12VO - (Bll + BlTl)dlnwo
—(Byy + 2Bgg + BL )duppWo + (BEs (kA +ky B )+ BSk,B + B kA ) dyppt) (A-22a)
+(Bs, + B kA dyyg = 1oty — 1,y + K A 3,6,

(Azz + Asz)dzzvo + (Aes + AlTl)dllVO + (Alz + Aee) dipUg — (Bzz + Bgz)dzzzwo
—(Byy + 2Bgg + B, ) dyyowp + (B (kA + K, B')+ Bk A + B k,B') dyy,0 (A-22b)
+(BS, + B JkoB' dypl = 19, — 1 Ay, +k,B'J; dyd,

(Byy +BYy ) ysglly +( By, +2Bgs + By, ) dyyolly +( By, +2Bgg + B, ) AoV +(B,, + By, )V

—(Dyy + D} )dyyWo —2(Dy, +2Dgq ) iy Wy — (D, + Dy, ) dypoWo + (D5, + D )k, Adyy,0 (A-220)
+( (D5, +2D ) (kA +k,B) ) d, 00+ (D5, + D3 )k, B0+ (DK, B + Dk, A) dyy,0

—(Dfy + D3, ) dyyppWo + Al Wo + A dy W, — (0,0 — 0, (dy, 0+ d,,0)) — (a4, Wy — 01, (dyyWy + W) ) =
LWy + 1, (ytly +d, Vo )= 1, (dyyi + Ay )+, (KA dyyf+k, B’ d,,0)

~ (B + B )k AdyyUy —(BEK,B + B K A +Bg (A +k,8'))dipptiy — (0,0 - 0, (0,0 +d,0))
—(szklA' +Bk,B + B (kA + sz'))diO — (B3, + B3y )k,Bd ¥y — (W, — 01, (Ao +d o, )
+(D5, + Dy )k Ad,y,, W, +( (D5, +2Dg, ) (kA +k,B) ) A1, W, +( D3, + D33 )k, B'd W, (A-22d)
~(Ha 4 HT ) (KA dyy0—(H, +HE ) (k,B') d?_me—(z H3 k k,AB + (KA +k,B) Hgs)dmzé’
+A% (k,B) dp0+ A (K, A) dyy6+(DiTk, B + D5k, A) dyypoily — (0, 0, (i +d o0, ))

—(H;f (k,B') +H (k, A')Z)d11229= ~3,(k, Adyt, +K, B d¥,) + 3, k Ad,, W, +k, B d,, )

_K, ((klA')z dudi+ (K, B')’ dzzé)

ou d

i dy et dy,, sont les opérateurs différentiels suivants:



0? o° o

d=——, dy=—o— dy =—>d =—, (i,j,l,m=12). A-23
Dokt N axoxgox ™ axoxoxox, | 0% ) 12) (A-23)
Et les composants de rigidité sont calculés comme
All’Bll’Dll’Blsl’DfDHlsl h/2 1
Az B, Dy BS, D5, HY b= [Cullz, 2 1@, 2 1), 2@ v |dz (A-24a)
AssBes Des Bes» Do Hes | /2 _TV
(A221 Bzzv D22a B§21 D2521 stz)z (Au’ Bll! D11’ B1S1’ D151a Hlsl) (A-24D)
"¢ A-24
A=A JC44[92(Z)]dZ (A-24c)
-h/2
h/2 T
AJl,BL,DL,BfI,DfJ,HfI} b2,z
- [z t@ 2 f @), F2@)] A-24d
{A;,BJZ,DJZ,B;;,D;;,H; J ] (A-244)
Les inerties sont également définies comme :
h/2
(o, 10,30 15,35, Ky )= (L2, £(2) 22,2 £ (2), 12(2)) p(2)dz (A-25)

-h/2
I11.6. Solution analytique pour une plagque en FGM simplement appuyeée:

Dans ce travail, nous nous intéressons aux solutions exactes de 1’équation (A.22)pour une

nano-plagque simplement appuyée. A l'aide de la procédure de solution Navier, les expressions

suivantes de déplacements ( U,, V,, W,, et &) sont prises:

u0 U, e Ycos(a x)sin( B y)

2 |V, et sin(a x)cos(f )
Z;Z; W_e"'sin(a x)sin( 4 y) (A-20)

0 X e sin(a x)sin( £ y)
(A-26)

a=mrla, f=nxlb

oli=+-1,a=mxl/a, f=nzlb, o est la fréquence naturelle et (U _ V.. ,W_ X ) les

coefficients de déplacement maximum inconnus.

En substituant les équations (A.26) dans I'équation (A.22), les solutions analytiques peuvent

étre déterminees par



all a12 a’l3 a14 M 11 0 M 13 M 14 U mn 0
a12 a‘22 a'23 a24 _a)Z O M22 M23 M24 an — 0 (A'27)
a13 a23 a33 a34 M 13 M 23 M 33 M 34 Wmn 0
a14 a‘24 a34 a‘44 M 14 M 24 M 34 M 44 x mn 0
ou
allz_(az(All"'AlTl)"‘ﬁz(Agz"‘Aeﬁ))r
a, =—af (A12 + Aes),
= (B, + B J+ (B, + 2855 48]
a3 =a” By + By J+a (B +2Bgs + By ),
_ ( S s —(k ' k ')Bs 2)—k A'( SBsT ZBST)
ay, = a (kB + K Bpy — KA +k,B |Bgs S 1A "By +af By
ap =—(0‘2(A66 + A1Tl)+ ﬂz(Agz + Azz)): dy3 =p (511 + BlTl)‘l'azﬂ(BlZ +2Bgs + Bgz):
a,, = ﬂ(lefz +k,BS, —(klA' + kzs')Bgaaz)— kZB'(azﬂ B + [33B§§) (A-28)

A3 = —(054(D11 + D1T1)+ Zazﬂz(Dlz +2Des)+a2ﬁ2(D1T1 + Dsz)+,B4(D22 + Dsz))_ kw _kp(O‘2 "‘ﬂz)

a,, =k, (D@ + DB )+ 2(k,A +K,B') Dy’ B —k, (D5, 82 + Diya? )+ k, A Dy +k,B 5D
+(ADY +k,B D)o’ B -k, -k, (a? + 57

8, =k (H2 + HIT )k, + Hak, )=k Ky (HT + HE )= (kA +k,B)2H B2
- kz(Hlszkl +(H252 + st;)kz)_(klA')z A5S50!2 _(sz-)z ALﬂZ -k, —kp(oc2 +,B2)

My ==lo, Mz =aly, My =~k A @ My, =—lg, Myg =B 1y, Mg =—k;B S,

Mgz =—lg =1, (a® + B%) , My, =J, (klA‘az +k28'ﬁ2) Mg =-K; ((klA')zaz +(k2 B‘)Z'BZJ
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