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Résumé

Une géométrie de Thurston de dimension 4 est un couple (G,X) où X est une
variété différentielle simplement connexe et G est un groupe de difféomorphismes de X
maximal qui agit transitivement avec stabilisateurs compacts et il existe une variété de
volume fini modelée sur (G,X). Il y’a une classification de la géométrie de Thurston
de dimension 4 faite par Filipkiewicz (1983) et une étude des structures complexes
sur ces espaces données par Wall (1985) et il a prouvé que F 4 est la seule géométrie
de Thurston non symétrique qui admet une métrique Kählérienne. F 4 est un espace
parmis les géométries de Thurston de dimension 4, Belkhelfa et Hasni (2011) ont
prouvé que cet espace est holomorphiquement pseudo symétrique de type constant.
On prend une hypersurface γ ×H2 dans F 4 où γ est une courbe dans R2 et H2 est
le plan hyperbolique et on étudie les propriétés géométriques de cette hypersurface
c’est-à-dire on vois les conditions pour qu’elle soit minimale, on prouve qu’elle n’est ni
totalement ombilicale ni pseudo-paralléle aussi on conclut qu’elle n’est ni semi-parallèle
ni parallèle ni totalement géodésique. γ×H2 a une structure de contact, [5], on prouve
qu’elle n’est pas Sasakienne.

Abstract

Thurston geometry of dimension 4 (model geometry) is a pair (G,X) where X
is a smooth manifold and G is connected Lie group of diffeomorphisms of X such
that X is connected and simply connected, G acts transitively on X, with compact
point stabilizers, G is not contained in any larger group of diffeomorphisms of X with
compact stabilizers of points and G contains a discrete subgroup Γ with Γ\X of finite
volume. Filipkiewicz Classified 4 dimesion geometries and Wall studied the complex
structures on 4-dimensional Thurston geometries Belkhelfa and Hasni proved that F 4

(4-dimensional Thurston geometry ) is holomorphically pseudo symmetric of constant
type, neither Ricci pseudo symmetric nor Weyl pseudo-symmetric. Our aim is to give
the conditions for the hypersurface γ ×H2 to be minimal in Thurston geometry F 4.
In addition we show that γ × H2 is not totally umbilical neither pseudo-parallel nor
Sasakian, where γ is a curve in R2 and H2 is the hyperbolic plane.
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Introduction

Une géométrie en sense de Thurston de dimension 4, [20], est un couple (G,X) où
X est une variété différentielle et G est un groupe de difféomorphismes de X vérifiant
les hypothèses suivantes :

(a) X est connexe et simplement connexe.
(b) L’action de G sur X est transitive avec stabilisateurs compacts.
(c) G est maximal parmis les groupes de difféomorphismes de X agissant avec

stabilisateurs compacts.
(d) Il existe une variété de volume fini modelée 1 sur (G,X).
R. O. Filipkiewicz, [12], a classifié les géométries de Thurston de dimension quatre.

Elle sont : S2 × S2, S2 ×E2, S2 ×H2, E2 ×H2, H2 ×H2, S3 ×E1, H3 ×E1, E4,
S4, H4, P 2(C), H2(C) qui sont des espaces symétriques et Nil3×E1, Nil4, Sol4m,n,
Sol40, Sol

4
1, S̃l2(R) × E1 et F 4 qui ne sont pas symétriques. Parmis ces espaces on

s’intéresse à la géométrie de Thurston F 4.
F 4 est définie par X = R2 ×H2 et G = R2 n Sl2(R) (le produit semi-direct de R et
Sl2(R). On prend la paramétrisation suivante :

φ : R2 × R× R∗+ −→ R2 ×H2

(x, y, s, t) −→ (x, y, s+ it)

C. T. C. Wall, [22], [23], a prouvé que la géométrie de Thurston F 4 admette une
unique structure complexe J compatible avec le groupe de difféomorphismes G.

Belkhelfa et Hasni, [1], ont prouvé que F 4 est holomorphiquement pseudo-symétrique
de type constant et elle n’est ni Ricci pseudo-symétrique ni Weyl pseudo-symétrique.
Une variété Kählérienne (M, g, J) est dite holomorphiquement pseudo-symétrique s’il
existe une fonction f sur M telle que

R.R = f Q̃(g,R),

avec
Q̃(g,R) = (X ∧J Y ) .R,

1. Une variété modelée sur (G,X) est un quotient de X par un sous groupe discret de G agissant
librement sur X, [15].
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et
X ∧J Y = X ∧g Y + JX ∧g JY + 2g(X, JY )J.

où R est le tenseur de courbure de Riemann. La fonction f est appelée une fonc-
tion de structure. Si f est une constante la variété M ( qui est pseudo symétrique
holomorphe) est dite de type constant. Une variété Riemannienne M est dite Ricci
pseudo-symétrique s’il existe une fonction LS sur US = {x ∈ M |S − r

n
g 6= 0 en x}

telle que R.S = LSQ(g, S) sur US où S, r sont le tenseur de Ricci et la courbure
scalaire, respectivement et elle est dite Weyl pseudo symétrique s’il existe une fonction
LC sur UC = {x ∈ M |C 6= 0 en x} telle que R.C = LC Q(g, C) sur UC . On dit
que M , de dimension n ≥ 3, est pseudo symétrique, au sens de Deszcz, s’il existe une
fonction LR : M −→ R telle que

R.R = LRQ(g,R)

sur UR = {x ∈ M |R − 1
n(n−1) G 6= 0 en x} où G(X, Y, Z,W ) = g ((Z ∧W )Y,X).

Une variété RiemannienneM est semi-symétrique si R.R = 0 et localement symétrique
si son tenseur de courbure de Riemann R est parallèle i.e., ∇R = 0 où ∇ est la
connexion de Levi-Civita sur M .

Les classes analogiques extrinsèques des variétés localement symétriques, des varié-
tés semi-symétriques et des variétés pseudo-symétriques sont les sous variétés parallèles,
les sous variétés semi-parallèles et les sous variétés pseudo-parallèles, respectivement.
Soit f : Mn −→ M̃n+1 une immersion isométrique d’une variété Riemannienne M de
dimension n à une variété Riemannienne M̃ de dimension n+ 1 avec les métriques g,
g̃, respectivement. Une hypersurface totalement géodésique Mn dans M̃n+1 est une
hypersurface avec α = 0 (α est la seconde forme fondamentale). Une hypersurfaceMn

est minimale si trace(α) = 0. Une hypersurface est appellée semi-parallèle si R.α = 0
avec

(R.α)(X, Y, Z,W ) = −α(R(X, Y )Z,W )− α(Z,R(X, Y )W ).

X, Y , Z et W sont des champs de vecteurs sur Mn et pseudo-parallèle si

R.α = L Q(g, α), (1)

pour quelques fonctions L différentielles à valeur réelle sur M , où R est un opérateur
de courbure de la connexion de Van der Waerden-Bortolotti ∇ de f , Q(g, α) est un
tenseur de type (0, 4) agit sur les vecteurs tangents a les mêmes propriétés de la
symétrie de R.α donné par

Q(g, α)(Z,W ;X, Y ) = −α((X ∧ Y )Z,W )− α(Z, (X ∧ Y )W ),

et X ∧ Y donné par

(X ∧ Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y.

3



Chapitre 1 Variétés Riemanniennes

Aussi, une hypersurface semi-parallèle est déterminée par L = 0 dans l’équation (1).
On rappelle qu’une hypersurface parallèle est définie par ∇α = 0. Par conséquent,
les hypersurfaces pseudo-parallèles sont une généralisation des hypersurfaces semi-
parallèles et ces derniers sont une généralisation des hypersurfaces parallèles qui sont
eux mêmes une généralisation les hypersurfaces totalement géodésiques. Le vecteur
de courbure moyenne de M est défini par H = 1

n
trace(α), une hypersurface est dite

totalement ombilicale si α(X, Y ) = g(X, Y )H.
Soit M3 = γ × H2 (γ est une courbe dans R2 et H2 = {(v, w) ∈ C, w > 0}

est le plan hyperbolique) une hypersurface de F 4. On peut prendre la paramétrisation
suivante

f : M3 = γ ×H2 −→ F 4 = R2 ×H2

(u, v, w) −→ ((γ1)(u), (γ2)(u), v, w)

L’objectif de cette thèse est d’étudier les propriétés géométriques d’hypersurface M3

dans F 4 .
On traite ce travail de la manière suivante : le premier chapitre est un rappel des pro-

priétés et des définitions de bases des variétés Riemanniennes. Le second chapitre parle
des géométries des sous variétés dans une variété Riemannienne, on cite les formules de
Gauss et Weingarten, les équations de Gauss, Coddazzi et Ricci, également on présente
les variétés totalement géodésique, parallèles, semi-parallèles et pseudo-parallèles, on
donne leurs interprétation géométrique, [9], et on traite la pseudo symétrie au sens
de Deszcz, [13]. Le troisième chapitre aborde les variétés Kählériennes, les variétés
K-contacts et les variétés Sasakiennes. Quand au quatrième chapitre on définit la géo-
métrie de Thurston F 4 et on donne sa métrique. On présente, la pseudo-symétrie et
la pseudo symétrie holomorphe de F 4, voir [1]. Le dernier chapitre expose nos résul-
tats sur l’hypersurface M3 dans F 4, [4], on donne les conditions pour l’hypersurface
soit minimale, on prouve que M3 n’est pas totalement ombilicale ni pseudo-parallèle
et on déduit qu’elle n’est pas semi-parallèle ni parallèle et ni totalement géodésique.
Aussi on trouve que cette hypersurface a une structure de contact mais elle n’est pas
Sasakienne.
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Chapitre 1

Variétés Riemanniennes

Dans ce chapitre on rappel quelques propriétés et définitions des variétés Rieman-
niennes. Pour cela on utilise les références suivantes [10], [15], [16] et [24].

1.1 Variétés différentiables

1.1.1 Variétés différentiables

Définition 1.1.1. Une variété topologique de dimension n est un espace de Hausdorff
M tel que pour tout p ∈M il existe un voisinage ouvert U ⊂M avec p ∈ U , voisinage
ouvert U ′ ⊂ Rn et un homeomorphisme

ϕ : U −→ U ′

Les couples (U,ϕ) sont appelés des cartes, U ètant le domaine de la carte et ϕ l’ap-
plication de coordonnées.

Définition 1.1.2. Soit M une variété topologique de dimension n. Une famille A de
cartes de M est appelée un atlas si pour tout x ∈ M il existe une carte (U,ϕ) ∈ A
telle que x ∈ U .

Notons que si (U1, ϕ1) et (U2, ϕ2) sont deux cartes de M telles que U1 ∩ U2 6= ∅,
alors l’application de changement de cartes

ϕ2 ◦ ϕ−11 : ϕ1 (U1 ∩ U2) −→ ϕ2 (U1 ∩ U2) (1.1)

est un homéomorphisme.

Définition 1.1.3. Soit M une variété topologique. Deux cartes (U1, ϕ1) et (U2, ϕ2)
de M sont compatibles si l’une des deux conditions suivantes est vérifiée,
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Chapitre 1 Variétés Riemanniennes

- U1 ∩ U2 6= ∅ et l’application de changement de cartes (1.1) est un difféomor-
phisme,

- U1 ∩ U2 = ∅ Un atlas A de M est diférentiable si toutes les cartes de A sont
compatibles entre elles.

Définition 1.1.4. Une variété différentiable est un couple (M,A) où M est une
variété topologique et A est un atlas différentiable de M .

Définition 1.1.5. Soient M une variété différentiable et D un ouvert de M . Une
fonction f : D −→ R est différentiable en un point p ∈ D s’il existe une carte (U,ϕ)
de M avec p ∈ U et U ⊂ D tel que f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ R est différentiable. La
fonction f est différentiable dans D si f est différentiable en p pour tout p ∈ D.

Définition 1.1.6. Soient M , M ′ deux variétés différentiables et D un ouvert de M .
Une application f : D −→M ′ est défférentiable en p s’il existe une carte (U,ϕ) de M
avec p ∈ U ∈ D et une carte (V, ψ) de M ′ avec f(U) ∈ V telles que

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ ψ(V ) (1.2)

est différentiable. L’application f est différentiable dans D si f est différentiable en p
pour tout p ∈ D.

Définition 1.1.7. Soient I un intervalle de R et M une variété différentiable. L’ap-
plication différentiable α : I −→M est une courbe différentiable.

Définition 1.1.8. Soient M une variété différentiable, p ∈ M , α : I −→ M une
courbe différentiable avec α(0) = p et D un ensemble des fonctions différentiables sur
M à p. Le vecteur tangent de α au point p est la fonction α′(0) : D −→ R donnée
par

α′(0)f =
d(f ◦ α)

dt
|t=0, f ∈ D.

L’ensemble des vecteurs tangents en p est noté par TpM , c’est un espace vectoriel.
On appelle TpM l’espace tangent de M en p.

Exemple 1.1.1. Soit (U,ϕ) une carte de Mn, p ∈M et p = ϕ(p). Pour i = 1, ..., n
on définit un vecteur tangent ∂

∂xi
|p ∈ TpM en posant

∂

∂xi
|p[f ] =

∂(f ◦ ϕ−1)(p)
∂xi

Remarque 1.1.1. Les vecteurs ∂
∂xi
|p forment une base de TpM .
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Chapitre 1 Variétés Riemanniennes

Figure 1.1 – Vecteur tangent

Définition 1.1.9. Soit M une variété différentiable. On écrit

TM = ∪p∈MTpM

= {(p, v)/p ∈M, v ∈ TpM}

= {vp/p ∈M, vp ∈ TpM}

On appelle TM le fibré tangent de M .

1.1.2 Champ de vecteurs

Définition 1.1.10. Soit M une variété différentiable. L’application

X : M −→ TM

p 7−→ X(p)

est appellée champ de vecteurs. On dit que X est différentiable dans le voisinage de p
si et seulement si l’application X : M −→ TM est différentiable dans un voisinage de
point p et on dit que X est différentiable sur M si et seulement si X est différentiable
dans un voisinage de chaque point p.

L’ensemble des champs de vecteurs sur M est noté par X(M).

7



Chapitre 1 Variétés Riemanniennes

Figure 1.2 – Dessin d’un champ de vecteurs dans R2

Définition 1.1.11. Soit M une variété différentiable. Le crochet de Lie noté [, ] est
défini par [X, Y ] = XY − Y X pour tous X, Y ∈ X(M) et vérifiant les propriétés
suivantes :

1. [, ] est bilinéaire et antisymétrique.

2. [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0 pour X, Y , Z ∈ X(M).

1.1.3 Immersion et plongement

Définition 1.1.12. Soient f : M −→ N une application différentiable, p ∈ M et
α : I −→M une courbe telle que α(t0) = p et α′(t0) = v alors

dfp : TpM −→ Tf(p)M

v 7−→ dfp(v)

est défini par dfp(v) = (f ◦ α)′(t0). On appelons dfp la différentielle de f au point p.

Définition 1.1.13. Soient M et N deux variétés différentiables et f : M −→ N une
application différentiable. On dit

(i) f est une immersion si et seulement si df est injective.
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Chapitre 1 Variétés Riemanniennes

(ii) f est un plongement si et seulement si f est une immersion et f : Mn −→ f(M)
est un homéomorphisme.

(iii) M est une sous variété si et seulement si M ⊂ N et l’application inclusion est
un plongement.

1.1.4 Tenseurs

Définition 1.1.14. Un tenseur T d’ordre r sur une variété est une application multi-
linéaire

T : X(M)× ...× X(M)→ D(M)

i.e., donné Y1, ...,Yr dans X(M), T (Y1, ..., Yr), est une fonction différentiable sur M
et pour T est linéaire pour chaque argument i.e.,

T (Y1, ..., fX + gY, ..., Yr) = fT (Y1, ..., X, ..., Yr) + gT (Y1, ..., Y, ..., Yr)

pour tous X, Y ∈ X(M), f , g ∈ D(M).

Définition 1.1.15. Un champ de tenseurs de type (p, q) est une section de T (p,q)M .
L’ensemble des champs de tenseurs de type (p, q) est noté par T(p,q)M .

1.2 Variétés Riemanniennes

1.2.1 Métrique Riemannienne

Définition 1.2.1. Soit M une variété différentiable. Une métrique Riemannienne g
sur M est un tenseur de type (0,2) ; telle que pour tout X ∈ M l’application gx :
TxM × TxM −→ R est une application bilinéaire, symétrique et définie positive.

Une variété différentiable avec une métrique Riemannienne est une variété Rieman-
nienne.

Remarque 1.2.1. Dans un système de coordonées locales. Les composantes de g sont

gij = g

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
.

Exemple 1.2.1. (Rn, g0) est une variété Riemannienne où g0 est le produit scalaire
usuel sur Rn.

9



Chapitre 1 Variétés Riemanniennes

1.2.2 Connexion Riemannienne

Connexion linéaire

Définition 1.2.2. Une connexion linéaire sur une variété différentiable M est une
application

∇ : X(M)× X(M) −→ X(M)

satisfait les conditions suivantes :
1. ∇fX+gY (Z) = f ∇XZ + g∇YZ.

2. ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ.

3. ∇X(fY ) = f ∇XY +X(f)Y .
Où X,Y , Z ∈ X(M) et f , g ∈ D.

On dit que ∇XY est la dérivée covariante de Y en direction de X.

Définition 1.2.3. Soit (U,ϕ) une carte sur la variété M de dimension n et {xi} les
coordonnées associées pour les quelles on note ∂

∂xi
. Les symboles de Christoffel d’une

connexion ∇ relativement aux coordonnées {xi} sont les fonctions Γkij ∈ D définie par

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
=

n∑
k=1

Γkij
∂

∂xk
.

Lemme 1.2.1. Localement, les symboles de Christoffel déterminent entrièment la
connexion ∇. Plus précisément, pour X = xi

∂
∂xi

et Y = yj
∂
∂xj

on a

∇XY =
∑
k

(
∑
ij

xiyjΓ
k
ij +X(yk))

∂

∂xk
.

Preuve. Soit ∇ une connexion, on a

∇XY = ∇X(yj∂xj)

= yj∇X∂xj +X(yj)∂xj

= yjxi∇∂xi∂xj +X(yj)∂xj

= yjxiΓ
k
ij∂xk +X(yk)∂xk

= (Xyk + xiyjΓ
k
ij)∂xk

�
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Chapitre 1 Variétés Riemanniennes

Connexion Riemannienne

Définition 1.2.4. Soit M une variété Riemannienne. On dit que la connexion ∇ est
compatible avec la métrique g si et seulement si

Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ).

pour X, Y et Z ∈ X(M).

Définition 1.2.5. Soient M une variété différentiable et ∇ une connexion linéaire.
On dit que ∇ est symétrique si

∇XY −∇YX = [X, Y ], (1.3)

pour tout X, Y ∈ X(M).

Remarque 1.2.2. Dans un système de coordonées (U,ϕ), ∇ est symétrique implique

∇XiXj −∇XjXi = [Xi, Xj] = 0, Xi =
∂

∂xi
(1.4)

pour i, j ∈ {1, ..., n}.

L’équation (1.4) est équivalent à la relation Γkij = Γkji pour tous i, j, k.

Théorème 1.2.1. Soit M une variété Riemannienne, il existe une unique connexion
∇ sur M satisfait les conditions suivantes :

1. ∇ est symétrique.

2. ∇ est compatible avec la métrique Riemannienne.

Dans ce cas, on appelle la connexion ∇ la connexion de Levi-Civita.
Preuve. Premièrement, on prouve que ∇ est unique. Supposons qu’elle est symétrique
et compatible avec la métrique, alors on a

Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ),

Y g(Z,X) = g(∇YZ,X) + g(Z,∇YX),

Zg(X, Y ) = g(∇ZX, Y ) + g(X,∇ZY ).

Additionner la première équation et la deuxième et soustraire la troisième équation
dont on trouve

Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y ) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ) + g(∇YZ,X)

+g(Z,∇YX)− g(∇ZX, Y )− g(X,∇ZY ).

11
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Comme ∇ est symétrique donc

Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y ) = g(∇XY, Z) + g(Y, [X,Z]) + g(Z,∇YX) + g(X, [Y, Z]).

Ce qui précède peut encore être réécrit comme

Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y ) = 2g(∇XY, Z)− g(∇XY, Z) + g(Y, [X,Z]) + g(Z,∇YX)

+g(X, [Y, Z]).

Donc,

g(∇XY, Z) =
1

2
(Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y )− g(Y, [X,Z])− g(X, [Y, Z])− g(Z, [Y,X])) ,

(1.5)
ce qu’implique l’unicité, aussi l’équation (1.5) prouve l’existence de ∇. �

Proposition 1.2.1. Soient M une variété différentiable, (M̃, g̃) une variété Rieman-
nienne avec la connexion de Levi-Civita ∇̃, f : M −→ M̃ une immersion et X, Y
deux champs de vecteurs sur M , alors

∇̃Xdf(Y )− ∇̃Y df(X) = df([X, Y ]). (1.6)

Proposition 1.2.2. Dans un système de coordonnées locales ; les composantes Γkij
de la connexion de Levi-Civita sont données par

Γkij =
n∑
l=1

1

2
gkl(

∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gil −

∂

∂xl
gij), (1.7)

avec (gij) est la matrice inverse de (gij).

Torsion d’une connexion

Définition 1.2.6. La torsion d’une connexion est le tenseur de type (1,2) définit par

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

pour X, Y ∈ X(M).

Définition 1.2.7. Une connexion ∇ sur une M est dite sans torsion si T = 0.
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1.2.3 Dérivée covariante d’un tenseur

Définition 1.2.8. Soit T un tenseur d’ordre r. La dérivée covariante ∇T de T est un
tenseur d’ordre (r + 1) donnée par

∇T (Y1, ..., Yr, Z) = Z(T (Y1, ..., Yr))− T (∇ZY1, ..., Yr)− ...− T (Y1, ..., Yr−1,∇ZYr),

pour tout Z ∈ X(M). La dérivée covariante ∇ZT de T relativement à Z est un tenseur
d’ordre r donnée par

∇ZT (Y1, ..., Yr) = ∇T (Y1, ..., Yr, Z)

1.2.4 Dérivée covariante le long d’une courbe

Soit γ : I ⊂ R −→ M une courbe dans M , un champ de vecteurs V sur γ est
une application de I vers le fibré tangent de M , TM , qui associe à chaque t ∈ I un
vecteur V ∈ Tγ(t).
Soit t ∈ I et (x1, ..., xn) un système de coordonées local au point γ(t). La dérivée
covariante de V (avec Vt =

∑n
i=1 V

i(t)) ∂
∂xi

(γ(t)) le long de γ au point t est définie
par

DV

dt
(t) =

n∑
k=1

[
n∑
j=1

(
dV j

dt
(t) +

n∑
i=1

Γkij
dU i

dt
(t)V j(t)

)]
∂

∂xk
(γ(t)),

avec dγ
dt

(t) =
∑n

i=1 U
i(t) ∂

∂xi
(t) le vecteur tangent à γ au point t.

La dérivée covariante est la seule application linéaire sur les champs de vecteurs le
long de une courbe γ vérifiant :

1. Pour tout fonction réel f sur I

D(fY )

dt
(t) =

df

dt
(t)Y (t) + f(t)

DY

dt
(t)

2. S’il existe un voisinage de t0 tel que le champ de vecteurs Y est la restriction à
γ d’un champ de vecteurs X défini sur un voisinage W de γ(t0) alors

DY

dt
(t0) =

(
∇γ̇(t0)X

)
γ(t0)

où γ̇(t0) =
dγ

dt
(t0)

1.2.5 Transport parallèle

Définition 1.2.9. Un champ de vecteurs X le long de γ est dit parallèle si sa dérivée
covariante le long de γ est nulle c’est-à-dire

DX

dt
(t) = 0, ∀ t ∈ I.

13
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Proposition 1.2.3. Soit γ : I ⊂ R −→ M une courbe, de classe C1, dans M et
t0 ∈ I. Pour tout v ∈ Tγ(t0)M , il existe un unique champ de vecteurs X le long de γ
tel que X(t0) = v.

Définition 1.2.10. Le transport parallèle de γ(0) à γ(t) le long d’une courbe γ dans
M est l’application linéaire Pt de Tγ(0) vers Tγ(t) qui associe à chaque v ∈ Tγ(0)M le
vecteur Xv(t) où Xv est le champ de vecteur parallèle le long de γ tel que Xv(0) = v.

1.2.6 Courbure Riemannienne

Définition 1.2.11. Le tenseur de courbure de Riemann R d’une variété Riemannienne
(M, g) est le tenseur, de type (1, 3), définit par

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

Où X, Y , Z ∈ X(M) et ∇ est la connexion Riemannienne sur M .

Définition 1.2.12. Une variété M est dite localement symétrique si et seulement si
∇R = 0.

Proposition 1.2.4. Le tenseur de courbure R d’une variété Riemannienne a les pro-
priétés suivantes :

(i) R est bilinéaire sur X(M)× X(M), i.e.,

R(fX1 + gX2, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1),

R(X1, fY1 + gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1, Y2),

f , g ∈ C∞(M), X1, X2, Y1, Y2 ∈ X(M).
(ii) Pour chaque X, Y ∈ X(M), l’opérateur R(X, Y ) : X(M) −→ X(M) est

linéaire, i.e.,

R(X, Y )(Z +W ) = R(X, Y )Z +R(X, Y )W,

R(X, Y )fZ = fR(X, Y )Z,

f ∈ C∞(M), Z, W ∈ X(M).

Proposition 1.2.5.

1. R(X, Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0. (La première l’identité de Bianchi)

2. (∇XR) (Y, Z)W + (∇YR) (Z,X)W + (∇ZR) (X, Y )W = 0. (La deuxième
l’identité de Bianchi ).
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X, Y, Z,W ∈ X(M).

On peut considère le tenseur de courbure de Riemann comme un tenseur de type
(0, 4) avec

R(X, Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W ).

Proposition 1.2.6.

(a) R(X, Y, Z, T ) +R(Y, Z,X, T ) +R(Z,X, Y, T ) = 0.

(b) R(X, Y, Z, T ) = −R(Y,X,Z, T ).

(c) R(X, Y, Z, T ) = −R(X, Y, T, Z).

(d) R(X, Y, Z, T ) = R(Z, T,X, Y ).

La courbure en coordonnées

Soient p ∈ M et (x1, ..., xn) un système de coordonées locale au voisinage de p.
Pour tout

X =
∑
i

uiXi, Y =
∑
j

vjXj, Z =
∑
k

wkXk,

avec ∂
∂xi

= Xi, on a

R(X, Y )Z =
∑
i,j,k,l

Rl
ijku

ivjwkXl,

tel que

Rs
ijk =

∑
l

ΓlikΓ
s
jl −

∑
l

ΓljkΓ
s
il +

∂

∂xj
Γsik −

∂

∂xi
Γsjk,

et
g(R(Xi, Xj)Xk, Xs) =

∑
l

Rl
ijkgls = Rijks,

La courbure sectionnelle

Définition 1.2.13. Soient (M, g) une variété Riemannienne et π un plan engendré
par v et w. La courbure sectionnelle de π est défini par

K(p) =
g(R(v, w)w, v)

g(v, v)g(w,w)− g(v, w)2

Remarque 1.2.3. La définition ci-dessus est indépendante du choix de la base du
plan π.
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1.2.7 Courbure de Ricci, l’opérateur de Ricci, courbure sca-
laire et courbure de Weyl

Définition 1.2.14. On appelle le tenseur de courbure de Ricci d’une variété Rieman-
nienne (Mn, g) le tenseur S de type (0,2) donné par

S(X, Y ) = trace(Z −→ R(Z,X)Y )

=
∑n

i=1 g(R(ei, X)Y, ei)

=
∑n

i=1 g(R(X, ei)ei, y)

Pour tout X,Y ∈ X(M), où (ei) est une base orthonormée.

Le tenseur de courbure de Ricci est symétrique, en effet,

S(X, Y ) =
∑m

i g(R(ei, X)Y, ei)

=
∑m

i g(R(Y, ei)ei, X)

=
∑m

i g(R(ei, Y )X, ei)

= S(Y,X).

Définition 1.2.15. L’opérateur de Ricci S̃ d’une variété Riemannienne (Mn, g) est
défini par S(X, Y ) = g(X, S̃Y ) pour tout X, Y ∈ X(M).

Définition 1.2.16. Le tenseur de courbure de Weyl, noté C, d’une variété Rieman-
nienne M de dimension n > 3 est défini par :

C(X, Y )Z = R(X, Y )Z − 1

n− 2

(
X ∧g S̃Y + S̃X ∧ gY − r

n− 1
X ∧g Y

)
Z,

avec
(X ∧g Y )Z = g(Y, Z)X − g(X,Z)Y,

Le tenseur de courbure de Weyl peut être vu comme un tenseur de type (0, 4)

C(X, Y, Z,W ) = g(C(Z,W )Y,X),

1.2.8 Dérivée de Lie

Définition 1.2.17. Soient M une variété différentiable et X un champ de vecteurs
sur M . Le flot de X, noté φX : I −→ Diff(M), t 7−→ φX,t, (0 ∈ I ⊂ R) est l’unique
solution de l’équation différentielle de condition initiale

dφX,t
dt
|t = XφX,t(x), φX,0(x) = 0, ∀ x ∈M.
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Définition 1.2.18. Soient M une variété différentiable, X, Y deux champs de vec-
teurs sur M . La dérivée de Lie de Y par rapport à X est définie par

(LXY )x =
d

dt
(φ∗X,tY )(x)|t=0,

où φX est le flot de X et φ∗X,t est son pull-back tel que

φ∗X,t : X(M) −→ X(M), φ∗X,tY = dφ−1X,t ◦ Y ◦ φX,t.

Proposition 1.2.7. Pour tout X, Y de X(M) on a

LXY = [X, Y ].

Proposition 1.2.8. Soit M une variété différentiable, alors :

1. LXf = X(f),∀ X ∈ X(M), ∀ f ∈ D(M).

2. LX(fY ) = f [X, Y ] +X(f)Y, ∀ X, Y ∈ X(M),∀ f ∈ D(M).

3. (LXω)(Y ) = X(ω(Y ))− ω([X, Y ]), ∀ X, Y ∈ X(M), ∀ ω ∈ X∗(M).

4. ∀ T ∈ Γ(TM ⊗ ...⊗ TM︸ ︷︷ ︸
r-fois

⊗T ∗M ⊗ ...⊗ T ∗M︸ ︷︷ ︸
s-fois

) , on a

(LXT )(ω1, ..., ωr, Y1, ..., Ys) = X(T (ω1, ..., ωr, Y1, ..., Ys))

−T (LXω1, ..., ωr, Y1, ..., Ys)

−...− T (ω1, ..., ωr, Y1, ...,LXYs)

Corollaire 1.2.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne alors :

(Lξg)(X, Y ) = g(∇Xξ, Y ) + g(X,∇Y ξ), ∀ ξ,X, Y ∈ X(M).

Preuve. soient ξ,X, Y ∈ X(M), on a

(Lξg)(X, Y ) = ξ(g(X, Y )− g(LξX, Y )− g(X,LξY ))

= ξ(g(X, Y ))− g([ξ,X], Y )− g(X, [ξ, Y ]),

On a
Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ),
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donc,

(Lξg)(X, Y ) = g(∇ξX, Y ) + g(X,∇ξY )− g([ξ,X], Y )− g(X, [ξ, Y ])

= (g(∇ξX, Y )− g([ξ,X], Y )) + (g(X,∇ξY )− g(X, [ξ, Y ]))

∇ est symétrique alors, ∇XY −∇YX = [X, Y ], d’où,

(Lξg)(X, Y ) = g (∇Xξ, Y ) + g (X,∇Y ξ) .

�

Champ de Killing

Définition 1.2.19. Soient (M, g) une variété Riemannienne et ξ ∈ X(M). On dit
que ξ est un champ de Killing si Lξg = 0, i.e.,

g(∇Xξ, Y ) + g(X,∇Y ξ) = 0, ∀ ξ,X, Y ∈ X(M),

18



Chapitre 2

Géométrie des sous variétés dans
les variétés Riemanniennes

On parle dans ce chapitre de la notion des sous variétés, on définit les formules de
Gauss, Weingarten et les équations de Gauss, Codazzi et Ricci. On donne également
l’interprétation géométrique des sous variétés totalement géodésiques, parallèles, semi-
parallèles et pseudo-parallèles Voir [9], [17] et [24].

2.1 Formules de Gauss et Weingarten

Définition 2.1.1. Soient M une variété différentiable, (M̃ , g̃) une variété Rieman-
nienne et f : Mn → M̃m une immersion. Alors

g(u, v)p = g̃((df)p(u), (df)p(v))f(p)

définie une métrique Riemannienne sur M .

La métrique ci-dessus est appelée la métrique induite.

Remarque 2.1.1. Dans ce cas on dit que f est une immersion isométrique.

Définition 2.1.2. un champ de vecteurs V le long du f est une application différen-
tiable V : M → TM̃ telle que V (p) ∈ Tdf(p)M̃ .
On appelle V un champ de vecteurs tangent s’il existe un champ de vecteurs X sur
M tel que

V = df(X),

On dit que V est un champ de vecteurs normale si et seulement si

g̃(V, df(X)) = 0,

pour chaque champ de vecteurs X sur M .
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Proposition 2.1.1. Chaque champ de vecteurs le long du f s’écrit de manière unique
comme la somme de champ de vecteurs tangent et champ de vecteurs normale.

Définition 2.1.3. (La formule de Gauss)
Soient X et Y deux champs de vecteurs sur M . Alors df(Y ) et ∇̃Xdf(Y ) sont des
champs de vecteurs le long du f et

∇̃X(df(Y )) = df(∇XY ) + h(X, Y ),

Où ∇XY est un champ de vecteurs tangent sur M et h(X, Y ) est champ de vecteurs
normale le long de f .

Proposition 2.1.2.

(i) ∇ est la connexion de Levi-Civita de la métrique induite g de M .

(ii) h est symétrique et bilinéaire, on appelle h la deuxième forme fondamentale.

Preuve. Soient ∇̃ la connexion de Levi-Civita de M̃ , β, γ ∈ R et X1, X2, Y1, Y2 ∈
X(M). On utilise les propriétés de la connexion ∇̃ et la formule de Gauss
d’une part on a

∇̃X(βdf(Y1) + γdf(Y2)) = df(∇X(βY1 + γY2)) + h(X, βY1 + γY2), (2.1)

d’autre part, on a

∇̃X(βdf(Y1) + γdf(Y2)) = X(β)df(Y1) +X(γ)df(Y2) + β∇̃Xdf(Y1) + γ∇̃Xdf(Y2).

Qui donne,

∇̃X(βdf(Y1)+γdf(Y2)) = X(β)df(Y1)+X(γ)df(Y2)+βdf∇XY1+γdf∇XY2+βh(X, Y1)+γh(X, Y2).
(2.2)

Maintenant, on compare les composantes tangentes et normales des équations (2.1)
et (2.2) on trouve

∇X(βY1 + γY2) = X(βY1) +X(γY2) + β∇XY1 + γ∇XY2, (2.3)

h(X, βY1 + γY2) = βh(X, Y1) + γh(X, Y2). (2.4)

De même façon, on a

∇̃βX1+γX2df(Y ) = df(∇βX1+γX2Y ) + h(βX1 + γX2, Y ). (2.5)

D’autre part,

∇̃βX1+γX2df(Y ) = βdf(∇X1Y ) + βh(X1, Y ) + γdf(∇X2Y ) + γh(X2, Y ). (2.6)
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Aussi, on compare les composantes tangentes et normales des équations (2.5) et (2.6),
on obtient

∇βX1+γX2Y = β∇X1Y + γ∇X2Y, (2.7)

h(βX1 + γX2, Y ) = βh(X1, Y ) + γh(X2, Y ), (2.8)

D’après les équations (2.3), (2.4), (2.6) et (2.8) on déduit que h est bilinéaire et ∇
est définie une connexion sur M .
Maintenant, on utilise la formule de Gauss et récrire la propriété (1.6) qui donne

df(∇XY )− df(∇YX) + h(X, Y )− h(Y,X) = df([X, Y ]).

On compare les composantes tangentes et normales on obtient

∇XY −∇YX = [X, Y ],

h(X, Y ) = h(Y,X).

Donc h est symétrique et ∇ est une connexion affine symétrique.
Maintenant on prouve la comtabilité du connexion ∇ et la métrique induite g

X(p)g(Y, Z) = X(p)g (df(Y ), df(Z))

= X(p)
(
g̃(Y , Z) ◦ f

)
= df(Xp)g̃

(
Y , Z

)
= g̃

(
∇̃df(Xp)Y , Z(f(p))

)
+ g̃

(
Y (f(p)), ∇̃df(Xp)Z

)
= g̃

(
∇̃Xpdf(Y ), df(Z)(p)

)
+ g̃

(
df(Yp), ∇̃Xpdf(Z(p))

)
= g̃

(
df(∇X(p)Y ), df(Z)(p)

)
+ g̃

(
df(Yp), df(∇X(p)Z(p))

)
= g

(
∇X(p)Y, Z(p)

)
+ g

(
Y (p),∇X(p)Z(p)

)
où Y et Z sont des extensions de df(Y ) et df(Z). Donc ∇ compatible avec la métrique
induite d’où ∇ est une connexion de Levi-Civita sur M . �

Définition 2.1.4. (La formule de Weingarten)
Soit η un champ de vecteurs normale le long de f . Alors

∇̃Xη = −df(AηX) +∇⊥Xη,
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où Aη : TpM −→ TpM est l’opérateur de la forme (Shape operator) dans la
direction de η et ∇⊥ est la connexion normale.

Proposition 2.1.3. Soient X, X1, X2 champs de vecteurs tangents sur M et ξ, ξ1,
ξ2 champs de vecteurs normaux sur M , β, γ ∈ R on a

g(AξX1, X2) = g̃(h(X1, X2), ξ) (2.9)

Aβξ1+γξ2X = βAξ1X + γAξ2X (2.10)

Aξ(βX1 + γX2) = βAξX1 + γAξX2 (2.11)

∇⊥X(βξ1 + γξ2) = X(β)ξ1 +X(γ)ξ2 + β∇⊥Xξ1 + γ∇⊥Xξ2 (2.12)

∇⊥βX1+γX2
ξ = β∇⊥X1

ξ + γ∇⊥X2
ξ (2.13)

Remarque 2.1.2. Puisque il n’y a pas une confusion on peut identifier M avec son
image f(M) et on a aussi une immersion est un plongement localement alors on
identifie X avec df(X).

Conséquences 2.1.1. Aprés la derniére remarque, les formules de Gauss et Weingar-
ten deviennent

∇̃XY = ∇XY + h(X, Y ), (2.14)

∇̃Xξ = −AξX +∇⊥Xξ. (2.15)

Exemple 2.1.1. Supposons que f : Mn −→ M̃n+1 est une immersion isométrique.
Dans ce cas f(M) est une hypersurface de M̃ . Localement il existe un champ de
vecteurs normale unitaire N donc h(X, Y ) = α(X, Y )N . De plus, les formules de
Gauss et Weingarten deviennent

∇̃XY = ∇XY + α(X, Y )N, (2.16)

∇̃XN = −ANX. (2.17)

2.2 Les équations de Gauss, Codazzi et Ricci

Définition 2.2.1. Soient ξ et η deux champs de vecteur normaux et X, Y deux
champs de vecteurs tangents de M . On définit

[Aξ, Aη]X = AξAηX − AηAξX, (2.18)

R⊥(X, Y )ξ = ∇⊥X∇⊥Y ξ −∇⊥Y∇⊥Xξ −∇⊥[X,Y ]ξ. (2.19)

où R⊥ est un tenseur de courbure normale.
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Définition 2.2.2. Soit f : M −→ M̃ une immersion isométrique la dérivée covariante
de deuxième forme fondamentale ∇h est définie par

(∇h)(X, Y, Z) = ∇⊥Xh(Y, Z)− h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ) (2.20)

avec X, Y ∈ X(M).

Théorème 2.2.1. Soient R̃ le tenseur de courbure de M̃ , R le tenseur de courbure
de M et R⊥ le tenseur de courbure normale on a

g̃(R̃(X, Y )Z,W )− g(R(X, Y )Z,W ) = g̃(h(X,Z), h(Y,W ))− g̃(h(X,W ), h(Y, Z)),
(2.21)

(R̃(X, Y )Z)⊥ = (∇Xh)(Y, Z)− (∇Y h)(X,Z), (2.22)

g̃(R̃(X, Y )ξ, η) = g̃(R⊥(X, Y )ξ, η)− g̃([Aξ, Aη]X, Y ), (2.23)

Preuve. L’opérateur de courbure de Riemann de M̃ donné par

R̃(X̃, Ỹ )Z̃ = ∇̃X̃∇̃Ỹ Z̃ − ∇̃Ỹ ∇̃X̃Z̃ − ∇̃[X̃,Ỹ ]Z̃.

Pour les champs de vecteurs tangents à M̃ . Soient X, Y et Z champs de vecteurs
tangents à M . alors

R̃(X, Y )Z = ∇̃X∇̃YZ − ∇̃Y ∇̃XZ − ∇̃[X,Y ]Z. (2.24)

On utilise la formule de Gauss dans l’équation (2.24) on obtient

R̃(X, Y )Z = R(X, Y )Z−h([X, Y ], Z)+h(X,∇YZ)−h(Y,∇XZ)+∇̃Xh(Y, Z)−∇̃Y h(X,Z).

D’aprés l’équation de Weingarten on a

∇̃Xh(Y, Z) = −Ah(Y,Z)X +∇⊥Xh(Y, Z).

D’où,

R̃(X, Y )Z = (R(X, Y )Z − Ah(Y,Z)X + Ah(X,Z)Y )− h([X, Y ], Z) + h(X,∇YZ)
− h(Y,∇XZ) +∇⊥Xh(Y, Z)−∇⊥Y h(X,Z)

(2.25)
On prend le produit scalaire de l’équation (2.25) avec le champ de vecteursW tangent
à M on trouve

g̃(R̃(X, Y )Z,W ) = g(R(X, Y )Z,W )− g(Ah(Y,Z)X,W ) + g(Ah(X,Z)Y,W ). (2.26)

On utilise la propriété (2.9) les membres de droite de l’équation (2.26) deviennent

g(R(X, Y )Z,W )− g̃(h(Y, Z), h(X,W )) + g̃(h(X,Z), h(Y,W )).
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Donc l’équation (2.25) devient

g̃(R̃(X, Y )Z,W )− g(R(X, Y )Z,W ) = g̃(h(X,Z), h(Y,W ))− g̃(h(Y, Z), h(X,W )).

C’est l’équation de Gauss.
On a d’aprés la définition 2.2.2

(∇h)(X, Y, Z) = ∇⊥Xh(Y, Z)− h(∇XY, Z)− h(Y,∇XZ).

On a aussi

(R̃(X, Y )Z)⊥ = ∇⊥Xh(Y, Z)−h(Y,∇XZ)−∇⊥Y h(X,Z)+h(X,∇YZ)−h([X, Y ], Z).

On utilise la propriété [X, Y ] = ∇XY −∇YX et on obtient

(R̃(X, Y )Z)⊥ = (∇h)(X, Y, Z)− (∇h)(Y,X,Z),

et c’est l’équation de Codazzi.
Soient ξ, η deux champs de vecteurs normaux sur M . Alors

R̃(X, Y )ξ = ∇̃X∇̃Y ξ − ∇̃Y ∇̃Xξ − ∇̃[X,Y ]ξ. (2.27)

On utilise l’équation de Weingarten dans l’équation (2.27) on trouve

R̃(X, Y )ξ = −∇̃X(Aξ(Y ))+∇̃X∇⊥Y ξ+∇̃Y (Aξ(X))−∇̃Y∇⊥Xξ+Aξ([X, Y ])−∇⊥[X,Y ]ξ.

Equivalent à

R̃(X, Y )ξ = −h(X,Aξ(Y )) + h(Y,Aξ(X)) +∇⊥X∇⊥Y ξ −∇⊥Y∇⊥Xξ −∇⊥[X,Y ]ξ −∇XAξY

−A∇⊥
Y ξ
X +∇YAξX + A∇⊥

Xξ
Y + Aξ[X, Y ].

On pose
R⊥(X, Y )ξ = (∇⊥X∇⊥Y −∇⊥Y∇⊥X −∇⊥[X,Y ])ξ.

On prend le produit scalaire de dernière équation avec le champ de vecteur normale η,
alors on a

g̃(R̃(X, Y )ξ, η) = g̃(R⊥(X, Y )ξ, η) + g̃(AηAξ(X), Y )− g̃(AξAη(X), Y ).

On a
[Aξ, Aη] = AξAη − AηAξ.

D’où,
g̃(R̃(X, Y )ξ, η) = g̃(R⊥(X, Y )ξ, η)− g̃([Aξ, Aη]X, Y )

et c’est l’équation de Ricci. �
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2.3 Les sous variétés parallèles et l’interprétation
géométrique

2.3.1 Les sous variétés minimales

Définition 2.3.1. Soit M une sous variété de M̃ . Le vecteur de courbure moyenne
donné par

H =
1

n
trace(h) =

1

n

n∑
i=1

h(ei, ei),

où {ei} est une base orthonormée de M .

Définition 2.3.2. Soient M une sous variété de M̃ , H le vecteur de courbure
moyenne. Si H = 0 alors M est une sous variété minimale dans M̃ .

2.3.2 Les sous variétés totalement géodésiques

Soit γ : I −→M une courbe dans la sous variétéM de M̃ , avec γ(0) = γ(∆t) = p.
Soit V ∈ X(γ) un champ de vecteurs le long de γ avec Vp = v ∈ TpM . Considérons
deux champs de vecteurs V ∗ et Ṽ ∗ qui sont le résultat de transport parallèle de v le
long de γ par rapport les connexions ∇ et ∇̃ respectivement. Alors, au point p on a

V ∗p =
n∑
i=1

V ∗i(∆t)∂i =
n∑
i=1

V i(0)∂i −
n∑
i=1

V i(0) [∇γ′∂i] ∆t+O>2(∆t)

Et

Ṽ ∗p =
n∑
i=1

V i(0)∂i −
n∑
i=1

V i(0)
[
∇̃γ′∂i

]
∆t+O≥2(∆t).

On utilise la formule de Gauss (2.14), on trouve

V ∗p − Ṽ ∗p = h(γ′, V )p∆t+O≥2(∆t).

Une sous variété est dite totalement géodésique si h = 0.

Proposition 2.3.1. [9] Une sous variété M dans M̃ est totalement géodésique si et
seulement si le transport parallèle de vecteur tangent deM par rapport la connexion ∇
surM et le transport parallèle de vecteur tangent par rapport ∇̃ sur M̃ sont les mêmes.
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Figure 2.1 – Sous variété totalement géodésique

2.3.3 Les sous variétés parallèles

Soit γ une courbe sur M et u, v deux vecteurs tangents, avec γ(0) = p. Dans
l’espace normale de M au point p, T⊥p M , on a le vecteur h(u, v). Au point γ(t0) = q,
on considère deux vecteurs normaux. Le premier est le transport parallèle de h(u, v) par
∇⊥ et le deuxième est le vecteur h(u∗, v∗) qui est obtenu après le transport parallèle
de u et v par ∇.
Une sous variété est dite parallèle si ∇h = 0.

Proposition 2.3.2. [9] Une sous variété M de M̃ est parallèle si et seulement si le
transport parallèle de la seconde forme fondamentale avec la connexion ∇⊥ le long de
chaque courbe dans M égale la seconde forme fondamentale agissant sur le transport
parallèle des deux vecteurs tangents à M le long de la même courbe, c’est-à-dire
h(u, v)∗⊥ = h(u∗, v∗).

Preuve. Soient p ∈ M et γ : I −→ M une courbe dans M avec γ(0) = p.
On considère deux champs de vecteurs U , V ∈ X(γ) donc Up = u, Vp = v et
∇γ′U = ∇γ′V = 0.

Supposons que M est parallèle i.e. ∇h = 0. Car le transport parallèle définit un
unique champ de vecteurs il suffit de prouver que ∇⊥γ′h(U, V ) = 0. En effet,

∇⊥γ′h(U, V ) = h(∇γ′U, V ) + h(U,∇γ′V ) = 0.
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Inversement, supposons que h(u, v)∗⊥ = h(u∗, v∗). Alors,

(∇h)(γ′, U, V )|p =
(
∇⊥γ′h(U, V )− h(∇γ′U, V )− h(U,∇γ′V )

)
|p

= ∇⊥γ′h(U, V )|p = 0

�

Figure 2.2 – Sous variété parallèle

2.4 Les sous variétés semi-parallèles et l’interpré-
tation géométrique

Soit un parallélogramme infinitésimal coince à p, avec les vecteurs tangents x et y
dans M , le transport parallèle de vecteur tangent v ∈ TpM par rapport la connexion
∇, est donné par

v∗ = v − [R(x, y)v]∆x∆y +O>2(∆x,∆y).

Et le transport parallèle de vecteur normal ξ avec la connexion ∇⊥ est donné par

ξ∗⊥ = ξ − [R⊥(x, y)ξ]∆x∆y +O>2(∆x,∆y).

Le tenseur de courbure normale R⊥ est défini par

R⊥(u, v) = ∇⊥u∇⊥v ξ −∇⊥v∇⊥u ξ −∇⊥[u,v]ξ.
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pour tout u, v ∈ TpM . Comme le tenseur de courbure de Riemann-Christoffel est in-
terprèté géométriquement comme une mesure de la déférence de deuxième ordre dans
la direction d’un vecteur après le transport parallèle autour de parallélogramme infini-
tésimal et aussi le tenseur de courbure normale R⊥ est interprété comme une mesure
de la déférence de deuxième ordre dans la direction de vecteur normale après le trans-
port parallèle avec la connexion normale ∇⊥ autour de parallélogramme infinitésimal
dans la sous variété. Alors on peut considérer la deuxième forme fondamentale aprés
le transport parallèle de u et v autour le parallélogramme

h(u∗, v∗) = h(u, v)− [h (R(x, y)u, v) + h (u,R(x, y)v)] ∆x∆y +O>2(∆x,∆y).
(2.28)

Et le transport parallèle de la seconde forme fondamentale autour le parallélogramme
par rapport la connexion ∇⊥

h(u, v)∗⊥ = h(u, v)−
[
R⊥(x, y)h(u, v)

]
∆x∆y +O>2(∆x,∆y). (2.29)

La soustraction des expressions (2.28) et (2.29) à p donne

h(u∗, v∗)− h(u, v)∗⊥ = (R.h)(U, V ;x, y)∆x∆y +O>2(∆x,∆y).

Où

(R.h)(U, V ) = R⊥(X, Y )h(U, V )− h(R(X, Y )U, V )− h(U,R(X, Y )V ). (2.30)

avec X, Y, U, V ∈ X(M).
Une sous variété est dite semi-parallèle si R.h = 0.

Proposition 2.4.1. [9] Une sous variété est semi-parallèle si et seulement si, ∀ p ∈M
et pour tout u, v ∈ TpM , les deux vecteurs normaux h(u∗, v∗) et h(u, v)∗⊥ coincident
pour tout parallélograme dans M , à un deuxième ordre prés.

Exemple 2.4.1. Supposons que f : Mn −→ M̃n+1 est une immersion isométrique
c’est-à-dire f est une hypersurface, l’équation (2.30 ) devient

(R.h)(X, Y, Z,W ) = −h(R(X, Y )Z,W )− h(Z,R(X, Y )W ). (2.31)

2.5 Les sous variétés pseudo-parallèle

Le plus simple (0,4)-tenseur agissant sur les vecteurs tangents qui a les mêmes
propriétés de symétrie comme R.h a donné par

Q(g, h)(U, V ;X, Y ) = −((X ∧ Y ).h)(U, V ).
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Figure 2.3 – Sous variété semi-parallèle

Avec

((X ∧ Y ).h)(U, V ) = −h((X ∧ Y )U, V )− h(U, (X ∧ Y )V ). (2.32)

Et
(X ∧ Y )U = g(Y, U)X − g(X,U)Y.

Pour tout X, Y, U, V ∈ X(M).

Proposition 2.5.1. [9] Une sous variété M dans M̃ est totalement ombilicale si et
seulement si Q(g, h) = 0.

Preuve. Supposons que Q(g, h) = 0. En particulier, si X, Y ∈ X(M) sont des
vecteurs orthonomales

Q(g, h)(X,X;X, Y ) = 2h(X, Y ) = 0

Donc M est totalement ombilicale. �
Maintenant on donne l’interprétation géométrique de vecteur Q(g, h)(u, v;x, y),

[9]. Soit u, v, x, y ∈ TpM et supposons que {x, y} sont orthonormés. On étende ces
vecteurs à une base orthonormée {x, y, e3, ..., en} de TpM . Les deux vecteurs u et v
sont décomposés suivant cette base. Considérons les deux vecteurs û et v̂ qui obtenu
aprés la rotation des composantes de u et v dans le plan qui défini par les vecteurs de
base x et y d’un angle infinitésimal ε et on conserve les autres composantes fixés

û = u+ ε{g(u, y)x− g(u, x)y}+O(ε2)

= u− ε(x ∧ y)u+O(ε2)
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La même chose pour v̂. La seconde forme fondamentale est appliquée a les ces vecteurs
donnés

h(û, v̂) = h(u, v)− ε{h((x ∧ y)u, v) + h(u, (x ∧ y)v) +O(ε2)}

= h(u, v)− εQ(g, h)(u, v;x, y) +O(ε2)

On compare ce vecteur normale avec R.h on trouve le résultat suivant. Le tenseur
R.h mesure la déférence de premier ordre dans la direction de deux seconde formes
fondamentales obtenues aprés le transport parallèle de, le premier, deux vecteurs autour
un parallélogramme infinitésimal, et le deuxième, le transport parallèle de la deuxième
forme fondamentale lui-même autour le parallélogramme.

Le vecteur Q(g, h)(u, v;x, y), une autre part, mesure la déférence de premier ordre
dans la direction de la seconde forme fondamentale avec la seconde forme fondamen-
tale qui obtenu aprés la rotation des vecteurs dans un plan particulier.

Il semble donc naturellement de considérer Q(g, h) comme une sorte de normali-
sation de R.h.

Définition 2.5.1. Soit p ∈M et on considère une direction tangente d engendrée par
le vecteur u ∈ TpM et le plan tangent π=span {x, y} dans TpM . Associé avec cette
direction tangente d, le plan tangent π et la direction normale ξ ∈ T⊥p M . On définit
le scalaire Lξ(p, d, π) comme suit

Lξ(p, d, π) =
g̃((R.h)(u, u;x, y), ξ)

g̃(Q(g, h)(u, u;x, y), ξ)
.

Théorème 2.5.1. [9] Soient f : M −→ M̃ une immersion isométrique et p ∈M . Si
la fonction L est isotropique dans p, i.e, Lξ(p, d, π) = L(p), pour toute les directions
tangentes d, les plans tangents et les directions normales ξ ∈ T⊥p M , alors

R.h = L(p)Q(g, h) (2.33)

à p.

Preuve. A le point p, on définit le tenseur

S := R.h− L(p)Q(g, h).

On a déjà S(u, u;x, y) = 0, pour tout u, x, y ∈ TpM . On utilise la symétrie de le
tenseur S, elle donne que S(u, v, x, y) = 0, pour tout u, v, x, y ∈ TpM .

�
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Définition 2.5.2. Soit f : M −→ M̃ une immersion isométrique. Le point p est
dit pseudo-parallèle si (2.33) est vérifie à p. Une sous variété M est appelée pseudo-
paralléle si chaque point de M est pseudo-parallèle i.e.

R(X, Y ).h = L X ∧g Y.h. (2.34)

Les classes analogiques intrinsèques des sous variétés parallèles, sous variétés semi-
parallèles et sous variétés pseudo-parallèles sont les variétés symétriques, les variétés
semi-symétriques et les variétés pseudo-symétriques, respectivement. Dans la prochaine
section on parle sur ces classes, on travaille par [15].

2.6 La pseudo symétrie au sens de Deszcz

2.6.1 Les variétés localement symétriques

Le transport parallèle de deux vecteurs linéairement indépendants le long d’une
courbe nous donne à chaque point de cette courbe deux vecteurs linéairement indé-
pendants. Ainsi on peut définir le transport parallèle d’un plan le long d’une courbe, en
fixons une base de plan de départ, et prenons son transport parallèle le plan engendré
par les transport parallèle des vecteurs de la base.

Figure 2.4 – Le carré de Levi-Civita
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Théorème 2.6.1. La condition nécessaire et suffisante pour que la courbure section-
nelle de tout plan π reste constante le long des courbes du flot d’un champ de vecteurs
X quand ce plan π est transporté parallèlement le long des courbes du flot, est que
∇XR = 0.

Définition 2.6.1. Une variétéM Riemannienne avec un tenseur de Riemann parallèle
(∇R = 0) est dite localement symétrique.

2.6.2 Les variétés semi-symétriques

Le tenseur R.R de type (0, 6) est défini par

(R.R) (X1, X2, X3, X4;X, Y ) = (R (X, Y ) .R) (X1, X2, X3, X4)

= −R (R (X, Y )X1, X2, X3, X4)−R (X1, R (X, Y )X2, X3, X4)

−R (X1, X2, R (X, Y )X3, X4)−R (X1, X2, X3, R (X, Y )X4) .

Définition 2.6.2. Une variété Riemannienne (M, g) est dite semi-symétrique si R.R =
0.

Proposition 2.6.1. Le tenseur, de type (0, 6), R.R vérifie les propriétés suivantes

1. (R.R) (X1, X2, X3, X4;X, Y ) = − (R.R) (X2, X1, X3, X4;X, Y )

2. (R.R) (X1, X2, X3, X4;X, Y ) = (R.R) (X3, X4, X1, X2;X, Y )

3. (R.R) (X1, X2, X3, X4;X, Y ) + (R.R) (X1, X3, X4, X2;X, Y ) +
(R.R) (X1, X4, X2, X3;X, Y ) = 0

4. (R.R) (X1, X2, X3, X4;X, Y ) + (R.R) (X3, X4, X, Y ;X1, X2) +
(R.R) (X, Y,X1, X2;X3, X4) = 0
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2.6.3 Les variétés pseudo symétriques

Probablement le plus simple (0, 6)-tenseur de M , admettant les mêmes propriétés
algébriques que R.R est le tenseur de Tachibana Q(g,R), définit par

Q (g,R) (X1, X2, X3, X4;X, Y ) = ((X ∧ Y ) .R) (X1, X2, X3, X4)

= −R ((X ∧ Y )X1, X2, X3, X4)

−R (X1, (X ∧ Y )X2, X3, X4)

−R (X1, X2, (X ∧ Y )X3, X4)

−R (X1, X2, X3, (X ∧ Y )X4)

Proposition 2.6.2. Une variété Riemannienne M est à courbure constante si et
seulement si Q(g,R) = 0.

Définition 2.6.3. [13], [15] Soit M une variété Riemannienne de dimension n ≥ 3
qui n’est pas à courbure constante et notons UR l’ensemble des points où le tenseur
de Tachibana Q(g,R) est non nul c’est-à-dire UR = {x ∈ M | Q(g,R) 6= 0}. Alors
en p ∈ UR un plan π = −→v ∧ −→w ⊂ TpM est dit à courbure-dépendance avec le plan
π = −→x ∧ −→y si Q(g,R)(−→v ,−→w ,−→w ,−→v ;−→x ,−→y ) 6= 0.

Définition 2.6.4. [13], [15] Pour p ∈ UR, soient les deux plans π = −→v ∧ −→w et
π = −→x ∧−→y , tangent à M en p, à courbure-dépendance. Alors la courbure sectionnelle
de Deszcz L(p; π; π) du plan π respectivement à π est définie par

L(p; π; π) =
(R.R) (−→v ,−→w ,−→w ,−→v ;−→x ,−→y )

Q (g,R) (−→v ,−→w ,−→w ,−→v ;−→x ,−→y )

Remarque 2.6.1. Cette définition est indépendante du choix de la base de π et π.

Corollaire 2.6.1. Les variétés semi-symétriques sont caractérisées par la nullité de la
courbure sectionnelle de Deszcz.

Définition 2.6.5. Une variété Riemannienne M , de dimension n ≥ 3, est dite pseudo
symétrique, au sens de Deszcz, en un point p ∈ UR s’il existe un scalaire LR telle que,
en p, R.R = LRQ(g,R).

Une variété Riemannienne M , de dimension n ≥ 3, est dite pseudo symétrique, au
sens de Deszcz, si elle est pseudo symétrique en tout ses points, c’est-à-dire s’il existe
une fonction LR : M −→ R tel que R.R = LRQ(g,R).
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2.6.4 Ricci pseudo symétrie et Weyl pseudo symétrie

Définition 2.6.6. Soit T un tenseur de type (0, r) sur M . les deux tenseurs R.T et
Q(g, T ) de type (0, r + 2) sont définis par

(R.T ) (X1, X2, ..., Xk;X, Y ) = (R(X, Y ).T ) (X1, X2, ..., Xk)

= −T (R(X, Y ))X1, X2, ..., Xk − ...

−T (X1, X2, ..., R(X, Y )Xk) .

Q(g, T )(X1, X2, ..., Xk;X, Y ) = ((X ∧g Y ).T ) (X1, X2, ..., Xk)

= −T ((X ∧g Y )X1, X2, ..., Xk)− ...

−T (X1, X2, ..., (X ∧g Y )Xk) .

Définition 2.6.7. Une variété Riemannienne M est dite Ricci semi-symétrique si
R.S = 0. Elle est dite Weyl semi-symétrique si R.C = 0.

Définition 2.6.8. Une variété Riemannienne M est dite Ricci pseudo-symétrique s’il
existe une fonction LS sur US = {x ∈ M | S − r

n
g 6= 0 en x} telle que R.S =

LSQ(g, S) sur US et elle est dite Weyl pseudo symétrique s’il existe une fonction LC
sur UC = {x ∈M |C 6= 0 en x} telle que R.C = LC Q(g, C) sur UC .

Remarque 2.6.2.

• On a US ⊂ UR. De plus tout variété pseudo symétrique est Ricci pseudo symé-
trique. Mais l’inverse n’est pas, en général, vrai.
• Toute variété Weyl semi-symétrique est Weyl pseudo symétrique et l’inverse

n’est pas vrai.
• Toute variété pseudo symétrique est Weyl pseudo symétrique.
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Chapitre 3

Variétés Kählériennes, variétés
K-contacts et variétés
Sasakiennes

Ce chapitre aborde le thème des variétés Kählériennes, les variétés K-contacts et les
variétés Sasakiennes. Pour mieux éclairer le concept des (Variétés Kählèriennes), il est
important de passer par : les variétés presque complexes et les variétés Hermitiennes,
on utilise les références suivantes : [15], [16] et [25]. Et pour définir les variétés K-
contacts et les variétés Sasakiennes on passe par les variétés de contacts, structures
presque de contacts et structures de contact métrique, pour plus de details voir [6].

3.1 Variétés Kählériennes

3.1.1 Variétés presque complexes

Définition 3.1.1. Soit M une variété différentiable de dimension 2n. Une structure
presque complexe J sur M est un endomorphisme sur TpM , pour tout p ∈ M tel
que J2 = −Id. Si une telle structure J existe sur M alors (M,J) est dite une variété
presque complexe.

Remarque 3.1.1. Pour tout variété presque complexe M il y a une façon naturel de
définit une structure presque complexe J . Pour plus detailles voir [25] page 107.

Définition 3.1.2. [25] Soit M une variété presque complexe munie une structure
presque complexe J . Le tenseur de torsion complexe (Nijenhuis) N est un tenseur de
type (1, 2) défini par :

N(X, Y ) = [JX, JY ]− J [X, JY ]− J [JX, Y ]− [X, Y ],

pour X, Y ∈ X(M).
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Théorème 3.1.1. [16] SoitM une variété presque complexe avec la structure presque
complexe J . M est dite une variété complexe si et seulement si N ≡ 0.

Théorème 3.1.2. [25] Soit M une variété presque complexe munie d’une structure
presque complexe J . M est une variété complexe si et seulement si M admet une
connexion ∇ de torsion T telle que ∇J = 0 et T = 0.

Preuve.

1. Supposons qu’il existe une connexion ∇ de torsion T telle que ∇J = 0 et T = 0
pour tous X, Y ∈ X(M) alors on a

[X, Y ] = ∇XY −∇YX, ∇XJY = J∇XY

N [X, Y ] = [JX, JY ]− J [X, JY ]− J [JX, Y ]− [X, Y ]

= ∇JX(JY )−∇JY (JX)− J(∇X(JY )−∇JYX)− J(∇JXY −∇Y (JX))

−(∇X(Y )−∇Y (X))

= J∇JXY − J∇JYX − J∇XJY + J∇JYX − J∇JXY + J∇Y JX −∇XY

+∇YX

= J∇JXY − J∇JYX +∇XY + J∇JYX − J∇JXY −∇YX −∇XY +∇YX

= 0.

d’aprés le théorème 3.1.1, M est une variété complexe.

2. Inversement, soit M une variété complexe, alors N ≡ 0 et considérons ∇ une
connexion sans torsion ( T = 0). On pose

A(X, Y ) = (∇XJ)Y − (∇Y J)X.

Et
S(X, Y ) = (∇XJ)Y + (∇Y J)X

et on définit la connexion linéaire ∇′ par

∇′XY = ∇XY +
1

4
[A(X, JY )− JS(X, Y )] .
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On va monter que ∇′J = 0 et T ′ = 0

(∇′XJ)Y = ∇′X(JY )− J∇′XY

= ∇XJY +
1

4
[A(X, J2Y )− JS(X, JY )]− J∇XY −

1

4
[JA(X, JY )− J2S(X, Y )]

= ∇X(JY )− J∇XY +
1

4
[(∇XJ(J2Y )− (∇J2Y J)X − J(∇XJ)(JY )− J(∇JY J)X

−J(∇XJ)(JY ) + J(∇JY J)X − (∇XJ)Y − (∇Y J)X]

= (∇XJ)Y +
1

4
[−(∇XJ)Y + (∇Y J)X − J(∇XJ)(JY )− J(∇JY J)X

−J(∇XJ)(JY ) + J(∇JY J)X − (∇XJ)Y − (∇Y J)X]

= (∇XJ)Y +
1

4
[−2(∇XJ)Y − 2J(∇XJ)(JY )]

=
1

2
[(∇XJ)Y − J(∇J)JY ]

=
1

2
[(∇XJ)Y − (∇XJ)Y ] = 0.

Car,
J(∇XJ)JY = J∇J2Y − J2∇XJY

= −J∇XY −∇XJY

= (∇XJ)Y.
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T ′(X, Y ) = ∇′XY −∇′YX − [X, Y ]

= ∇XY +
1

4
[A(X, JY )− JS(X, Y )]−∇YX −

1

4
[A(Y, JX)− JS(Y,X)]

−[X, Y ]

= T (X, Y ) +
1

4
[A(X, JY )− A(Y, JX)]

=
1

4
[A(X, JY ) + A(JX, Y )]

=
1

4
N [X, Y ]

= 0.

Car,

A(X, JY )+A(JX, Y ) = −[X, Y ]+[JX, JY ]−J [JX, Y ]−J [X, JY ] = N(X, Y ).

�

3.1.2 Variétés Hermitiennes

Définition 3.1.3. Soit M une variété presque complexe avec la structure presque
complexe J . Une métrique Hermitienne sur M est une métrique Riemannienne g telle
que

g(JX, JY ) = g(X, Y ),

pour tous champs de vecteurs X et Y sur M .

Proposition 3.1.1. [25] Toute variété Riemannienne (M, g) admet une métrique
Hermitienne.

Preuve. Soit (M, g) une variété Riemannienne, on pose

h′(X, Y ) = g(JX, JY ) + g(X, Y ), ∀ X, Y ∈ X(M),

alors,

h′(JX, JY ) = g(−X,−Y ) + g(JX, JY ) = h′(X, Y ), ∀ X, Y ∈ X(M).

donc h′ est une métrique Hermitienne. �
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Remarque 3.1.2. Toute variété M presque complexe munie d’une métrique Hermi-
tienne est une variété presque Hermitienne. De plus, si M est une variété complexe
alors, elle est Hermitienne.

Définition 3.1.4. [25] Soit M une variété presque Hermitienne avec la structure
presque complexe J et la métrique Hermitienne g. La 2-forme fondamentale Φ est
définie par

Φ(X, Y ) = g(X, JY ),

pour tous champs de vecteurs X et Y sur M .

Propriétés 3.1.1.

1. La 2-forme fondamentale Φ est antisymétrique i.e., Φ(X, Y ) = −Φ(Y,X).

2. Φ(JX, JY ) = Φ(X, Y ).

Théorème 3.1.3. [25] SoitM une variété presque complexe avec la structure presque
complexe J et la métrique Hermitienne g. Alors les trois conditions suivantes sont
équivalentes :

(a) ∇J=0.

(b) ∇Φ = 0.

(c) La structure presque complexe J sans torsion et la 2-forme fondamentale Φ
est fermé i.e., N ≡ 0 et dΦ = 0.

3.1.3 Variétés Kählériennes

Définition 3.1.5. SoitM une variété presque complexe munie d’une structure presque
complexe J . La métrique Hermitienne g est dite métrique Kählérienne si la 2-forme
fondamentale Φ est fermée i.e., dΦ = 0.

Définition 3.1.6. Toute variété presque complexe M munie d’une métrique Kählé-
rienne est dite variété presque Kählérienne.

Remarque 3.1.3. D’aprés le Théorème 3.1.3, toute variété Hermitienne est une va-
riété Kählérienne si et seulement si ∇J = 0.

Proposition 3.1.2. [25] Le tenseur de courbure R d’une variété Kählérienne M sa-
tisfait les propriétés suivantes :
Pour tous X, Y et Z ∈ X(M)
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(a) R(X, Y )JZ = JR(X, Y )Z.

(b) R(JX, JY ) = R(X, Y ).

(c) R(JX, Y ) +R(X, JY ) = 0.

Proposition 3.1.3. Soit M une variété Kählérienne de dimension 2n (n > 1). Si M
à une courbure constante alors, M est plate.

Preuve. Soit M une variété Kählérienne à courbure constante c. Donc,

R(X, Y )Z = c(g(Z, Y )X − g(X,Z)Y ) = c(X ∧ Y )Z, ∀ X, Y, Z ∈ X(M).

Sachant que R(JX, JY ) = R(X, Y ) et X = X iei avec ei une base orthonormée,
alors,

R(X, ei)ei = c(g(ei, ei)X − g(X, ei)ei)

= c(2n− 1)X...(1)

R(JX, Jei)ei = c(g(ei, Jei)JX − g(JX, ei)Jei

= −c(0− (JX)iJei

= −cJ(JX)iei

= −cJJX

= cX...(2)

de (1) et (2) on a c(2n− 1) X = c X, ∀ X ∈ X(M) et donc pour n > 1 on obtient
c = 0.

�

Remarque 3.1.4. La notion de courbure sectionnelle constante pour les variétés Käh-
lériennes n’a pas un sens puisque toute variété Kählérienne de courbure sectionnelle
constante de courbure nulle. Pour cela on a besoin de définir la courbure sectionnelle
holomorphe.

Définition 3.1.7. Soient (M, g, J) une variété Kählérienne et R le tenseur de courbure
de Riemann

– Pour tout plan π de l’espace tangent TxM (x ∈ M) la courbure sectionnelle
K(x, π) est donnée par : K(x, π) = g(R(X, Y )Y,X) avec {X, Y } est une base
orthonormée de π dans TxM .
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– Si π est invariant par J (i.e. Jπ = π) la courbure sectionnelle K(x, π) est
dite holomorphe et par conséquence K(x, π) = g(R(X, JX)JX,X) pour tout
vecteur unitaire X ∈ π.

Théorème 3.1.4. [25] Soit (M, g, J) une variété Kählérienne de dimension 2n. Si
n > 1 et K(x, π) = c(x) pour tout plan π invariant par J dans TxM alors M est à
courbure sectionnelle holomorphe constante.

3.2 La pseudo symétrie holomorphe

Définition 3.2.1. Une variété Kählérienne (M, g, J) est dite pseudo-symétrique ho-
lomorphe s’il existe une fonction f sur M telle que

R.R (X1, X2, X3, X4;X, Y ) = f Q̃ (g,R) (X1, X2, X3, X4;X, Y ) , (3.1)

avec

Q̃ (g,R) (X1, X2, X3, X4;X, Y ) = ((X ∧J Y ) .R) (X1, X2, X3, X4)

et
X ∧J Y = X ∧g Y + JX ∧g JY + 2g(X, JY )J.

La fonction f est appelée une fonction de structure. Si f est une constante alors la
variété pseudo symétrique holomorphe M est dite de type constant.

Proposition 3.2.1. [15] Toute variété Kählérienne pseudo symétrique est pseudo
symétrique holomorphe.

3.3 Variétés K-contacts et variétés Sasakiennes

3.3.1 Variétés de contacts

Définition 3.3.1. Une variété différentiable M de dimension 2n + 1 est dite variété
de contact si elle admet une 1-forme η telle que

η ∧ (dη)n 6= 0,

pour tout point dans M . On appelle η la forme de contact.

Propriétés 3.3.1. Pour une forme de contact η il existe un champ de vecteurs ξ tel
que

η(ξ) = 1

et
dη(ξ,X) = 0,

pour tout X ∈ X(M).
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Figure 3.1 – Structure de contact standard sur R3

3.3.2 Structures presque contact

Définition 3.3.2 ((φ, ξ, η)- structure). Une variété différentiableM2n+1 est dite a une
(ϕ, ξ, η)-structure si elle admet un champ d’endomorphismes ϕ, un champ de vecteurs
ξ et une 1-forme η tels que

η(ξ) = 1 (3.2)

et
ϕ2(X) = −X + η(X)ξ, (3.3)

X ∈ X(M).

Proposition 3.3.1. Soit M2n+1 une variété différentiable avec (ϕ, ξ, η)-structure.
Alors

ϕξ = 0 (3.4)

et
η ◦ ϕ = 0. (3.5)

De plus, l’endomorphisme ϕ a un rang égale 2n.

Preuve. Supposons que (3.2) et (3.3) sont données. Dans (3.3) on remplace X
par ξ donc on a

ϕ2ξ = −ξ + η(ξ)ξ

= −ξ + ξ

= 0.

D’où ϕξ = 0 ou bien ϕξ est un vecteur propore non nul associe à la valeur propre 0.
Aussi par (3.3) on trouve

ϕ2(ϕξ) = −ϕξ + η(ϕξ)ξ,
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mais ϕ2(ϕξ) = ϕ(ϕ2ξ) et ϕξ = 0, donc

0 = ϕ2(ϕξ) = −ϕξ + η(ϕξ)ξ,

d’où,
ϕξ = η(ϕξ)ξ.

Si ϕξ est un vecteur propre non nul associe à la valeur propre 0 alors η(ϕξ) 6= 0.
On a

ϕξ = η(ϕξ)ξ,

alors,
ϕ(ϕξ) = η(ϕξ)ϕξ,

donc,
0 = ϕ2ξ = η(ϕξ)ϕξ,

d’où,
0 = ϕ2ξ = (η(ϕξ))2ξ 6= 0,

contradiction avec ϕξ = 0, donc ϕξ = 0.
Maintenant, on prouve que η ◦ ϕ = 0, d’après la formule (3.3) on a

ϕ2X = −X + η(X)ξ,

remplaçant X par ϕX alors,

ϕ2(ϕX) = −ϕX + η(ϕX)ξ,

donc,
η(ϕX)ξ = ϕ2(ϕX) + ϕX, (3.6)

l’équation (3.6) donne,
η(ϕX)ξ = ϕ3(X) + ϕX,

mais,
ϕ3(X) = ϕ(ϕ2X) = ϕ(−X + η(X)ξ)

= −ϕ(X) + ϕ(η(X))ξ,

l’équation (3.6) devient,

η(ϕX)ξ = ϕ(η(X))ξ = η(X)ϕξ,

puisque ϕξ = 0 donc η ◦ ϕ = 0. �
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Définition 3.3.3. Soient M2n+1 une variété différentiable avec (ϕ, ξ, η) structure, g
une métrique Riemannienne sur M2n+1 telle que

g(ϕX,ϕY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ), (3.7)

pour tous X, Y ∈ X(M). On dit que M2n+1 a (ϕ, ξ, η, g) structure ou une structure
presque contact métrique, g est appellée une métrique compatibe.

Conséquence 3.3.1. On pose Y = ξ alors

η(X) = g(ξ,X). (3.8)

Proposition 3.3.2. [6] Si M2n+1 est une variété avec une (ϕ, ξ, η)-structure, alors
M2n+1 admet une métrique Riemannienne g telle que

g(ϕX,ϕY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ). (3.9)

Preuve. Soit h′ une métrique Riemannienne sur M2n+1. On définit h par

h(X, Y ) = h′(ϕ2X,ϕ2Y ) + η(X)η(Y ).

On a
h(ξ,X) = h′(ϕ2ξ, ϕ2X) + η(ξ)η(X)

= η(X)

Aussi h est une métrique Riemannienne. Maintenant on définit g par

g(X, Y ) =
1

2
(h(X, Y ) + h(ϕX,ϕY ) + η(X)η(Y )) ,

g est une métrique Riemannienne il reste de prouver qu’elle vérifie la condition (3.9)

g(ϕX,ϕY ) = 1
2

(h(ϕX,ϕY ) + h(ϕ2X,ϕ2Y ) + η(ϕX)η(ϕY ))

= 1
2

(h(ϕX,ϕY ) + h(−X + η(X)ξ,−Y + η(Y )ξ))

= 1
2

(h(ϕX,ϕY ) + h(X, Y )− h(X, η(Y )ξ)− h(Y, η(X)ξ) + η(X)η(Y )h(ξ, ξ))

= 1
2

(h(ϕX,ϕY ) + h(X, Y )− η(Y )η(X)− η(X)η(Y ) + η(X)η(Y ))

= 1
2

(h(ϕX,ϕY ) + h(X, Y )− 2η(X)η(Y ) + η(X)η(Y ))

= g(X, Y )− η(X)η(Y ).

Donc,
g(ϕX,ϕY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y )

. �
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3.3.3 Structures contact métrique

Définition 3.3.4. On dit qu’une variété différentiable M2n+1 a une structure presque
contact si elle admet une 1-forme η et 2-forme Φ tels que

η ∧ Φn 6= 0,

pour tout point dans M .

Définition 3.3.5. Soient M2n+1 une variété différentiable a une structure presque
contact (ϕ, ξ, η), g une métrique compatible. Alors on définit la 2-forme Φ sur M2n+1

par
Φ(X, Y ) = g(X,ϕY ).

On dit que Φ la 2-forme fondamentale de structure presque contact metrique (ϕ, ξ, η, g).

Définition 3.3.6. Une variété M2n+1 avec la structure presque contact (ϕ, ξ, η) est
une variété presque contact.

Proposition 3.3.3. [6] Soient M2n+1 une variété différentiable avec 1-forme η et
2-forme Φ tel que η ∧ Φn 6= 0. Alors M2n+1 admet une structure presque contact.
Si M2n+1 est une variété de contact avec la forme de contact η alors il existe une
structure presque contact métrique (ϕ, ξ, η, g) telle que la 2-forme fondamentale Φ
égale dη.

Définition 3.3.7. Une structure presque de contact métrique avec Φ = dη est appellée
une structure presque de contact métrique associée.

3.3.4 Structures presque contacts normales

Soit M2n+1 une variété presque de contact avec la structure presque de contact
(ϕ, ξ, η), on considère la variété M2n+1 × R. On note à un champ de vecteurs sur
M2n+1×R par (X, f d

dt
) où X est un champ de vecteurs sur M2n+1, t est un système

de coordonnées sur R et f est une fonction différentiable sur M2n+1 × R. On définit
une structure presque complexe sur M2n+1 × R par

J(X, f
d

dt
) = (ϕX − fξ, η(X)

d

dt
), (3.10)
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tel que J2 = −I, on vérifier que J2 = −I

J2(X, f d
dt

) = J(ϕX − fξ, η(X) d
dt

)

= (ϕ(ϕX − fξ)− η(X)ξ, η(ϕX − fξ) d
dt

)

= (ϕ2X − fϕξ − η(X)ξ, η ◦ ϕX d
dt
− fηξ d

dt
)

= (ϕ2X − η(X)ξ,−f d
dt

)

= (−X + η(X)ξ − η(X)ξ,−f d
dt

)

= (−X,−f d
dt

)

= −(X, f d
dt

).

Définition 3.3.8. On dit que J est intégrable si son tenseur de Nijenhuis :

NJ(X, Y ) = J2[X, Y ] + [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ] = 0, ∀ X, Y ∈ X(M)

et on dit dans ce cas que (ϕ, ξ, η) est normale.

Remarque 3.3.1. La normalité de (ϕ, ξ, η) en fonction de Nϕ est

Nϕ(X, Y ) = ϕ2[X, Y ] + [ϕX,ϕY ]− ϕ[ϕX, Y ]− ϕ[X,ϕY ], ∀ X, Y ∈ X(M).

Proposition 3.3.4. La structure presque de contact (ϕ, ξ, η) sur M est normale si et
seulement si

Nϕ + 2dη ⊗ ξ = 0.

On définit les quatres tenseurs suivants N (1), N (2), N (3) et N (4) par :

N (1)(X, Y ) = Nϕ(X, Y ) + 2dη(X, Y )ξ,

N (2)(X, Y ) = (LϕXη)Y − (LϕY η)X,

N (3)(X, Y ) = (Lξϕ)X,

N (4)(X, Y ) = (Lξη)
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Lemme 3.3.1. [6] Pour une structure presque contact métrique (ϕ, ξ, η, g) la dérivée
covariante de ϕ est donnée par

2g((∇Xϕ)Y, Z) = 3dΦ(X,ϕY, ϕZ)− 3dΦ(X, Y, Z)

+g(N (1)(Y, Z), ϕX) +N (2)(Y, Z)η(X)

+2dη(ϕY,X)η(Z)− 2dη(ϕZ,X)η(Y )

(3.11)

3.3.5 Variétés K-contact

Définition 3.3.9. [6] Soit M2n+1 une variété de contact métrique avec la structure
contact métrique (ϕ, ξ, η, g). Si le champ de vecteurs ξ est de Killing alors la structure
de contact sur M est appellée une structure K-contact.

Théorème 3.3.1. [6] Une structure de contact métrique est K-contact si et seulement
si

∇Xξ = −ϕX.
Où ∇ est la connexion Riemannienne de g.

Preuve.
1. Supposons queM2n+1 est une variété K-contact et on montre que∇Xξ = −ϕX,

on a

g(X,ϕY ) = dη(X, Y )

= 1
2

(Xη(Y )− Y η(X)− η([X, Y ]))

= 1
2

(g(∇XY, ξ) + g(Y,∇Xξ)− g(∇YX, ξ)− g(X,∇Y ξ)− g([X, Y ], ξ))

= 1
2

(g(∇Xξ, Y )− g(∇Y ξ,X)) .

Puique ξ est de Killing alors (Lξg)(X, Y ) = 0 donc

g(∇Xξ, Y ) + g(X,∇Y ξ) = 0,

alors,
g(∇Xξ, Y ) = −g(X,∇Y ξ),

d’où,
g(X,ϕY ) = 1

2
g(∇Xξ, Y ) + 1

2
g(∇Xξ, Y )

= g(∇Xξ, Y )
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�

Proposition 3.3.5. [6] SoitM2n+1 une variété K-contact avec la structure (ϕ, ξ, η, g).
Alors la courbure sectionnelle de toute section plate contenant ξ est égal 1.

Preuve. Soient X un champ de vecteurs unitaire orthogonale à ξ et R le tenseur
de courbure de M2n+1. Alors

R(ξ,X)ξ = ∇ξ∇Xξ −∇X∇ξξ −∇[ξ,X]ξ

= −∇ξϕX +∇Xϕξ + ϕ[ξ,X]

= −∇ξϕX + ϕ[X, ξ] car ϕξ = 0 donc ∇Xϕξ = 0

= −∇ξϕX + ϕ∇ξX − ϕ∇Xξ

= −∇ξϕX − ϕ∇Xξ

= −ϕ∇Xξ

= ϕ2X

= −X + η(X)ξ.

Puisque X⊥ξ alors η(X)ξ = 0.
Donc,

R(ξ,X)ξ = −X.

D’où,
K(ξ,X) = −g(R(ξ,X)ξ,X)

= −g(−X,X)

= 1.

�

Théorème 3.3.2. [6] Une variété contact métrique M2n+1 est une variété K-contact
si et seulement si la courbure de Ricci dans la direction de champ de vecteurs ξ est
égal 2n.

Preuve. On veux monter que

K-contact ⇐⇒ S̃ξ = 2nξ tel que S̃ est l’opérateur de Ricci.
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1. Supposons que S̃ξ = 2nξ et on prouve que M2n+1 est K-contact.
On a

2g((∇Xϕ)Y, Z) = g(N (1)(Y, Z), ϕX) + 2dη(ϕY,X)η(Z)− 2dη(ϕZ,X)η(Y ).
(3.12)

On pose Y = ξ dans l’équation (3.12) on obtient

2g((∇Xϕ)ξ, Z) = g(N (1)(ξ, Z), ϕX)− 2dη(ϕZ, ξ), (3.13)

on utilise la formule qui définit le tenseur N (1) et la formule dη(X, Y ) =
g(X,ϕY ) alors l’équation (3.13) devient

2g((∇Xϕ)ξ, Z) = g([ϕ, ϕ](ξ, Z) + 2dη(ξ, Z)ξ, ϕX)− 2g(ϕZ, ϕX), (3.14)

de plus on utilise l’équation (3.13) et la formule dη(ξ,X) = 0 d’où l’équation
(3.14) devient

2g((∇Xϕ)ξ, Z) = g(ϕ2[ξ, Z]− ϕ[ξ, ϕZ], ϕX)− 2g(ϕZ, ϕX), (3.15)

a l’aide de la définition de la dérivée de Lie on trouve que

ϕ2[ξ, Z]− ϕ[ξ, ϕZ] = −ϕ((Lξϕ)Z),

Aussi, on sait que

g(ϕX,ϕY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ),

d’où (3.15) devient

2g((∇Xϕ)ξ, Z) = −g(ϕ(Lξϕ)Z, ϕX)− 2g(Z,X) + 2η(Z)η(X), (3.16)

mais,
g(ϕ(Lξϕ)Z, ϕX) = g((Lξϕ)Z,X)− η((Lξϕ)Z)η(X)

où η((Lξϕ)Z) = 0 car

η((Lξϕ)Z) = g([ξ, ϕZ], ξ)− g([ξ, Z], ϕξ)

= g(∇ξϕZ, ξ)− g(∇ϕZξ, ξ)

= ξg(Z, ϕξ)− g(ϕZ,∇ξξ)− 1
2
ϕZg(ξ, ξ)

= 0.
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Donc,

2g((∇Xϕ)ξ, Z) = −g((Lξϕ)Z,X)− 2g(Z,X) + 2η(Z)η(X), (3.17)

on utilise la symmétrie de Lξϕ on trouve

2g((∇Xϕ)ξ, Z) = −g((Lξϕ)X,Z)− 2g(X,Z) + 2g(η(X)ξ, Z),

ce qui donne
2(∇Xϕ)ξ = −(Lξϕ)X − 2X + 2η(X)ξ,

et cela implique

−ϕ∇Xξ = −1

2
(Lξϕ)X −X + η(X)ξ,

on applique ϕ sur dernière équation on trouve

∇Xξ = −1

2
ϕ(Lξϕ)X − ϕX, (3.18)

on définit h par h = 1
2
(Lξϕ) = 1

2
N (3) donc (3.18) devient

∇Xξ = −ϕX − ϕhX, (3.19)

on utilise (3.19) pour calculer R(ξ,X)ξ, on a

R(ξ,X)ξ = ∇ξ∇Xξ −∇X∇ξξ −∇[ξ,X]ξ

mais, ∇ξξ = 0 alors,

R(ξ,X)ξ = ∇ξ∇Xξ −∇[ξ,X]ξ,

d’où,

R(ξ,X)ξ =
1

2
ϕ∇ξ∇ϕXξ +

1

2
∇ξ∇Xξ −

1

2
ϕ∇ϕ[ξ,X]ξ −

1

2
∇[ξ,X]ξ − ϕ∇Xξ,

équivalent à,

R(ξ,X)ξ − 1

2
∇ξ∇Xξ +

1

2
∇[ξ,X]ξ =

1

2
ϕ∇ξ∇ϕXξ −

1

2
ϕ∇ϕ[ξ,X]ξ − ϕ∇Xξ,

la dernière équation devient

R(ξ,X)ξ − 1

2
R(ξ,X)ξ =

1

2
ϕ∇ξ∇ϕXξ −

1

2
ϕ∇[ξ,ϕX]ξ +

1

2
ϕ∇(Lξϕ)Xξ − ϕ∇Xξ,
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, donc,
1
2
R(ξ,X)ξ − 1

2
ϕR(ξ, ϕX)ξ = 1

2
ϕ∇(Lξϕ)X − ϕ∇Xξ

= 1
2
ϕ
(
−1

2
ϕ(Lξϕ)2X − ϕ(Lξϕ)X

)
− ϕ

(
−1

2
ϕ(Lξϕ)X − ϕX

)
= −1

4
ϕ2(Lξϕ)2X − 1

2
ϕ2(Lξϕ)X + 1

2
ϕ2(Lξϕ)X + ϕ2X

= 1
4
ϕ2(Lξϕ)2X + ϕ2X

d’où,
1

2
R(ξ,X)ξ − 1

2
ϕR(ξ, ϕX)ξ = h2X + ϕ2X. (3.20)

Soit {ei}2n+1
i=1 une base orthonormée

trh2 = g(h2ei, ei)

= 1
2
g(R(ξ, ei)ξ, ei)− 1

2
g(ϕR(ξ, ϕei)ξ, ei)− g(ϕ2ei, ei)

= −1
2
g(R(ξ, ei)ei, ξ)− 1

2
g(R(ξ, ϕei)ϕei, ξ)− g(−ei + η(ei)ξ, ei)

= −1
2
g(S̃ξ, ξ)− 1

2
g(R(ξ, ϕei)ϕei, ξ) + (2n+ 1)− η(ei)

2.

Soit ϕ-base {Xi, ξ}2ni=1 une base orthonormée

−1
2
g(R(ξ, ϕei)ϕei, ξ) = −1

2
g(R(ξ, ϕXi)ϕXi, ξ)− 1

2
g(R(ξ, ϕξ)ϕξ, ξ)

= −1
2
g(S̃ξ, ξ),

donc,
trh2 = −1

2
g(S̃ξ, ξ)− 1

2
g(S̃ξ, ξ) + 2n+ 1− 1

= −g(S̃ξ, ξ) + 2n

Par l’hypothèse on a S̃ξ = 2nξ alors trh2 = −2n+ 2n = 0 donc trh2 = 0.
On a

trh2 =
∑
hiahai

=
∑
h2ai

= 0,

d’où, hai = 0,∀i, a. Alors h = 0. Et puisque h = 1
2
Lξϕ = 0 donc la structure

métrique contact est K-contact sur M2n+1.
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2. Supposons que M2n+1 est K-contact et on prouve que S̃ξ = 2nξ.

M2n+1 est K-contact ⇐⇒ ξ est de Killing

⇐⇒ Lξg = 0

⇐⇒ Lξ∇XY = ∇LξXY +∇XLξY

⇐⇒ [ξ,∇XY ] = ∇[ξ,X]Y +∇X [ξ, Y ]

⇐⇒ ∇ξ∇XY −∇∇XY ξ = ∇[ξ,X]Y +∇X∇ξY −∇X∇Y ξ

⇐⇒ ∇ξ∇XY −∇X∇ξY −∇[ξ,X]Y = ∇∇XY ξ −∇X∇Y ξ

⇐⇒ R(ξ,X)Y = −ϕ∇XY +∇XϕY

⇐⇒ R(ξ,X)Y = (∇Xϕ)Y,

on a,
g(S̃ξ, ξ) = g(R(ξ, ei)ei, ξ)

= g((∇eiϕ)ei, ξ)

= g(∇eiϕei, ξ)− g(ϕ∇eiei, ξ)

= g(∇eiϕei, ξ)− g(∇eiei, ϕξ)

et puisque,
eig(ϕei, ξ) = g(∇eiϕei, ξ) + g(ϕei,∇eiξ)

alors,
g(∇eiϕei, ξ) = eig(ϕei, ξ)− g(ϕei,∇eiξ)

= eig(ϕei, ξ)− g(ϕei,∇eiξ),

de plus,
∇Xξ = −ϕX − ϕhX,

donc,
−g(ϕei,∇eiξ) = −g(ϕei,−ϕei − ϕhei)

= g(ϕei, ϕei) + g(ϕei, ϕhei),

on sait que,
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g(ϕX,ϕY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ),

alors,

g(ϕei, ϕei) + g(ϕei, ϕhei) = g(ei, ei)− η(ei)η(ei) + g(ei, hei)− η(ei)η(hei),

et puisque, g(ei, hei) = trh = 0 et η(hei) = 0 d’où

g(ϕei, ϕei) + g(ϕei, ϕhei) = g(ei, ei)− η(ei)η(ei)

= 2n+ 1− 1

= 2n,

donc S̃ξ = 2nξ.

�

3.3.6 Variétés Sasakiennes

Définition 3.3.10. Soit M2n+1 une variété de contact métrique avec la structure de
contact métrique (ϕ, ξ, η, g). Si la structute (ϕ, ξ, η, g) est normale on dit que M a
une structure Sasakienne. On appelle M une variété Sasakienne.

Théorème 3.3.3. [6] Une structure presque contact métrique (ϕ, ξ, η, g) est Sasa-
kienne si et seulement si

(∇Xϕ)Y = g(X, Y )ξ − η(Y )X. (3.21)

Où ∇ est la connexion Riemannienne de g.

Preuve.

1. Supposons que (ϕ, ξ, η, g) est normale et on prouve que

(∇Xϕ)Y = g(X, Y )ξ − η(Y )X,

d’aprés le Lemme 3.3.1 on a

2g((∇Xϕ)Y, Z) = 3dΦ(X,ϕY, ϕZ)− 3dΦ(X, Y, Z)

+g(N (1)(Y, Z), ϕX) +N (2)(Y, Z)η(X)

+2dη(ϕY,X)η(Z)− 2dη(ϕZ,X)η(Y ),
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puisque (ϕ, ξ, η, g) est une structure de contact métrique normale alors Φ = dη,
N (1) = 0 et N (2) = 0 donc

2g((∇Xϕ)Y, Z) = 2dη(ϕY,X)η(Z)− 2dη(ϕZ,X)η(Y )

= 2g(ϕY, ϕX)η(Z)− 2g(ϕZ, ϕX)η(Y )

= 2(g(X, Y )− η(X)η(Y ))η(Z)− 2(g(Z,X)− η(Z)η(X))η(Y )

= 2g(X, Y )η(Z)− 2η(X)η(Y )η(Z)− 2g(Z,X)η(Y ) + 2η(Z)η(X)η(Y )

= 2g(X, Y )η(Z)− 2g(Z,X)η(Y )

= 2g(g(X, Y )ξ − η(Y )X,Z),

donc,

2g((∇Xϕ)Y, Z) = 2g(g(X, Y )ξ − η(Y )X,Z).

2. Maintenant, supposons que on a

(∇Xϕ)Y = g(X, Y )ξ − η(Y )X, (3.22)

et on montre que (ϕ, ξ, η, g) est une structure de contact métrique normale i.e.,

Nϕ + dη ⊗ ξ = 0.

On pose Y = ξ dans l’équation (3.22) on trouve

(∇Xϕ)ξ = g(X, ξ)ξ − η(ξ)X,

⇐⇒
∇Xϕξ − ϕ∇Xξ = η(X)ξ −X,

⇐⇒
− ϕ∇Xξ = η(X)ξ −X, (3.23)

on applique ϕ sur (3.23) on obtient

∇Xξ = ϕX,
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d’où ξ est de Killing. On commence par calculer dη(X, Y )

dη(X, Y ) = 1
2

(Xη(Y )− Y η(X)− η([X, Y ]))

= 1
2

(Xg(ξ, Y )− Y g(ξ,X)− η([X, Y ]))

= 1
2

(g(∇Xξ, Y ) + g(ξ,∇XY ))− 1
2

(g(∇Y ξ,X) + g(ξ,∇YX))− 1
2
η([X, Y ])

= 1
2
g (ξ,∇XY −∇YX) + 1

2
g(∇Xξ, Y )− 1

2
g(∇Y ξ,X)− 1

2
η([X, Y ])

= 1
2

(g(∇Xξ, Y )− g(∇Y ξ,X)) ,

puisque ξ est de Killing alors

−g(∇Y ξ,X) = g(∇Xξ, Y ),

donc,
dη(X, Y ) = g(∇Xξ, Y ) = −g(ϕX, Y ),

aprés ça on détermine Nϕ(X, Y )

Nϕ(X, Y ) = (ϕ∇Xϕ−∇ϕY ϕ)X − (ϕ∇Xϕ−∇ϕXϕ)Y

= ϕ(∇Y ϕ)X − (∇ϕY ϕ)X − ϕ(∇Xϕ)Y − (∇ϕXϕ)Y

= ϕ(g(X, Y )ξ − η(X)Y − g(X, Y )ξ + η(Y )X)− g(X,ϕY )ξ + η(X)ϕY

+ g(ϕX, Y )ξ − η(Y )ϕX

= 2g(ϕX, Y )ξ,

d’où
Nϕ(X, Y ) + 2dη ⊗ ξ = 0,

alors (ϕ, ξ, η, g) = 0 est normale.

�
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Chapitre 4

Géométrie de Thurston F 4

L’objectif de ce chapitre est de définir la géométrie de Thurston F 4, de donner sa
métrique et on étudier la pseudo-symétrie et la pseudo-symétrie holomorphe de F 4.
Voir les référenes suivantes [?], [12], [15], [18], [22] et [23].

4.1 Géométrie de Thurston

4.1.1 Définitions

Définition 4.1.1. Une action de groupe de G sur X est la donnée d’une application

G×X → X

(g, x) → g.x

telle que

1. ∀ g, g′ ∈ G, ∀ x ∈ X, g.(g′.x) = (g.g′).x.

2. ∀ x ∈ X, 1.x = x.

Définition 4.1.2. On dit que G apère transitevement sur X si

∀ x, y ∈ X, ∃ g ∈ G : g.x = y.

Définition 4.1.3. on appelle stabilisateur de x ∈ X et on note Hx, l’ensemble

{g ∈ G/g.x = x}
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Définition 4.1.4. Un groupe de Lie est un groupe muni d’une structure de variété
différentiable compatible avec sa structure de groupe, c’est-à-dire telle que l’application

φ : G×G → G

(x, y) → xy−1

soit différentiable.

Produit semi-direct

L’ensemble AutN des automorphismes de groupe de N est lui même un groupe
pour la loi ◦.

Soient N et H deux groupes. Le produit direct N ×H de N et H est le groupe
dont l’ensemble sous-jacent est l’ensemble produit N ×H, avec la loi (n, h).(n′, h′) =
(nn′, hh′) pour tous n, n′ ∈ N et h, h′ ∈ H.

Le produit semi-direct est une généralisation de cette notion. Soit ϕ : H −→ AutN
un morphisme de groupes, qui définit en particulier une action h.n = ϕ(h)(n) de N
sur H.

Proposition 4.1.1. on définit une loi de groupes sur l’ensemble produit N × H en
posant

(n, h).(n′, h′) = (n(h.n′), hh′) .

Ce groupe s’appelle le produit semi-direct de N par H relativement à l’action ϕ ; on
note le H nϕ N ( ou simplement H nN).

4.1.2 Géométrie modèle

Définition 4.1.5. Une géométrie modèle est un couple (G,X), X étant une variété
différentielle et G est un groupe de difféomorphismes de X vérifiant les hypothèses (a)
et (b) suivantes :

(a) X est simplement connexe.

(b) L’action de G sur X est transitive, à stabilisateurs compacts.

Conséquences 4.1.1.

- Si (G,X) est une géométrie modèle, alors il existe sur X une métrique rieman-
nienne est g invarinte par G. Une telle métrique est forcément complète, car G
agit transitivement. Mais elle n’est toujours unique à multiple scalaire prés : elle
l’est si et seulement si le stabilisateur Hx d’un point x ( donc tout point) agit
irréductiblement sur l’espace tangent TxX.
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- Si (G,X) est une géométrie modèle, alors G est un groupe de Lie.

On définit une variété modelée sur (G,X) comme un quotient de X par un sous
groupe discret de G agissant librement sur X. Une variété modelée sur X hérite de
toute métrique invariante sur X.

4.1.3 Géométrie de Thurston

Définition du géométrie de Thurston de dimension 3

Définition 4.1.6. On dira qu’une géométrie modèle (G,X) est de Thurston de di-
mension 3 si elle vérifie les axiomes supplémentaires (c) et (d) suivantes :

(c) G est maximal parmi les groupes de difféomorphismes de X agissant avec sta-
bilisateurs compacts.

(d) Il existe une variété compacte modelée sur (G,X).

– Si (G,X) est une géométrie modèle vérifiant l’axiome (c), et si g est une métrique
riemannienne invariante par G alors G = Isom(X, g). En effet, on sait que
G ⊂ Isom(X, g) ; or le groupe de isométrie d’une variété riemannienne connexe
agit toujours avec stabisateurs compacts donc par maximalité de G l’inclusion
ci-dessus est une égalité. Ceci permet de voir que l’axiome (c) est équivalent au
suivant : pour toute métrique g G-invariante sur X, G = Isom(X,G).

– Si (G,X) est une géométrie modèle vérifiant l’axiome (d) alors G est un groupe
de Lie unimodulaire.

Définition du géométrie de Thurston de dimension 4

Définition 4.1.7. On dira qu’une géométrie modèle (G,X) est de Thurston de di-
mension 4 si elle vérifie les axiomes supplémentaires (c) et (d’) suivantes :

(c) G est maximal parmi les groupes de difféomorphismes de X agissant avec sta-
bilisateurs compacts.

(d’) Il existe une variété de volume fini modelée sur (G,X).

4.2 Énumération de la géométrie de Thurston

Théorème 4.2.1. [?], [20]
La seule géométrie modèle de Thurston de dimension 1 est E1 ' E(1)/O(1).
Les géométries modèles de Thurston de dimension 2 sont le plan euclidien E2 '
E(2)/O(2), la sphère S2 ' O(3)/O(2) et le plan hyperboliqueH2 = PGL(2, R)/PO(2).
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Théorème 4.2.2. [?], [20]
Il y a huit géométries modèles de Thurston (G,X) de dimension 3.
• Si les stabilisateurs sont de dimension 3, X est l’espace euclidien E3, la sphère

euclidienne S3 ou l’espace hyperbolique H3 ; G est son groupe des isométries,
soit E(3), O(4) ou PO(3, 1).

• Si les stabilisateurs sont de dimension 1, alors un il y a un fibré naturel de X
sur une géométrie modèle de dimension 2. Alors X soit un produit S2 × E1 ou
H2 ×E1 soit la " Nil-géométrie" (NILoO(2), NIL) ( qui fibre sur E2) soit
la géométrie (S̃L(2, R) oO(2), S̃L(2, R)) (qui fibre sur H2).

• Si les stabilisateurs sont finis, la seule géométrie possible est "Sol-géométrie"
(SOLoD4, SOL), qui fibre naturellement sur E1.

R. Filipkiewicz a classifié les géométries de Thurston de dimension 4 et il a obtenu
les géométries modèles suivantes :

1. les espaces produits : S2 × S2, S2 × E2, S2 × H2, E4, E2 × H2, H2 × H2,
S3 × E1, H3 × E1, Sl2(R)× E1, Nil3 × E1.

2. Les espaces Riemanniennes symétriques irréductibles : S4,H4, P 2(C), H2(C).
3. Nil4, Sol4m,n, Sol

4
0, Sol

4
1 et F 4, où

Le groupe de Lie nilpotent Nil4 = R3 nU R (produit semidirect de R3 et R)

U(t) = exp(t L) et L =


0 1 0

0 0 1

0 0 0

 ,

( la loi du groupe Nil4 est donnée par : (V, t)(V ′, t′) = (V + U(t)V ′, t + t′) pour
V, V ′ ∈ R3 et t, t′ ∈ R).
Le groupe de Lie résoluble Sol4m,n = R3 nTm,n R avec

Tm,n = exp(t Cm,n) et Cm,n =


α 0 0

0 β 0

0 0 γ

 ,

(la loi du groupe Sol4m,n est donnée par : (V, t)(V ′, t′) = (V + Tm,n(t)V ′, t+ t′) pour
V, V ′ ∈ R3 et t, t′ ∈ R ) où α > β > γ sont des réels, α + β + γ = 0 et eα,eβ, eγ
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sont les racines distincts de λ3 −mλ2 + nλ− 1 = 0 avec m,n des entiers positifs.
Le groupe de Lie résoluble Sol41 est le groupe de matrices


1 b c

0 α a

0 0 1

 /a, b, c ∈ R, α > 0


et F 4 qui est défini par G = R2 n Sl2(R) (le produit semidirect est défini par l’action
naturelle de Sl2(R) sur R2) et X = R2 × H2 (H2 = {w ∈ C|Im(w) > 0} le plan
hyperbolique). L’action de R2 n Sl2(R) sur R2 ×H2 est définie par :

pour (x, y) ∈ R2, w ∈ H2 et (V,A) ∈ R2 n Sl2(R), V =

(
v1
v2

)
A =

(
a b
c d

)
(V,A).(x, y, w) =

(
v1 + ax+ by, v2 + cx+ dy,

aw + b

cw + d

)
.

Les stabilisateurs de ces géométries sont

Stabilisateur Géométrie Nature de la géométrie
SO4 S4, E4, H4 courbure constante
U2 P 2(C), H2(C)

SO2 × SO2 S2 × S2, S2 × E2, S2 ×H2, E2 ×H2, E2 ×H2 symétrique
SO3 S3 × E1, H3 × E1

SO2 S̃l2(R)× E1, Nil3 × E1, Sol40, F
4 non symétrique

{1} Nil4, Sol4m,n, Sol
4
1

4.3 Métrique invariante par le groupe G dans la
géométrie modèle de Thurston F 4

Hasni a éclairé la métrique invariante par le groupe G dans la géométrie modèle de
Thurston F 4 au point p = (x, y, s+ it) par

g =



1
t

−s
t

0 0

−s
t

s2+t2

t
0 0

0 0 1
4t2

0

0 0 0 1
4t2


.
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Pour plus des tailles voir [15].

4.3.1 Structure complexe et géométrie de Thurston F 4

Compatibilité de la métrique avec la structure complexe

Les seules géométries de Thurston admettant une structure complexe sont : S2×S2,
S2 × R2, S2 ×H2, R4, R2 ×H2, H2 ×H2, P 2(C), H2(C), S3 × R, F 4, Nil3 × R,
S̃l2(R)× R, Sol40 et Sol41, voir [22].

Alors, la structure complexe J de F 4 est donnée par :

J =



− s
t

(s2+t2)
t

0 0

−1
t

s
t

0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0


4.3.2 La pseudo symétrie et les géométrie de Thurston F 4

L’objecrif principal de cette section est de montrer que la géométrie modèle de
Thurston F 4 (qui n’est pas symétrique ) n’est ni Ricci pseudo symétrique ni Weyl
pseudo symétrique et de monter que F 4 est holomorphiquement pseudo symétrique,
voir [15].

Théorème 4.3.1. [15] Toutes les géométries modèles de Thurston de dimension
quatre qui ne sont pas symétrique ne sont ni Ricci pseudo symétrique ni Weyl pseudo
symétrique.

Corollaire 4.3.1. [15] La géométrie modèle de Thurston F 4 qui n’est pas symétrique
n’est ni Ricci pseudo symétrique ni Weyl pseudo symétrique.

Preuve. Soit (x, y, s, t) un système de coordonées tel que

e1 = ∂x, e2 = ∂y, e3 = ∂s, e4 = ∂t

Pour la paramétrisation R2 ×H2

ϕ : R4 −→ R×H2

(x, y, s, t) −→ (x, y, s+ it)
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on la métrique de F 4 est :

g =



1
t
− s
t

0 0

− s
t

t2+s2

t
0 0

0 0 1
4t2

0

0 0 0 1
4t2


,

cette métrique n’est pas Ricci pseudo symétrique. En effet

Q(g, S)(e1, e3, e1, e3) = −3
2t3
, (R.S)(e1, e3, e1, e3) = 3

2t3
,

et
Q(g, S)(e1, e3, e2, e4) = 0, (R.S)(e1, e3, e2, e4) = −3

2t2
,

aussi on a

Q(g, C)(e1, e2, e1, e3, e1, e4) = −3
4t3
, R.C(e1, e2, e1, e3, e1, e4) = 3

4t2

et,
Q(g, C)(e1, e2, e1, e3, e2, e3) = 0, R.C(e1, e2, e1, e3, e2, e3) = 3

4t2

donc g n’est pas Weyl pseudo symétrique. �

4.3.3 La pseudo symértie holomorphe de F 4

Wall a prouvé que : S2 × S2, S2 × E2, E4, E2 × H2, H2 × H2, P 2(C), H2(C)
et F 4 sont les seules géométries modèles de Thurston de dimension 4 admettant une
structure Kählérienne compatible avec le groupe des isométries maximal.

Théorème 4.3.2. [1],[15] F 4 est holomorphiquement pseudo symétrique de type
constant avec R.R = −Q̃(g,R).
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Géométrie des sous variétés γ×H2

dans la géométrie de Thurston F 4

Ce chapitre présente notre travail sur l’hypersurface γ × H2 dans la géométrie
de Thurston F 4. On va donner les conditions pour que l’hypersurface γ × H2 soit
minimale, on prouve qu’elle n’est pas totalement ombilicale ni pseudo-parallèle et on
déduit qu’elle n’est pas semi-parallèle ni parallèle et ni totalement géodésique. De
plus on trouve que cette hypersurface a une structure de contact mais elle n’est pas
Sasakienne.

5.1 L’hpersurface γ ×H2 dans F 4

Soit M3 = γ ×H2 une hypersurface dans F 4 = R2 ×H2 telle que

f : M3 = γ ×H2 −→ R2 ×H2

(u, v, w) −→ ((γ1)(u), (γ2)(u), v, w)

est une immersion isométrique de M3 = γ ×H2 vers F 4, γ est une courbe dans R2

et H2 = {(v, w) ∈ C/w > 0} est le plan hyperbolique.
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5.1.1 La métrique de γ ×H2

Lemme 5.1.1. Soit M3 = γ ×H2 une hypersurface de F 4, g est la métrique de M3

au point q(u, v, w) dans la base {∂u(q), ∂v(q), ∂w(q)} de l’espace tangent TqM3 alors

g =



λ2+δ2

w
0 0

0 1
4w2 0

0 0 1
4w2


Preuve. Soit M3 = γ × H2 une hypersurface de F 4, {∂u(q), ∂v(q), ∂w(q)} est

une base de TqM3 au point q(u, v, w), {∂x(p), ∂y(p), ∂s(p), ∂t(p)} est une base de
TpF

4 au point p(x, y, s, t), on va noter à le vecteur V = a∂x+b∂y+c∂s+d∂t ∈ TpF 4

par

V =


a
b
c
d


On a

gij = (∂ui)
t.g̃.(∂uj)

Où
∂u1 = ∂u, ∂u2 = ∂v, ∂u3 = ∂w

Aussi, on a
∂u = (γ1)u∂x+ (γ2)u∂y, ∂v = ∂s, ∂w = ∂t (5.1)

Donc,

g11 = ((γ1)u−v(γ2)u)2+w2(γ2)2u
w

, g12 = 0, g13 = 0, g22 = 1
4w2 , g23 = 0, g33 = 1

4w2

On pose, λ = (γ1)u − v(γ2)u et δ = w(γ2)u, alors

g =



λ2+δ2

w
0 0

0 1
4w2 0

0 0 1
4w2


�

Remarque 5.1.1. On a λ2 + δ2 > 0 car f est une immersion.
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5.1.2 La connexion de γ ×H2

Lemme 5.1.2. Soit M3 = γ ×H2 une hypersurface de F 4, ∇ et ∇̃ les connexions
de Levi-Civita de M3 et F 4, respectivement. Les symboles de Christoffel de ∇̃ et ∇
pour un point p(u, v, w) de M3 sont Γ̃kij et Γkij, respectivement. Les Γ̃kij qui ne sont
pas nuls, pour i, j, k ∈ {1, 2, 3, 4}, sont :

Γ̃1
13 = −v

2w2 , Γ̃1
14 = −1

2w
, Γ̃1

23 = −w2+v2

2w2 , Γ̃1
24 = v

w
,

Γ̃2
13 = −1

2w2 , Γ̃2
23 = v

2w2 , Γ̃2
24 = 1

2w
, Γ̃3

12 = 2w,

Γ̃3
22 = −4wv, Γ̃3

34 = −1
w
, Γ̃4

12 = −2v, Γ̃4
11 = 2,

Γ̃4
22 = 2v2 − 2w2, Γ̃4

33 = 1
w
, Γ̃4

44 = −1
w
.

(5.2)

et les Γkij qui ne sont pas nuls, pour i, j, k ∈ {1, 2, 3}, sont :

Γ1
11 = λuλ+δuδ

λ2+δ2
, Γ1

12 = −λδ
w(λ2+δ2)

, Γ1
13 = δ2−λ2

2w(λ2+δ2)
, Γ2

11 = 4δλ

Γ2
23 = −1

w
, Γ3

11 = 2(λ2 − δ2), Γ3
22 = 1

w
, Γ3

33 = −1
w

(5.3)

Preuve. Par un calcul direct en utilisant la formule des symboles

Γkij =
1

2

∑
l

(gkl(
∂gjl
∂xi

+
∂gil
∂xj
− ∂gij
∂xl

))

On calcule Γ̃kij et Γkij les symboles de christoffel de ∇̃ et ∇, respectivement. �

5.1.3 La seconde forme fondamentale de γ ×H2

Lemme 5.1.3. [4] Soit M3 = γ ×H2 une hypersurface de F 4 le champ de vecteurs
normale unitaire N sur M3 est donné par

N =
±1√

w(δ2 + λ2)



vλ− wδ

λ

0

0
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Preuve. Soient M3 = γ×H2 une hypersurface de F 4 et N un champ de vecteurs

normale unitaire donné par N =


θ
µ
ν
ρ

.

On a 

(∂u)t.g̃.N = 0

(∂v)t.g̃.N = 0

(∂w)t.g̃.N = 0

(N)t.g̃.N = 1

Donc, θ = v(γ1)u−(v2+w2)(γ2)u
(γ1)u−v(γ2)u µ, µ = ± (γ1)u−v(γ2)u√

w(w2(γ2)2u+((γ1)u−v(γ2)u)2
, ν = 0, ρ = 0.

D’où

N =
±1√

w(w2(γ2)2u + ((γ1)u − v(γ2)u)2)



v(γ1)u − (v2 + w2)(γ2)u

(γ1)u − v(γ2)u

0

0


On utilise λ = (γ1)u − v(γ2)u et δ = w(γ2)u, alors

N =
±1√

w(δ2 + λ2)



vλ− wδ

λ

0

0


�

66



Chapitre 5 Géométrie des sous variétés γ ×H2 dans la géométrie de Thurston F 4

Pour la suite on utilise le champs de vecteurs normale unitaire

N =
1√

w(δ2 + λ2)



vλ− wδ

λ

0

0


Lemme 5.1.4. [4] SoitM3 = γ×H2 une hypersurface de F 4. Pour i, j, k ∈ {1, 2, 3},
les composantes non nulles de αij, αij=α(∂ui, ∂uj), sont

α11 = δuλ−λuδ√
w(λ2+δ2)

, α12 = δ2−λ2

2w
√
w(λ2+δ2)

, α13 = λδ

w
√
w(λ2+δ2)

Preuve. Soit M3 = γ ×H2 une hypersurface de F 4, on a

αij = N t.g̃.∇̃∂ui∂uj

et, par l’équation (5.1) et le résultat (5.2) dans le Lemme 5.1.2 on obtient

∇̃∂u∂u =



(γ1)uu

(γ2)uu

4λδ

2(λ2 − δ2)


, ∇̃∂u∂v =



−vλ−wδ
2w2

−λ
2w2

0

0


, ∇̃∂u∂w =



−(γ1)u
2w

+ v(γ2)u
w

(γ2)u
2w

0

0


Donc, α11 = N t.g̃.∇̃∂u∂u = δuλ−λuδ√

w(λ2+δ2)
, α12 = N t.g̃.∇̃∂u∂v = δ2−λ2

2w
√
w(λ2+δ2)

et α13 = N t.g̃.∇̃∂u∂w = λδ

w
√
w(λ2+δ2)

. �

Lemme 5.1.5. Soit M3 = γ × H2 une hypersurface de F 4 l’opérateur de la forme
(shape operator) de M3 est donné par

AN =



w2(δuλ−λuδ)
(w(λ2+δ2))

3
2

w(δ2−λ2)
2(w(λ2+δ2))

3
2

wδλ

(w(λ2+δ2))
3
2

2w(δ2−λ2)√
w(λ2+δ2)

0 0

4wλδ√
w(λ2+δ2)

0 0
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Preuve. Soit M3 = γ × H2 une hypersurface de F 4, on sait que g(ANX, Y ) =
g̃(h(X, Y )N,N) donc AN = (g−1)t.αt, d’où

AN =



w2(δuλ−λuδ)
(w(λ2+δ2))

3
2

w(δ2−λ2)
2(w(λ2+δ2))

3
2

wδλ

(w(λ2+δ2))
3
2

2w(δ2−λ2)√
w(λ2+δ2)

0 0

4wλδ√
w(λ2+δ2)

0 0


�

5.2 Les hypersurfaces minimales

Théorème 5.2.1. [4] Soit M3 = γ ×H2 une hypersurface de F 4, M3 = γ ×H2 est
minimale si et seulement si

1. M3 = H2 ×k R, le produit tordu, avec

k : H2 −→ R

(v, w) −→
√

1
w

2. M3 = H2 ×k R, le produit tordu, avec

k : H2 −→ R

(v, w) −→
√

(c1−v)2+w2

w

c1 ∈ R.

Preuve. Soit M3 = γ × H2 une hypersurface de F 4. M3 est une hypersurface
minimale si trace(α) = 0 i.e., α11 + α22 + α33 = 0. Puisque α22 = α33 = 0 alors la
condition de minimalité devient α11 = 0 i.e.,

(γ2)uu(γ1)u − (γ2)u(γ1)uu = 0 (5.4)

Les solutions de l’équation (5.4) sont (γ2)(u) = constante ou (γ1)(u) = c1(γ2)(u) +
c2 telle que c1 , c2 ∈ R .
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1. Si (γ2)(u) = constante alors

g =



(γ1)2u
w

0 0

0 1
4w2 0

0 0 1
4w2


d’où on peut voir M3 comme le produit tordu H2 ×k R où H2 a la métrique
g1 = dv2+dw2

4w2 et R a la métrique g2 = (γ1)2udu
2 et la fonction du produit tordu

est
k : H2 −→ R

(v, w) −→
√

1
w

2. Si γ1(u) = c1γ2(u) + c2 avec c1, c2 ∈ R alors

g =



((c1−v)2+w2)(γ2)2u
w

0 0

0 1
4w2 0

0 0 1
4w2


Egalement dans ce cas on peut voir M3 comme le produit tordu H2 ×k R où
H2 a la métrique g1 = dv2+dw2

4w2 et R a la métrique g2 = (γ2)2udu
2 et la fonction

de produit tordu est
k : H2 −→ R

(v, w) −→
√

(c1−v)2+w2

w

�

Lemme 5.2.1. 1. M3 = H2 ×k R avec k(v, w) =
√

1
w

• Les composantes Rl
ijk qui sont non nules de M3 , pour i, j, k ∈ {1, 2, 3}‘ et

i < j sont :

R2
121 = −2(γ1(u))u

w
, R3

131 = − (γ1(u))u
w

, R3
232 = − 1

w2 .
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• Le tenseur de Ricci de cette hypersurface est donné par

S =


−3(γ1(u))u

w
0 0

0 − 3
2w2 0

0 0 − 5
4w2

 .

• L’opérateur de Ricci de M3 est

S̃ =


−3 0 0

0 −6 0

0 0 −5

 .

• La courbure scalaire est
r = −14.

2. M3 = H2 ×k R où k(v, w) =
√

(c1−v)2+w2

w
, c1 ∈ R

• Les composantes Rl
ijk qui sont non nulles de M3, pour i, j, k ∈ {1, 2, 3} et

i < j sont :

R2
121 = −2((γ2(u))u)2(w4+c41−4c31v+6c21v

2−4c1w3+v4)

w(c21−2c1v+v2+w2)
,

R3
121 =

2(c1−v)((γ2(u))u)2(−w2+c21−2c1v+v2))
c21−2c1v+v2+w2 ,

R2
131 =

2(c1−v)((γ2(u))u)2(−w2+c21−2c1v+v2)
c21−2c1v+v2+w2 ,

R3
131 = − ((γ2(u))u)2(6w2c21−12w2c1v+6w2v2+w4+c41−4c31v+6c21v

2−4c1v3+v4)
w(c21−2c1v+v2+w2)

,

R3
232 = − 1

w2 .
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• Le tenseur de Ricci de l’hypersurface M3 est donné par

S11 = −3((γ2(u))u)2(c21−2c1v+v2+w2)

w
,

S12 = 0, S13 = 0, S21 = 0, S31 = 0,

S22 = −3w4+3c41−12c31v+18c21v
2−12c1v3+3v4+4w2c21−8w2c1v+4w2v2

2w2(c21−2c21v+v2+w2)2
,

S23 =
(−w2+c21−2c1v+v2)(c1−v)

2w(c21−2c1v+v2+w2)2
,

S32 =
(−w2+c21−2c1v+v2)(c1−v)

2w(c21−2c1v+v2+w2)2
,

S33 = −14w2c21−28w3c1v+14w2v2+5w4+5c41−20c31v+30c21v
2−20c1v3+5v4

4w2(c21−2c1v+v2+w2)2
.

• L’opérateur de Ricci de l’hypersurface M3 est

S̃11 = −3, S̃12 = 0, S̃13 = 0, S̃21 = 0, S̃31 = 0,

S̃22 = −2(3c41−12c31v+18c21v
2+4w2c21−12c1v3−8w2c1v+3v2+4w2v2+4w4)

(c21−2c1v+v2+w2)2
,

S̃23 =
2w(c1−v)(−w2+c21−2c1v+v2)

(c21−2c1v+v2+w2)2
,

S̃32 =
2w(c1−v)(−w2+c21−2c1v+v2)

(c21−2c1v+v2+w2)2
,

S̃33 = −5c41−20c31v+30c21v
2+14w3c21−20c1w3−28w2c1v+5v4+14w2v2+5w4

(c21−2c1v+v2+w2)2
.

• La courbure scalaire est
r = −14.

où S(X, Y ) = tr(V −→ R(V,X)Y ), S(X, Y ) = g(S̃X, Y ), r =
∑

ik Sikg
ik et

gik sont les composantes inverse de la métrique g .

5.3 Les hypersurfaces pseudo-parallèles et totale-
ment ombilicales

5.3.1 Les hypersurfaces totalement ombilicales

Le Lemme suivant donné les composantes de tenseur Q(g, α).
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Lemme 5.3.1. [4] Soit M3 = γ × H2 une hypersurface de F 4. Pour i, j, k, l ∈
{1, 2, 3}, les composantes qui sont non nulles de Q(g, α)(∂ui, ∂uj, ∂uk, ∂ul) sont :

Q(g, α)(∂u, ∂u, ∂u, ∂v) = δ4−λ4

w2
√
w(λ2+δ2)

, Q(g, α)(∂u, ∂u, ∂u, ∂w) = 2λδ(λ2+δ2)

w2
√
w(λ2+δ2)

Q(g, α)(∂u, ∂v, ∂u, ∂v) = λuδ−δuλ
4w2
√
w(λ2+δ2)

, Q(g, α)(∂u, ∂v, ∂v, ∂w) = λδ

4w3
√
w(λ2+δ2)

Q(g, α)(∂u, ∂w, ∂u, ∂w) = λuδ−δuλ
4w2
√
w(λ2+δ2)

, Q(g, α)(∂u, ∂w, ∂v, ∂w) = λ2−δ2

8w3
√
w(λ2+δ2)

Q(g, α)(∂v, ∂v, ∂u, ∂v) = λ2−δ2

4w3
√
w(λ2+δ2)

, Q(g, α)(∂v, ∂w, ∂u, ∂v) = −λδ
4w3
√
w(λ2+δ2)

Q(g, α)(∂v, ∂w, ∂u, ∂w) = λ2−δ2

8w3
√
w(λ2+δ2)

, Q(g, α)(∂w, ∂w, ∂u, ∂w) = −λδ
2w3
√
w(λ2+δ2)

Preuve. SoitM3 = γ×H2 une hypersurface de F 4. Pour i, j, k, l ∈ {1, 2, 3}, on a

Q(g, α)(∂ui, ∂uj, ∂uk, ∂ul) = g(∂uk, ∂ui)α(∂ul, ∂uj)− g(∂ul, ∂ui)α(∂uk, ∂uj)
+ g(∂uk, ∂uj)α(∂ui, ∂ul)− g(∂ul, ∂uj)α(∂ui, ∂uk)

(5.5)
D’aprés l’équation (5.5) on a

Q(g, α)(∂u, ∂u, ∂u, ∂v) = 2g(∂u, ∂u)α(∂v, ∂u) = δ4−λ4

w2
√
w(λ2+δ2)

Q(g, α)(∂u, ∂u, ∂u, ∂w) = 2g(∂u, ∂u)α(∂w, ∂u) = 2δλ(λ2+δ2)

w2
√
w(λ2+δ2)

Q(g, α)(∂u, ∂v, ∂u, ∂v) = −g(∂v, ∂v)α(∂u, ∂u) = λuδ−δuλ
4w2
√
w(λ2+δ2)

Q(g, α)(∂u, ∂v, ∂v, ∂w) = g(∂v, ∂v)α(∂u, ∂w) = λδ

4w3
√
w(λ2+δ2)

Q(g, α)(∂u, ∂w, ∂u, ∂w) = −g(∂w, ∂w)α(∂u, ∂u) = λuδ−δuλ
4w2
√
w(λ2+δ2)

Q(g, α)(∂u, ∂w, ∂v, ∂w) = −g(∂w, ∂w)α(∂u, ∂v) = λ2−δ2

8w3
√
w(λ2+δ2)

Q(g, α)(∂v, ∂v, ∂u, ∂v) = −2g(∂v, ∂v)α(∂u, ∂v) = λ2−δ2

4w3
√
w(λ2+δ2)

Q(g, α)(∂v, ∂w, ∂u, ∂v) = −g(∂v, ∂v)α(∂u, ∂w) = −λδ
4w3
√
w(λ2+δ2)
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Q(g, α)(∂v, ∂w, ∂u, ∂w) = −g(∂w, ∂w)α(∂u, ∂v) = λ2−δ2

8w3
√
w(λ2+δ2)

Q(g, α)(∂w, ∂w, ∂u, ∂w) = −2g(∂w, ∂w)α(∂w, ∂u) = −λδ
2w3
√
w(λ2+δ2)

�

Théorème 5.3.1. [4] Soit M3 = γ×H2 une hypersurface de F 4, alors M3 n’est pas
totalement ombilicale dans F 4.

Preuve. Soit M3 = γ×H2 une hypersurface de F 4. D’aprés la proposition 2.5.1,
M3 est totalement ombilicale si et seulement si Q(g, α) = 0. Si Q(g, α) = 0 alors

Q(g, α)(∂u, ∂u, ∂u, ∂v) =
δ4 − λ4

w2
√
w(λ2 + δ2)

= 0 (5.6)

Et
Q(g, α)(∂w, ∂w, ∂u, ∂w) =

−λδ
2w3

√
w(λ2 + δ2)

= 0 (5.7)

D’apés les équations (5.6) et (5.7) on a λ = δ = 0 mais ça est impossibe car λ2+δ2 > 0
donc M3 = γ ×H2 n’est pas totalement ombilicale dans F 4. �

5.3.2 Les hypersurfaces pseudo-parallèles

Théorème 5.3.2. [4] Soit M3 = γ × H2 une hypersurface de F 4. Alors M3 n’est
pas pseudo-parallèle dans F 4.

Pour la preuve, premièment on calcule (R.α)(∂ui, ∂uj, ∂uk, ∂ul) pour i, j, k, l ∈
{1, 2, 3}.

Lemme 5.3.2. Soit M3 = γ ×H2 une hypersurface de F 4, pour i, j, k, l ∈ {1, 2, 3}
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les composantes (R.α)(∂ui, ∂uj, ∂uk, ∂ul) que ne sont pas nulles sont :

(R.α)(∂u, ∂v, ∂u, ∂u) = 2(δ2−λ2)(λ2+δ2)2

w(w(λ2+δ2))
3
2
, (R.α)(∂u, ∂v, ∂u, ∂v) = −(δ4+λ4)(δuλ−λuδ)

2(w(λ2+δ2))
5
2

(R.α)(∂u, ∂v, ∂u, ∂w) = (λ3δ−λδ3)(δuλ−λuδ)
2(w(λ2+δ2))

5
2

, (R.α)(∂u, ∂v, ∂v, ∂v) = (λ4+δ4)(λ2−δ2)
2w(w(λ2+δ2))

5
2

(R.α)(∂u, ∂v, ∂v, ∂w) = λδ(−3δ4−3λ4+2λ2δ2)

4w(w(λ2+δ2))
5
2

, (R.α)(∂u, ∂v, ∂w, ∂w) = λδ(λ3δ−δ3λ)
w(w(λ2+δ2))

5
2

(R.α)(∂u, ∂w, ∂u, ∂u) = 4λδ(λ2+δ2)2

w(w(λ2+δ2))
3
2
, (R.α)(∂u, ∂w, ∂u, ∂v) = (λ3δ−λδ3)(δuλ−λuδ)

2(w(λ2+δ2))
5
2

(R.α)(∂u, ∂w, ∂u, ∂w) = (λ4+6λ2δ2+δ4)(λuδ−δuλ)
4(w(λ2+δ2))

5
2

, (R.α)(∂u, ∂w, ∂v, ∂v) = (λ3δ−λδ3)(δ2−λ2)
2w(w(λ2+δ2))

5
2

(R.α)(∂u, ∂w, ∂v, ∂w) = (λ2−δ2)(λ4+10λ2δ2+δ4)

8w(w(λ2+δ2))
5
2

, (R.α)(∂u, ∂w, ∂w, ∂w) = −λδ(λ4+6λ2δ2+δ4)

2w(w(λ2+δ2))
5
2

(R.α)(∂v, ∂w, ∂w, ∂u) = δ2−λ2

2w3
√
w(λ2+δ2)

.

Preuve. Soit M3 = γ ×H2 une hypersurface de F 4. Pour i, j, k, l ∈ {1, 2, 3} on
a d’aprés l’équation (2.31) dans un système de coordonnées locales

(R.α)(∂ui, ∂uj, ∂uk, ∂ul) = −α(R(∂ui, ∂uj)∂uk, ∂ul)− α(∂uk, R(∂ui, ∂uj)∂ul)
(5.8)

Avec
R(∂ui, ∂uj)∂uk = ΣlR

l
ijk∂ul

Premièrement, on doit calculer Rs
ijk avec i < j car (Rl

ijk = −Rl
jik) et on écrit seule-

ment les composantes qui ne sont pas nulles.

R1
122 = λ4+δ4

2w2(λ2+δ2)2
, R1

123 = λδ3−δλ3
2w2(λ2+δ2)2

, R1
132 = λδ3−δλ3

2w2(λ2+δ2)2
, R1

133 = λ4+6λ2δ2+δ4

4w2(λ2+δ2)2
,

R2
121 = −2(λ4+δ4)

w(δ2+λ2)
, R2

131 = 2(λ3δ−δ3λ)
w(λ2+δ2)

, R2
233 = 1

w2 ,

R3
121 = 2(λ3δ−δ3λ)

w(λ2+δ2)
, R3

131 = −(λ4+6λ2δ2+δ4)
w(λ2+δ2)

, R3
232 = −1

w2 .

Ensuite, on calcule α(R(∂ui, ∂uj)∂uk, ∂ul) et α(∂uk, R(∂ui, ∂uj)∂ul)
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α(R(∂u, ∂v)∂u, ∂u) = − (δ2+λ2)(δ4−λ4)
w(w(λ2+δ2))

3
2
, α(∂u,R(∂u, ∂v)∂u) = − (δ2+λ2)(δ4−λ4)

w(w(λ2+δ2))
3
2

α(∂u,R(∂u, ∂v)∂v) = (λ4+δ4)(δuλ−λuδ)
2(w(λ2+δ2))

5
2
, α(R(∂u, ∂v)∂u, ∂v) = 0

α(∂u,R(∂u, ∂v)∂w) = (λδ3−λ3δ)(δuλ−λuδ)
2(w(λ2+δ2))

5
2

, α(R(∂u, ∂v)∂u, ∂w) = 0

α(R(∂u, ∂v)∂v, ∂v) = −(λ4+δ4)(λ2−δ2)
4w(w(λ2+δ2))

5
2
, α(∂v,R(∂u, ∂v)∂v) = −(λ4+δ4)(λ2−δ2)

4w(w(λ2+δ2))
5
2

α(R(∂u, ∂v)∂v, ∂w) = λδ(λ4+δ4)

2w(w(λ2+δ2))
5
2
, α(∂v,R(∂u, ∂v)∂w) = −(λδ3−λ3δ)(λ2−δ2)

4w(w(λ2+δ2))
5
2

α(R(∂u, ∂v)∂w, ∂w) = −λδ(λ3δ−δ3λ)
2w(w(λ2+δ2))

5
2
, α(∂w,R(∂u, ∂v)∂w) = −λδ(λ3δ−δ3λ)

2w(w(λ2+δ2))
5
2

α(R(∂u, ∂w)∂u, ∂u) = −2λδ(λ2+δ2)2

w(w(λ2+δ2))
3
2
, α(∂u,R(∂u, ∂w)∂u) = −2λδ(λ2+δ2)2

w(w(λ2+δ2))
3
2

α(∂u,R(∂u, ∂w)∂v) = −(λ3δ−λδ3)(δuλ−λuδ)
2(w(λ2+δ2))

5
2

, α(R(∂u, ∂w)∂u, ∂v) = 0

α(∂u,R(∂u, ∂w)∂w) = (λ4+λ2δ2+δ4)(δuλ−λuδ)
4(w(λ2+δ2))

5
2

, α(R(∂u, ∂w)∂u, ∂w) = 0

α(R(∂u, ∂w)∂v, ∂v) = −(λ3δ−λδ3)(δ2−λ2)
4w(w(λ2+δ2))

5
2
, α(∂v,R(∂u, ∂w)∂v) = −(λ3δ−λδ3)(δ2−λ2)

4w(w(λ2+δ2))
5
2

α(∂u, ∂w)∂v, ∂w) = −λδ(λ3δ−λδ3)
2w(w(λ2+δ2))

5
2
, α(∂v,R(∂u, ∂w)∂w) = −(λ2−δ2)(λ4+6λ2δ2+δ4))

8w(w(λ2+δ2))
5
2

α(∂u, ∂w)∂w, ∂w) = λδ(λ4+6λ2δ2+δ4)

4w(w(λ2+δ2))
5
2
, α(∂w,R(∂u, ∂w)∂w) = λδ(λ4+6λ2δ2+δ4)

4w(w(λ2+δ2))
5
2

α(R(∂v, ∂w)∂w, ∂u) = δ2−λ2

2w3
√
w(λ2+δ2)

, α(∂w,R(∂v, ∂w)∂u) = 0

Et on obtient (R.α)(∂ui, ∂uj, ∂uk, ∂ul) par l’équation (5.8). �
Maintenant on donne la preuve de théorème 5.3.2.
Preuve. Soit M3 = γ ×H2 une hypersurface de F 4. On a

(R.α)(∂u, ∂v, ∂u, ∂v) =
−2(λ4 + δ4)

(λ2 + δ2)2
Q(g, α)(∂u, ∂v, ∂u, ∂v)
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Et

(R.α)(∂u, ∂w, ∂u, ∂w) =
λ4 + 6λ2δ2 + δ4

(λ2 + δ2)2
Q(g, α)(∂u, ∂w, ∂u, ∂w)

Alors, M3 n’est pas pseudo-parallèle dans F 4. �

Remarque 5.3.1. Puisque γ ×H2 n’est pas pseudo-parallèle dans F 4 alors elle n’est
pas semi-parallèle ni parallèle et ni totalement géodésique dans F 4.

5.4 Les hypersurfaces avec la structure de contact

Théorème 5.4.1. [5] Soient M̃ une variété Kählérienne de dimension complexe n et
M une rélle hypersurface connexe et orienté de M̃ . L’hypersurface M a une structure
presque de contact métrique donnée par

1. La métrique Riemannienne g sur M est la métrique induite de la métrique Käh-
lérienne de M̃ .

2. Le champ de tenseurs ϕ est donné par la projection orthogonale de JX sur le
fibré tangent TM .

3. Le champ de vecteurs unitaire ξ est donné par ξ = −JN .

4. La 1-forme η est définie par η(X) = g(X, ξ) pour tout X ∈ TM .

D’aprés le théorème précédant la structure Kählérienne sur F 4 induit une structure
presque de contact métrique (ϕ, ξ, η, g) sur M3 = γ × H2, le lemme suivant donné
cette structure presque de contact métrique

Lemme 5.4.1. [4] Soit M3 = γ ×H2 une hypersurface de F 4. Alors

1. Le champ de tenseur ϕ donné par

ϕ =


0 0 0

0 0 −1

0 1 0


2. Le champ de vecteurs ξ est

ξ =
−w√

w(λ2 + δ2)
∂u
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3. La 1-forme η est

η =
−(δ2 + λ2)√
w(δ2 + λ2)

du

Preuve.

1. On a
ϕX = JX − η(X)N.

Alors
g̃(ϕ∂ui, ∂uj) = g̃(J∂ui, ∂uj)− η(∂ui)g̃(N, ∂ui). (5.9)

Avec i, j ∈ {1, 2, 3}.
Donc

g̃(ϕ∂ui, ∂uj) = Bjb.Bia.Jca.g̃(∂xc, ∂xb).

Tel que b, a, c ∈ {1, 2, 3, 4} et

B =


(γ1)u (γ2)u 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 .

par conséquence
ϕligli = Bjb.Bia.Jca.g̃cb,

pour l ∈ {1, 2, 3}.
D’où

ϕsi = Bjb.Bia.Jca.g̃cb.g
js,

s ∈ {1, 2, 3}.
alors

ϕ =


0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 .

2. On a
ξ = −JN.
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Alors

ξ = −1√
w(λ2+δ2)

.



−v
w

v2+w2

w
0 0

−1
w

v
w

0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0


.



vλ− wδ

λ

0

0



= −1√
w(λ2+δ2)

.



vδ + wλ

δ

0

0



= −w√
w(λ2+δ2)

.



(γ1)u

(γ2)u

0

0


= −w√

w(λ2+δ2)
∂u.

Donc
ξ =

−w√
w(λ2 + δ2)

∂u.

3. soit X = x1∂u+ x2∂v + x3∂w. On a

η(X) = g(X, ξ)

= X t.g.ξ
.
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Alors

η(X) =

(
x1, x2, x3

)
.



λ2+δ2

w
0 0

0 1
4w2 0

0 0 1
4w2

 .


1

0

0

 . −w√
w(λ2+δ2)

= −(λ2+δ2)√
w(λ2+δ2)

x1

d’où η(X) = −(λ2+δ2)√
w(λ2+δ2)

du.

�

Lemme 5.4.2. Soit M3 = γ ×H2 une hypersurface de F 4, pour i, j ∈ {1, 2, 3}. Les
(∇∂uiϕ)∂uj et g(∂ui, ∂uj)ξ − η(∂uj)∂ui sont

(∇∂uϕ)∂u = 2(λ2 − δ2) ∂v − 4λδ ∂w, g(∂u, ∂u)ξ − η(∂u)∂u = 0

(∇∂uϕ)∂v = δ2−λ2
2w(λ2+δ2)

∂u, g(∂u, ∂v)ξ − η(∂v)∂u = 0

(∇∂uϕ)∂w = λδ
w(λ2+δ2)

∂u, g(∂u, ∂w)ξ − η(∂w)∂u = 0

(∇∂vϕ)∂u = 0, g(∂v, ∂u)ξ − η(∂u)∂v = λ2+δ2√
w(λ2+δ2)

∂v

(∇∂vϕ)∂v = 0, g(∂v, ∂v)ξ − η(∂v)∂v = −1
4w
√
w(λ2+δ2)

∂u

(∇∂vϕ)∂w = 0, g(∂v, ∂w)ξ − η(∂w)∂v = 0

(∇∂wϕ)∂u = 0, g(∂w, ∂u)ξ − η(∂u)∂w = λ2+δ2√
w(λ2+δ2)

∂w

∇∂wϕ)∂v = 0, g(∂w, ∂v)ξ − η(∂v)∂w = 0

(∇∂wϕ)∂w = 0, g(∂w, ∂w)ξ − η(∂w)∂w = −1
4w
√
w(λ2+δ2)

∂u

Preuve. Soit M3 = γ ×H2 une hypersurface de F 4. Pour i, j ∈ {1, 2, 3} on a

(∇∂uiϕ)∂uj = ∇∂ui(ϕ∂uj)− ϕ(∇∂ui∂uj)
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alors,
(∇∂uϕ)∂u = −ϕ(∇uu) = 2(λ2 − δ2)∂v − 4λδ∂w, (∇∂uϕ)∂v = ∇∂u∂w = δ2−λ2

2w(λ2+δ2)
∂u

(∇∂uϕ)∂w = −∇∂u∂v = λδ
w(λ2+δ2)

∂u, (∇∂vϕ)∂u = 0− 0 = 0

(∇∂vϕ)∂v = − 1
w
∂v + 1

w
∂v = 0, (∇∂vϕ)∂w = − 1

w
∂w + 1

w
∂w = 0

(∇∂wϕ)∂u = 0− 0 = 0, (∇∂wϕ)∂v = − 1
w
∂w + 1

w
∂w = 0

(∇∂wϕ)∂w = 1
w
∂v − 1

w
∂v = 0

Et on a
g(∂ui, ∂uj)ξ − η(∂uj)∂ui = g(∂ui, ∂uj)ξ − g(ξ, ∂uj)∂ui

Alors,

g(∂u, ∂u)ξ − η(∂u)∂u = − λ2+δ2√
w(λ2+δ2)

∂u+ λ2+δ2√
w(λ2+δ2)

∂u = 0

g(∂u, ∂v)ξ − η(∂v)∂u = 0− 0 = 0

g(∂u, ∂w)ξ − η(∂w)∂u = 0− 0 = 0

g(∂v, ∂u)ξ − η(∂v)∂u = 0− (− (λ2+δ2)√
w(λ2+δ2)

∂v) = (λ2+δ2)√
w(λ2+δ2)

∂v

g(∂v, ∂v)ξ − η(∂v)∂v = −1
4w
√
w(λ2+δ2)

∂u− 0 = −1
4w
√
w(λ2+δ2)

∂u

g(∂v, ∂w)ξ − η(∂w)∂v = 0− 0 = 0

g(∂w, ∂u)ξ − η(∂u)∂w = λ2+δ2√
w(λ2+δ2)

∂w

g(∂w, ∂v)ξ − η(∂v)∂w = 0− 0 = 0

g(∂w, ∂w)ξ − η(∂w)∂w = −1
4w
√
w(λ2+δ2)

∂u− 0 = −1
4w
√
w(λ2+δ2)

∂u.

�

Corollaire 5.4.1. Soit M3 = γ × H2 une hypersurface de F 4. Alors M3 n’est pas
Sasakienne.

Preuve. Soit M3 = γ × H2 une hypersurface de F 4. D’aprés le théorème 3.3.3
M3 est Sasakienne si et seulement si (∇Xϕ)Y = g(X, Y )ξ − η(Y )X mais on a, par
exemple, (∇∂uϕ)∂u = 2(λ2 − δ2) ∂v − 4λδ ∂w 6= g(∂u, ∂u)ξ − η(∂u)∂u = 0. Donc
M3 n’est pas Sasakienne. �
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5.5 Conclusion

Notre étude s’articule autour de l’étude de l’hypersurface γ ×H2 de la géométrie
de Thurston F 4 (donne leurs propriétés géométriques), qui reste un exemple particulier
parmis les hypersurfaces de cette géométrie. Nous souhaitons ouvrir une autre perspec-
tive de recherche qui traite l’étude des hypersurfaces pseudo-parallèles et des surfaces
parallèles, semi-parallèles.
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