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Avant-propos

Conforme aux programmes LMD (Licence-Master-Doctorat) défini par arrété
ministériel du ministére de 1’enseignement supérieur et de la recherche scientifique, ce
fascicule s’adresse aux étudiants de la deuxieme année licence, domaines des Sciences et
Technologie (ST), dont les spécialités suivantes: eélectrotechnique, électronique,
électromécanique, automatique et biomedical. 1l est concu de fagon a aplanir au mieux les
difficultés inhérentes au discours scientifique tout en conservant la rigueur nécessaire. Cet
ouvrage présente I'ensemble des notions et des bases abordées en ondes et vibrations
mécanique durant la deuxieme année licence ST. Ainsi également, des exercices corrigés sont
proposés en fin de chaque chapitre permettent a I'étudiant de tester ses connaissances et de se
préparer aux partiels et aux examens.

Le cours est subdivisé en deux parties principales, la premiere partie traite des
oscillateurs contient cing chapitres et la seconde partie traite les ondes réparties en quatre
chapitres.

Dans la premiére partie, le premier chapitre est consacré aux équations de Lagrange,
dont I’objective était de donné une introduction sur ces équations dans les différents systémes.
Le deuxiéme chapitre est dédié a I’étude et 1’analyse du mouvement libre a un degré de
liberté. Des différents formalises sont utilisés pour la détermination de 1’équation du
mouvement des oscillateurs harmoniques tell que le pendule élastique et le circuit LC. Dans
ce chapitre on a présenté¢ le mouvement amorti a un degré de liberté¢ d’un oscillateur soumis
aux forces de frottement, ou nous nous sommes intéressés uniquement aux forces de
frottements visqueux. Ensuite 1’équation du mouvement et sa solution dans les différents
régimes est présentée est discutée. Dans le troisieme chapitre on a présenté la réponse d’un
systeme amorti a un degré de liberté a une excitation harmonique sinusoidale produite par une
force extérieure au systeme. Ensuite Le phénomene de résonance est mis en évidence par les
résultats issus de la description d’un mouvement forcé a un degré de liberté, Nous avons
consacré le quatrieme et le cinquiéme chapitre aux oscillations libres et oscillations forcées
des systemes a deux degrés de liberté respectivement ou les équations des systemes masses-
ressorts-amortisseurs sont déterminées avec leurs solutions. Dans cette partie nous pouvons
voir les analogies entre les systemes électriques et mécaniques.

La deuxiéme partie se limite sur I'étude de 1’équation de propagation des ondes
électromagnétiques est constitué de quatre chapitres, généralités sur le phénoméne de
propagation en sixieme chapitre ou nous avons donné quelques définitions des grandeurs
physiques et représenté 1’équation d'Alembert a une dimension. Par la suite la solution de
cette équation dans les différentes dimensions est détaillée. Le chapitre sept est consacré aux
cordes vibrantes ou nous représentons 1’équation de propagation d’une corde vibrante dans les
deux cas, corde de longueur finie et infinie, et leur solution. L’étude de 1’équation des ondes
acoustiques dans les fluides est représentée dans le huitieme chapitre. Enfin les ondes
électromagnétiques en dernier chapitre.



Le cours présenté dans ce polycopieé de cours est le fruit de plusieurs années
d’enseignement dispensé aux étudiants de deuxiéme année Licence (ST) a I’université
Mustapha STAMBOULI de Mascara. Il s’agit d’un cours de physique 3 "Ondes et
Vibrations™.
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Chapitrel Introduction aux équations de Lagrange

L’équation de Lagrange est un outil fondamental en mécanique analytique qui permet de
décrire le mouvement dynamique des systemes physiques en utilisant des coordonnées
généralisées. Cette équation permet de formuler les lois du mouvement d’une maniére qui

simplifier ’analyse des systémes complexes.

1.1 Equation de Lagrange pour une particule
1.1.1 Equation de Lagrange

1.1.1.1 Coordonnées généralisées d’un systéme physique

Les coordonnées Généralisées sont I’ensemble de variables réelles indépendantes ou liées

permettant de décrire et configurer tous les éléments du systéme a tout instant t.
Exemples :

e Un point matériel libre dans I’espace peut étre déterminé par 3 coordonnées généralisées
Xy, 2);

e Un corps solide peut étre déterminé par 6 coordonnées généralisées :
* 03 coordonnées relatives au centre de gravité;

* 03 coordonnées liées aux angles d’Euler (¢, ¥, 6).

On note :
e Les coordonnées généralisées : q;(t), q2(t) ,... ... ... ., qn(t).
e Les vitesses généralisées : q;(t), Go(t) ,... ... ... ., qn(0).
e Les accélérations généralisées : G, (t), G, (t) ,... ... ... ., Gy (t).

1.1.1.2 Degré de liberté

Le degré de liberté (ddl) d’un systéme est le nombre minimal de coordonnées
généralisées indépendantes nécessaires pour configurer tous les éléments du systeme a

tout instant : d=N-r

Avec:

e d estle degré de liberté,
e N est le nombre de coordonnées généralisées,

e 1 est le nombre de relations ou contraintes reliant ces coordonnées entre elles.
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Remarques :

o Les contraintes peuvent étre géométriques, cinématiques ou imposeées par des liaisons
mécaniques.

« Siles coordonnées sont toutes indépendantes (r=0), alors d = N

Exemples :
1. Undisque de masse m et de rayon r, roule sans glisser sur un plan horizontal.
Ici on a deux coordonnées généralisées x et 6, donc : N =2. X(t)

x et @ sont liées avec une relation : x =8, donc : r=1.

Le nombre de degrés de liberté : d =N —r=1.

2. Un systéme mécanique constitue de 02 points matériels M1 et M» reliés d’une tige de

longueur I.
/
M1(x1’3’1’z1)53} SN=6 ‘ ‘
M5 (x2,¥2,22):3 M; M;

L’équation de liaison :l = \/(%; — %)% + ()1 = ¥2)2 + (zy —z,)2 = cte=>r=1=d =5
1.1.1.3 Equation de Lagrange

Une particule de masse m astreinte a se déplacer sans frottement sa position est repérer par une

coordonnée généralisée q et un vecteur de position 7(q):

D’apres le Principe fondamentale de la dynamique on a:
F=m—=m— (1.1)

- ar . .
Avec : 7 = d—z est la vitesse de particule.

F : la résultante de toutes les forces agissant sur la particule.

Lors d’un déplacement infinitésimal 87 le travail fourni Sw = Fér par F est:

> 97 Sw or
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Avec: F, est la force généralisée conjuguée de q.

Remplagant 1’équation (1.1) dans 1’équation (1.2) :

dv ar
ow = Eaé\
D’autre part :
d (07 dvor . s d (o7
£(9) - 22402 ()
dt aq dt dq dt \dq
dv o7 d (07 > d (or
Donc —— = —(v—)—v—(—)
dt dq dt aq dt \dq
. d (or\ _ d (or\ _ [0V
Sachant que : o) =2 G = )

Remplacant dans 1’équation (1.5) on trouve :

dv ot d (_> 6?) L 0
——=—(v -V
dt dq dt

Le vecteur vitesse v peut s’écrire :

- o7 67 8q 6T
V=—m=—.—=—(
ot 6q Ot 5q
D’ou la relation :
dv o7 d (_> 6?) 5 0V
——=—(v.=—) —v.—
dt dq dt aq q

Sachant que :

L’équation (1.9) devient :

dvor _df[o ,1 5 0 (1 5

——=—|=0Ev)|—=(zv

dt dq dt Log “2 aq \2
L’expression de travail peut alors s’écrire :

= [L[2 2]~ 2 1,2
Sw_mdt aq(zv)] aq(zv)]Sq

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)
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: —|[aory_ar
Donc : dw = dt(aq) 3q éq (1.14)

1 . - . s .
Avec T = E,. = Emv2 est 1’énergie cinétique de la masse m, on obtient

finalement 1’équation d’ Alembert pour un systéme a un degré de liberté.

d (6 T) T E 115
dt\ag) adq 1 (115)
C’est I’équation de Lagrange pour une particule
1.1.2 Cas des systemes conservatifs
Pour un systéme conservatif, la force appliquée dérive d’un potentiel F, = — Z—Z , I’équation
(1.15) s’écrit :
d (8T\ @T au
w(5i) 5= a4, (1.16)
d(aT) 6T+6U 117
i —_— — _—— — .
dt\dq dq 0q ( )
Puisque 1’énergie potentielle U est indépendante de la vitesse donc Z—s = 0.
L’équation (1.17) devient:
d a(T—U)) _A(T-U) _
dt ( aq aq 0 (1.18)

On introduit la fonction de Lagrange (L = T — U = E, — E}). L*équation (1.18) devient :

%(g—:) - Z—‘; =0 (1.19)

C’est I’équation de Lagrange pour un systeme conservatif.
Remarque :

e Pour un mouvement unidimensionnel x, 1I’équation de Lagrange s’écrit :
d (dL) (dL) _ 0
dt\dx/ \dx/

e Pour un mouvement rotationnel 6, 1’équation de Lagrange s’écrit :

1.1.3 Cas des forces de frottement dépendant de la vitesse

Dans le cas d’une force de frottement dépendant de la vitesse (_f) = —ou_‘))), le systeme dissipe

de I’énergie mécanique sous forme de chaleur, il ya donc une relation entre la force Fq et la
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fonction de dissipation D d’un c6té et la fonction de dissipation D et le coefficient de frottement

visqueux o
P aD
q— 3.
. 9q (1.20)
D= E(XC]Z

Remplagons 1’équation (1.20) dans 1’équation (1.15), I’équation de Lagrange devient :

d (oL oL aD

xG) -G =% (1.21)
C’est I’équation de Lagrange dans le cas des forces de frottement dépendant de la vitesse.

1.1.4 Cas d’une force extérieure dépendant du temps

Dans le cas d’une force extérieure dépendant du temps, 1’équation (1.21) s’écrit comme :

50— () + 5 = Fexea (1.22)

e L’équation de Lagrange de translation

d
it (5g) 3= 2 s

e L’équation de Lagrange de rotation
d <6L> aL_ZM (Foves)
dt aq aq - ' A\l'ext.q
J

Force de Frotttement au systeme

Fext : for xtérieur liquées : . . iy
ext * TOrCes exterieures appliquees Force entrainant le mouvement (sinusoidal)

Mp(Foxtq) = Fexq-r €stle moment de la force

r :est la rayon de rotation

1.2 Systéme a plusieurs degrés de liberté

Pour un systeme a plusieurs degrés de liberté,

((11 (aL) (aq) +—= 2 1:"ext.qi (1.23)

dq
Avec: i=1,2,3,...
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1.3 Exercices :

Exercice 1 :

Dans les systemes mécaniques illustrés ci-dessous, les positions d'équilibre sont indiquées par
des lignes en pointillés.

1. Définir les liaisons et le nombre de degrés de liberté du point matériel dans chaque
systeme.

2. Quelles coordonnées généralisées peuvent étre utilisées pour caractériser le déplacement de

ce point ?

Z

WJJJMWJ »X
0
1
(a) (b) (c)
Fig.1.1: (a) pendule simple, (b) cercle, (c) cone.

Exercice 2 :

Soit le systéme mécanique de la figure 1.2.
Le systéme constitué d’une masse m et

un ressort de constante de raideur équivalente k.

Trouver 1’équation différentielle du mouvement par

le formalisme de Lagrange.

Fig 1.2
Exercice 3 : | > ]
AN
Déterminer I’équation de mouvement d’un pendule . h
! \‘
simple de la Figure (1.3), constitué d’une masse m \\T‘ ;
d 9
_______________ '_‘: ":L_______
et fils de longueur | de masse négligeable pour ot B
_!F__ .-:::__: ______________
des faibles oscillations parla-methode-de-Newton 17
puis-par la méthode de Lagrange. vy Fig 1.3
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1.4 Solutions :

Exercice 1 :

Calcule du nombre de degré de liberté du point matériel dans chaque systeme.

e Cas du systeme (a) :

1. Le point m est défini par :

{x = [sin6

= N=2
z =1 cosO

2. Le nombre de liaisons entre les coordonnées :
X’+z2=P=3l=+x2+2z2=cte 2r=1
D’ou le nombre de degré de liberté du systéme (a) est : d=2-1=1

La coordonnee généralisee qui définit le systeme (a) est : 6.

e Cas du systeme (b) :
1. Le vecteur position d'un point M est défini par : OM = xT + yJ.
€ =cos 01— sin 0]
€9 = sinf1+ cosbj
Par conséquent :

{x = Rsin@
z = RcosO

=>N=2
2. Le nombre de liaisons entre les coordonnées :
x2+y? =R’ =cte=r=1.
D’ou le nombre de degré de liberté le systeme (b) est : d=2-1=1.
e Cas du systeme (c) :
1. Le point M est défini par :

{x=Rsm9 — N =2

7z = RcosO

2. Le nombre de liaisons entre les coordonnées :

X’ +z°=R*’=cte=>r=1.

D’ou le nombre de degré de liberté le systeme (c) est : d=2-1=1.
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Exercice 2 :

Equation de Lagrange est : %(%) - (Z—i) =0.

Lagrangien du systéme estdonné par: L = E, — E,, = %ma’cz — %kxz.
g 1.2 _1,. 2
Avec : E. =-mx“ etE, = -kx*.
2 2

En utilisant 1I’équation de Lagrange :

dL . d (dL ..
— =mx (=)—(—) =mx.
ax dt \dx

&= _kx.
dx
Equation différentielle de mouvement est comme suit :
mi+hx =0 i+x=0.

Equation différentielle de mouvement de type: ¥ + w3x = 0.

Avec la pulsation propre : w, = \/%
Exercice 3 :
Equation de Lagrange caractérisant le systeme est donnée par :

x(a) ~ (@) =o
Lagrangien estdonné par : L = E. — E, = %Iéz —mglcoso.
Avec :
L’énergie cinétique : E, = %192 = %mlzéz
L’énergie cinétique potentiel : E, = —mgh = —mglcos6

02

Pour les faibles oscillations :sinf@ ~ 0 etcos9 =1 — 5

Energie potentielle s’écrit :

= —mgh = — B R mgl g2

E, = —mgh = mgl(l 2)— mgl + . 0.
_1 1292 1 2
L—Emle +—mgl—5mg19.

En utilisant 1’équation de Lagrange :



Chapitrel Introduction aux équations de Lagrange

a(@) - (@) =0

d_L_ 24 id_L— 25
dé—ndﬁetﬂ(w)—nde.

dL
= -mglo .

En remplacant dans I’équation de Lagrange :

nﬂé+mm9=o:é+%9=a

6 + w2h = 0.

Avec : w, = \E est la pulsation libre.

10
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2.1 Oscillations non amorties

Un oscillateur est un dispositif dont certains parameétres peuvent évoluer dans le temps de fagon
périodique autour d’une valeur d’équilibre. Un systéme régit par une seule coordonné
généralisée (q), oscillant en absence de toute force d’excitation (f(t) = 0) est appelé,

oscillateur libre a un seul degré de liberté (1ddl).
2.1.1 Equation du mouvement
L’équation différentielle d’'un mouvement libre non amorti est de la forme :
4 + wiq = 0. (2.1)

Cette équation est obtenue par le formalisme de Lagrange des systemes conservatifs :

d (dL dL
)~ (@) =0 @2
L équation (2.1) est appelée « équation différentielle, d’ordre 2 sans second membre, de

Doscillateur harmonique simple ».

Exemples :

e Cas de translation : un systeme masse-ressort :

. ko _ |k
x+;x—0avec a)o—\/;. (2.3)
e Cas de rotation: un pendule simple :
é+%9=0avec W = %. (2.4)

2.1.2 Solution de I’équation différentielle du mouvement

L’équation différentielle d’un mouvement libre non amorti (§ + w3q = 0) est une équation
du second ordre sans second membre, sa solution est une fonction sinusoidale de temps, de la
forme :

q(t) = Acos (wot + @) ou q(t) = Asin (wot + @) (2.5)
Avec: A est I'amplitude des oscillations;
@ est la phase initiale;

w, est la pulsation du systeme, elle dépend des éléments constitutifs (masse, ressort,
fils...);

12



Chapitre 2 Oscillation libres des systéemes a un degré de liberté

A et ¢ sont calculés a partir des conditions initiales : g(t = 0) = g, et q(t = 0) = ¢, .
2.1.3 Etude d’une vibration harmonique en termes d’énergies

Nous voulons montrer que 1’énergie totale (mécanique) E = T + U , est constante et déduire

la valeur de cette constante.
Prenons le cas du systeme masse ressort, 1I’énergie mécanique est donnée par :

E= %mfcz + %kx2 = %mAzw(z,sinz(wot + @)+ %kAzcosz(wot + ). (2.6)
Avec : x(t) = Acos(wyt + @) . (2.7
Sachant que : sin?¢@ + cos?¢ = 1 et en utilisant la relation : k = mw3.
Alors: E = %Azmw(z, = %kA2 = constante (2.8)

Nous retrouvons ici le fait que I’énergie mécanique de ce systéme ne varie pas. L’énergie totale

est constante.

T = %mxz = %mAzwésinz (wot + @) = %mAza)g[l — cos?(wot + @)]. (2.9)

1 x?
T = mawi|1-5| (2.10)
— — 1 2,2
Si : {x =0, T = Tnax = ymA%wp (2.11)
X = iA, Tmin =0
d’autre part . U = %kx2 = %mw%xz (2.12)
(x=0,U = Upyn = 0 (position d'équilibre)

St {x = +4; Upax = %mw%Az (2.13)

La figure suivante montre la variation des énergies cinétique, potentielle et totale en fonction

dex:

Fig. 2.1 : variation des énergies cinétique, potentielle et totale en fonction de x .

13
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e [’énergie se transforme d’une énergie cinétique a une énergie potentielle.

e Quand I’énergie cinétique diminue 1’énergie potentielle augmente et vice versa. Cette

propriété est appelée conservation de I’énergie totale du systeme.
2.1.4 Oscillations électriques
a. Loi de Kirchhoff

Considérons un circuit LC (Fig. 2.2).

D’aprés la loi des mailles : U,+U:=0
di q
: . _dq A
Sachant que : P=—" ¢t (Lq t-q= 0)/L.
ift)
L — C

Fig.2.2: circuit LC.

Onarrive a:
. L
q+-q9=0
C’est I’équation différentielle de mouvement d’un oscillateur électrique libre.

b. Formalisme de Lagrange

T = Epag = V,dq = [ L= dq = [ Lidi =5 Li® = 2 L.

U = Eetec = Vedq = [2dq = -q? .
Le Lagrangien: L =T — U = %qu — %qz.
L’équation de Lagrange s’écrit :
ala)— (G) =0
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S

daq
a _ _ 1
dq - C
L’équation différentielle de mouvement est: (Lé]' + %q = 0) /L= G+ iq =0 (2.20)
et la pulsation propre : wy = % (2.21)

2.1.5 Analogie électromécanique

L’analogie entre le systéme mécanique masse-ressort et le systéme électrique LC est regroupée
dans le tableau suivant :

Tableau 2.1: analogie électromécanique.

Systeme mécanique Systeme électrique
Translation Rotation Circuit LC
Déplacement : x Angle : 6 Charge : g
Vitesse : x Vitesse angulaire : 6 Courant : g
Accelération : ¥ Accélération angulaire :6 Variation de courant : ¢
Masse : m Moment d’inertie : Jjo Inductance : L
Constante de raideur : k Constante de torsion : C Inverse de la capacité : 1/C
Energie cinétique : T = %ma’cz Energie cinétique : T = %]92 Energie magnétique : %qu
Energie potentielle : Energie potentielle : Energie électrique :
U=%kx2 U= tmah Uzz_lcq2

15
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2.2 Oscillations libres des systéemes amorties

Dans la partie précédente, nous n’avons pas pris en considération les forces de frottement, du
cout I’oscillateur oscille sans jamais s’arréter. En réalité, le systéme oscille en présence des
forces de frottement visqueux, et I’oscillateur fini par s’arréter et s’équilibrer. Dans cette partie
on doit tenir compte de I’influence de la force de frottement de type visqueux ffr = —av sur
les oscillations du systeme, ou «a est le coefficient de frottement et ¥ la vitesse de la masse du

systeme (Fig.2.4).

Ce type de mouvement est appelé mouvement amorti, I’amortisseur est schématisé et modélisé

par le schéma montré dans la figure 2.3.

—

Fig.2.3: schéma d'un dispositif amortisseur.

Fig.2.4: systeme masse-ressort- amortisseur

2.2.1 Equation de Lagrange dans les oscillations amorties

L’équation de Lagrange dans le cas d’un systéme amorti, s’écrit :

d (dL aL aD
w6 -G =% @2)
L’¢tude de I’oscillateur amorti se fait de la méme fagon que précédemment mais en ajoutant la

force de frottement visqueux.

16
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2.2.2 Equation différentielle du mouvement des systémes amortis

Reprenons 1I’exemple masse-ressort soumis a une translation dans la direction (x) en présence

des forces de frottement, en utilisant le formalisme de Lagrange:
mi(t) + kx(t) + ax(t) =0 (2.23)
Ou encore : %(t) + %x(t) + %x(t) =0 (2.24)
En terme de coordonnée généralisée q :
G(t) +224(t) + wiq(t) =0 (2.25)
Ceci est une équation différentielle du second ordre homogene a coefficients constants.

Avec: 214 =

k
et (1)(2) = o

a
m
e o est constante positive, appelée coefficient de frottement : [%]

e ) est un facteur d’amortissement.

2.2.3 Solution de I’équation différentielle du mouvement
On se propose une solution a 1I’équation différentielle sous la forme: q(t) = et

ou r est une constante a définir. En remplagant dans 1’équation différentielle, on obtient

I’équation caractéristique suivante:
et (r? 4+ 2Ar + w3) = 0. (2.26)
Le discriminant A" donné par:
A = 2% —wi. (2.27)
Il existe trois types de solutions selon la valeur de ce discriminant, a savoir:
a. Cas d’un amortissement fort: (A" >0 =1 > o)

Dans ce cas, les solutions réelles négatives de 1’équation caractéristique sont données par:

{rl = -1+ —wf

(2.28)
T, =—1—A% — i
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Chapitre 2 Oscillation libres des systéemes a un degré de liberté
la solution générale de I’équation différentielle est la superposition des deux solutions

correspondantes a r; et r,, & savoir:
q(t) = Aje™t + A,e™t (2.29)

\ - « s . s t=0)=
Ou A, et A, sont des coefficients a déterminer par les conditions initiales: {th _ 03 _ ZO
- — 40
Remarque :

e |l est utile de noter que la solution ci-dessus ne contient aucun terme représentant un
mouvement d’oscillation (sinusoidal). On dit alors que le systéme a un mouvement

aperiodique, c-a-d g (t) est un mouvement non sinusoidal.

e En effet, le systeme une fois laché de sa x(©) 4
position d’équilibre ne fait que revenir a sa

position d’équilibre sans faire d’oscillation,

tellement I’amortissement appliqué est fort.

e q(t) tend vers 0 sans oscillation quand le temps
augmente. Fig.2.5
b. Cas d’un amortissement critique: A' =0 = 1 = w,.
Dans ce cas, une seule solution de I’équation caractéristique existe:
n=r=r=-41 (2.30)
On se propose une solution sous la forme:
q(t) = (At + Aye™ (2.31)

q(t =0) =qo

Ou A, et A, sont des coefficients a déterminer par les conditions initiales: {q(t —0) =g
- — 40

18
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Remarque :
e q(t) n’est pas oscillatoire car il ne contient x (%
pas un terme sinusoidal.
e q(t) tend vers 0 sans oscillation quand
le temps augmente.
e Le systéme revient a sa position d’équilibre
le plus rapidement possible. t
Fig.2.6

e Pas de terme dans I’équation horaire qui indique une oscillation du systéme. On dit que le

systéme a un mouvement amorti critique.

C. Cas d’un amortissement faible: A' < 0 = 1 < w,.

Deux solutions complexes existent :

{r1=—/1+iw/wg—/12 (2.32)
r,=—A—iJw2—22 .

La solution générale de I’équation différentielle est la superposition des deux solutions

correspondantes a r; et r,, a savoir:

q(t) = Aje™t + A,e™t (2.33)
q(t) = e M(A et + A e~ @at), (2.34)

AVEC: W, = A/ wE — A2 (2.35)
o, est la pseudo-pulsation du systeme,

.. < s . . - t=0)=
A, et A, sont des coefficients a déterminer par les conditions initiales: {q( ) C.IO
gt =0)=qo
Il est possible de réécrire la solution (2.34) sous une forme réelle:

q(t) = Ae™™(cos o,t + @) (2.36)

ou A et g sont des constantes a déterminer par les conditions initiales.

On définit aussi la pseudo-période du mouvement comme suit: T, = i—” == = (2.37)
a (o%—k
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Remarque :

e Le systeme fait des oscillations a cause de la présence dans la solution du terme cosinus
avec une pseudo-pulsation w,.
e L'amplitude de mouvement, en présence d’amortissement (faible), décroit en exponentielle

avec le temps. Ceci est une caractéristique du mouvement d’un systéme mécanique soumis

a une force de frottement de type visqueux avec : ®
e g(t) représente un mouvement vibratoire. , 2
~ T Ce
e L’amplitude Ae~** est décroissante : A --‘-{\"H "
AN ANWAN Ny N
q(t) tend vers 0 quand t augmente. o\ / 6 \JS- =% =
s - -
A b H H ’ —At
e L’¢longation q(t) va osciller en restant comprise , ce
v
entre —Ae et +Ae~*t, Fig.2.7

Ces deux exponentielles représentent 1’enveloppe du mouvement de ’oscillateur c¢’est-a-dire

les positions extrémales prises par g lorsque le temps s’écoule.
e L’oscillation est dite : sous-amorti ou faiblement amorti

On définit le décrément logarithmique 6 qui représente la décroissance de 1’amplitude aprés

une seule pseudo-période du systeme comme sulit:

_ q(t)
6=In proaT (2.38)

2.2.4 Analogie électromécanique
Soit un circuit oscillant RLC en série représenté par la figure (2.8).

it <
[

L0008
;i

Fig.2.8 : circuit RLC.
L’application des lois de Kirchhoff donne 1’équation suivante:
L%+%fi(t)dt +Ri(t) =0 (2.39)
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Sachant que le courant i(t) pendant un temps dt apporte une charge dgq telle que:

i(r) =48 (2.40)

On obtient alors 1’équation différentielle du mouvement comme suit:

(Lq'(t) +Rq(D) +1= 0) /L. (2.41)

On remarque que cette €quation est équivalente a 1’équation d’un mouvement oscillatoire

amorti représenté comme suit:
G(t) + = p(0) + =q=0 (2.42)
q L4 cd ’ '

En constatant la similitude entre les équations différentielles gouvernant le systéme mécanique

et le systeme électrique, on peut faire les analogies électromécaniques suivantes:

Tableau 2.2: analogie électromécanique.

Caracteéristiques Systeme mécanique Systeme électrique
Déplacement x(t) q(t)
Equation du mouvement ¥+ 20 + wix =0 Gt) +20g(t) + w3q =0

Pulsation propre w,

|k 1
R @ = 11c
Facteur d’amortissement 4 1= 1= R
2m T 2L
Amortisseur a R
Ressort k 1
/Cogo
Masse m L
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2.3 Exercices
Exercice1:

On considére un systéme composé d’une tige de masse M et de longueur 2L Qui peut pivoter
dans le plan vertical autour du point O. Les deux extrémités sont attachées a des batis par

I’intermédiaire d’un ressort de raideur k (Fig.2.9).
A I’équilibre la tige est verticale et les ressorts sont au repos.

La tige est écartée de son état d’équilibre puis relachée sans vitesse initiale pour osciller

librement. La période des oscillations mesuré est de 1 s.

-/
1. Calculer I’énergie cinétique du systeme en fonction de 6. [
2. Calculer I’énergie potentielle du systéme en fonction de 6. ob
M
3. Etablir I’équation de mouvement du systéme et donner
A ¥
I’expression de la pulsation propre mo. X ,
. . o B 7
4.SiL=1metlaM=0.5kg, T =1s, calculer la constante de raideur k. m Z
On donne : g=9.81 m/s2. Fig.2.9

Exercice 2 :

Dans la figure ci-contre (Fig.2.10), M et R représentent respectivement la masse et le rayon

d’une poulie homogéne de moment d’inertie J,o = %M R?.

A la poulie sont fixés un ressort de raideur k et un corps de masse m par un fil non élastique
de masse négligeable.

On néglige aussi la masse du ressort et le frottement autour de 1’axe de la @
poulie. 9
Si x est le déplacement vertical de la masse m. /ﬁo
M
Trouver I’équation du mouvement et la pulsation propre du systéme.
3
m |"|-l =i
L
Fig.2.10
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Exercice 3:

On définit un oscillateur amorti régi par I’équation différentielle suivante :

mx + ax + kx = 0.
ou m est la masse du corps, k est le constante de raideur et x est le déplacement du corps.
On lance le systéme avec une vitesse initiale vo=25 cm/s.
Donc,ona:t=0s,x=0metx =v,.
1. Calculer la période propre du systéme, Sachant que : m=150 g et k=3.8 N/m.
2. Montrer que si a=0.6 kg/s, le corps a un mouvement oscillatoire amorti.
3. Résoudre dans ce cas 1’équation différentielle.
4. Calculer le pseudo-période du mouvement.
5. Calculer le temps t,,, au bout duquel la premiere amplitude x,,, est atteinte. En déduire x,,,.
6. Calculer la vitesse d’une pseudo-période.
Exercice 4:

Supposons que le systéme suivant (Fig.2.11) effectue des oscillations de

faibles amplitudes.

1. Déterminer I’équation différentielle du mouvement en fonction de 4

ol

et wg.

2. Pour A < w,, trouver la solution géneérale de 1’équation différentielle.
Ondonne: J,, = 1 MR? Fig.2.11

2
Exercice 5:

Le circuit ci-contre est constitué d’un condensateur de capacité C = 5 puF, d’une bobine

d’inductance L = 0.5 mH et d’une résistance R=5 mQ.

Le condensateur est initialement chargé a une tension de 25 V.
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8

R[j|!‘{f}
C

i

Fig.2.12 : circuit RLC.

1. A ’aide de la loi des mailles, déterminer 1’équation différentielle que satisfait la charge q

dans le circuit.

2. Trouver cette équation différentielle en fonction de la tension Uc du condensateur.

3. Déduire la solution de cette équation.

4. Représenter 1’analogie mécanique de cet oscillateur harmonique.

2.3 Solutions
Exercice 1:

1. Energie cinétique du systeme en fonction de 4

. 2, 2
el

62,
2. Energie potentielle du systéme en fonction de

Ep = k(LO)? +2k(LO)? = k202,
3. Equation de mouvement du systéme par la méthode de Lagrange

L’¢équation de Lagrange pour ce systeme s’écrit :

dt \dé o 6
dL  mlL? . d (dL mL? .
—.=—9et—(—.):— .
do 3 dt \dé 3

dL
— = —2kl?0
de

En remplagant dans 1’équation de Lagrange :

(%) - (%) = 0avec L = E, - B, =67 - k1267,

2 .. .
%9 +2kl’0=0> 0 + %9 = 0 qui représente 1’équation différentielle du mouvement

libre non amorti.
6 + w26 = 0.
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, k . e
Avec : wy = % est la pulsation d’oscillation.

4.SiL=1metlaM=0.5kg, T=1s
Calcul de la constante de raideur k

T =1s,donc w, = \/% = 2w rad s~ L.

wy = \/% =2r >k =323Nm™L
Exercice 2:
Le moment d'inertie d'une poulie homogene : ], = %MR2
Equation du mouvement et la pulsation propre wo du systeme :
e Energiecinétique: T =Ty + T,

T = %]/092 + %mxz avec x = RO,

1 . 1 . 1 /M .
— T — ZMPR202 4 — P22 — _ 202
E.=T 4MRH +2mR9 2<2+m)R9

e Energie potentielle : Ep=U-= %k(Ré?)2

e Fonctionde Lagrange:L =T — U = %(% + m)RZQ2 — %k(Ré?)2

e Formalisme Lagrangien : %(Z—g) - (Z—z) =0
dlL M ) d /dL M a
= (—+m>R20 et —(—) = (—+m>R29
dL _ kR?0
ao

e Enremplacant dans 1’équation de Lagrange :

M .
(7+ m)RZG +kR?60=0

2k
(M+2m)

6 + 6 = 0.

2k
(M+2m)’

et (A)O:
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Exercice 3:

1. Equation du mouvement amorti est de forme :
(mk + ax + kx =0)/m = X%+ 2Ax + w3x =0
Avec: 1 = et w? = £,
2m m

2. Période propre du systéeme est To:

3. Equation différentielle du mouvement se transforme en :
24+ 2Ar + 0% = 0.
AN =21%—wi=-21<0.
Avec: w, = JwZ — 22 = 21 rad/s.
4. Le corps m a un mouvement oscillatoire amorti.
La résolution de cette équation différentielle est de forme :
x(t) = Ae ™ cos(wqt + )
En appliquant les conditions initiales :

t=Os;x=O;coscp=0=>go=i§.

At=0s: Xx=v, >A="2
Wq

La solution finale sera exprimée comme suit : x(t) = :—" e cos(wgt + g).
a

x(t) = Z)—‘; e~ sin w,t.

5. Pseudo-période se calcule comme suit : T, = 2 =137s

Wq
6. Temps de la premiére amplitude t,,

dx(t) arctg=2 T
=0=>t, = = 0.25s%-.

dt t=t Wq 4
m

Il faut que : x(t=t,) =
A x(®

xm —T .leﬂ

Fig.2.13 : mouvement oscillatoire amorti.
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La figure ci-dessus représente le mouvement oscillatoire amorti.
Exercice 4:

1. Equation différentielle du mouvement en fonction de X et ;.

e Energie cinétique : T = %]/06"2 = iMRzé2

Energie potentielle : U = %k(RB)2

Fonction de dissipation : D = %a(Ré)z

Fonctionde Lagrange : L = T — U = iMRzé?2 — %k(RH)2

. . d (oL oL\ _ _ap
e Formalisme de Lagrange : o (ﬁ) - (%) =
L _ Lypag oy S() 1 ppg
25~ MR = dt(aé))_zMR 0.
oL _ 1 p2 9D _ p2g
55 = kR0 et—2 = aR"6.

L’équation de Lagrange : %MRzé +aR?0+kR?0=0 = @ +2ﬁa 6 + %0 =0.

6+2160+wi0=0avec 1 =Zetw? =2
M M
2. Solution de I’équation différentielle, lorsque A < w,
2
x(t) = Ae ™ cos(wat + @), avec: wy = JwZ — A2 = % _ (%) _

Exercice5:

1. Equation différentielle :
Suivant la loi des mailles on peut écrire : U, + Uz + U, = 0 & Lg—i + Ri +% = 0.

La charge q(t) est liée au courant i(t) par :

dq(t) tdi(t)_dzq(t)
dt o dt | de2

q(t) = fidt = i(t) =

cpda, pda g _ S pa+lg =
Donc.Ldt2+Rdt+C—0 <=>Lq+Rq+Cq—0.
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"+R'+1 =0 ©§+21q+wiqg=0

C’est une équation différentielle d’un oscillateur libre amorti

R 1
Avec: 21 =-¢et w3 =—
L LC

2. Equation différentielle en fonction de la tension U, du condensateur

q=CUc
q:CUc

Suivant la loi des mailles on peut écrire :

§+214+wiq=0 < CU;+2AC Up + w3C U, = 0.

R 1
Avec: 21 =-et w3 =—
L LC

3. Solution de I'équation différentielle
On cherche une solution de la forme : q(t) = Ae™.
En remplagant ceci dans I’équation du mouvement on obtient :

r2Ae™ 4+ 2Are™ + wide™ =0 © r? + 2Ar + w§ = 0.

R 5x1073
2l=—>>1=———=05,
L 2X 0.5 1073
1 1
wi === = 4 x 108 rad?/s.

LC ~ 0.5X1073x5 x10~6

A= 2% - wi <0.
Dans ce cas I’amortissement est faible et le mouvement est dit pseudo- périodique.

L’équation caractéristique admet deux solutions complexes:

{Tl = _/1 + L'\[ (l)g - AZ
r, = =2 —iJw2 — 12
L’équation du mouvement résultant est :

q(t) = Ae ™ cos(wgt + @).
Wq = W& — A2 =~ 2 x 10* rad/s.

L’équation du mouvement devient : g(t) = Ae™5¢ cos(2 x 10%*t + ).

28



Chapitre 2 Oscillation libres des systéemes a un degré de liberté

4. Analogie mécanique de cet oscillateur harmonique :

Lem

q(t) & x(t)
Rem

1
~ek
C

{m)

Fig.2.14 : systeme d'oscillatoire amorti.
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Chapitre 3 Oscillations forcées des systéemes a un degré de liberté

Une oscillation forcée concerne tout systéme en mouvement sous 1’action d’une force
extérieure. Dans ce chapitre, on étudie la réponse d’un systéme amorti a 1 ddl a une excitation
produite par une force extérieure au systéme. Ce type d’excitation se rencontre fréquemment
dans I’industrie (machines tournantes, ventilateurs, moteurs, ...).

3.1 Equations différentielles

L’équation  différentielle = d’oscillations  forcées a un degré de  liberté
est obtenue par le formalisme de Lagrange comme suit :

e Cas du mouvement de translation

Pour un mouvement de translation, on écrit :

d (0L oL oD
6~ G =t e
e Cas du mouvement de rotation
Pour un mouvement de rotation, on écrit :
d (oL aL aD
= (a_q) - (@) =—5 7 M (Feyxt) (3.2)

Avec: M(F,,;) est le moment de la force appliquée, donné par :
M (Feyxt) = Fexe XT (3.3)
3.2 Systeme masse-ressort-amortisseur

Considérons le systéme masse-ressort-amortisseur excité par une force extérieur F(t). On a

un mouvement de translation donc I’équation de Lagrange s’écrit :

wG) - (G) =5 +FO G
Avec :
e Llagrangien:L=T-U (3.5)
e L’énergie cinétique : T = %ma’cz (3.6)
e L’énergie potentielle : U = %kx 2 (3.7)
e Lelagrangien: L = %ma‘cz - %kx2 (3.8)
e La fonction de dissipation : D = %aa‘cz (3.9
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(oL - d(éL)_ .
ax T Tar\ex) - ™
< oL .
ax
oD |
L a =ax
Remplagant dans 1’équation de Lagrange (3.1), on trouve :
mi + ax + kx = F(t) (3.10)
Si on divise par (m), I’équation devient :
. )
X+—x+—x=— (3.11)
m m m

C’est I’équation différenticlle du mouvement des oscillations forcés pour le systeme masse-
ressort-amortisseur a 1ddl.

Ou I’équation différentielle du mouvement s'écrit sous la forme :

¥+ 201 + wix =22 (3.12)

Avec: 21 =

k
eta)%:;

a
m
3.3 Solution de I’équation différentielle

3.3.1 Excitation harmonique

Dans le cas ou D’excitation est sinusoidale de type : F(t) = Fycosft I’équation du
mouvement (3.12) s’écrit sous la forme :

. . F,
¥+ 2% + wix = —cosflt (3.13)
La solution générale de 1’équation différentielle est donnée par :
x(t) = x(t) + x,(¢) (3.14)

Ou x.(t) est la solution homogéne correspond a la solution de I’équation différentielle sans
second membre, déja obtenue dans le cas d’un systéme amorti :(¥ + 24% + w3 x = 0)
(chapitre2) alors que x,(t) est la solution particuliere qui a la méme forme que le second
membre de 1’équation différentielle ci-dessus.

e Solution transitoire (homogene) x,(t)

Dans le cas d’un faible amortissement, la solution sans second membre a la forme générale

suivante :
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x.(t) = Ce *cos (wyt + @) (3.15)

Remarquons que la solution homogene sans second membre s’annule au bout d’un certain
temps & cause de la présence du terme exponentiel. Le systéeme est dit dans le régime

transitoire.
e Solution permanente (particuliere) x, (t)
La solution particuliere est donnée par :
x,(t) = Acos (2t + ¢) (3.16)

ou A est ’amplitude du mouvement de la masse en réponse a la force extérieure et ¢ le

déphasage de la masse par rapport a la force extérieure.
Finalement la solution générale se met sous la forme :
x(t) = Ce *cos (wyt + @) + Acos (2t + ¢) (3.17)

Une fois la solution transitoire s’annule, le mouvement de la masse devient sinusoidal simple
avec une amplitude constante A, avec la méme pulsation 2 que la force extérieure mais avec

un déphasage ¢ . Le systéme est donc dans le régime permanent.

Pour obtenir les expressions de A et ¢ il serait utile de passer a la notation complexe de la

solution proposée pour le régime permanant, a savoir :

x,(£) = Acos(2t + ¢p) — Ae/2t+P) (3.18)
x(t) = jANe)@t+d) (3.19)

¥(t) - —AN2elQt+d) (3.20)

F(t) = Fycost — Fye/®t (3.21)

En remplagant dans 1’équation (3.12), I’équation du mouvement devient :
—AN2I @) 4 2)jANeI @) 4 ()2 fei(t+e) = Togjnt (3.22)
m

On simplifier par e/t on obtient
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. . - F, Fy .
—AN2eI® + 22jA0I® + wRAel® = 2 = —AN? 4+ 2AjA0 + WA = —e I
m m

F, .
= A((wZ — 0% +j220 +) = E"e-ﬂ’

Multipliant cette équation par son conjugué A((w3 — 2%) — j2A0 +) = %e”’

On obtient :

F
Fo 2 a0}

[(F - 02)? + (2A0)%]4% = (2) > 4= m
m J(wg—ﬂz)2+(zlﬂ)2

Maintenant on cherche a déterminer @ :
Selon la formule de d’Euler : e™/® = cos @ — jsin®

Donc : A[(w? — 22) +j2A02] = %e‘j‘p = %[cosqﬁ — jsin®]

Aw? — 07) = 2 cos i
(wg —02°) = Ecos —210
= = tgd =
Fy w? — N?
A2A0 = ——sin®
m
La phase est définie par :
—2A0
® = arctg (wg—m)
Donc on peut écrire :
i
xp(t) = m cos | Nt + arctg <
V(w2 — 22)2 + (210)2

Remarque :

e La solution générale de I’équation différentielle, s’écrit : x(t) =.x.(t) + x,,(t).

—2A0

2 _ 2
wy — {2

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

e x.(t) est appelée solution homogeéne caractérisant un régime transitoire qui disparait

exponentiellement avec le temps. Quand le régime transitoire disparait :x(t) = x,(t).
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e x,(t) est appelée solution particuliere d’amplitude A caractérisant un régime
permanent (stationnaire) car il subsiste aussi longtemps que la force extérieure (Fext)
est appliquée. Nous notons la dépendance de I'amplitude A de la pulsation 0.

3.3.2 Excitation périodique

Pour une excitation périodique, la fonction étant périodique, de période T, son développement
de série de Fourier est donné par :

o)

a
A(t) = 70 + Z a,cos(nwt) + b,sin(nwt) (3.32)
n=1
L’équation différentielle s’écrit alors :
¥+ 2A% + wix = % + ¥ apcos(nwt) + bysin(nwt) (3.33)

La solution de cette équation peut alors étre calculée pour chacune des composantes de

I’excitation: a, /2, a,cos(nwt) et b, sin(nwt). On obtient alors par superposition :

X(6) = a_oz N Z a,cos(nwt) + bysin(nwt) (334)
20y £ [(w - 02)? + (2A0)2

3.4 Impédance mécanique

L’impédance complexe d’entrée du systeme est définie par le rapport des amplitudes
complexes de la force F et de la vitesse 9.

(3.35)

N
Il
| T

341 Amortisseur

Dans ce cas la force appliquée est reliée a la vitesse par F = a9 On déduit I’impédance
complexe d’un amortisseur par :

Z=qa (3.36)
3.4.2 Masse
Dans le cas d’une masse, la relation fondamentale de la dynamique s’écrit :
F = md—a (3.37)
dt

On déduit I’impédance complexe d’une masse Z :
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_ T
Z =imQ = mQe'2

3.4.3 Ressort

(3.38)

Dans le cas d’un ressort de raideur k, la force appliquée F,. au ressort s’exprime en fonction de

I’allongement par :
F. = kx
On déduit I’'impédance complexe d’un ressort :

kK  k k _m

Z=mT %70

3.5 Analogie électromécanique

(3.39)

(3.40)

On peut conclure que I’analogie entre le systéme mécanique et le systeme électrique est de la

forme suivante

Tableau 3.1 : analogie électromeécanique

Caractéristiques Systeme mécanique

Systéme électrique

Equation du mouvement
f ¥+ 2% + wlx =

U((t
q’+2/1q+a)(2)q=—()

Pulsation propre w, I 1
m LC
Facteur d’amortissement A a R
2m 2L
Force d’excitation F(t) U(t)
: ‘entrée 7 k 1
Impédance d’entrée Z @+ i(m - ﬁ) R +i(L0 — C_Q)
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3.6 Exercices :

Exercice 1 :

Dans le systeme ci-contre, la boule est ponctuelle et la tige est de longueur total 31 et de

masse négligeable. Avec F(t) = F, cos(Qt).

1. Trouver ’énergie cinétique T, 1’énergie potentielle U et la fonction de dissipation D. Pour

des faibles oscillations (6<<10).
2. Trouver le Lagrangien puis 1’équation du mouvement.

3. Trouver, a I’aide de la représentation complexe, la solu

mouvement. (Préciser son amplitude A et sa phase ¢).

4. Déduire la pulsation de résonance Qg. :1 4

(.
L

5. Donner les pulsations de coupure Qc1, Qc2 et la bande '1

passante B pour un amortissement faible : A<<wo.
6. Calculer Qr, et le facteur de qualité B si : Fig.3.1
m=1Kg, k=15N/m, l=05m,a =05N.s/m, g=10m.s72,
Exercice 2 :

Etablir I’équation différentielle en courant puis en charge du circuit oscillatoire électrique

RLC de la figure (3.2) on donne :
R=80Q), U(t) = Uycos(£2), L=10 H, C=0.005 F, Q=3 rad/s,U,=53V.
1. Calculer la période propre T, et le facteur

d’amortissement A
2. Déterminer la solution du régime transitoire,

et en déduire sa pseudo pulsation w,.

3. Déterminer la solution du régime permanente.
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Exercice 3 :

(24
Partie A : 2 E =

mem\‘-
—_ . _ 7
Dans le cas des oscillations libres : A K _
F(

1. Déterminer le Lagrangien du systeme.

Fig.3.3

2. Etablir I’équation du mouvement.

3. En déduire la solution générale avec les conditions initiales suivantes : x(0) = 0 et x(0) =

Vo
Partie B :

On admet que les frottements existent, la masse m effectue des oscillations forcées sous 1’effet
d’une force sinusoidale de la forme :F(t) = F, cos Qt et la vitesse du mobile est de forme :

v(t) = vy cos(Qt — @)
1. Etablir I’équation du mouvement.
2. Résoudre 1’équation différentielle en régime permanent.

3. Déterminer I’'impédance mécanique complexe définie comme le rapport entre la force

appliquée et la vitesse du mobile.
4. Comparer le résultat avec le systéme électrique.

3.7 Solutions
Exercice 1 :
1. Trouvons I’énergie cinétique, potentielle et fonction de dissipation :
e Energie cinétique: T =T, = gmlzﬁ'2
e  Energie potentielle : U = Uy, + Uy = mg(3L — 31 cos 6) + > k(sin 6)?
U=~ ;mgmz + %klzez
e Fonction de dissipation : D = %a(Zl@)2 = 2al?6?
2. Formalisme Lagrangien et Equation de mouvement :

e Fonctionde Lagrange: L =T — U = gmlzé2 — %mgl@z + %klzez
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e Formalisme Lagrangien : (Zg) (Z;) = —Z—z +F
== 9mi26 - < (%) = Imi%é
2 = —mglf — k%8
% = 4ql?0

Dans le cas du mouvement circulaire :
Imi?0 + (mgl + kl?)8 = —4al?6 + 3FI
Donc I’équation différentielle de mouvement s’écrit :
. (mg+ kl) Fy
] +9—9 oml 3ml.coth

3. Solution de I’équation permanente de mouvement :

L’¢équation est de la forme :

6+ 2160 + w6 = °l cost avec 21 = :—T‘jl et @2 = IHKD

oml

La solution permanente est : 6 = Acos (Qt + ¢). Utilisons la représentation complexe pour

trouver Aet ¢ :
(t) = Acos(Qt + ¢) - Ae/ W+
6(t) - jAne/Pt+e)
B(t) » —AQ?e(@t+e)

F Fy
—2 cosQt —» —2 el

3ml 3ml
En remplacant dans 1’équation 0 + 220 + w30 =% cosQt 1’équation du mouvement

devienne :

—A0?e/ D) 4 22jANe WP 4 wZAe HP) = %elm
m

On simplifier par e/t on obtient

. . _F F, .
—AN%eI? 4 21jANEI® + wiAel® = 2 = —AN? + 21jAN + wiA = ——eI®
m 3ml
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Fy .
= A((w2 —02) +j220 +) = B—Tflle—ﬂ’

Multipliant cette équation par son conjugué A((w3 — 02?) — j2A02 +) = %e”’

2 Fo

F
[(w§ —0%)% + (2402)%]B* = (3—:11) =>A4= N QB;T;IJ, (2202)?
2

Maintenant on cherche a déterminer @ :

selon la formule de d’Euler e™/® = cos @ — jsin®

donc : A[(w2 — 22) + j2A0] = %%e‘f‘p = % [cos @ — jsind]

2 2 Fo
A(wo—.Q )=ﬁcos€b —210
= F >tg =—F-
0 . ws — N?
A200 = ——sin® 0
3ml
La phase est définie par :
& = arct —210
= arctg =07
Donc on peut écrire :
oo 2A0
6(t) = 3ml cos | Nt + arctg <2—2>
V(wE —02)2 + (220)2 wy — 42
4. La pulsation de résonance est Qr telle que : Z—z o =0=0g =Jw2 — 272

5. Pour un amortissement faible / < an : 0.1 = wg — A, 2 = wo + A4
B = QZ - Ql = 2}\,

6. AN:Qr~288radls. B=022Hz. Le facteur de qualité est: Q = 22 = =2 =~ 13.1

Exercice 2 :

1. Equation différentielle en charge :

Le bilan des tensions s’écrit :
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U=U=Ug+U,+U,=U

e

=1

codit) 1 N
Ri+ L +Efl(t)dt=U=>Rq+Lq+—q=U

dt C

"+R'+1 Yo Qt
= — —_— = —
@rT79Tcd =78

. . 2 UO
=+ 2Aq + wjq = TCOSQt

Avec:22=§et wo = =

LC
2. La période propre
21 21
Ty =— =-——=2mVLC = 1.4s

w o 1
LC
A= R_ 4

=57 =

3. Lasolution transitoire :
L’équation différentielle du mouvement devient :
g +8q + 20q = 5.3cos 3t
La solution générale est : q(t) = q.(t) + q,(t)
q:(t) est la solution homogene calculée lorsque U(t)=0. L’équation différentielle s’écrit :
G+83+20q=0
On calcule le déterminant : A" :
N=2P-0w2=16-20=-4<0
Donc q.(t) = Ae™ cos(wqt + @) avec w, = /w2 — A2 = 2rad/s
La solution homogeéne s’écrit comme suit

q.(t) = Ae * cos(2t + @)
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La solution particuliére est calculée lorsque u(t) # 0
g +8q+ 20q = 5.3cos 3t
La solution particuliére suit la forme du second membre.
q,(t) = qo cos(3t + 0)

Pour calculer gget @ a partir de la méthode des nombres complexes. On suppose la solutiong

complexe de la forme :
qp(t) — qoej(3t+(2)) — qoej3tej(2)
En remplagant la solution dans 1’équation différentielle,

—9q,e’3tel® + 24jq,e/3te/® + 20qye/3te/® = 5.3e/3¢
—9g0e/®? + 24jqoe’® + 20q,e’® = 5.3
q0e’®(11 + 24j) = 5.3

5.3
T Vit 2ar

24
0= —arctgﬁ = —65.4° = —1.14rad

0.2

Et la solution particuliére :
qp(t) = 0.2 cos(3t — 1.14)
q(t) = Ae * cos(2t + @) + 0.2 cos(3t — 1.14)

La solution permanente est calculée lorsque g,(t) — 0 Donc elle est donnée par :
q(t) = 0.2 cos(3t — 1.14)
Exercice 3 :

a) Mode libre
Le lagrangien du systeme :

e Energie cinétique : T = %mp‘cz
e Energie potentielle : U = %kx2
e LelagrangienL=T—-U; L = %ma’cz — gkx2

L’équation du mouvement :
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.,k .. k
x+;x=0x+w§x=0avec w3 ==
La solution générale est de la forme :

v

x(t) = 22 sin wot
Wo

b) Mode forcé

L’¢équation du mouvement est de la forme :
mX + ax + kx = F(t)
. . 2 FO
X+ 2A% + wgx = —cosQt
m
21 =

w3 =

Sl=3[-

C’est une équation différentielle inhomogene linéaire, d’un mouvement forcé.

La résolution de cette équation différentielle en régime permanent est :

x(t) = x,(t) = Acos (Qt — ¢) = R,Ae/ =%

Soient A I’amplitude de la solution et ¢ son argument.

En remplacant dans ’équation différentielle et aprés le calcul, on obtient| Le module
d’amplitude suivant :

Fy
A(D) = m
V(22 — 03)? + (210)2

La phase du mouvement comme suit :

oo (2220
@ = arctg 0F =107
la variation de I’amplitude A(£2) est donnée par :

dA -

Cette pulsation est appelée la pulsation de résonance.

L’impédance complexe est définie comme suit :
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__F(@®)
méc — ﬁ

En remplagant dans 1’équation du mouvement, on obtient :

~ ) k
ZméC=a+]<mQ—5)

Pour le systeme électrique, le résultat est donné comme suit :

s U(t)

_ ) 1
elect = l(_t) = Zetect = R +](LQ__

cQ
On conclue donc les équivalences entre le systeme mécanique et le systéeme électriqgue comme
suit :

Lem

q(t) & x(t)
Rea

Sk

Céqv
\U(t) © F(t)
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4.1 Introduction

Un systéeme en oscillation libre est a 2 degrés de liberté (2ddl) si deux coordonnées
indépendantes sont nécessaires et suffisantes pour décrire son mouvement. Ily a deux équations

de Lagrange que de degrés de liberté ou de coordonnées genéralisées.
4.2 Systeme a deux degré de liberté
4.2.1 Equations différentielles de mouvement

Pour I’étude des systemes a deux degrés de liberté, il est nécessaire d’écrire deux équations

différentielles du mouvement que 1’on peut obtenir a partir des équations de Lagrange :

(d (aL) aL — 0

dt\dg,) 9dq,

d (0L) o _. (+.1)
dt\ogq,/ 0q,

Un systeme a 2 degrés de liberté possede deux coordonnées généralisées (qq,q,), deux
équations différentielles et deux pulsations propres (w1, w2).
4.2.2 Types de couplages
Il existe trois types de couplage : élastique, inertiel et visqueux :
4.2.2.1 Couplage élastique

Dans les systemes mécaniques, ce type de couplage est assuré par un ressort et dans
leurs systemes équivalents (circuits électriques) est assuré par capacité (Fig.4.1) .

c C,
|
|

Fig.4.1 : couplage élastique pour déférents systemes.
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4.2.2.2 Couplage visqueux

Dans le systeme mécanique le couplage entre les deux systémes est a travers un
amortisseur et par analogie dans le systeme électrique ce couplage est assuré par une
résistance (Fig.4.2), ce qui représente des systéemes équivalents.

m;

k;

PRGN

L “R %

Fig.4.2 : couplage visqueux.

Xy

4.2.2.3 Couplage inertiel

Dans le systeme mécanique le couplage entre les deux systemes est a travers une

masse et par analogie dans le systeme électrique ce couplage est assuré par la bobine.
(Fig.4.3)

L % %

Fig.4.3 : couplage inertiel.

4.2.3 Equations différentielles de mouvement (pendules couplés)

. : , ¥ Y
Considérons deux pendules qui sont couplés par un T T

v =

ressort horizontal de constante de raideur k a une

distance a de I'axe de rotation.

47 Fig.4.4 : pendule couplé a 2ddL
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4.2.3.1 Equations différentielles du mouvement

Les coordonnées des éléments du systéme de deux masses sont :

S v2 =126, (4.2)

Xm, = lysin 6, Xm, = l10;c0s 0,
e Pour lamasse my :

Ym, = —licos 0, VYm, = l16,sin 6,

Xm, = lpsin 6, Xm, = l,0,c0s 0,
e Pour la masse m, :

. 2
- . = v3 =1,°6," (43
ymz = _lzcos 92 ymz = lzezsin 92 2 272 ( )
Energie cinétique: T = %mlvﬁll + %mzvﬁlz = %mlllzélz + %mzlzzéz2 (4.4)
Energie potentielle: U=Ug+Up, +Up, (4.5)

Si on choisit comme origine des énergies potentielles 1’axe (Ox) on a pour les deux masses :
Un, + Un, = —mygly cos 6, —m,gl, cos 6, (4.6)

La présence de signe moins dans 1I’équation (4.6) provient au choix de I’axe (masse inferieur a

ce dernier).
1
U= Ekaz(sinﬁl — sinfBy)? — m,gly cos 8; —mygl, cos 6, 4.7)
x = asinf, — asinf, = a(sinf; — sinb,) (4.8)
La fonction de Lagrange seradonc:L =T — U (4.9

L= %mlllzélz + %mzlzzézz — %kaz(sinel — sinB,)% + mygly cos 0; + mygl, cos 6, (4.10)

D’aprés 1’équation (4.10), on observe clairement deux coordonnées géneralisées décrivant le

mouvement donc nous obtiendrons deux équations de Lagrange :

d(aL) aL_O
dt \9b, 90,

Lo w (4.11)
dt 692 692 -
d(oL\ oL 26, T ae\ge,) T M T
(=N _% oo (4.11a)
dt\oe,) 06, oL 2 ; j [
T —ka“ cos 6, (sinB, — sinf,) —m,gl, sin 6,
1
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oL _ o5 A(OLY_ 5
d 0L\ oL 30, = M2t B2 = T\ 550 | = Mtz 02
—=)|-=—=0> 2
a6,

dt\ a6 oL
2 30, = ka? cos 6,(sin 61 — sin 6,) —m,gl, sin 6,
2

(4.11b)

Pour le cas des faibles oscillations, les angles de vibration du pendule couplé sont extrémement

sinf = 0

- . : _ ,
réduits (tres petits) ona: {COSQ ~1— 9? ~1

Les deux equations différentielles du mouvement s'écrits:

{mlllzél + (kaz + mlgll)el = ka292 (4 12)

mzlzzéz + (kaz + ngl2)92 = ka291 .
Remarque :

eSia = 0ouk = 0, dans le cas de couplage nul : les deux systemes demeurent indépendants.
e Les deux équations différentielles possedent deux solutions distincts notés 6, (t) et 6, (t).

e Le terme de couplage ka? est en fonction de k donc le couplage est élastique.

4.2.3.2 Pulsations propres d’oscillation

On suppose que le systeme admet des solutions harmoniques :

0,(t) = A4 s.in(a)t + ¢,) . 91 = —w291. (4.13)
0,(t) = A,sin(wt + @) 0, = —w?0,

On substitue dans les équations (4.12), par conséquent :

ka? + mygl, — m;l,*w?)0,; — ka?8, =0
{( 194 141 )1 2 (4.14)

—ka?6; + (ka? + mygl, — myl,°w?)8, =0
Calcul des pulsations propres

Onposeque:m=my,=metl; =1, =1

On peut écrire le systeme des équations (4.14) sous la forme matricielle:
ka? + mgl — ml?w? — ka? (91> 3 (0)
—ka? ka? + mgl — ml?w? 6,/  \o/

Ces deux équations admettent une solution, si le déterminant est nul.
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ka? + mgl — ml?w? —ka?

=0
—ka? ka? + mgl — ml*w?

& (ka? + mgl — ml?w?)? — (ka®)* =0

+ka?

2 _ 2,2
= ka* +mgl —ml*w _{—kaz

(4.15)

Avec : w,est la 1°7¢ pulsation propre et w, est la 2°me pulsation propre.
Remarque :

e Sia=0o0uk=0,lecouplageestnul = wf = wj = 7

e Lorsque le systeme oscille avec une de ses deux pulsations on dit que le systeme oscille
dans un de ses deux modes.

4.2.3.3 Modes d’oscillations

Le mode représente 1’état ou le composants dynamiques du systéme exécutent une

oscillation harmonique a la méme pulsation correspondant a 1’une de ses deux fréquences.

Dans chaque mode les deux masses effectuent des mouvements harmoniques simples avec la
méme pulsation (w;0u w,) et les deux pendules passent par la position d’équilibre au méme

instant.

e Cas du premier mode: on remplace dans I’un des équations (4.14) par : w? =%+

2 (%) (%)2 on aboutit apres le calcul que : 6, = —6,

Remarque :

e Chaque période sauf au centre du ressort, le ressort subit une élongation et

compression

e Dans le premier mode les deux pendules ont la méme pulsation w,, la méme
amplitude et un déphasage .

e Les deux pendules ont des mouvements opposés.
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e Cas du deuxiéme mode :

On remplace dans le systéme des équations (4.14) par : w3 = % , On obtient apreés calcul que :

0, = 6.
Remarque :

e Le ressort ne subit aucune variation de sa longueur.

e Les deux pendules se déplacent dans le méme sens.

4.2.3.4 Calcul des solutions des équations différentielles

Chaque mouvements 8, et 6, possedent deux composantes harmoniques de pulsations w, ou
w, . Etant donnée que les équations différentielles sont linéaires, toute combinaison de
solutions demeure une solution du systeme.

e Dans le premier mode de vibration : w = w;

Hl(t) = Alsin ((Ult + 901)
. 4.16
o) Aoim Gt + ) (4.16)
e Dans le deuxiéeme mode de vibration : w = w,
Hl(t) = Blsin ((,l)zt + (pz)
4.17
{Hz(t) = B,sin (wat + ¢3) (+17)
La solution générale s’€crit alors comme une combinaison linéaire des deux solutions :
{Ql(t) =A1.Sin (a)lt+g01)+BlSln (w2t+g02) (4 18)
ez(t) = Azsin ((A)lt + §01) + stin ((l)zt + (pz) '
. . = 1y.
e Danslepremiermode:w =w; = 0, = -0, =4, = -4, =V, = (_1) ;
171 est le premier vecteur propre.
e Dans le deuxiéme mode i w = w, = 6, =6, = B, = B, =V, = G) ;
V, est le deuxiéme vecteur propre.
Donc :
{ 0,(t) = Asin (wt + @) + B sin (w,t + @) (4.19)
0,(t) = —Asin (w t + @) + B sin (w,t + ¢,) '

Supposons que : {91 (0) =6y;6,(t) =0

6,(0) = 0;0,(t) =0
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0,(0) = Asin@, + Bsing, =06, -
0,(0) = —Asin¢@, + Bsing, =0 ‘P1=<Pz=i5
6,(t) = Aw; cos @, + Bw, cos ¢, =0 = A p fo (4.20)
92(t) = —Aw; cos ¢, + Bw, cos ¢, =0 2

0o . 6o .
0,(t) = 7°sm (wlt +§) +7°sm (wzt +§)

Donc : (4.21)

-0y . 0o .
0,(t) = Tosm (wlt + g) + 7°sm (a)zt + g)

0,(t) = 6y cos (%) t X cos (@) t

D’Oﬁ : . Wyr—wWq wy+wq
0,(t) = —0, sin (T) t X cos (T) t

(4.22)

4.3 Exercices :
Exercice 1 :

Soit le systéeme mécanique représenté par la Figure

ci-contre, composé de deux oscillations linéaires

(m, k) couplés par un ressort de raideur k’.

Fig.4.5 : couplage élastique pour
1. Ecrire le Lagrangien du systeme. systeme mécanique.

2. Mettre ce Lagrangien sous la forme: L = %m[(a‘cf + %2) — w3[(xF + x2) + 2C (x1%,)]]

3. Donner les expressions de w? et € (Coefficient de couplage). En déduire les équations du

mouvement.
4. Déterminer les pulsations propres du systéme.

5. Donner les solutions x4 (t) et x,(t) avec les conditions initiales suivantes :
C L

x1(0) = x¢;%1(0) = 0;x,(0) = 0;x,(0) = 0.
Exercice 2 L Fé_ ==c 2L
z =

Soit le montage de la figure ci-contre.

Les deux circuits LC oscillants sont couplés par une capacité C. Fig.4.6 : couplage élastique
(Ci=Co=CetLi=L2=1) pour systeme électrique.

1. Ecrire les deux équations différentielles en i1 et io, puis en gz et ge.

52



Chapitre 4 Oscillation libres des systémes a deux degrés de liberté

2. Trouver les pulsations propres du systeme
3. Donner la solution générale sachant qu’at=0s, seul C; possede une charge q.
Exercice 3 :

On considere le systéeme représenté par la figure
ci-contre constitué de deux oscillateurs verticaux

(mg, K) et (m2, k) couplés par un amortisseur o.

1. Ecrire le Lagrangien du systeme.

2. Déterminer les équations différentielles du mouvement

en fonction des variables yi(t) et ya(t). Fig.4.7 : couplage visqueux.
Onpose: Vi =y, —yy,: o=y +y,etmy =my, =m

3. Donner les solutions des équations différentielles.

Exercice 4 :

Considérons deux pendules qui sont couplés par une masse m:
qui se trouve a une distance [1 de I'axe de rotation.

1. Déterminer les équations différentielles du mouvement.

Pour le cas des faibles oscillations:

Fig.4.8 : couplage inertiel.

2. Déterminer les pulsations propres du systeme w; et w,.
3. Déterminer les solutions générales 6, (t) et 8,(t),sim;=m,=metl; =1, = L.

4.4 Solutions :
Exercice 1 :

On écrit les deux équations différentielles en fonction des coordonnées généralisées.

On remarque bien deux coordonnées généralisées qui décrit le mouvement donc on aura deux

équations de Lagrange :
Energie cinétique du systéme : T = %ma’clz + %ma’c%
Energie potentielle du systeme : U = %kxf + %k(—xz)2 + %k’(x2 — x1)?
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Lagrangien du systéeme est : L=T-U
L= %mxf + %mx% - %kxf —Ekxg - Ek'(xz —x,)?
L= %m (xf +%3) - %%(x% +x3) — %%(xi +xf - 2x1x2)l
L=gm [(xf +i3) - (%) (xf + ) + % (2x1xz)l
L= %m Gf +15) - <%> l(x% +x3) + % (xlxz)”

Ce Lagrangien se présente sous la forme :

L= m[Ge} + 2) — wFlxF +x) + 20 Crax)]]

w2 = (e _ kK
Avec : a)o—( - )et C—k+k,.
( (oL d oLy
d<6L) oL a_xl_m“:)%(a_xl)_mxl
— =) —=—=0=1
de\ox,/ 0x; oL _ Cmwd(x, — Cx)
) (9, = 0(X1 2
(oL d oLy
d /oLy oL E‘mxzﬁﬂ(a_xz)_mxz
— (== —=—=0=+
de\ox,/ 09x, oL _ Cmwd(x, — Cxy)
\ \0x, 02 !
¥+ wix; = Cwix, @
5&2 + (A)gxz = C(l)(z)xl '
1. Calcul des pulsations propres du systeme
On fait I’hypothése que le systéme admet des solutions harmoniques :
{xl(t) = A;sin (wt + @) = % = —w?x; )
x,(t) = Aysin (ot + @,) = i, = —w?x,

On remplace 1’équation (b) dans le systéme (a) on aura :

{(w% — w?)x; — Cwix, =0 o < wi—w? —Cw} ><x1> B (0)

(w3 — w?)x, — Cwdx, =0 —Cw} wi — w?

Calcul du déterminant A de la matrice:
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2 _ 2 _C 2
@o—® @o =0 (w2 —w?)?—(Cwd)?*=0

—Cws w3 — w?
w, = wV1-C

wy = weV1+C

2. Solutions x4 (t) et x,(t) avec les conditions initiales suivantes :

x1(0) = x9 ;%1 (0) = 0;x2(0) = 0;%,(0) = 0

e (Calcul des modes d’oscillations :

Donc les pulsations du systeme sont : {

ouand w=w1=>x2=x1:v1(i)
uand :

w=w2:x2=—x1zv2(j1)
Alors, (2) =A (1) cos(w t+¢,)+B (_11) cos(wyt + ;)
Les conditions aux limites :
x1(0) = xy = Acos@; + Bcosp, = X,
%1(t) = —Aw; sin(w,t + @) — Bw, sin(w,t + ¢,)
x%1(0) = 0 = —Aw, sin(¢,) — Bw, sin(¢p,) =0
x,(0) = 0 = Acos¢p; — Bcosp, =0
X, (t) = —Aw; sin(w;t + ¢@1) + Bww, sin(w,t + ¢@,)

%,(0) = 0 = —Aw, sin(¢p,) + Bw, sin(¢p,) =0

Acos@q + Bcosgp, = x, (©)
—Aw; sin(@;) — Bw; sin(g;) =0 (d)
Acosgp, — Bcosp, =0 (e)
Awy sin(@,) + Bw, sin(p,) =0 ®

(d)+ (f) @ sing; =0 =2 @, =kn

(f) = (d) = sinp, =0 = @, =kn
Siitk=0=>¢;=¢,=0.

_ %o X0
{(c) =>A+B=x, A_7:> x1(t) —7(Cosw1t+cosa)2t)

(e)=A-B=0 Xo

X
B = 0 x,(t) = ?O (cos wyt — cos w,t)
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Exercice 2 :

1. Equations différentielles du mouvement :

U1+Uc +U:;=0
n = 11TYc1 c
=1 Ul O A {ULZ + UCZ + UC = 0
L C;lf += f iydt + 2 [ (iy — i)dt = 0
A dlz
Lz dt + f Zdt _f(ll - lz)dt = 0
. 1 1
LGy +C_1Q1 +E(CI1 —q) =0
= . 1 1 '
L,q, +C_2q2 _E(Ch —q) =0
c.o_dq_ . di .
Avec:i = =4 et ik E .
2. Calcul des pulsations propres du systeme C, ) e
On suppose les solutions de la forme :
q1(t) = Q7% et q,(t) = Q e/t
Avec: Q; = o1’ et Q, = qoe’?
Le systeme devient :
( w’L + )Q-——Q 0 ——<DZL+z 1
! RN C C (Ql) _ (0)
1 5 2 1 ) 2 |\Q; 0
—EQ1+<—oo L+E>Q2=O - —w?L + =

On calcul du déterminant A de la matrice:

o~ zHZ)Z (1)2_0

( 2L+2> +1
—W —_) = += —
c)=%

C
1
2
a)1 = -
d'od L
2
=3—
“27°%c
. w] = w
On pose : w§ = i on obtient alors : {w L 3(5
2 0
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e Casdu premier mode : w? = w3.

1

1) 1V, est le premier vecteur propre.

wi = w5 =g =q; = Q4 =Q21=>V1=(
e Casde la deuxiéme mode : w3 = 3w3.

w3=3w, > q=—q = Qi =—0Qy = V,= (_11); V, est le deuxiéme vecteur

propre.

Solution générale :

{fh(t) = Q1 cos(wit + @1) + Q1 cos(wyt + @)
q2(t) = Q21 cos(w1t + @1) + Qa2 cos(wyt + @3)

{Ch (t) = Q11 cos(wyt + 1) + Q12 cos(w,t + @3)
q2(t) = Q11 cos(w it + @1) — Q12 cos(w,t + @3)

On suppose que : Q1 = Q1 et Q2 = Q

Les constantes Q44, Q12, ¢1 et ¢, sont déterminées grace aux conditions initiales 4 inconnues

donc nécessaire d’avoir quatre équations : q;(0) = q, q,(0) =0 et ¢,(0) = g,(0) = 0.

q1(0) = Q11 cos(@q) + Q12 cos(@z) = q 2Q12 cos(pz) = q

q2(0) = Q11 cos(p1) — Q12 cos(g;) =0 N Q11 cos(@1) = Q2 cos(y)
41(0) = —Qq w1 sin(@q) — Q1w, sin(gy) = 0 2Q1,w, sin(@y) =0

42(0) = Q1 w1 sin(@1) — Qw3 sin(pz) =0 2Q11wq sin(p,) =0

Donc ¢, = ¢, =0 et Q11=Q12=g

>

q.(t) = %cos(wlt) + %cos(a)zt)

q,(t) = %cos(a)lt) — %cos(wzt)

Exercice 3 :

Energie cinetique du systeme : T = %mlyf + %mzyzz
Energie potentielle du systeme : U= %kyl2 + %kyz2
Fonction de dissipation : D= %a(}/& —¥,)?

Donc Lagrangien du systéme est :
1 .2 1 .2 1 2 1 2
L=T-U-= §m1J’1 +§m2y2 —Eky1 —Eky2
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Equation de Lagrange :

( (0L .:,d<0L)_ )
ayl—m13’1 At \dy, =miy1
d(aL) c’)L_ c’)D(:HaL_ I
dt \dy, Y1 oy1 0y, 7
oD — oy )
) kayl =a yl 3’2
(0L - d<aL>_ .
ayz—mz)’Z dt \dy, =myy;
d(&L) aL_ aD<=)<dL— X
at\oy,) " dy, oy, |dy, ?
oD B O )
L uayz_ a\yr—Jy2

{m1371 +ky, = —a Yy —¥2)
myy, + ky, = a (y; —¥2)

N {m1j}1 +ay; +ky, = ay; (1)
my, + ay, + ky, = ay; (2)

Si on suppose que : m; = m, = m, On trouve :

{mjil +ay;, +ky, = ay,
my, + a y, + ky, = ay,

(D= @) =>m G —32) +a (1 —Y2) + k(y1 = ¥2) = a(y — ¥1)
= m (1 —J2) +2a (1 —yY2) + k(y1 —y2) =0 (3)
D+ @) =>m @1 +3,) +a Oy +y2) +k(yi +y2) = a(yz + Y1)
=>m 1 +3,) +k(y1+y2) =0 (4)

Onpose: Yi=y,—v,,: Yoy, +y, = .
p 1=Y1— Y2 2=Y1T Y2 {mY2+kY2=0

. 2a . k
N Y1+EY1+EY1:O@{Y1+2)LY1+0)%Y1:0 3)
.  k /. 2y =
Y, +—Y¥, =0 Y, + w3Y, =0 4)
m
Avec:a)fza)%:%etm:%“.

AN: 1= §=35‘1etw1=w2=w0=\/%erad/s.
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Ce sont deux équations decouplees, la premiére représente une équation différentielle d’un
mouvement libre amorti et la deuxiéme une équation différentielle d’'un mouvement libre non
amorti. Dans, le cas de 1’équation (3) on cherche une solution de la forme :

Y,(t) =Ae™.
En remplagant ceci dans 1’équation (3) on obtient :
ArZe™ + 2]rde™ + w3Ae™ = 0= 12+ 2Ar + wi =0
En calculant le discriminant réduit : A= 12 — w3 =9-9=0
Donc la solution est sous la forme Y;(t) = e (4, + A,t)
Y1(t) = e 3 (A; + A,t)
D’autre part 1’équation (2) a comme solution : Y,(t) = A, cos(wot + @3)
Y,(t) = A, cos(3t + @)

Exercice 4 :
1. Equations différentielles du mouvement

e Pour la masse my, on trouve a une distance [, de O :

Xm, = l1Sin 6, Xm, = 1,0;cos 6,
Ym, = —licos 6,

yml = l1é15in 01
= U—gll = llzélz.

e Pour la masse my, on trouve a une distance [, + [, de O :

{xmz = l;sin 0, + l,sin 0, {J'cmz = 1,6,cos 6, + 1,6,cos 6,

Ym, = —licos 8; — l,cos 0, Vi, = li61sin 01 + 1,6,sin 6,

= v,znz = (llélcos 91 + ZZH'ZCOS 62)2 + (llélsin 91 + lzézSin 92)2
S vy, = L%élz + L%ézz + 21,1,6, 6,(cosb,cosh, + sinb;sinb,).
Avec : cos(6; — 8,) = cosB,cos8, + sinf;sinb, .

Alors: va = L30F + L3602 + 21,1,6, 6,c0s(6, — 6,).
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Pour les faibles oscillations cos(6; — 6,) = 1
Donc v2 = 1202 + 1362 + 21, 1,6, 6, = (1,6, + 1,6,)".
Energie cinétique du systeme s'écrit :
T = %mlvﬁll + %mzvﬁlz = %mlllzélz + %mz(llél +1,6,)".
Energie potentielle du systeme s'écrit :
U=Up, +Up,
Si on choisit comme origine des énergies potentielles 1’axe (Ox) on a pour les deux masses :
Un, + U, = —mygly cos 8; —m,g(lycos6, + 1, cos 6;).
Le signe moins vient du fait que la masse m est inférieur a 1’axe choisi.
U=—-gliy(my + my)cos6; —m,gl,cos 6,.
La fonction de Lagrange : L=T-U
L= %mlllzélz + %mz(llél + 1292)2 + gly(my + my) cos 6; + m,gl,cos 6,.

On remarque bien deux coordonnées généralisées qui décrit le mouvement donc on aura deux

équations de Lagrange :

i(aL) — =0 : (2) = myl,*8; + myly (16, + 1,65)

at\a6,) a6, at \ao,
d (0L JL oL .
E(E)_B_HZ_O a—(gl——gll(m1+m2)sm91

= myl,%6; + mzll(llé'1 + 129"2) +gliy(my + my)sin6; =0

= (my + mz)l1zé1 + gly(my + my)0; = —myly 1,0,

sinf ~ 6
Dans le cas des faibles oscillations, les angles sont tres petits on a : {COS 0~1-~1
2

—myl,

On divise par le terme (m; + m,)l; ,ontrouve: 1,6, + g 6, = mez
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d (oL (1,6, + 1,6,)
—|==]=m
dt 692 22\t1Y1 2Y2
oL
a0,

= —glym,sin @,
= mzlz(llé.l + l292) + nglzez =0
= mzlzzéz + nglzez = _mzlllzél

On divise par le terme m,1,, on trouve : 1,6, + g6, = —1,6;.

Donc les deux équations différentielles du mouvement sont :

. —mol .
{l191 +906, = (m;nﬁez (1)
1,6, + g6, = 1,6, (2)

2. Calcul des pulsations propres

On fait ’hypothése que le systeme admet des solutions harmoniques :

{91(t) = A; sin(wt + @) N {01 = —w?0,
0,(t) = A,sin (wt + ¢") 0, = —w%0,

On remplace dans les équations du mouvement (1) et (2) :

m,l
(9-Lw?) b - —————w?,=0  (3)
(m; + my)ly
(g - lzwz) 0, — l1w2 6,=0 (4)

Sionsuppose que: my =m, =met [y =1, =1[,ontrouve:

2 L 2
(g—lw)@l—ilw 6, =0 (5)
—lw? 6, +(g—lw*) 6, =0 (6)

1.2 1.5
—(iﬂlw ()g - 1(321;) (Z;) N (g>

Ces deux équations accepteront une solution si le déterminant est nul.
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(g — lw?) %lwz
—lw? (g —lw?)

& ((g —lw?)? —%(lwz)2 =0

1l )
—lw

=g —lw? = \/51
——lw?

V2

(w? = J T
(1+—=)

= g\/i

2

wf = ——7—

(-2

Tels que : w1 : la 1°¢ pulsation propre et wz : la 2°me pulsation propre.

Calcul des vecteurs propres :

e Cas du premier mode : on remplace w? = l(l‘z T dans (5) et (6) :
V2

On obtient : 8, = /26, .

e Cas du deuxiéme mode : on remplace w3 = 1(1g dans (5) et (6) :

1
72
On obtient : 8, = —/26;.

3. Calcul des solutions des équations différentielles

Chacune des mouvements 01 et 62 posséde deux composantes harmoniques de pulsations w; ou
w, . Comme les équations différentielles sont linéaires, toute combinaison de solutions reste
solution du systeme.

La solution générale s’écrit alors comme une combinaison linéaire des deux solutions.

{91 (t) = AV2sin (w,t + @1) + BV2sin (w,t + @,)
0,(t) = AV2sin (wit + @1) — BV2sin (w,t + @,)
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Chapitre 5 Oscillation forcées des systémes a deux degrés de liberté

Un systeme en oscillation forcée est a deux degrés de liberté (2ddl) si deux coordonnees

indépendantes sont necessaires et suffisantes pour décrire son mouvement.

5.1 Equations de Lagrange

Les systéemes régissent par deux coordonnés généralisées (q; ,q,), soumis a des forces

excitatrices (Fg, (t), F, (t)) sont appelés, oscillateurs forcés a 2ddl. Les équations de Lagrange

s’écrivent dans le cas d’un mouvement de translation par :

(d (aL) oL B aD YR, (D
04, 0q, 0q; n

pr
d(aL) (’)L_ 6D+F .
ai\oq,) “aq, " ag, T Te®

Si le mouvement de systéme est rotationnelle la coordonnée généralisée est une rotation (g =

(5.1)

) la force F,(t) est remplacée par le moment de cette force M(F,(t)) .
5.2 Systeme masse-ressort-amortisseur
521 Equations d différentielle de mouvement

Soit le systeme a 2ddl (x;,x,) de la figure (5.1). Ce systeme est soumis a une force extérieure.
F;(t) = F(t) = F, cos Qt.

i — £
2 . %
AP
e I

2, : %

I—)m I—) x2

Fig.5.1

Les équations de Lagrange s’écrivent dans ce cas par :

d oL\ oL D
E(axl) T on T F®
d /Ly oL D

aior) 7=

(5.2)

0x,)  9x,  0x,
Energie cinétique du systéme : T = %mx’lz + %mx‘z2 (5.3)

Energie potentielle du systeme : U= %kxl2 + %kxz2 + %K(x1 —x3)? (5.4)
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Chapitre 5 Oscillation forcées des systémes a deux degrés de liberté

Lagrangien du systeme :
L = T - U = %mxlz + %mez - %kxlz - %kxzz - %K(xl - xz)z (55)
Fonction de dissipation du systéme : D= %ax‘l2 + %ax'zz (5.6)

L’application des équations de Lagrange (5.2) conduit vers les équations différentielles du

mouvement suivantes :

{ma&'l + ax; + (k+ K)x; — Kx, = F(t)

mx, + ax, + (k+K)x, —Kx; =0 (5.7)

5.3 Solution des équations différentielles

En régime permanant, la solution des équations différentielle du mouvement est de la forme

suivante :
{Xl(t) = X1p(t) = x4 cos(Qt + ®) (5.8)
X2 () = X2p (1) = X2 cos(Qt + P;) '
En écriture complexe :
X, (1) = @ @HPD) = 7 eI 5 % (1) = —Q25;e/@ 59)
X2 (1) = X2/ @FP2) = 3o 5 %, (1) = Q%3 '
5.3.1 Calcul de y, et y, dans le cas de faible amortissement
Dans le cans de faible amortissement o = 0 les équations du mouvement s’écrivent :
{ma&'1+(k+K)x1—Kx2 = F(t) (5.10)
mx, + (k+K)x, —Kx; =0 '

On obtient alors le méme systéme que le chapitre précédent avec :

_ |k _ |2Kk+k
(1)1— ;eth— m.

Utilisant I’écriture complexe de la force : F(t) = F, cos Qt = Fye/%,

Donc:
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{_mﬂzze J@0 4 (k + K)jel @) — Ky;e/@0 = Fyelot (5.11)

—m0%xze’ 0 + (k + K)ype/ D — K1/ =0
{[(k +K) —m2*y — Kx; = Fy (5.12)
[(k+K)—mQ%x; —Kx; =0 '

La résolution de ce systeme a deux équations conduit vers :

P k+K m0?
—_To m m
= (k 2K _m.(22> <£_mm> (5.13)
m m m m

A partir de chapitre précédant : w; = J% W, = /Zli:k et on pose w, = Kk

m

—_ FO waz _-QZ
0 (@2 — 02)(0? — 27)

(5.14)

[ —_— F K
Ona: ay; =Xz = %O(wg—m)(wg—m) (5.15)

X1 = x1e/®1 et i = x,e/%2 donc ¢, et &, peuvent avoir que des valeurs o et/ou T vu que la

Fy _ |wa*-0?|
m |wf-02||wi-02|

Fy K

m? |w2—02||w?-02]

X1 = et y, = (5.16)

5.3.2 Etude de la variation de y4 et x»
On remarque que x; et x, sont en fonction de la pulsation excitatrice () :

2
wa)et)@:i K

m? (wqwz)?

0 — @(
° Q—O.Xl—mw1w2
e N =w; =w, = lesamplitudes x; et x, passe par leurs maximum =résonance.
e N=w, > les amplitudes x; et x, sont minimales = w, est pulsation

d’antirésonance

La variation des amplitudes y; et x, on fonction de la pulsation excitatrice Q est illustré sur
les figures (5.2) et (5.3)
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I,'I :| It
Fo (Ba y / | EII\ / \k

Mmoo @@, — | P

Fo K / : \\“F/ u\

» Q

(ma @ ;)" |—
M a2

Fig.5.3 : évolution de I’amplitude y, en fonction de Q.

5.4 Généralisation aux systemes a n degreés de liberté

Les systemes régissent par n coordonnés généralisées (g, q, .., q»), Soumis a des forces
excitatrices (F,, (t), Fg, (¢), ..., Fy, (t) ) sont appelés, oscillateurs forcés a n ddl. Les équations

de Lagrange s’écrivent dans le cas d’un mouvement de translation par :

(d (6L> oL oD FE, (O

% 04, _ach__afh
d(aL) aL_ 6D+F ®
dt\aq,) dq,  9q,
) ‘Iz_ q> (5.17)

d(aL> dL _ b .
\dt \dq,,/ dq, 94, an (0)
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5.5 Exercices :

Exercice 1 :

Le systeme mécanique ci-contre,

composé de : masses, ressorts et

Oscillation forcées des systemes a deux degreés de liberté

I—) Fiy)

SRR

11l w1 Rl =t

k /]

EANINNNNANS

I—)x! I—) X2

Fig.5.4

amortisseurs, dont leurs caractéristiques sont montrées sur la figure (5.4).

Ce systeme est soumis a une force extérieure F(t) = ka cos Qt.

1. Ecrie les EDM du systéme et trouver la réponse en régime permanant.

2. Si a=0, pour quelle valeur de w le systeme entre en résonance. Donner dans ce cas la

condition pour que la masse excitée reste immobile.

Exercice 2 :

1. Etablir les équations différentielles du systeme oscillatoire mécanique de la figure (5.5).

2. On donne I’excitation F(t) = Fyexp(iQt) Les solutions x;(t) et x,(t) du régime

permanant étant du méme type que 1’excitation, donner 1’écriture matricielle des équations

différentielles en amplitudes complexes y;et x5.

3. En déduire, lorsque 8 = 0, la pulsation de résonance existante.

4. Etablir les équations différentielles en courant puis en charges q; et g, du systeme

oscillatoire électrique de la figure (5.5).

5. Y a-t-il analogie entre ces deux systémes ? Si oui, donner les correspondances entre les

éléments mécaniques et électriques. En déduire, lorsque R

existante.

B +[(t}]—»

h S Y

+—X—»

k

m _/Wﬂm\— m
T T,

+—i—

= 0 la pulsation de résonance

L
15(t)
1(t)
p— L
R
(U
D
Fig. 5.5
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5.6 Solutions :
Exercice 1:
1. Equations differentielles du mouvement

Les équations de Lagrange s’écrivent dans ce cas par :

i(a_’“) _ oL _ F(t)

dt 69{71 axl
a (a_L) _oL _ _9b
dt axz axz - 6x2
. .. 1 .2 1 .2
Energie cinétique : T = SMX; " +omx;
. . 1 1
Energie potentielle : U= gk?ﬁz + k(e — x5)?
. . 1 .2 1 .2 1 2 1 2
Lagrangien : L=T-U=_mx;" +5mx;" - Ekx1 - Ek(x1 — X3)
. .. . 1 .
Fonction de dissipation : D = ax,”

L’application des équations de Lagrange conduit vers les équations différentielles du

mouvement suivantes :

.2k k  F(t)
m, + kx, + K(x, — x,) = F(t) Mty X =

mx, +ax, —k(x; —x,) =0 a k k
2 2 ( 1 2) x2+_x2+_xZ__x1=0
m m m

En régime permanant, en écriture complexe, la solution des équations différentielle du

mouvement est de la forme suivante :

{xl(t) = e/ O+ = 70O = () = —2Fre/ @)

x5 () = x,e/ 42 = 3776/ (20 = %, (¢) = —0%x e/
2k k
-7 +— —— — ka
m m (xl) _ <_>
k k a v. ] |m
A Il 0
m m m

69



Chapitre 5 Oscillation forcées des systémes a deux degrés de liberté

_ 1(Qz+k+_ﬂa) - 1 (k)z
X1 = et m M m) €02 T qec "\

2. Résolution des équations différentielles du mouvement pour a = 0

2

det(Q) = (—QZ + fn—k) (—QZ + f) — (E) =0

m m
Les équations admettent deux solutions :

w1=%(3—\/§)et a)2=%(3+\/§)

1
det

Poura=0: (—QZ+%)=O:>w=\/%

Exercice 2 :

Pour que la masse soit immobile : x; = (—QZ + % +jQ%) =0,

1. Equations differentielles du mouvement

Energie cinétique : T = %mx'l2 + %mx’z2
Energie potentielle : U = k(x; — x)?

. . _ _ 1 .2 1 .2 2
Lagrangien : L=T-U=_mx;" + mx," - k(xqy —x3)
Fonction de dissipation : D= %ﬁx‘zz

d (0L oL oD
) et =F@®

()2
dt axz axz -
L’application des équations de Lagrange conduit vers les équations différentielles du

mouvement suivantes :

.. ) x+£x +£(x _x):&eiﬂt
mx1+ﬁx1+k(x1—x2)=F(t)(:) ™t Tt 2 m

¢, + k(x, —x,) = 0 k
s ke =) %+ — (0 —21) = 0
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2. Solutions complexes x; et x,

En régime permanant, en écriture complexe, la solution des équations différentielle du

mouvement est de la forme suivante :

xl(t) ] Xlej(ﬂt-l_(p) = )(_le](nt)
xz (t) — Xzej(ﬂt"'(p) = )Eej(ﬂt)

En remplacant ces solutions dans le systéme d’équation :

kB k F,
—0*+—+ -_)—__—:_

( m lm X1 mXZ m
k_+( 0%+ k)——o
m)(1 m X2 =

Le systeme matriciel est donné par :

L kB k
m m m ()(_1): —
_k IR AL 0
m m

En calculant le déterminant :
2

det(Q)) = (—QZ +%) (—QZ +%+ iQ ﬁ) — (f) =0

m m

3.Si B = 0, le déterminant s’ écrit : (—QZ + %) (—QZ + E) - (5)2 =0

m m

2k
St -—02=0
m

Ql == 0
Donc: 2k
Qz == \/; = ‘QR

4. Equations différentielles de la figure (5.5)

D’apres la loi des mailles :

di, (t) . 11 . . 1

L— +R11+Ef(ll—lz)dt=U(t) Lgi+Rey + (01— 42) = U(®)
diy(®) 1 = 1

e [CEIS LI L~z (@ — ) =0
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Chapitre 5 Oscillation forcées des systémes a deux degrés de liberté
5. Oui il existe une analogie :
1
xeqgRepme Lk s et F(t) & U(t)

2

et la pulsation de résonnance : Qg = T
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Chapitre 6 Phénomeénes de propagation a une dimension

Les exemples de phénoménes de propagation sont multiples : propagation de la
lumiére, d’ondes €lectromagnétiques, du son ou de la chaleur... Les ondes électromagnétiques
se propagent dans le vide, se réfléchissent, s'absorbent et se transmettent au niveau d'un milieu
matériel. Quant aux ondes mecaniques et acoustiques, elles ont besoin d'un milieu matériel
pour se propager. En effet, dans ce chapitre nous allons s’intéresser a la résolution de

I’équation de propagation d’Alembert a une seule dimension.
6.1 Généralité et définition de base
6.1.1 Définition d'une onde

L’onde est une perturbation locale temporaire qui se déplace dans un milieu avec transport

d’énergie mais sans transport de matiére.
11 existe différents types d’ondes :

e Ondes mécaniques ;
e Ondes electromagnétiques ;
e Ondes de chaleur ;

e Ondes de matiére.

Les ondes mécaniques et les ondes de chaleur se propagent dans un milieu matériel solide,
liquide ou gazeux. Les ondes électromagnétiques et les ondes de matiére peuvent se propager
dans un milieu matériel, mais aussi dans le vide. Chaque type d’onde est caractérisé par la
nature physique de la grandeur perturbée. Lorsque cette grandeur est vectorielle, il y a lieu de

distinguer deux modes de propagation

6.1.2 Ondes progressives : la grandeur perturbée se propage dans une direction. Il y a

lieu de distinguer deux modes de propagation :

e Les ondes transversales : la grandeur perturbée varie dans un plan
perpendiculaire a la direction de propagation ;
e Les ondes longitudinales : la grandeur perturbée varie selon la direction de

propagation.

Une onde est caractérisée par sa fréquence v, sa longueur d’onde A et son amplitude ¢ (r,t) ;

définie en tout point de 1’espace-temps avec les trois coordonnées d’espace et celle du temps.
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Chapitre 6 Phénomeénes de propagation a une dimension

Exemples :

e Ondes mécaniques a une dimension : vagues sur I’eau ;
e Ondes mécaniques a deux dimensions : Chute d’une goutte d'eau en un point de
surface d’eau ;

e Ondes mécaniques a trois dimensions : ondes sonores.

longueur d'onde 4

J\/\/Ampitude
=)

I I
Fig.6.1 : onde transversale se propageant le long d’une corde.
T Fe=d
r=vt

r=0 r=ti r=1iz f=1in

Fig.6.2 : onde longitudinale se propageant le long d’une corde.
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6.2 Equation de propagation

Les équations de propagation font intervenir les dérivées de ¢(r,t). L’équation de
propagation ou équation d’Alembert ou encore équation d’onde est décrite comme suit :

p(r,t)  10%p(r,t) _ 0
or? v2 9tz

(6.1)

6.3 Solution de I’équation de propagation

Pour résoudre 1’équation de propagation des ondes a une dimension (6.1), opérons le

T

X=t—-

changement de variable suivant : r"
y=t+—

v

Donc ce qui suit, essayons de développer d’une maniere explicite les termes de 1’équation de

. N . O0p 0o
propagation a savoir : 3t et 3r

dp Odpdx Opdy

— =+ 6.2
Jdt OJdxdt OJdy ot (6.2)
¢ _ 9 (39\ _ 0 (99 , 3¢\ _ 9 (3p , 9¢\3x , 8 (3¢ , 09)dy
a2~ at (at) ot (ax + ay) T ox (ax + ay) at + dy (ax + ay) ot (6.3)
o _ o e, 0%
6t2_6x2+6y2+26x6y (6.4)
9p _090x 090y _1(0p 09\ _ 0x__ 10y _ 1
or  odxor dyor v(ay ax) - ar  v’or +v (6:5)
¢ _ 2% 3¢ ., 0%
arz  9x2 + dy? 2 dxdy (6.6)
%9 _ 29%¢ 9% 2% ., 0% 9 3¢ . 0%
oz U orz _)6x2+6y2+26x6y_6x2+6y2 Zaxay (6.7)
dg (0¢
8% a(a)ﬂ’
=0= 6.8
d0xdy 0<P<0§0> (68)
—(—XL)=0
dy \0x

A partir de cette équation, on peut conclure que : z—i ne dépend que de x (pas de y), et ‘;—z ne

dépend que de y (pas de x) donc :
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Chapitre 6 Phénomeénes de propagation a une dimension

)
=)
X
dp | (6.9)
3y 9’ )
o(r,0) = f(x) + g(y) =f(t—£)+g(t+£) (6.10)

6.3.1 Propriété de f (t - %)

Si on considére la fonction f (t - %) , la perturbation a I’abscisse r; a I’instant t; est le méme

a I’abscisse ry a ’instant t, > t;

| direction de propagatio
| .
t=1 |
| . >
' |

A J

Fig.6.3 : onde progressive dans le sens r croissants.

41 T2
tl——=t2—;=>7"2—7‘1=v(t2—t1) (611)

v
Donc la fonction f (t — g) correspond a une onde progressive.

6.3.2 Propriété de g (t + %)

Si on considere la fonction g (t + g) , la perturbation a I’abscisse r; a I’instant t; est le

méme a I’abscisse r, a I’instant t, > t;
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direction de propagation

' >
|
ry
|
| |
{=1:>1 : l >
. |
5 I
—
Ty — 1y = vt —£;)

Fig.6.4 : onde progressive dans le sens r décroissants.

Conclusion :

e La fonction g (t +£) correspond a une onde dite « onde progressive inverse ou

rétrogrades ».

e Donc la solution est une superposition d’ondes progressives et rétrogrades
6.4 Ondes progressives périodiques sinusoidales
Une onde progressive harmonique se propageant selon Ox est définie par :
@(x,t) = Asin(wt — ¢) (6.12)
ou encore en notation complexe :
@(x,t) = Ae/(@=9) (6.13)

Ou: k = % = 2711 est le module du vecteur d’onde et A étant la longueur d’onde définie par :

A =vf (6.14)
6.4.1 Force en un point

On appelle force en un point, la projection selon Oy de la force exercée, en ce point, par la

partie gauche de la corde sur la partie droite.

_ dp(x,t)
F=-TE£22, (6.15)
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Dans le cas d’une onde progressive sinusoidale, cette relation devient :

F = TkAe/(@t=9), (6.16)

6.4.2 Vitesse de particules

La vitesse des particules, s’écrit :
v(t) = ¢ = 220 = JApel @9, (6.17)

On constate que pour une onde progressive la vitesse de particule@ est en phase avec la force
F

6.4.3 Impédance

On appelle impédance en un point le rapport de I’amplitude complexe de la force a

I’amplitude complexe de la vitesse de particule :

Z(x) = 2 (6.18)
F
Dans le cas d’une onde progressive, on obtient :
_kr_T_%m_

Z(x) = — === = uv = ,/uT (6.19)

wir.o) B 1

r=z

t
A= E =HT

Fig.6.5 : représentation dune onde sinusoidal.
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6.5 Superposition de deux ondes progressives sinusoridales

Considérons la superposition d’ondes « 1I’addition de deux ondes progressives sinusoidales de

méme pulsation ». En notation complexe, on “écrit alors I’onde totale, somme des deux ondes.
6.5.1 Cas de deux ondes de méme pulsation
Soit les deux grandeurs sinusoidales de mémes pulsations w :
@1(x,t) = ay sin(k(xvt) + ¢1) (6.20)
@, (x,t) = ay sin(k(xvt) + ¢,) (6.21)
Utilisons la représentation complexe pour calculer : @(t) = @1(x, t) + @, (x, t)

Notons : kxv = w

0,(x,t) = aze/t et @,(x,t) = aye/®t (6.22)

@1 (x, 1) + @, (x, 1) = a1/t + @e/®t = (a; + ay)e/t (6.23)
On note : a=a;+a; =>p.(x,t)+ @,(x,t) =
@(t) (6.24)

Avec a est le nombre complexe, son module est :

la| = |Cl1€j¢1 + azej¢2| = \/a% + a% + 2a;,a; cos(p; — ¢2) (6.25)

Et une phase ¢ qui satisfait :

aq sin ¢q+a, sin g,

tang = 21 05 61105 005 By (6.26)

On peut écrire : a = |ale/® = @(t) = |ale/ @) = ¢, (x,t) + p,(x, 1) (6.27)
6.1.1 Cas de deux ondes de pulsation différente

Soit : @1(x,t) = ay sin(w,t + ¢,) (6.28)

@,(x,t) = a, sin(w,t + ¢,) (6.29)

Posanta; = a, = a et ¢, = ¢, = ¢ 1’onde résultante est :
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. W1 — W\ , (W1t W
@(t) =acos (T) sin (T) (6.30)
6.6 Exercices :
Exercice 1 :

Une source émet une onde mécanique ¢ se propageant dans la direction Ox avec une vitesse ¢
constante.

1. Ecrier I’équation de propagation d’onde.

2. Posant les variables suivantes :p =t —% etg=t +§ déterminé la solution générale de
cette équation.

3. Quelle est la forme de cette solution dans le régime sinusoidal ?

Exercice 2 :

Une onde mécanique ¢ de fréquence v se propageant dans un milieu a symétrie radiale avec

une vitesse 9 constante.

1. Ecrire I’équation de propagation de ¢.

2. Résoudre 1’équation aux dérivées partielles.

3. Exprimer la solution générale dans le cas d’un milieu infini en régime sinusoidal.
6.7 Solutions :

Exercice 1 :

1. Equation de propagation d’onde

Dans ce cas on a une onde plane qui se propageant suivant 1’axe (OX) donc 1’équation est de la

forme suivante :

%¢ 1 0% _ 0
ax2z  c¢2 9tz

2. Solution générale

ey =t X — X
Ona:p=t Cetq—t+c.
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Donc:

Sachant que :

Phénomeénes de propagation a une dimension

d 1 0 1 0
ox c 0x ot Jat
0%¢ 9%
opdq = Opdq
9%p _ 9%¢p %9 i[@_(p] _
dpdq - aqop alors dqdp =0= dq Lop o

En intégrant sur p ensuite sur q, la fonction ¢ devient :

o(x,t) =f(t—£)+g(t+%)

3. Forme de cette solution dans le régime sinusoidal est :

Exercice 2 :

1. Equation de propagation

2. Solution generale

p(x,t) = Acos [w(t — %x)]

0’ 10%°p
ax2 92 9t?

@(r,t) =%[f(t—£)+g(t+£)] avecr? = x? +y2.

Y )

En regime sinisiodal : ¢(r,t) = %Cos w(t — g).

3. Solution générale

Dans le cas d’un milieu infini en régime sinusoidal : on obtient une onde sphérique incidente

sinusordale comme le montre la figure.

N

Fig.6.6
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Chapitre 7 Cordes vibrantes

Une corde est un milieu continu unidimensionnel ayant une longueur finie ou parfois
infinie. Elle possede généralement des propriétés d’élasticité et peut étre tendue a ses deux
extrémités et &tre amenée a une longueur supérieure a sa longueur de repos. Dans ce cas, elle
possede une tension interne dont 1’effet est d’attirer toute portion de la corde vers sa position
d’équilibre. Pour une corde tendue, la position d’équilibre correspond a la ligne droite joignant
les deux extrémités. Dans ce chapitre on présente 1’équation de propagation de cette onde avec
sa solution dans les deux cas de corde a une longueur finie ou infinie. La corde vibrante c’est le

modele physique permettant de représenter les mouvements d'oscillation d'un fil tendu.
7.1 Equations des ondes

On considére une corde de masse linéique u initialement au repos le long de I'axe des
abscisses. Elle est tendue avec une tension appliquée a ses deux extrémités. On déforme la
corde dans la direction de I'axe des ordonnées et on la lache. On note y(x, t) la distance de la
corde par rapport a I'axe des abscisses au point d'abscisse x et au temps t. Alors y est solution
de I'équation aux dérivées partielles suivante, appelée équation des cordes vibrantes :

%y 1 0%

A A
0x2 c¢20t? 0 (7.1)

ouc = \/% est la vitesse de propagation de I'onde le long de la corde.

Corde au repos

Propagation
de l'onde sur

la corde

Fig.7.1 : propagation de la corde.

Cette équation a notamment été étudiée par d'Alembert et Euler. Ils ont ainsi prouvé que la

solution s'écrit ;

y(r,t) = f(x+ct) + glx —ct) (7.2)

ou f et g sont des fonctions arbitraires d'une variable réelle deux fois dérivables.
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La généralisation de cette equation (7.1) au cas de plusieurs variables spatiales s'appelle
équation des ondes.

7.2 Vitesse du son

La vitesse de propagation du son ou célérité du son dépend de la nature du milieu dans lequel
I'onde se propage mais également de la température par exemple : la vitesse de propagation
d'une onde acoustique dans I'air a 15 °C au niveau de la mer elle est environ 340 m/s. et dans
I’espace 129600 km/h.

7.3 Ondes progressives harmoniques
Une onde progressive harmonique se propageant selon (Ox) est définie par :

y(x,t) = Acos (wt — kx) (7.3)

N 2 . 5
ouk = % = 7” est le module du vecteur d’onde, A étant la longueur d’onde.

7.4 Oscillations libres d’une onde de longueur finie

Considerons une corde de longueur L fixe aux points x = 0 et x = L, représentée sur la figure
(7.2)

Fig.7.2 : corde de longueur L fixe aux points x = 0 et x = L.

D’aprés les conditions aux limites :
y(x=0)=y(x=L)=Oet%(t=0)=0 (7.4)

Nous cherchons une solution sous forme y(x, t) = A(x)T(t)

En remplagant dans 1’équation de propagation (7.1) on trouve :
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az (x) 1 92T (t)

T(x) — C—ZA(x) 3z = cste (7.5)
A(x) @®)
[A(x)] = % (:) = —ks (7.6)
AX) +k2A(x) =0
= {T(t) +w?T({) =0 (7.7)

Enfin on peut déterminer les solutions comme suit :

{A(x) = A, cosk,x + A, sink,x (7.8)

T(t) =T, coswt + T, sin wt '

Maintenant d’aprés les conditions initial y(x =0) =y(x =L) =0 et (t =0)=0

On obtient donc : {Tz _o© k% = - (7.9)
A(x) = A, sinkiyx (7.10)
T(t) =T, coswt

La solution finale est de la forme :

y(x,t) = Z A, T, sinkyx cos wyt (7.11)
n

7.5 Réflexion et transmission

Soit deux cordes de longueur semi-infinie, représentées sur la figure (7.3), reliées en x = 0.
Leurs masses linéiques sont respectivement p; et u,. Lorsqu’une onde venant de —oo Se

propage vers x = 0 dans la premiere corde, elle donne naissance au point, x = 0, a deux ondes :

e une onde réflechie qui se propage dans le premier milieu dans le sens des X
décroissants.
e une onde transmise qui se propage dans le second milieu dans le sens des X

croissants.

86



Chapitre 7 Cordes vibrantes

mcidente reflechie .
transnuse
L1 \F
T T
ﬂl == |_ ﬂ: =
\ Hy ,“| o

Fig.7.3 : réflexion transmission dans deux cordes semi-infinies

Le coefficient de réflexion r est le rapport entre I’amplitude de 1’onde réfléchie et 1’onde

incidente, et le coefficient de transmission t est le rapport entre I’amplitude de I’onde transmise
et I’onde incidente :

_Ur(x 1)

e (7.12)
U, t)
= U 0) (7.13)

Ou U;, U, et U, sont les amplitudes des déplacements associés respectivement a 1’onde
incidente, I’onde réfléchie et 1’onde transmise.

Les impédances Z,et Z, des deux cordes sont définit par :

Z1 = ,/‘ulT et Zz = ‘llu,zT (714‘)
On en déduit :

Z1—Z3 2z

o Z1+Zz B Zl+ZZ (715)
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7.6 Exercices :
Exercice 1 :

Soit une corde vibrant transversalement dans le plan Oxy. L’équation de mouvement est de

forme y=f(x,t). Soient Tet u la tension et la masse linéique de la corde a I’équilibre.
1. Ecrire I’équation de propagation de 1’onde.

2. En déduire la célérité c des oscillations.

On considere que 1’ébranlement original est sinusoidal.

3. Déterminer la solution de 1’équation de propagation en utilisant la méthode des séparations

des variables.
Maintenant la corde est fixée par les deux extrémités de distance a , lachée sans vitesse initiale.
4. Déterminer la forme de la solution générale.

5. Montrer que la fréquence de vibration de la corde sont multiples entier d’une fréquence

fondamentale f1.

A.N : pour la troisieme corde de la guitare de longueur a=63cm en nylon, de masse volumique

__1200kg

—— et de section § = 0.42mm?

6. Calculer la tension de cette corde pour quelle puisse émettre le son fondamental f; = 147 hz
7.7 Solution :

1. Equation de propagation de I’onde

TV . . T
2. Célérité ¢ des oscillations: ¢ = \/;

3. Solution de 1’équation de propagation de 1’onde

La solution de cette équation différentielle par la méthode de séparation des variables
est: y(x,t) = A(x)T(t)
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En remplacant dans 1’équation de propagation on trouve :
02A(x) 1 d%T(t)

T(x)aT—c—zA(x) R cste
A(x) B T(t) _nNE
:L@J‘ﬁﬁ‘ﬁa““

{A(x) +k}AMx)=0
=19 ..
T)+w?T(t)=0

A(x) = Ay coskyx + Ay sin Kyx
T(t) =T, coswt + T, sin wt

4. Solution générale

Maintenant la corde est fixée par les deux extrémités de distance a, lachée sans vitesse initiale

donc:y(x =0)=y(x=a) =0et=2(t=0)=0

= _ . N
On obtient donc : {Al =0t kKt =""s {A(X) = A, sinkyx

T(t) =T, coswt
La solution finale est de la forme : y(x, t) = },,, A, T, sin kﬁx CoS wyt

=" > fo=nfyavec f, =5 |-

k _ Wn _ 27fn
x c c a 2a+u

5. Fréguence de vibration :

6. Tension de lacorde : T = 4a?pSf? = 17.3 N.
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Chapitre 8 Cordes acoustiques dans les fluides

Les ondes acoustiques sont des ondes élastiques qui se propagent dans les fluides (gaz
ou liquides). Nous étudierons dans ce chapitre le mouvement vibratoire de ces ondes dites
acoustiques ou sonores. Nous présentons 1’équation de propagation de cette onde avec sa

solution.
8.1 Equation d’onde

Soit un tuyau de section ‘S’contenant un fluide. Prenons un élément de volume
considéré comme continu et suffisamment petit pour que les grandeurs acoustiques comme la
pression, la masse volumique et la vitesse de particule puissent étre considérées comme
constantes dans cet élément de volume. Ainsi, nous négligerons les effets de la gravitation de
telle sorte que Py(pression a 1’équilibre) et p, (masse volumique du fluide a 1’équilibre) sont
uniformes dans tout le milieu. On suppose d’autre part que le milieu est homogene, isotrope et

parfaitement élastique, ¢’est-a-dire non dissipatif.

Soit une tranche de fluide de petite épaisseur Ax située a 1’abscisse x lorsque le fluide est au

repos, la pression dans le fluide est uniforme et vaut P, et le volume occupé est V,, avec :
Vo =S(x+Ax —x) = SAx (8.1)

On applique une perturbation a I’entrée du tuyau au point x 1’onde se propage. Il y aura
déplacement des particules qui se trouvent a la branche x avec une distance U(x), de méme les
particules qui se trouvent a la branche x + Ax vont se déplacer de la méme distance U(x + Ax)

On a de nouvelles positions x + U(x) etx + Ax + U(x + Ax) (Fig. 8.1).

e |
o"a"o't"o"a‘d

|

= CRCICC IR

e |

Gt CaCat)
‘iad‘d ‘iei"i

W e l

LX_. X +dx
Lo 'u@+dy

—>
dx

Fig.8.1 : propagation d’une onde acoustique.

Le nouveau volume apres perturbation devient :
V=SWUkx+A)+x+Ax —x—-U(x)) =SU(x + Ax) + Ax — U(x))
=SAx+S(Ux+Ax)—Ux)) = Vg +SU(x + Ax) — U(x)) (8.2)
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En faisant un développement en série de Taylor au premier ordre de U(x), on obtient :

Ulx+A4x) = U(x) + % Ax (8.3)
On aura :
U U
Finalement :
V-Vo _ AV _ ou (8.5)

Vo Vo ox
La pression acoustique est un parametre essentiel pour caractériser une onde acoustique.

A Téquilibre, la pression au points x et x + 4Ax est P, aprés la perturbation, la pression

instantanée P en un point quelconque appelée pression acoustique définie par :
P(x)=P - P, (8.6)

Comme il y a une compressibilité du fluide a cause de son déplacement, il existe une relation

entre la pression acoustique et la variation du volume :

1AV
P(X) = — )—(70 (87)

ou y est le coefficient de compressibilité adiabatique.

A partir des deux relations (8.5) et (8.7) on obtient la relation fondamentale de I’acoustique

(RFA) :

P(x) = — )1(% (8.8)
Utilisant le principe fondamental de la dynamique :
YF = md (8.9)
F(x,t) + F(x + 4x,t) + P = Ama@ (8.10)
Projectons selon Ox:
SP(x,t) — SP(x + Ax,t) = Am U (8.11)
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Ona Am = Ax S p, U avec p, étant la masse volumique du fluide a 1’équilibre.
En ajoutant et retranchant P, dans le premier membre on obtient alors:

S[P(x,t) — P(x+ Ax,t)] = Ax S py U (8.12)

En faisant un développement en série de Taylor au premier ordre de P(x, t), on obtient :

dP(x,t)
P(x + Ax) = P(x,t) + 9% Ax (8.13)
On aura:
9P (x,t) - a%u
_ST Ax = AxSpyU = Ax S py 72 (8.14)
En utilisant la RFA :
19 <6U) _ 9%ulx,t) 615
yox\ax) ot (8.15)
Finalement on obtient I’équation de propagation :
92u(x, t) *U(x,t)
Cette €quation est identique a 1’équation des cordes vibrantes.
Ou c représente la vitesse de propagation définie par :
1
c= (8.17)
\VPoX
Obtenons I’équation de propagation en fonction de la pression acoustique P(x, t):
92u(x, t) 9%U(x, t)
d (U d*U(x,t)
(50 5 -
Dérivant les deux membres par rapport a x :
9° d 0%U(x,t)
—y—(P(x,t)) = _ 8.20
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2 X, 2
= poxa% ( M) = po)ca% (—xP(x,0) (8.21)

dx

On obtient finalement I’équation de propagation :

32P(x,t) *P(xt) _
2D pox 5 =0 (8.22)

8.2 Vitesse du son

Correspond a la vitesse de propagation des ondes sonores ou célérité. Ainsi la vitesse du son
dans l'air est-elle est de I'ordre de 340 m/s, dans des conditions normales de température et de
pression. La vitesse du son n'est pas une constante. Elle varie, par exemple, en fonction de la
température. Plus il fait chaud, plus le son voyage vite. La vitesse du son augmente aussi avec
la pression atmosphérique donc la vitesse de déplacement du son dépend du milieu dans lequel

il est propagé.
8.3 Onde progressive sinusoidale

Pour une onde se propageant vers les x croissants, une représentation de la fonction P(x, t) est

donnée par I’expression suivante :
X
P(x,t) = Pycos (a) (t — E)> = P, cos(wt — kx) (8.23)

Ouk= % est le vecteur d’onde.

En représentation complexe I’onde progressive sinusoidale s’écrit :

P(x,t) = P, el(@t=kx) (8.24)
Avec: P(x) = — 1%
Donc : U(x,t) = — x [ P(x)dx (8.25)
U(x,t) = —)(f Pyel(@t=kx) gy (8.26)
P, . P, .
U(x,t) = %ef(wt‘kx) = )%ef(“’t‘kx) (8.27)
T
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1

v Poy

Comme ¢ = on obtient alors :

U(x, t) = —2gl(@t=kx) (8.28)

Jjwpoc
8.4 Réflexion-transmission

Soit deux milieux fluides semi-infinis séparés par une surface plane. Choisissons un repére

orthonormé de telle sorte que le plan y0z coincide avec la surface de séparation.

Lorsqu’une onde acoustique provenant de —oo, se propageant dans le premier dans la direction

de I’axe des x arrive a la surface de séparation, elle donne naissance a deux ondes :

e une onde réfléchie qui se propage dans le premier milieu dans le sensdes x < 0 .

e une onde transmise qui se propage dans le second milieu dans le sens des x > 0.

Les coefficients de réflexion et transmission sont définit respectivement par :

Z1—2Z 27
=1 2 ottt =—2 (8.29)
Z1+2Z, Z1+2Z,

Avec: Z; = py1C¢y est 'impédance de premier fluide.

Z5-po2C, est 'impédance de deuxieme fluide.
8.5 Exercices :
Exercice 1 :

Une conduite cylindrique de section S et d’axe horizontal Ox contient un gaz au repos, de
pression Py, de masse volumique p et de coefficient de compressibilité y. Une onde
acoustique plane se propageant dans ce fluide. On notera u (x, t) le déplacement de la tranche
de fluide d’abscisse au repos x et P (x,t) = P — P, la pression du fluide a I’abscisse x, &

I’instant t On négligera les échanges de chaleur.
Pour des petites oscillations :

1. Etablir I’équation de propagation relative au déplacement u (x,t)a partir de 1’équation

fondamentale de la dynamique.
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2. Calculer la célérité ¢ de I’onde acoustique dans I’air caractérisé par : y = 7.15 10° Pa™?!
etp = 1.29kg.m™3.
8.6 Solution :
1. Equation de propagation
Utilisant le principe fondamental de la dynamique :
YF = md

F(x,t) + F(x + Ax,t) + P = Am.@
Projetons selon Ox:

SP(x,t) — SP(x + Ax,t) = AmU
Ona: Am = Ax SpoU avec p, étant la masse volumique du fluide a I’équilibre.
En ajoutant et retranchant P, dans le premier membre on obtient alors :

S[P(x,t) — P(x + Ax,t)] = AxSp,U

En faisant un développement en série de Taylor au premier ordre de P(x,t), on obtient :

0P (x,t
P(x 4+ Ax) = P(x,t) + D) Ax
ox
.. 2
= —SEED Ax = AxSpo U = xS po
Ona:
10 (6U) _ 2%uxt)
yox\ox) ot
Finalement on obtient 1’équation de propagation :
0%u(x,t) 0%U(x,t) 0

axz PTG
2. Calcul de la célérité

1

vV PoX

c= = 5542.6 m/s.

96



Chapitre 9

Ondes électromagnétiques



Chapitre 9 Ondes électromagnétiques

Les ondes électromagnétiques sont créées par vibration des charges électriques et cette
vibration se propage par transfert d’énergie entre le champ électrique et magnétique. Nous
étudierons dans ce chapitre le mouvement vibratoire de ces ondes, ou nous presentons

I’équation de propagation de cette onde avec les différents types d’ondes électromagnétiques.
9.1 Equation d’onde

La propagation des ondes électromagnétiques est I’une des conséquences les plus importantes

des équations de Maxwell.

Les équations de Maxwell dans le vide sont :

(divE =0
divB =0
L 0B
{rotE = ~ 3 (9.1)
OF
krotB UoEo = T

ol & =8.8510"12 C2N/m?est la permittivitt du vide et u, =4m 107'Tm/Aest la

perméabilité du vide.

L’¢équation de propagation du champ électrique avec une vitesse ¢ = \/ﬁ :
pf L9 E _ 0 9.2
cz otz ©:2)
L’équation de propagation du champ magnétique avec une vitesse ¢ = \/ﬁ :
AB — = o’°5 _ 0 9.3
cz otz (9:3)

Les champs électrique et magnétique se propagent donc a la méme vitesse, appelé vitesse de la

lumiére.
9.2 Réflexion-transmission

Une onde électromagnétique qui se propage dans une direction et dans le premier milieu

caractérise par &; et u,, qui arrive dans un deuxiéme milieu caractérisé par &, et u,; on obtient
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une onde électromagnétique réfléchie et onde électromagnétique transmise. La surface de

séparation entre les deux milieux appelée plan d’interface.

Les vecteurs de propagations incident k;, réfléchi k,. et transmis k, se trouvent dans le méme

plan appelé plan d’incidence, ce dernier est perpendiculaire au plan d’interface.
On a les lois de réflexion et de transmission (lois de Snell-Descartes) :

{Hi = 0, (9.4)
n, sin6; = n, sin 6, (9.5)

Avec n, et n, les indices de réfraction des milieux 1 et 2 respectivement. 6;, 6, et 6, sont

respectivement les angles d’icidence, de réflexion et de transmission.
9.2.1  Polarisation électrique perpendiculaire au plan d’incidence

Dans ce cas nous avons les vecteurs d’ondes suivant :

(El 1w —=(sin 6,8, — cos 6;é,)
i%r 16, + cos 6;é,) (9.6)

Et les vecteurs champs eléctriques :

é, — cos 0,6,)

l

.= Ey; l(wt—E.F)g
= E,, gi(wt- kr)e (9.7)

= E,, gi(wt- kr)e

iﬁml to

Dans le cas d’onde plane, on détermine le champ magnétique par :

. n.E;
(Bl- = — 2 *(cos 6,8, + sin 6;é,)

. nE
{ B, = 1c . (cos 6;é, —sin ;e 2) (9.8)
kBt =T (cos Htey + sin 6,¢, )

Condition initiale
At=0sonseplaceal’origine x =y = z = 0.
Conditions de passage : Eir = E,r
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ou E;r est le champ du milieu 1 et E,; c’est le champ du milieu transmis ce qui nous permis

d’écrire :
avec .

{ElT = Ei + ET
E,r = E;

= Eoiei(wt—%.f) é)x + Eorei((ut—%.?) é’x — EOtei((ut—%.‘F) é)x

= Eo; + Eor = Eot

Les coefficients de réflexion et de transmission définissent respectivement par :

E .
r = 0i
Eor
E,
t, = =ot
Eot

(9.9)

(9.10)

(9.11)

(9.12)

(9.13)

Le symbole L veut dire qu’on est dans le cas ou le champ électrique est perpendiculaire au plan

d’incidence.
Divisant I’équation (9.11) par Ey; I’équation devienne :
1 + r, = tJ_

La condition de passage pour le champ magnétique :

n E; 1E7
Byr = cosO; + cos0;
c c

n,cosB;(E; — E,) = n,cos6.E;

Divisant cette équation par E; I’équation devient :

A partir des deux équations (9.14) et (9.19), on trouve :
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n,cos6;— n,cosf
pp=—t 2t (9.20)
n,cos6; + n,coso;

i 2n4cosb; (9.21)
L7 nycosf; + ny,cosb, '

Les différents vecteurs sont représentés dans le cas de 1’incidence perpendiculaire sur Fig. 9.1

B;
E; B,
K,
k di

Y -
™ -
s Vi

i
e -
-
\\_‘_N\B' £,
X

¥

Fig.9.1 : Polarisation électrique perpendiculaire au plan d’incidence

9.2.2 Polarisation électrique paralléle au plan d’incidence

Les vecteurs d’ondes sont définis par :

k; = néw (sin6;8, — cos 6;8,)
k, = néw (sin6;8, + cos 6;8,) (9.22)
Kk, = néw (sin 6,8, — cos 6,8,)

Et les vecteurs champs eléctriques :

E; = —E;(cos 6;€, + sin 6;é,)
E, =E, (cos 6,6, — sin 6;8,) (9.23)

)

= —E;(cos 6,6, + sin 6,¢,)

o~
I

Dans le cas d’onde plane, on détermine le champ magnétique par :
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(& =
Bi = c €,
= nlEr -
{B, = ; é, (9.24)
= n,E: |
kBt = c €z
Ona: Eir = E,r =-E;cos0; + E, cos8; = —E; cos 6; (9.25)

Divisant cette équation par E; 1’équation devienne :

cosf;

cos0; !

Le symbole || veut dire qu’on est dans le cas ou le champ électrique est paralléle au plan

d’incidence.

De méme pour le champ magnétique :

mE, nE, n,E;
B, =B > — — =— 9.27
2T 1T C C C ( )

> n(E; +E) = nyE, (9.28)
Divisant cette équation par E; I’équation devient :

n;
1+ T'” = Et” (929)

Par combinaison des deux relations (9.26) et (9.29), les coefficients de réflexion et de
transmission sont :
n,cosf0,— n,coso;

= 9.30
i n,cosf; + n,cos6, ( )

2n,cos6;

t = 9.31
I n,cos6; + n,coso; ( )

Les différents vecteurs sont représentés dans ce cas sur Fig.9.2
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N
A _-” Br
N o
\\ —_:t‘\’( &1 Hi
x\\ &2, 2 ¥
\
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\
A
— B‘_
E jﬂ
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k,
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Fig.9.2 : Polarisation électrique paralléle au plan d’incidence

9.3 Différents types d’Ondes électromagnétiques

Le spectre électromagnétique répertorie les ondes électromagnétiques en fonction de leur
longueur d’onde et de leur fréquence. Ces types d’ondes ¢lectromagnétiques sont subdivisés en
fonction de leur champ d’application et correspondent a une plage de longueur d’onde

spécifique figure (9.3).

Les types d’ondes électromagnétiques sont les suivants.

ondes radio,

« microondes (catégorie d'ondes radio),
« infrarouges,

e lumiére visible,

e ultraviolets,

e rayons X,

e ayons gamma.
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Chapitre 9 Ondes électromagnétiques

FM/TV  Radar Télécommande Ampoule LampeUV RayonsX i ciice

N\ /\/W\ /
~- o s

Ondes radio Microondes Infrarouges Ultraviolets Rayons X Rayons gomma
Grande longueur 100m Tm 1cm 0,0lcm 1000 nm 100 nm 0,01lnm  0,0001nm Faible longueur
4
d'onde(A) Y d'onde (A)
1] 8 0 n " "5 g ¥
G 10 10 10 10 10 10 10 10 -
fréquence (1) ¥ frégquence (1))

Fig. 9.3 : spectre électromagnétique.
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