At A iaa) g i) ) Ay el
REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
PR P | JUNPGNE PO TIPS PR P A S P
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

UNIVERSITE DE MUSTAPHA STAMBOULI b dhaa dzaly
MASCARA e R B Sita
FACULTE DES SCIENCES EXACTES 7y d8,81 ) aglal)dyls
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES iy ) aud

MUSTAPHA STAMBOUL
UNIVERSITY OF MASCARA

Thése de doctorat
Spécialité : Mathématiques
Option : Analyse Mathématique

Sujet de la these :

L’équation du champ de phase cristallin avec dérivée temporelle

fractionnaire

Présentée par: Ouedjedi Yamina

Devant le Jury:

Président : Mr. Frakis Abdelkader Prof Université de Mascara
Examinateur: Mr. Mezouar Nadia Prof Université de Mascara
Examinateur: Mr. Bayour Benoumer Prof Université de Mascara

Examinatrice: Mme. Aitemrar Chafika Amel MCA ENS Oran
Raporteur: Mr. Benmeriem Khaled Prof Université de Mascara

Co-Rapporteur  Mr. Rougirel Arnaud MCA Université de Poitier-France

L’Année Universitaire: 2024-2025



Dédicace
A mes parents,
mon frere, mes soeurs,

mes petites Sodjoud et Dhoha.



Remerciements

Je tiens tout d’abord a remercier mes directeurs de these, Mr Arnaud Rougirel et Mr
Khaled Benmeriem, pour leurs observations et leurs conseils tout au long de ces
années de these. Ils ont toujours été disponible, a ’écoute de mes questions et ils sont
toujours intéressés a ’avancée de mes travaux.

Je voudrais a remercier Mr Frakis Abdelkader d’avoir accepté d’étre président du
jury. Je remercie également Mr Bayour Benoumer, Mme Mezouar Nadia et Mme Aite
mrar Chafika Amel pour avoir accepté d’examiner ce travail.



Abstract

In this thesis, we study the existence and uniqueness of the weak solution to the
time fractional crystal phase field equation with the time Caputo derivative and the
existence and uniqueness of the time fractional reaction-diffusion equation with
the time Caputo derivative and the time Riemann-Liouville derivative.

To obtain the existence of the weak solution to these problems, we use the
Galerkin method. For this, we need to study ordinary differential equations with
Riemann-Liouville fractional derivative and Caputo fractional derivative in Chapter
3 and to study fractional spaces in Chapter 4.

Résumé

Dans cette these, on étudie |'existence et I'unicité de la solution faible de
I’équation du champ de phase cristallin avec dérivée temporelle fractionnaire de
Caputo et I'existence et I'unicité de I'équation de réaction diffusion avec dérivée

temporelle fractionnaire de Riemann-Liouville et dérivée temporelle fractionnaire
de Caputo.

Afin d'obtenir I'existence de la solution faible de ces problemes on utilise la
méthode de Galerkin, pour cela on a besoin d'étudier les équations différentielles
ordinaire avec dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et dérivée fractionnaire

de Caputo, dans le chapitre trois et d'étudier les espaces fractionnaires dans le
chapitre 4.
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Notations
PFC Phase field cristal (Champs de phase cristallin).
EDP Equation différentielle partielle.

R™ Espace euclidien de dimension n.

Q Domaine borné régulier de R™.

H Un espace de Hilbert muni du produit scalaire (., .).
X Un espace de Banach.

— La convergence forte.

— La convergence faible.

B(xg,r, X) La boule de centre zq et de rayon r.
C Injection compacte.
— Injection continue.
<> Crochet de dualité.
up(.) =u(. —h) La translation de u par h.
Dg, ou *Dg, La dérivée fractionnaire de Riemann Liouville.
“Dgy, CD&t La dérivée fractionnaire de Caputo.
P-P p.p=Presque par tout.
mes(£2) Mesure de €.
LP(Q2) Espace de Lebesgue.
WkP(Q) Espace de Sobolev.
Hk(Q) Espace de Sobolev pour p = 2.
o) Frontiere du €.
A Opérateur Laplacien.
I|.||& Norme sur l'espace E.
r La fonction Gamma.
La fonction Beta.
Eqy o La fonction Mettag Leffer.
\Y% Opérateur gradient.
Ck(Q) L’espace de fonction k fois continiiment différentiables.
D(Q) L’espace de fonction infiniment différentiable a support compact.

cst Désigne une constante.
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Introduction
Motivations physiques
La méthode du champs de phase cristallin (PFC) a été introduite par K. Elder et ses
collaborateurs en 2002 [13][14] [15]. On peut la voir comme une approche multi-échelle
qui relie entre la méthode classique de la dynamique moléculaire (MD) et la méthode
du champs de phase.
Le modele de champ de phase a été introduit pour la premiere fois dans la modélisation
de la solidification d’une masse fondue pure. L’idée était d’éviter le suivi explicite d'une
interface solide-liquide pendant la solidification en remplacant l'interface solide-liquide
par une interface diffuse. La théorie d’'interface diffuse la plus connue aujourd’hui est
due a Cahn et Hilliard qui ont étudié les limites d’interphase décrites par un champ de
composition. L’'interface diffuse du mouvement des parois du domaine antiphasé a été
proposée pour la premiere fois par Allen et Cahn, c’est-a-dire I’équation d’Allen Cahn.
L’équation de diffusion non linéaire de Cahn-Hilliard et I’équation d’Allen Cahn four-
nissent les équations de base régissant le champ de phase.
Cependent pour la dynamique moléculaire, I’échelle de temps est tres courte.
La méthode du champs de phase cristallin introduit un parametre d’ordre défini comme
la densité locale atomique moyennée sur de tres petites échelle du temps. Ce parametre
est uniforme dans la phase liquide et périodique dans la phase cristalline [13].
Elle est basée sur une fonctionnelle de ’énergie libre qui peut étre déduite de la théorie
de Ramakrishnan et Yussouff [38]. Apres certaines simplifications on arrive a une fonc-
tionnelle de ’énergie libre du type Brazowskii en 1975 et Swift-Hohenberg en 1977 [36].
Ainsi une équation conservatrice du mouvement est adoptée pour décrire ’évolution
du parametre d’ordre. Selon [13], I’équation simplifiée, sans dimension du modele est
donnée par

oY 202 2 3

EzV[(V + 1) + rp + 7| (0.1)
ol r est un parametre négatif, ¢ la densité atomique. La fonctionelle de I’énergie libre
associe a (0.1) est

B(Y) = [ G0+ 1% = r(—50% + J0')da 0.2

ou 2 est le domaine occupé par le matériau. Le modele du champs de phase cristallin
est appliqué pour des problemes d’élasticité ou de la croissance des grains.

Modele du champs de phase cristallin et dérivée fractionnaire temporelle
Récemment les modeles du champs de phase et le modele du champs de phase cristallin
avec effets nonlocals sont utilisés ou les interactions a longue portée sont intéressantes.
On se propose de modéliser la nonlocalité en temps par des dérivées temporelles frac-
tionnaires.

La question des dérivées d’ordre non entier est évoquée des 1695 par Leibnitz dans
une lettre a de L’Hospital, mais lorsque celui-ci lui demande quelle pourrait étre la
dérivée d’ordre un demi de la fonction x, Leibnitz repond que cela mene a un para-
doxe dont on tirera un jour d’utiles conséquences . Plus de 300 ans aprés on commence
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seuleument a venir a bout des difficultés. De nombreux mathématiciens se sont penchés
sur cette question, en particulier Euler (1730), Fourier (1822), Abel (1823), Liouville
(1832), Riemann (1847). Différentes approches ont été utilisées pour généraliser la no-
tion dérivation aux ordres non-entiers. Les approches les plus populaire sont la dérivée
fractionnaire de Caputo et la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville.

La définition de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre a o1 0 < o < 1
de la fonction intégrable f sur [0, 7] est donée par

DE (1) = (g 1) (1) 0.3)

O g1-a(t) = oyt ™

La dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a joué un role actif dans
le développement de calcul differentiel a la fin des années 1960. Caputo a proposé
une nouvelle définition de la dérivation fractionnaire pour résoudre des problemes de
mécanique.

La définition de la dérivée fractionnaire de Caputo d'une fonction continue sur [0, 7]

d’ordre o ou 0 < v < 1 est donnée par

D3f(0) = L (g1 (F — FO))O). (0.4

Dans cette these on étudie I'équation de champ de phase cristallin avec dérivée tem-
porelle fractionnaire. L’équation de champs de phase cristallin est donnée par

Dgu — A(A%u+ 2Au + f(u)) = 0. (0.5)

Problemes fractionnaires et résultats principaux

La méthode de Galerkin est une méthode tres générale et tres efficace pour résoudre
les équations aux dérivées partielles linéaire et nonlinéaire. Afin de montrer 1’existence
de la solution de ces dérivée temporelle fractionnaire on a étudié les deux problemes
suivants (Chapitre 3)

RD&tx(t) = f(t,x(t)), (g1_a*2)(0)=0. (0.6)
‘Dg,x(t) = f(t,x(t), x(s)=v. (0.7)

Le probleme (0.6) concerne la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville, et (0.7)
concerne la dérivée fractionnaire de Caputo.
On a aussi besoin des trois points suivants pour résoudre des équations différentielles
partielles avec dérivée temporelle fractionnaire de Riemann-Liouville (Dans le cas de
la dérivée temporelle de Caputo ces points on été développé dans [25])

— Les espaces fractionnaires.

— Les inégalités temporelles fractionnaires.

— Le théoreme de Aubin lions.
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Habituellement, les espaces fractionnaires de Gagliardo-Sobolev sont utilisés. Cepen-
dant, ils ne sont pas tres adaptés pour les problemes temporel fractionnaire puisque la
relation entre ces espaces et la dérivés temporelles fractionnaire n’est pas simple.
Récemment, des espaces fractionnaires plus simples sont apparus dans la littérature.
Voir par exemple [12] [25]. Ces espaces sont des généralisations naturelles des espaces
d’ordre entier voir chapitre 4.

Dans les inégalités fractionnaires on utilisera par exemple

1
- / lu(t, 2)[2d < / Dgu(t, z)de. (0.8)
Q Q

Dans le cas entier, I'inégalité (0.8) est vraie si la condition initiale est triviale. Zacher
[39] a prouvé (0.8) et on trouve aussi la preuve dans [25] mais sous des conditions
différentes, le premier utilise la régularité et le deuxieme la convexité . Pour appliquer
(0.8) pour résoudre des problemes nonlineaire on utilisé un argument de densité. Voir
le corollaire 3.0.1 et la proposition 3.0.2.

Pour obtenir la convergence du terme non linéaire, on a besoin d’un théoreme analogue
au théoreme de Aubin Lions dans EDP, ce théoreme nous donne la convergence ponc-
tuelle par un argument de compacité voir le lemme 3.0.4.

Comme une application des chapitres 3 et 4 on a choisis une équation de réaction-
diffusion fractionnaire, le probléeme suivant est avec la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville

BD§u = Au— f(u) surl0,T] x Q
u=20 sur [0, T] x 02 (0.9)
(g1-a xu)(0)=wv sur [0, T] x €.

Iciu: Qx[0,T] — R est la fonction inconnu et f : R — R est une fonction polynomiale
de degré impair ( on le note p) a coefficient dominant positif

p
flw)=> b’ b,>0. (0.10)
j=1
On a trouvé que le probleme a une unique solution dans L2(0, T; HE (Q))NL#+1 (0, T'; L7+ ()
si v > z%' Sia< z% le probleme a une solution si v = 0 voir le théoreme 4.1.2.

Puis on a étudié le probleme de réaction-diffusion fractionnaire avec dérivée temmpo-
relle fractionnaire de Caputo suivant

‘Dgu = Au— f(u) sur0,T] xQ
Gu — sur [0,T] x 02 (0.11)
u(0) = v sur [0, x €.

Alors le probleme a une unique solution dans L?(0,T; H'(2)) N LPT1(0, T; LPT1(Q)).
Par comparaison avec la dérivée fractionnaire de Rieman-Liouville, la dérivée frac-
tionnaire de Caputo retire les points de singularités a ’origine. L’étude des probleme
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fractionnaire avec dérivée de Caputo rassemble beaucoup I'étude des problemes dans
le cas entier. Puis on a étudié le modele de champs de phase cristallin avec dérivée
temporelle fractionnaire.

D u(t) — A(A%u(t) + 2Au(t) + f(u(t)) =0 sur[0,T] x Q2
_88A=’2u = % = aa_%’ = sur [0, T] x 052, (0.12)
u(0) = ug, dans[0,7] x Q.

Le probléme a unique solution dans L2(0, TV (2)) N LPT2(0, T; LPT2(€))) voir théoréme
7.0.2.

Plan
Cette these est partagée en deux parties.
La premiere concerne I’étude des équations différetilles ordinaire d’ordre fractionnaire
(non entier)on obtient I'existence de la solution au moyen du théoreme de Cauchy-
Lipschitz et la méthode d’approximation succéssive. La deuxieme partie est consacrée a
I’étude des équations différentielles partielles d’ordre non entier en utilisant la méthode
de Faedo-Galerkin pour obtenir 'existence de la solution.



Chapitre 1
Préliminaire

Dans ce chapitre on donne quelques théoremes et définitions qu’on va les utiliser
dans les chapitres suivants.

1.1 Espaces fonctionnels

On va utiliser les espaces LP(Q2), 1 < p < oo et les espaces de Sobolev H™(Q2) [5].

Définition 1.1.1 Soit p € [1,00]. On note LP(0,T; X) l’ensemble des fonctions mesu-
rables f : [0, T] — X tel que t — ||f(t)||x appartient a LP[0,T].

Théoréme 1.1.1 L’espace LP(0,T; X) est un espace de Banach muni de la norme

Al = { UTIAOIPd}.  sip<oo; -

esssupteOTHf()H, Sip =00 .
Théoreme 1.1.2 [35] Soient XY, B des espaces de Banach tels que
XeBcCY. (1.2)

Pour tout 1 < q < oo et A une partie bornée dans L4(0,T; B) N L}

loc

(0, T;X) et si

+2
VO <t <ty <T, / [lu(t+h)—u(t)||ydt — 0 quand h — 0, uniformement pouru € A.

t1

(1.3)
Alors A est relativement compacte dans L*(0,T; B), Vp < q.
Lemme 1.1.1 Pour tout p < oo, alors u € LP(0,T;X) on a
up, — u  dans LP(0,T; X) quand h — 0. (1.4)

Pour plus d’informations sur ces espaces voir [4].

10
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Lemme 1.1.2 [34] Soit u une fonction intégrable au sens de Lebesgue sur Q on a

/divudx:/ u.n do. (1.5)
0 o9

. — L.
Ou n est le vecteur unitaire normal sur OS).

Lemme 1.1.3 (Formule de Green) Pour tout u,v € H*(Q) on a

—/Auvdx—/Vqudx— Vu. 7 do. (1.6)
Q Q o9

Définition 1.1.2 Soit 3 € (0,00), on note gz une fonction dans Lj,.([0,00)) définie

loc
p.pt >0 par
1
gs(t) = = —=1"7",
5(t) T

ou I' désigne la fonction gamma

['(z) = / et (1.7)
0
Proposition 1.1.1 Soient o > 0,3 > 0, alors
Ja * 98 = Gats- (18>
Définition 1.1.3 Soit 0 < o < 1, on définit l’espace C1_o([0,T], X) par

C1-o([0,T); X) ={x € C(]0,T]; X) : gﬁ admet une limiteen t = 0}. (1.9)

Théoréme 1.1.3 L’espace C1_,([0,T]; X) est un espace de Banach muni de la norme

||z[ley o (ox) = sup (1.10)

te[0,T] ga(t) .
Définition 1.1.4 On note D'(0,T; X) l'espace des applications linéaires continue de
D0, T) — X.
On Uappelle ’espace de distribution a valeur vectorielle.
Définition 1.1.5 Soit T € D'(0,T; X), on définit la dérivée de T par

<T ho>=—-<T,¢ > VYoeD0T).
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1.2 Quelques inégalités

Inégalité de Hoélder : Soient f € LP(0,7;X), g € L9(0,T, X)

T
/ 1F©O9®)lxdt < 1110z gl 2oz,
0

aveclgpgooet%%—%:l.
Inégalité de Young [32] Pour tout a,b > 0, p,q > 1 avec i + é =1, alors

al b
ab < — + —.
p q

Des fois on utilise I'inégalité de Young avec €

1 a?

Inégalité de Poincaré : Soient {2 un ouvert borné et 1 < p < oo. Il existe une
constante C'(£2,p) telle que

H’LL||Lp(Q) < C(Q,p)HVUHLp(Q) Yu € Wol’p(Q).

1.3 Deérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.3.1 Soit g € L, .([0,00)), T > 0 et f € L*(0,T; X). Alors la convolution

loc

de f et g est une fonction dans L'(0,T; X) donnée par

¢
g+ 1= [ gt~y ppte 1]
0
Nous avons : si f € LP(0,T; X) avec 1 < p < oo, et g € L'(0,T) alors

gxf € PO.T:X) et lg* fllworo < lollsonlfllmorx. (111

Définition 1.3.2 Soient 0 < a <1, T >0,t € [0,T] 1 < g < oo et f une fonction
dans Li([0,T]; X). On dit que f admet une dérivée de Riemann Liouville d’ordre o
(fractionnaire) dans Li([0,T]; X) si

Gia* [ € WH([0,T]; X). (1.12)
Dans ce cas
R Nna d
Do, f = E(gl—a * f). (1.13)

Voir définition 2.4 [29].
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Exemple 1.3.1 1. On va calculer la dérivée fractionnaire de la fonction constante.
Notons f(t) =c¢, T >0, pour tout t € [0,T] et 0 <a <1 ona

G0 = gr=s g [ = ua

= cg1-a(t).

(1.14)

2. Soient 0 < o < 1, B € R*, on considére la fonction f(t) =7, alors

I
«a _ el . —-a, B
DO,tf<t) P(l _a) dt/o (t y) Y dy
d {Pti-« 1
= —(—— 1 —2)"%2Pd
=) ), 4=
(B—a+1) 5 , S
=— “t'"*B(1 — 1 1.1 B
Fa—1) t (1—a,8+1) woir (1.16) la définition de
(B-a+1) 5, LA-a)(F+1) :
= @ 1.1
Ta—1) | T@-a+z ort
T+ 1)
S T(B—a+1)
(1.15)
Dans I'exemple B désigne la fonction beta
1
B(w, z) = / (1—9)" Yty avec z €]0, 00[,w €0, oql. (1.16)
0
Nous avons I ()0 (w)
2) M (w
B — =\ 1.1
(z,w) I'(z 4 w) (L.17)
On a aussi
L(z+1) =z2I'(2). (1.18)

Proposition 1.3.1 [12] Soit a € (0,1) et u € L'(0,T; X). Si u admet une dérivée
fractionnaire dans L*(0,T; X), alors

U= (g1-a * u)(0)ga + ga *™ Df,u.

1.4 Dérivée fractionnaire de Caputo

Définition 1.4.1 Soient 0 < a < 1, x une fonction dans C([0,T]; X). On dit que z
admet une dérivée de Caputo d’ordre o (fractionnaire) dans C([0,T]; X) si

Gi-a * (x — 2(0)) € CY([0,T]; X).
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Dans ce cas la dérivée de Caputo d’ordre o de x est donnée par

o d
D = L(gy o (2 — 2(0)).
dt
Exemple 1.4.1 — Pour tout 0 < o < 1, motons f(t) = ¢ alors sa dérivée fraction-

naire est
“D§, f(t) = 0. (1.19)



Chapitre 2

Equation differentielle ordinaire
avec dérivée fractionnaire

2.1 Equation différentielle ordinaire avec dérivée de
Riemann-Liouville

Soient (X, ]|.||) un espace de Banach réel et 0 < o < 1. On considere le probleme
suivant, Vt € [0,T] avec T > 0

DG (t) = f(t,z(t),  (g1-a *2)(0) =v. (2.1)
La condition initiale dans (2.1) veut dire
(91-a *xx)(t) — vquand t — 0. (2.2)

Définition 2.1.1 On dit que la fonction f :[0,T] x X — X est globalement Lipschit-
zienne par rapport a la deuzieme variable si il existe une constante L(T') telle que pour
tout x,y € X

1F () = Fty)llx < LT[z = yllx. (2.3)

Définition 2.1.2 Soient T >0, 0 < a < 1 et f une fonction continue sur [0,T] x X.
Une fonction x : [0,T] — X est dite solution du probléeme (2.1) sur [0,T] si
~ (g1-a*x2)(0) = v dans X ;
~x € C1_4([0,T]; X) et admet une dérivée fractionnaire dans L'([0,T); X) au sens
de la définition 1.3.2;
- AD§x = f(t,x) dans C1_o([0,T]; X).

Théoréme 2.1.1 Soit f une fonction continue sur [0,T] x X, globalement Lipschit-
zienne par rapport a la deuxieme variable et

F(£,0) =0, Vtel0,T]. (2.4)

Alors le probleme (2.1) a une unique solution.

15
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Preuve

On remarque que le probleme posé equivaut a résoudre I’'équation intégrale

vt €0, 7); mwz%@w+42awwv@w@ww (25)

En effet

1. La condition initiale, on a grace a (1.8)
91— % 2(t) = 0[] = [lg1-0 * ga ()0 + g1-a * ga * f(, 2(.))(t) — 0]
t
<11 [ fwot) - .00y
0

< L(T) /t l|z(y)||dy  d’apres (2.3) et (2.4) (2:6)
0
< L(T) t:;&pﬂ ’Z((tz)”gaﬂ(t) — Oquandt — 0.
2. Montrons que Dg,x(t) = f(t,z(t))
d d [*
Dy.at) = Gllar-a ) = 5 [ Sa.aw)an (2.7
Comme f est L'(0,T; X) alors
DG (t) = f(t x(t)). (2.8)
Par convolution, nous avons
o * DGy (t) = gax f (., 2()(1). (2.9)
Grace a la proposition 1.3.1
o) = 9000+ [ anlt = ). ) (2.10)

Pour montrer 'existence de la solution de ce probleme on va utiliser la méthode des
approximations successives.
Existence Soit 7' > 0. On forme la suite (z,,),en définie par les relations de reccurence

2o(t) = ga(t)v,  Tnia(t) = ga(t)v +/0 9ot =) f(y, zn(y))dy Yt €[0,T]. (2.11)
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Pour n = 0, on trouve

1
ga(t)Hxl(t) — zo()|| = ||ga(t)v +

gal(t) /0 9ot = y) [y, zo(y))dy — ga(t)v]|

/0 gt — )11 f (v 20(y)) — F(5,0)||dy  en utilisant (2.4).
(2.12)

~ ga(?)
Comme la fonction f est globalement lipschitzienne on a

gllen = a0l < T [ aute = pllalldy - dapres (23

]l

)
)
S Tga * goc(t) (213)
)
(

< ————@2,(t) d’apres (1.8).

/o Galt = -”ia(y) 1(y) = wo(y)lldy (2.14)

IN

< —————7g3,(t) d’apres (1.8
U (19

Par recurence, pour tout n > 0 nous avons l’estimation suivante

U ) ()
ga(t)H n+1(t) n<t>|| S ga(t)

||| L(T) g Deget
= G ((n+Da+a)
T(a)||v || (L (T)toé>n+1

I'((n+1a+a)
(L(T)T)"
E(a)lfv H F((n+1)a+ «)

(2.15)

Alors on a par sommation

o0

> gl () = a0} < ZF Mol (216)

n=0 ¢ +2)Oé>
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Montrons la convergence de la série

Zr ||v\|%. (2.17)

En utilisant le critere de d’Alembert, nous avons

(L(T)T*)"+* [((n+2)e) o L((n+2)a)
MO G T 3)a) * Tz~ "D fardatay *1°
e D((n + 2)a) = L2t 1) (2.19)
B (n+2)a '
Alors
o I((n+2)a) LT T'((n+2)a)+1)
M e ata) ~ mt2a Tt 2a ta) 220,
_ LT ((n+ 2)a) @YD ((n + 2)a) + 1) '
((n+2)a) I'((n+2)a+ a) '
Nous avons pour tout z > 0,0 < s < 1
Ji_)rgol‘s_l% =1 (2.21)
Donc d’aprés (2.20) : o)
: o D(n+2 B
nh_)rgo L(T)T T+ ata) 0. (2.22)
Alors la série -
(L(T)T>)"+1
ZF Ilv\!—<<n ) (2.23)
est convergente. Donc la série Y7 ga ||xn+1(t) x,(t)|| est normalement convergente

sur [0, 7] donc uniformément convergente sur [0, T']. Alors il existe une fonction continue
sur [0,T] telle que

1
sup ||Zns1(t) — 2(t)|] — 0quandn — oco. (2.24)
te[0,77] ga(t>

On en déduit que
x, — xvdans C1_o([0,T]; X). (2.25)
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Comme f est globalement Lipschitzienne et grace a (2.25) on a

t

ga#(t)nga(m — galtyo + / 0ot — ) (F (4. 20(v)) — F o 2()))dy]
< g((T)) / gt — 9)||za(y) — 2(v)|dy
o) o (2.26)
< [;Z)) / ga<t—y>§j@y’§||xn<y>—x(ymdy
L) e @l
S o o) S T Dauand = o
Donc par passage a la limite dans (2.11), on trouve
x(t)zga(t)vL/O 9ot —y) f(y, z(y))dy. (2.27)

Unicité Soit 21, xo deux solutions de notre probleme . Montrons 1'unicité sur [0, ;]

[|1(2) — 22 ()] S/O 9ot = I(f (y, 21(y)) = [y, 22(y)))dyl]

. (2.28)
<L) [ gult = )l ) = 22(0) .
0
On integre sur [0,t] et par Fubini, on trouve
t1 t1 t
| sty = exollde < 21) [ [ gatt = llas(o) - aato)lldue
0 0 0
t1 t1
<20) [ leato) — w2y [ gt (2.20)
0 0
L(T) "
< ) g — ,
< Fat | leats) =l
Il existe au moins un ¢; tel que
L(T)
) g 2.
Tlatr) !~ (2.30)

Donc on a 'unicité sur [0,¢;]. Montrons I"unicité sur [t,T]. Notons

to = sup{t : z1(y) = x2(y) Yy € [0,¢]}.

Il existe un h tel que to < h <T

/t [ (t) — 2a(8)]|dE # 0 L(T)/O  ga(B)dt < 1. (2.31)
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Comme la partie précédente et par Fubini, nous avons

[|umw—m@mwSLav[|mmw—xxmww£0%@Mt

D’ou I'unicité sur [0, 7] d’apres (2.31). O

2.2 Equation différentielle ordinaire avec dérivée
fractionnaire de Caputo

Dans cette sous-section on va étudier le probleme suivant :
‘Dyx(t) = f(t,x(t), x(s)=v, (2.32)
tel que (X, ||.||]) un espace de Banach complexe, s > 0 et v € X
f:]0,00[xX — X.

On a trouvé que si s = 0 et la fonction f localement lipschitzienne le probleme (2.32)
a une unique solution voir théoreme 2.2.1.

Si X =R,s > 0 et la fonction f est localement lpschitzienne le probleme (2.32) a une
unique solution voir théoreme 2.2.3.

Si la fonction f est globalement lipschitzienne alors le probléme (2.32) a une unique
solution mais pour s tres petit voir le théoreme 2.2.2.

Définition 2.2.1 Soit T > 0. Une fonction f : [0,T] x X — X est localement Lip-
schitzienne par rapport a la deuziéme variable siVry € X,Vr > 0,3L = L(xo,T,7) > 0
tels que V't € [0, T],Va,y € B(xg,r, X)

1t 2) = f(&y)ll < L(zo, T, )|z — yll. (2.33)

Définition 2.2.2 Soit 0 < o < 1, s > 0 et f une fonction continue sur RT x X a
valeurs dans X. Soit T > 0. Une fonction z : [0,T] — X est dite solution du probléme
(2.32) sur [0,T] si

- T>sx(s)=v dans X ;

-z € C([0,T); X) et admet une dérivée d’ordre o dans C([0,T); X) au sens de la

définition 1.4.1;
- “Dgx € C([0,T]; X) ;
- ¢Dg,x = f(t,x) dans C([0,T]; X).

Lemme 2.2.1 Soit0 < a <1 et f:R — R une fonction continue sur R. La fonction

o) = v+ oy [ =) )y, avect € 0.,

est une solution du probleme suivant

‘Dg,x(t) = f(t), x(0)=wv. (2.34)
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Preuve

On commence par la condition initiale. VO <t < T, on a

tOé
x(t) —v|| = ot — y)dy|| < —— sup t)|.
lott) =il =1 [ antt =)l < fs sum 1500

Quand ¢ — 0 on obtient z(0) = v.
On va montrer que x vérifie 'équation “D§ x(t) = f(t).

On applique la dérivée fractionnaire de Caputo

D§(a(t) — ) = Dl J(1)) = (g e = 1(0)).
Jo * 1—a = 1. (2.35)

Diutett) =0 = 5 [ 1

Comme f est continue sur R, on obtient

CD(Ol,tx@) = f(t).

Donc

O
On considere le probleme suivant :

‘Dyx(t) = f(t), x(s)=v, s2>0. (2.36)

Lemme 2.2.2 SoientT >0s>0,0<a <1 et f une fonction continue sur R alors
le probléme (2.36) a une solution

1

o) =0 = / (s — y)* fly)dy + ﬁ / (t — )" fly)dy Ve € 0,T). (2.37)

Preuve

Existence : Soit x défini par (2.37). Alors la condition non initale est vérifiée. En
effet

1 s a1 1 s o1 B
x<s>=v—m/o<s—y> f(y)dy+m/0(s—y) f(y)dy =v.
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La démonstration de I'équation “Dg,x(t) = f(t) est la méme dans la preuve du
lemme 2.2.1.
Unicité : Soit 1,z deux solutions du probleme (2.36) et ¢ € [0,7] selon le lemme
2.2.1

() = 2(0) + ﬁ / (t— )™ Fy)dy

et
£a(t) = 22(0) + ﬁ / (t — ) F(y)dy

En particulier, si t = s alors

00 =)~ o5 [ =0 sy
et
r20) = a(s) = s [ (5= )y
Comme z1(s) = z3(s) donc z1(0) = 25(0) d’on 1 = 5. O

Pour montrer l'existence de la solution du probleme (2.32) on utilise le théoreme du
point fixe de Banach.

Théoréme 2.2.1 Soit 0 < a < 1, s = 0 et f une fonction continue sur RT x X a
valeur dans X et localement Lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable. Il existe
To > 0 tel que pour tout T € [0,Ty], le probleme (2.32) a une unique solution.

Preuve

La preuve de 'existence de la solution s’obtient comme la preuve du théoreme 2.2.3.
Unicité :Soit z; une solution du probleme (2.32) sur [0, 7}] tel que z(t) € B(0,ry, X)
et xo une autre solution sur [0, T3] tel que z5(t) € B(0, 79, X). Posons T' = min{T3, T},
r = max{ry,re} et L(0,T,r) la constante de Lipschitz sur B(0,r, X). Montrons que
x1(t) = x2(t) Vt € [0,T]. Notons

to = sup{t € [0,T] : 71 (y) = z2(y) Vy € [0, 1]}
On suppose que ty < T alors il existe tg < h < T tels que

L(0,T,r)
/||x1 )= aalb)ldt #0 et F

[ i = sttt < i [ [ = 0010 = ot

OTr h=to
< LO.T.r) / lea(s) = ea(o)ldy [ 1

L(O,T,r o
< 20y / 21(y) — z2()]|dy.

——h* < 1. (2.38)

(2.39)
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D’apres l'inégalité (2.38) on a 'unicité. O

Théoréme 2.2.2 Soit 0 < a<1,0<s<T et f une fonction continue sur R™ x X
a valeur dans X et globalement Lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable. St
1

Alors il eziste Ty > 0 tel que le probleme (2.32) a une solution pour tout T' € [s,Tp].

Preuve

Méme preuve du théoreme 2.2.3 .
O

Théoreme 2.2.3 Soit B la boule fermé de centre xqy et de rayon r. Soient 0 < a < 1,
0 < s < T et f une fonction continue sur RT x X a valeurs dans X et localement
Lipschitzienne par rapport a la deuziéme variable. St

C(a+ 1)||f(to, o)l 1, T(a+1) 2

S < S e T+ o2 OL@e 7)) (2:41)

Alors il eziste Ty > 0 tel que pour tout T € [s, Ty le probléme (2.32) a une solution.
Soient x1,x9 deux solution de probléme (2.32). Supposons z1(0) = x9(0) alors le
probléme (2.32) a une unique solution.

Si X =R le probléeme (2.32) a une unique solution.

Preuve
Soit r = |[v||+]]£(0,0)||]. On introduit B la boule fermée dans C([0, 7], X) de centre

xo = 0 et de rayon r par

B ={zeC([0,T],X) : sup [[z(t)]] <r}.

te[0,7)

On considere 'application

F:C([0,T],X) — C([0,T], X)

t

F(x)(t) =v - /0 9a(s =) f(y, x(y))dy + /0 9ot — ) f(y, 2(y))dy.

D’apres (2.41) on choisit T tel que s < T et

[1£(0,0)l] .
9o+1(T) < 50T e 170,01

(2.42)
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1
< —=.
2L(0,T,7)
Montrons que pour tout = € B on a F(x) € B. En effet,

Ga+1(T) (2.43)

t

[|[F(z)()]| = IIU—/Sga(S—y)ﬂy, (x(y))dy—/ 9a(t —y) f(y, z(y))dy||

0

< Jlol] + 1] / g — 9)(f (s () — £(0,0)dy]| + | / guls — ) £(0.0)dy|

+ / galt — ) (. 2()) — F(0,0))dy]| + | / galt — 1) £(0,0)dy] .
(2.44)

Par hypothese, f est localement Lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable.
De plus ||z(y)|| < r,Vy € [0,T], car x € B et comme T > s go11(5) < gor1(T) car
Jat+1 €st croissante. On trouve

@) O < [[oll + L(0, T, 7)gat1(s) Sup 2@ + gat1(s)[[£(0,0)]]

L0, T,r)T
———— su (|| + gas1 (T 0,0
F(Oz—i—l) te[O,%]H ()H g +1( )Hf( )H

< [0l + 29041 (T) (L0, T, r)r + [[£(0, 0)[])-
D’apres 'inégalité (2.42) on a

[E @)@ <7

L’application F' est contractante sur B. En effet :Vx,, 25 € B, on a

||F (1) (t) = Fz2) ()] = || /0 gals = y)(f (y, 21(y)) — f(y, z2(y)))dy]]

. (2.45)
[ anlt = 1 0) = Fomat)) ol
Comme f est Localement lipschitzienne on a
L0, T,r)(T* + s%)
F(xq — F(zq < su T1(l) — T2
|| (21)(2) = F(22) @)]] < TSI [|1 (8) — 2 (2)]] 21

< 2L(0,7,7)gar1(T) sup ||z1(t) — z2(t)]]-
te[0,T

D’apres (2.43) F' est contractante. Donc F' a un unique point fixe dans B. Montrons
que x admet une dérivée fractionnaire, x € C([0,T], X) car x € B et

Gi-a * (x — 2(0)) € CY([0,T], X).
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(La méme preuve du lemme 2.2.1). La condition non initiale

2(s) = v - ﬁ / (s — 9 f (s 2y))dy + / (s — 9 (s 2(y))dy = v.

D’ou le point fixe de F' est la solution locale du probleme (2.32).

Unicité : Soit 27 une solution du probleme (2.32) sur [0, 7] tel que z(t) € B(0,7r, X)
et x9 une autre solution sur [0, T3] tel que z5(t) € B(0, 79, X). Posons T' = min{T3, T},
r = max{ry,ro} et L(0,T,r) la constante de Lipschitz sur B(0,r, X). Montrons que
x1(t) = x2(t) Vt € [0,T]. Nous avons

£(0) = v — ﬁ / (s — 9"l () dy.
£2(0) = v ﬁ / (s — 9)* (s 2a(y))dy.
Si 21(0) = x5(0) alors
1(t) — 2a(t) = / 0ot — ) (f (0 11(9)) — F(y,2()))dy (2.47)

le reste de la preuve se fait comme la preuve de théoreme 2.2.1.
O

Théoréme 2.2.4 Soit f une fonction continue sur RY x X et localement Lipschit-
zienne par rapport a4 la deuziéme variable. L’application x : [0,Ty] — X est la solution
du (2.532). 1l existe Ty > Ty tel que x a un seul prolongement w sur [0,T7].

Preuve

On utilise le théoreme du point fixe de Banach. Soit » > 0 et 77 > Tj. On considere

K ={w e C([0,T1]; X) : w(t) = z(t) pour tout t € [0, Tp] (2.48)
et||w(t) — z(Ty)|| < r pour tout t € [T, T1]}.
On définit 'application
F= (0, 1h]; X) — €([0, 1h]; X), (2.49)
tel que

Fw)(t) =v - /O 9a(s = y) f(y, w(y))dy + /Ot 9alt —y) f(y, w(y))dy. (2.50)
Choisissons T3 €]0, 1] tel que T' > T

Do+ 1)r
2(L(x(To), 1, 7) + |1f (To, 2(To))I])’

Iy < (2.51)
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et
o1 (TV) L(x(Ty), 1,7) < 1 (2.52)

ou L(z(Tp),1,r) est la constante de Lipschitz de f sur [0, T3] x K.
Nous avons pour tout w € K F(w) € K en effet
— Sit €0, Tp] par la méthode du point fixe on a F(w)(t) = w(t) = z(t) ou x est la
solution du (2.32).
~ Site [Ty, 1)

1F(w)(t) — 2(T)]| = | / ga(t — ) (g, w(y))dy — / " ga(To — ) f(y, w(y))dy|
SH0Owdﬁ—w—gdﬂ—whﬂ%wwﬁﬂrﬁ[1%@—yﬁwﬂdwﬂm
< / 100t — 1) — ga(To — )11 (o w(w)) — F(To, =(To))]ldy

+ / 1galt = ) — 9a(To — )11 (T, 2(T0))]dy

+ / 0ot — )|1f (v w () — F(To, (To))|dy + / gt — I (To, =(T))||dy,
(2.53)

Comme f est localement lipschitzienne alors d’apres (2.33) on a

1 (w)(t) = 2(To)l| < 2(L(x(To), 1, r)r + [[f (To, #(To))[Dgasr (T1).  (2.54)

D’apres (2.51)
| (w)(t) —x(T)|| <7 (2.55)

Montrons que F' est contractante sur K. Vw,v € K

[ F(w)(t) = Fo)@)]] < /0 ga(t = 9)I[f (g, w(y)) — fy, v(y))l|dy
< L(x(Tp), 1,7)gar1(T1) sup |lw(t) —ov(t)|| d’apres (2.33).

t€[0,71]

(2.56)

d’apres inégalité (2.52) en résulte que F est contractante. D’ou z a un prolongement.
O

Définition 2.2.3 Soit © : I — X avec I un intervalle dans R*. On dit que x est
une solution mazimale du probléeme (2.32) si ¥J un intervalle d’extremité gauche 0
contenant I et pour tout T solution de (2.32) sur J on a

T=xsurl = J=1.

Théoreme 2.2.5 Sous les hypothéses du théoreme 2.2.3, il existe un intervalle I et
une solution x de (2.32)définie sur I qui est mazimale.
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Preuve

Soit J l'ensemble des paires,(J, ¥) telles que :
— J un intervalle de R* avec s € J
— 7 est la solution du probleme (2.32) sur J

Posons
= J 7
(J,2)eJ
On définie une application z : I — Y de la fagon suivante : z(t) = z(t) tel que

t € J. L’application x est bien définie car si on prend un autre couple (Ji,x1) € J
tel que t € J; alors x1(t) = Z(t) par unicité. Montrons que la borne superieur de [/
n’appartient pas a I. Si la borne superieur appartient a I alors d’apres le th précédent
on peut trouver un 7; plus grand que la borne superieur de [ et une solution w de
(2.32) sur [0, 71] et cet intervalle contenant I, ceci contredit la definition de I. O

Théoreme 2.2.6 Sous les conditions du théoreme 2.2.3, soit x la solution mazimale
de (2.32) sur [0,T,,), alors

— Soit T,,, = oo dans ce cas on a l’éxistence globale

- Soit T,,, < oo alors

lim sup ||z(t)|| = oo.
t—Tm

Preuve

— Si T, = oo alors la solution maximale est globale.
— Si 1), < oo on prouve que

lim sup ||z(t)|] = oo. (2.57)

t—Tm

Raisonons par I’absurde. Il existe une constante d > 0 tel que
llz(t)|| <d < oo Vtel0,T,,). (2.58)

Soit (t,)nen qui converge vers T,,, pour tout ¢, > t,, on a

2 (tn) — 2ty H—I!/ 9o (tn —y) f(y, 2(y))dy — /mga(tm—y)f(y,w(y))dyll
< / (0a(tn = 9) — galtm — D)1 £ (> 2(9))lldy + / " ot — )11 (0, 2(w)) |y

SUP¢e(0,¢n) £ (2t z(t))]]

— (tn — b))+ 2 — 1 t, —t.)) < e.
< R T )" 5 £ [ — £0)"]) < 2

(2.59)
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Dot (x(t,))nen est une suite de Cauchy qui est convergente vers z7,, € X. Alors
on peut prolonger x sur [0,7,,], ou conclut

t

z(t) =v— /0 9a(s —y) f(y, z(y))dy + /0 9ot —y) f(y, 2(y))dy (2.60)

vérifie pour tout ¢ € [0,7,,], d’apres le théoreme (prolongement), il existe 7 tel
que z est une solution de (2.32) sur [0,7,, + 7] et ceci contredit la définition de
0, T).

0



Chapitre 3

Espace fractionnaire

Soit X,Y des espaces de Banach réels tel que X s’injecte de facon continue dans
Y.
Dans ce chapitre on utilise les definitions suivantes.

Définition 3.0.4 Une fonction f € L! (R, X) est dite causale si f = 0 p.p sur
] = 00,0

Définition 3.0.5 Soient les fonctions causale f € L} (R;X) et g € L}, (R). Alors
la convolution de f et g est une fonction causale dans L} .(R; X) définie par

gxp [ = / (t—y)f(y)dy ppteR. (3.1)

Définition 3.0.6 Soient f € L0,T;X) et g € L'(0,T). Alors la convolution de f et
g dans L0, T; X) est donnée par

g*r f= / (t—y)f(y)dy pptel0,T]. (3.2)

Grace a la proposition suivante on a la définition de la dérivée fractionnaire au
sense de distribution ( la derivée fractionnaire faible).

Proposition 3.0.1 ([29] prposition 2.3) Soient 0 < « < 1, f € LY0,T;X) et
© € C([0,T]). Supposons que f admet une dérivée fractionnaire dans L'(0,T;X).
Alors

ou

| Diroea == [ soDetdt+ lono « 15, (33)

Dir(t) = / G1-aly — O (W)dy, Yt € [0,T). (3.4)

29



30

Définition 3.0.7 Soient0 < a < 1,q € [1,00) et f € L9(0,T; X). La dérivée fraction-
naire au sense de distribution de f, notée par Dg,f, est définie pour tout o € D(0,T)

T
< DS fop o= — / £ Dgrp(t)dt. (3.5)
0

Soient T'> 0, o € (0,1) et p,q € [1;00). On définit 'espace
Wi (0,7, X,Y) ={ue LP(0,T; X) : Dg,ue LU0, T;Y)} (3.6)
et
W (0.7 X,Y) ={ue W (0,T;X,Y) : (g1-a *u)(0) = 0dans Y} (3.7)
Dans (3.6), Dg,u est la dérivée fractionnaire au sense de distribution. On muni I'espace
W3, (0,T; X,Y) par la norme
[lullwe = (lulZooro0 + 108l ara) - (3.8)
Théoreme 3.0.7 L’espace Wpofq(O,T;X, Y) muni de la norme (3.8) est un espace de
Banach.
Preuve

Soit (un)nen une suite de Cauchy dans W (0,7 X,Y), alors (u,) est une suite de
Cauchy dans LP(0,7T; X) et Dgu, est une suite de Cauchy dans L?(0,7;Y") donc

u, — udans LP(0,T; X)  Dg,u, — xdans L0, T;Y).

Comme D ,u, — Dg,u dans D'(0,T;Y) on en déduit que x = Dg,u, d’ott u,, — u
dans W, (0,7 X,Y). O

Lemme 3.0.3 Soit h >0 et u € LP(R; X) une fonction causale tel que

Uz € W2, (0,13 X,Y), (3.9)

0,7

Alors uy, € LP(R; X) et vérifie (3.9) de plus up, — u dans W3 (0,T; X,Y) quand h — 0.

Preuve

Montrons que uy € OW;,q(Oa T;X,Y), par un changement de variable (z =t — h)
et comme u est causale nous avons

[lunllwe < [J llwe. (3.10)

Comme (g1 * u)(. —h) € C([0,T];Y), car d’apres l'inégalité précédente u;, dans
W 0,T; X,Y), alors (g1-a * u)(t —h) — (g1-a * u)(0) = 0 quand t — h.
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Montrons que up, — u dans W, (0,7 X,Y) quand h — 0. Nous avons d’apres le lemme
1.1.1 up, — w dans LP(0,T; X) et comme u est causale et h > 0, on a

D2 (1) = / G1—alt — y)uly — h)dy = /  ialt = h— 2)u(z)dz = (Dgu)(t — h).

(3.11)

Donc Dg,up — Dgu dans L(0,T;Y). O
Théoreme 3.0.8 Soit u une fonction causale telle que

Uz € 0Wpge(0,T5X,Y), VT > 0. (3.12)

Alors il existe une suite (uy)n>1 € C([0,T]; X) telle que u,(0) =0 et
up, — udans LP(0,T;X) et "D§,u, — "D udans LY0,T;Y).

Preuve du théoréme 3.0.8

D’apres le lemme 3.0.3 on peut supposer qu’il existe h > 0 telle que u = 0 sur [0, h].
Soit (fn)n>1 une suite régularisante, f,, : R — R et

h h
supp fn, C [——,—], Vn>1. (3.13)
n'n
Posons
Up = [ *R U. (3.14)

Comme u € LP(R; X) alors u,, — u dans LP(R; X) et u,(0) = 0 d’apres (3.13) de plus
u, € C°(R; X).
Montrons que RDgﬁtun‘[OT

— RD&tu|[ dans L9(0,T;Y). Nous avons d’apres la pro-

] 0,7

position 1.3.1

R Nna .
U|[0’T] = ga‘[O,T] *T Do,tul[O,T] dans Lq((), T, Y) (3 15)
= (go *r RD&tu)\[o,T]'

d’apres la proposition 3.0.2 avec (3.15), (3.14) on en déduit (voir [22], [29])
J1—a *R Up = J1—a *R fn *R Ja ¥R RD&tu

= J1—a *R Ja *R fn *R RD&tu (316)

R o
= g1 *r fn *r " Dju.

Par suite J
a{gl_a kR Up b = [n *R RD&tu, dans D' (R;Y). (3.17)
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De plus, comme g1, *g u, € C(R; X), la proposition 3.0.2 implique

d d R na
E{gl—a *R Un}\[o,T] = a{gl—a *T Un|[0YT]} = DO,t(um[OyT] ).
Donc
RDg,t(um[O’T]) = (fn *R RD&tu)HO,T]'
On a, Vt € [0, 7]

fr *R RD&tu(t) = /0 fult —v) RD&tu(y)dy.

D’apres (3.13) on a f,,(t —y) =0sit —y < —2. Donc
y>T+h= f(t—y)=0, Vn>1
D’ou
T+h
usa "Dju(t) = [ fult = )" Dialy)dy = fo vx FI0),
0

avec
j { RD&tu sur [0, T + hl;

0 sinon .

On a f, g F' — F dans LY(R,Y’). D’on

(fn RD&tu)l[o,T] = fnx F\[O,T] - Fl[o,T] = RD&tu) dans L*(0,T5Y).

Revenant a (3.19), on obtient

RDS‘J(un| ) — RD(‘itu dans LY(0,T;Y).

[0,77]

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

O

Corollaire 3.0.1 Soit X un espace de Banach s’injectant de fagon dense et continue

dans un espace de Hilbert H. Soit p > 2 et p’ son conjugué. Posons
ue W0, T; X,Y).

Alors, pour tout t € [0,T]

1 t
Soa O < / < Dgus), uls) > ds.
0

(3.25)

(3.26)
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Preuve

D’apres le théoreme 3.0.8 il existe une suite (u,) dans C*([0,T]; X) tel que u,, — u
dans LP(0,T; X) etDgu, — Dg,u dans L4(0,T;Y). Nous avons

< . .>Xx/ X= (., )H

Donc grace a la proposition 2.18 dans [25] on a, pour tout t € [0, 7]

d
(g1 [Junl [ (5) << D*un(t), un(t) >xrx - (3.27)

Par intégration, on touve

gi—a * [[unO[1F (1) = gi—a * [[un()][7(0) < /0 < D%up(s), un(s) >x x ds.  (3.28)

On a u, € C*([0,T}; X) donc sup,co 7y ||un(t)|[z < 0o. On en déduit qu'il existe un
C > 0 tel que Vn € N, ||u,(t)||lg < C. Donc

Gi—a * ||[un ()| #) < C*g2_o(t) — 0quandt — 0. (3.29)

Montrons que g;_q * |[tun()||% — g1_a * ||u(.)||3 dans L1(0,T). D’apres (1.11)

/0 |91-a # (lun O = [luC)l[7) (#)dt < gza(T)/O [ un @ = fu@)a|(Jun @] + [lu(@)]])dt

< Cgo o T)T 7 + [l o o 05 |lttn =l o070
(3.30)

d'olt g1 * [[un()IF = g1-a = [[u( )]

t
Montrons que [; < D%up(s),un(s) >x/x ds — [ < D%u(s),u(s) >x/ x ds dans
LY0,T)

T ot
/ ]/ < D% (8), un(s) >xr,x — < Dgu(s),u(s) >x x ds|dt
o Jo

T
< T/ | < Dgun(s) — Dgu(s), un(s) >xx + < Dgu(s), un(s) — u(s) >x+ x ds|dt
0

< ||Dgun(s) = Dgull o o 1.5 | [tnl Lo o.7:x) + [un = wll Lo, |1 DGl | o (0. 7. x01)-
(3.31)

O
On utilise ce corollaire pour obtenir 'unicité. Pour I'existence on utilise la proposition
suivante.
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Proposition 3.0.2 Soit X un espace de Banach s’injectant de facon dense et continue
dans un espace de Hilbert H. Soit p > 2 et z% < a < 1. Supposons que

wewe,0,T; X, X', (3.32)

et (g1—a *u)(0) € X. Alors
/OT < Dgu(t), u(t) = (g1-a * u)(0)ga(t) >x/x dt > 0. (3.33)

Preuve

Comme :z% < a < 1 la fonction v — (g1_q * u)(0)ge € LP(0,T;X) et nous avons

d’apres (1.8), pour tout t € [0, 7]
J1-a * (u(t) = (g1-a *u)(0)ga(t)) = g1-a *u(t) = (g1-a *u)(0) — Oquandt — 0, (3.34)

et on a D (u—(g1-a *1)(0)ga) = D§u d’olt u — (g1-a % u)(0)ga € oW, (0,75 X, X')
donc d’apres le corollaire 3.0.1 on obtient (3.33). O

Lemme 3.0.4 Soit X C B C Y des espaces de Banach avec X s’injectant de facon
compacte dans B. Soitu € W, (0,T; X,Y) tel quep > 1,0 < a < 1. Alors W, (0,T; X, Y)
s’injecte de fagon compacte dans L"(0,T; B) where 1 < r < p.

Preuve

Soit w € U C W3(0,T; X,Y), ott U est un borné dans W (0,7; X,Y). On re-
marque que u € Li _(0,T;X) et dans LP(0,T; B) alors u appartient a L?(0,T; B) N
LL (0,T; X).

loc

D’apres la proposition 1.3.1, on a pour tout ¢t € [0, T
u(t) = ga(t)(g1-a * u)(0) 4 ga * DG u(t). (3.35)

Pour tout ¢ € [0,7], on suppose t + h < T, alors
t
u(t +h) —u(t) = (galt +h) = ga(t))(g1-a * u)(0) + / (9alt +h —y) = ga(t — y))DGu(y)dy
0

t+h
[ ot + b - DR uy)dy
t
(3.36)
La fonction g;_, xu € WH(0,T; X,Y) C C([0,T];Y), alors

g1-a * ullc@,ryy < Cllgi-a * ullrory) + ClIDG ul| L0,y < C(T). (3.37)
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Soit t; <t —2 < T. On integre sur [t1, t], on obtient

/ 00(t) — galt + W)ldt < / 190 (t) — galt + 1)|dt

t1 0
= Jat1(T) = a1 (T + h) + gat1(h)
< gax1(h)  car goy1 est croissante.

(3.38)

D’apres (3.38) et (3.37) le premier terme de I'équation (3.36) est borné dans L' (t1,t,;Y")
par C(T')ga+1(h) ou C(T') ne dépend pas de u et h.
Pour le second terme de I’équation (3.36), on applique le théoreme de Fubini

to t
| [ loatt 1= ) = gult = )08t
t 0
' to t
< / / 90 (t + B — ) — galt — )| D suy) |y dydt
0 0
to to

< [ IDs vy [ lgatt+ b= v) - galt - )
0

< C(T)gasa (). .
3.39

Par la méme méthode on trouve que le dernier terme est borné par C(1')ga+1(h).
D’apres le théoreme 1.1.2, U est relativement compacte dans L"(0,7;B) ou r < p
et W2 (0,T; X,Y) s’injecte de fagon continue dans L"(0,T’; B), alors W, (0,T; X,Y)
s’injecte de fagcon compacte dans L"(0,7; B) . O



Chapitre 4

L’équation de réaction-diffusion
avec dérivée temporelle
fractionnaire

4.1 Le probleme de réaction-diffusion fractionnaire
avec conditions aux bord de Dirichlet

4.1.1 Le probleme de réaction-diffusion fractionnaire avec un
terme non linéaire Lipschitzien

Soit 2 un ouvert bornné dans R™, 0 < o < 1, on considere le probleme suivant :

u=0 sur [0, 1] x OS2 (4.1)

RD&tu =Au— f(u) surl0,T] xQ
(g1—a *u)(0) =v sur[0,T] x Q,

avec u: 2 x [0,7] — R et f: R — R est une fonction globalement Lipschitzienne et il
existe une constante positive C' tel que

fu)u>—-C VueR, (4.2)

Définition 4.1.1 Soient 0 < a < 1, u une fonction dans L*(0,T; Hi(Q)). On dit
que u admet une dérivée fractionnaire au sens faible dans L*(0,T; H=*()) on la note
BD§u sl existe une fonction v € L*(0,T; H () tel que Vo € D(0,T)

- /0 u(t) Do (t)dt = /0 v(t)p(t)dt,

36
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ol
T
EDero(t) = / G-y — t)o(y)dy.
t

Définition 4.1.2 Soient 0 < o < 1, T > 0. Une fonction u : [0,T] — H}(Q) est dite
solution faible du probléeme (4.1) si
~ (g1—a *u)(0) = v dans H}(Q) ;
—wu e L*0,T; H(Q)) et u admet une dérivée fractionnaire dans L*(0,T; H=1(2)) ;
- fu) € L*(0,T; L*(Q)) ;
- BD§u= Au— f(u) dans L*(0,T; H1(Q)).

Théoréme 4.1.1 Soient v € HL(Q) avec Q un ouvert borné dans R™ et f une fonction
globalement Lipschitzienne et vérifie (4.2).

- Si i <a <1 alors le probléme (4.1) a une unique solution.

- Si0<a§% alors

1. siv # 0 le probléeme (4.1) n’a aucune solution.

2. siv =0 le probléme (4.1) a une unique solution.

Preuve du théoreme 4.1.1

Notons V = H}(Q), V' = H1(Q).
Considérons le cas ot 0 < a < 1. Si u est une solution alors u € L*(0,T; Hj(€2)) et
ED§u e L*(0,T; H1(Q)) or

U= go *" D u = vg, dans L'(0,T; Hy ().

Donc le probleme (4.1) n’a aucune solution car le terme & gauche est dans L(0,T; H'(Q2))
et le terme a droite n’est jamais dans cet espace si v # 0.

Pour v = 0, on fait la méme démonstration du cas % <a<l.

Solutions approchées : L’espace Hj}(2) est un espace séparable donc il existe une
suite (w;)$2, ayant les propriétés suivantes :

w; € H&(Q),

Vn >0, w;...w, sont linéairement indépendants, (4.3)
Les combinaisons linéaires finies des w;sont dense dansH} ()

On note
Vo, =< wyq,...,w, >

et

n

un(t) =Y xi(t)w;, (4.4)

i=1

tels que x; vérifient

< RDS‘,tun(t),wi >yry — < Vun(t), le >vry + < f(un(t)), W; >y y= O, (45)
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Vwi € Vn, x; € lea]O,T].

(gl—a * un)(()) = Unp, (46)
avec v, — vdans H}(Q).
La fonction f est globalement Lipschitzienne alors le probleme (4.5)-(4.6) a une unique
solution d’apres le théoreme 2.1.1 dans l'intervalle [0, 7).
Estimation a priori

< Dg,tun<t>vun(t) — Ja(t)vn >viv— < Vuy(t), Vu,(t) — go(t) Vo, >viv

+ < f(un (), un(t) — ga(t)vy >vry=0. (4.7)

On integre (4.7) sur [0, 7]
T T T
/ < D jun(t), un(t) = ga(t)vn >y v di +/ ||un(t)|\?q&(mdt + / / f(un(t))u,(t)dtdx
0 0 aJo

T T
< [ ] 1vugu)uitds + [ [ 17000 dtds
o Ja 0o Ja
(4.8)
D’apres la proposition 3.0.2

T
/ < D&tun@)a U’n(t) - ga(t)vn >V’,V dt. Z 0 (49)
0

Comme f est globalement lipschitzienne et vérifie (4.2), pour tout % < a <1 et grace
a I'inégalité de Young, on a

T 1 T 1 T
| Oyt < CTmes(@) + 5 [ @iyt + 5 [ anlePatlionlfiye
T
IOl Dol + [ unlt) oy
0

L2 T ) )
el ORI

(4.10)
En utilisant I'inégalité de Poincaré, on trouve
1 T
(5= =C@) [ llun(®lfyyee < € (a11)

avec C' ne dépend pas de n.
Passage a la limite : On choisit € de sorte que 3 —eC/(2) > 0, d’apres (4.11), il existe
uwe L*0,T; H}(Q)) tel que pour une sous suite (u,)

u, — udans L*(0,T; Hy(Q)). (4.12)
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Convergence du terme non lineaire : Comme f est globalement Lipschitzienne, nous
avons

/a/VWAMWMMSme@ﬂﬂﬂ@?+0®ﬂﬂT/HMﬁM%@Wﬁ<“l
0 Q 0

(4.13)
On en déduit que

D§ jun = Au,, — f(uy,) dans L*(0,T; H(Q)). (4.14)
Dot u € W5 (0,T;V, V'), d’apres le lemme 3.0.4
W3, (0,T;V, V') € L'(0,T; L*(12)),

alors
u, — udans LY(0,T; L*(R)) ¢ < 2.

Donc, pour une sous suite de (uy),>1, encore notée (uy,)n>1
Uy, — up.psurl0,T] x Q.
Par continuité de f on a
fun) = f(u) p.psur[0,T] x 9,
Grace au (4.13) et le lemme 1.3 de lions [28§]
fu,) — f(u)dans L*(0,T; L*()).

Retour au probléme initial : Montrons que
D¢ — Au+ f(u) = 0dans L*(0, T; H'(Q)).
Soit v € H} (), alors il existe une suite

Uy = Z a;w; tel que v, — v dans Hy(9).
j=1

Pour tout ¢ € D(0,7)
RfoTgo(t)vn —E Dngo(t)v dans L*(0,T; Hy(2)).
On multiplie (4.5) par ¢(t)a;, on somme sur j et on integre sur (0,7"). On obtient

— / (un(t), "D rep(t)vy)dt + / < Auy(t), o(t)v, >yry dt
0 0 (4.15)

T
4 [ < Hun@)oyon vy dt =0,
0
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Par passage a la limite,

- [ (). "Dretoma | <AM0WUW>wyﬁ+A < Flu(t)), gty >vry dt =0

Vv € Hy(2),Vp € D(0,T).
D’apres la définition 4.1.1 on a

"Dgu = Au+ f(u) € D'(0, T, H(Q)),
et comme f € L*(0,7T, L*(Q)) et Au € L*(0,T, H *(Q)) on a
Dg = Au+ f(u) € L*(0,T, H'()).

Montrons que g;_, * u(0) = v. Soit ¢ de classe C* tel que ¢(0) # 0, (T") = 0, pour
tout w € H}(Q)

T T T
/ < Dg u(t), we(t) > dt —/ < Au, p(t)w > dt —I—/ < fu(t)), we(t) > dt =0,
0 0 0
On a d’apres la proposition 3.3 [12]
< RDg,tu(t)a ¢<t> >= RD(O]{,t(uOt)a ()O(t)> VQO € D<07 T)

On integre par partie

—1/ u«wJMRLﬁWMﬁdv—/‘<:Au~xww:amﬂdt+<m_a*uwxuowm>
0 0 (4.16)

+A < Flu(t)), wp(t) Sy dt = 0,

On integre (4.5),

T

_/0 (un(t), wn>RfoT90<t)dt - < Auy(t), p(t)wn >vyr dt + (g1-a * un(0), w, )p(0)

T

+ < f(un(t)),wngo(t) >V, dt = 0.

J
J

(4.17)
On passe a la limte.

/ (u(t), w)" Dy (1)t — / < Auft), o(tw > dt + (v, w)(0)
0 0 (4.18)

+4 < F(u(t)), wp(t) >vyr dt = 0.
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D’apres (4.16)et (4.18) on a g1, * u(0) = v.
Unicité Soient uq, us deux solutions du probleme (4.1). Alors v = u; — uy vérifie

D — Du+ f(uy) — f(uz) =0 € L*(0,T; H () (4.19)

(g1—a *u)(0) = 0. (4.20)
On multiplie (4.19) par u et on integre sur €2 et [0, T, alors pour tout ¢ € [0, T]]

/0 < Dgyu(y), u(y) >v,v +/0 |IU(y)I|Z3(Q)dy=/O < flua(y))—f(ui(y)), uly) >vv dy.

(4.21)
La fonction f est globalement Lipschitzienne alors
t t
| < D5l ut) v+ [ 1) Byaydy < Luw) By, (422
0 0
comme u € W5, (0,T;V, V') d’apreés le corollaire 3.0.1
1 2 ' 2
g91-a * |[ul)llz2e)(8) = L/O ()] 720y (4.23)
Comme .
gla(t)/o a2 dy < g1-a * [[u()]|720) (1), (4.24)
alors d’apres (4.23)
' 2 2L ' 2
||u<y)”L2(Q)dy < ||U(y)HL2(Q)d?J- (4.25)
0 g1-a(t) Jo
Il existe au moins un ¢ tel que
2L
=<1 (4.26)
glfa<t)

donc on a l'unicité sur [0,¢;] ou ¢; tres petit. Montrons l"unicité sur [t;,T]. Posons
to = sup{t € (0,T] : w = 0 p.p sur|0,t]}. (4.27)

Supposons que ty < 7" alors il existe un h ou ty < h < T tel que pour tout t €|ty, T

t
/Wwwm;mﬂy¢a (4.28)
to
2LT(1 — a)(h — t))* < 1. (4.29)
On a . .
Anmwﬁmmygﬂma—wm—mwAwaﬁmm% (4.30)

d’apres (4.28) on obtient ¢ty = 7', d’ou I'unicité. O
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4.1.2 Le probleme de réaction-diffusion fractionnaire avec un
terme non linéaire non Lipschitzien

Dans cette sous-section on va étudier le probleme suivant

Trouveru € L*(0,T; H}(Q)) N LPY(0,T; LPT(Q)), tel que
Dgu € L2(0,T; H-H(Q)) + L™ (0,T; L™ (),
p+1 p+1

Dgu— Au+ f(u) =0, dans L2(0, T; H-1(Q)) + L% (0,T; L"% (Q))
(g1-a *u)(0),=v dans L?(92).

(4.31)
avec f(u) tend vers oo quand u — o0, localement lipschitzienne et pour certaines

constantes positives C, c, K et p

fwu > ClulPtt — K (4.32)
lf(w)] <c(l+ulf) YueR (4.33)
f estcroissante au voisinage de co et — oo. (4.34)

Théoreme 4.1.2 Soit v € Hy ()N LPT(Q) avec Q un ouvert borné dans R™ et f une
fonction localement lipschitzienne et elle vérifie (4.32)- (4.34). Alors
—- sia> ’%1 le probléme (4.31) a une solution unique.

- Sia< zﬁ alors

1. siv=0 (4.31) a une solution unique ;

2. siv#0 (4.31) n’a aucune solution.

Preuve

Pour montrer 'existence nous allons utiliser un argument de troncature.
Alors pour tout M € N on définie le terme non linéaire tronqué

f(u) si|ul <M
fu(w)=< f(M) siu>M (4.35)
f(=M) siu< —M.

On observe que la fonction fy; est globalement lipschitzienne car pour tout |u| < M,
fu = f et f est localement Lipschitzienne et pour |u| > M fy; est constante.
Alors on considere le probleme tronqué suivant

D u = Au— fy(u) dans[0,T] x Q
(PbT) S u=0 surdQ (4.36)
(91-a * u)(0) = 0.
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D’apres le théoreme 4.1.1 il existe une suite de solutions du probleme (4.36) (unr)nren
dans L?(0,T; H}(2)) tel que pour tout v € L*(0,T; H}(2)) et pour tout M € N

< RD&tuM,v >yry — < VUM, Vo >yry + < fM(UM),’U >y y= 0. (437)

OuV =H}(Q)NLPQ) et V! = H Q) + LYQ).
Remplacant v par uy — g,v dans (4.46), puis integrant sur [0, 7], il vient

T T
/ < RDg unt(t), une(£) — ga(t)o >y dt — / < Vaunt, Vint () — ga(t) Vo yry di
0 0

-+4 < Farlunr (D)), uar(t) = ga(t)o >yry di = 0.

(4.38)
Grace a la proposition 3.0.2
T
| < "Dg s 0w (0) ~ galt)o >y dt 2 .
0
Alors en utilisant inégalité de Young, comme o > > 1 on obtient
p+1 2
1 /7 T T
5/ HuM(t)qué(Q)dt—l—/ / Far(uar () )ups (t)dtdr < C’+/ / far(unr (1)) ga(t)vdtde.
0 0 Jo 0 Ja
(4.39)

On a d’apres le lemme 4.1.1 et par I'inégalité de Young, VM > M,

1 T
5/ g (8) 12y dt+-(1— 5/ /|fM g ()| dtdac<(]+(]/ /|g Yol < o(T),
’ (4.40)

ou C(T) ne dépend pas de M. Alors on en déduit de I'inégalité précédente que

p+1
v (

D§up € L*(0,T; HH(Q)) + L% (0,T; L% (Q)) € L0, T; H(Q) + 0)).

(4.41)

Donc d’apres le lemme 3.0.4, il existe une fonction u tel que pour une sous-suite (uyy)
uy —u  p.psurl0,T] x . (4.42)

Comme f); converge uniformement vers f sur tout compact, on obtient
fau(ung) — f(u)  ppsur0,T] x €. (4.43)

Alors d’apres le lemme 1.3 dans [28]

flupr) = fu) dans L"v (O T; L (Q)) (4.44)
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Nous avons fus(up)up+C — f(uw)u+C p.psur [0, 7] xQ et d’apres (4.2) far(war)un+
C > 0. Par le lemme de Fatou, on obtient

/ / Flu(®)ut)dtdz < C(T). (4.45)

Donc d’apres (4.32), u € LPTH(0,T; LPT(Q)).
Par passage a la limite dans (4.46), on obtient, pour tout v € L?(0,T; Hj(2)) N
LP(0, T LP(Y))

< RD&tu,v Syiy — < Au,v >y + < f(u),v >y y=0. (4.46)

Unicité : D’abord, montrons qu’on a 'unicité sur [0,;] ou ¢; < 7.
Soit uq, uy deux solutions du probleme (4.1), on note u = uy — uy vérifie

Dgu— Au+ f(ur) — f(u ):0

(4.47)
dans L*(0,T; HH(Q)) + L™ (0,T; L™ ().

(g1—a *xu)(0) = 0. (4.48)
Pour tout w € L*(0,T; H}(Q)) N LPT(0,T; LPTH(Q)) on a

/Otl <" Dgu(t), u(t) >y v dt+/ |t HH1 dt+/ / (uy (¢ (ua (1)) )u(t)dwdt = 0.
(4.49)

Notons

[lur] < M) =A{(t,z) : |lua(t,z)| < M}. (4.50)
Grace au lemme 4.1.2 on a

t1

/01 < DOtu( ) (t) >vrv dt+/0 Hu(t)H?{é(Q)dt
= 1 U2 — J(w w(t)dxdt.
<L ) = SO
(4.51)

Comme f est localemment lipschitzienne alors

t1 t1 t
0 0 0

D’apres (3.26) on a

1 t1 t1
591—(1 * ||U(')||i2(9)(t1) +/0 Hu(t)||12qg(g)dt < K(M>/0 ||U(t)||%2(9)dt- (4.53)
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Nous avons
t1 t1
/0 u(W)|[72dy = /0 (tr —y)"*(tr — »)u)|720)dy

. (4.54)
<o / (1 — 1) ()| oy

Alors ( W
'l -« !
S L ) By < 1m0 B 1) (4.55)
1 0
Revenant a (4.53), on trouve

IT(1-a) (& 9 n 2 " 2
5o | Muledy + | ey edt < KM) | fJu@)l]z2@e)dt. (4.56)
1 0 0 0

En particulier

rl—a) ™ h
S [ o) By < 2500 [ ). (457)
1 0 0
Il existe au moins un t; tel que
2K (M)t$

Ti=a) ="

On en déduit que u = 0, donc on a 'unicité sur [0,¢;] ou ¢; petit. On obtient 'unicité
sur [t1,T] comme dans le cas ou le terme non linéaire est globalement lipschitzien.

0

Remarque 4.1.1 Siv=0¢ceta < # alors le probleme (4.31) a une unique solution.

Lemme 4.1.1 Soit f : R — R vérifiant (4.32), (4.33), et far la fonction définie par
(4.35). Alors AMy > 0, Cy > 0 et Cy > 0 tel que

(@)% < Cofur(wu+Cy YueR, VM > M, (4.58)

Preuve

On commence par |u| < M. Nous avons d’apres (4.33)

p+1 pt+1

()7 = [f)]r < er+eruf (4.59)

et par (4.32), on obtient
pt+1
|fu()] 7 < Cr+ Cof(u)u. (4.60)
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Siu> M, on a d’apres (4.33)

ptl

@) = [FOD]F < er+ e MPT (4.61)

grace a (4.32) on a
pt+1
|faur(u)| > < Cy+ Cof(M)M. (4.62)

Nous avons par définition de f
dMy >0 tel que VM > My f(M) > 0etf(—M) <0. (4.63)

Alors d’apres (4.63) il existe My > 0 tel que VM > M,

Fu(@)]|5 < C1+ Cof (M)u. (4.64)

Dans le cas ot u < —M, on fait comme le cas précédent c’est-a-dire qu’il existe My >
0,Cp et C1 > 0 tel que

()5 < Cy 4 Cof(—M)u, ¥M > M, (4.65)

Alors d’apres les cas précédents, on en déduit qu’ 3My > 0,Cy > 0et C7 >0

p+1

|f]\/[(u)‘T <Ci+ CofM<u>U, Yu € R7 YM > M. (466)
[

Lemme 4.1.2 Soit f : R — R une fonction croissante au voisinage de +00 et —o0
alors il existe M > 0 tel que pour tout |u| > M on a

(Fw) = fy)u—y) 20, VyeR (4.67)

Preuve

La fonction f est croissante au voisinage de +oo i.e il existe un M > 0 tel que

{ f est croissante sur[M, +o0o[ (4.68)

F(u) < F(M)Vu < M.
D’apres (4.68) nous avons Yu > M et Yy < M

(f(u) = f(y)(u—y) > 0. (4.69)

Siy> M et u >y, alors f est croissante sur [M, +oo[ on a

(f(u) = fy))(u—1y) >0, (restevraisiu <y). (4.70)

La fonction f est croissante au voisinage de —oo i.e il existe un M > 0 tel que
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(4.71)

f est croissante sur|— oo, —M]|
F(=M) < f(u)Vu > =M.

Donc pour tout u < —M et pour tout y < —M, si u < y alors d’apres (4.71) on a

(fu) — fF))(u—y) >0, (restevrai siu>y). (4.72)
Siu< —Mety>—M dapres (4.71) on a
fy) = flu) = (f(u) = f(y))(u—y) = 0. (4.73)
On conclut que
IM > Otel que|u| > M = (f(u) — f(y))(u—y) >0 YyeR.  (4.74)
]

4.2 L’équation de réaction-diffusion fractionnaire avec
les conditions aux limite de Neumann

4.2.1 L’équation de réaction-diffusion fractionnaire avec un
terme non linéaire globalement Lipschitzien

Le probleme se présente comme suit

Trouveru € Wi, (0,T; H(Q), (H'(€2))'), tel que

D&tu - Au + f(U) = 07 dans L2<O, T’ (Hl(Q)>l)7 (4 75)
Gu — sur [0, T x €, '
(g1-a *u)(0) =0 dans L?(92),

La fonction u : [0,7] x R® — R. On suppose la fonction f : R — R est globalement
lipschitzienne. De plus pour certain Cy > 0, C; > 0

Cou? — Cy < f(u)u. (4.76)

Théoréme 4.2.1 Soient v € HY(Q) ot Q un ouvert borné dans R™ et f une fonction
globalement lipschitzienne vérifiant (4.76).

- Si i <a <1 alors le probléme (4.75) a une unique solution.

- Si0<oz§% alors

1. siv # 0 le probléme (4.75) n'a aucune solution.

2. siv =0 le probléme (4.75) a une unique solution.
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Preuve

Notons V' = H*(Q2) muni de la norme,

1
Il o) = (lullz2@) + VUl L) (4.77)

On note (w,) une suite comme la suite dans la preuve du théoreme 4.1.1, V,, 'espace
engendré par wy, ..., w, et V' = (H'(Q2))".

L’existence de la solution du probleme approché se fait exactement comme dans la
sous-section 4.1.1.

Estimation a priori : Soient u,, € L*(0,T;V,) et v, € V,

< D&t“n@)a“n(ﬂ - ga(t)vn >yry— < vun(t)a vun(t) - ga(t)vvn >y

+ < f(un(t), un(t) — ga(t)vn >vry= 0. (4.78)

On integre (4.78) sur [0, T]. Pour tout £ < a < 1

[ < Diata®n) = 0atr =yt [ 19Ot [ [ sy taza
- —/OT/Qvun(t)ga<t)vvndtd$+/OT/Qf(Un(t))ga(t)vndtdx

< /0 ' /Q It () o (£) Vo |t + /0 ' /Q | (i (1)) g (£ |

1 (" 1 r
< 5/ HVun(t)Hig(Q)dt + §HVU”H%2(Q)/ ga(t)?dt  (on a appliqué I'inégalité de Young)
0 0

+ /0 /Q | f (n ()] |90 (t)vn)|dtd. (4.79)

Comme f est globalement lipschitzienne et vérifie (4.76), d’apres la proposition 3.0.2
et (4.79), on a

1 T T 1 T
3 | IV Olait+ o [l (OIFdt < 5190l [ aa(tPde + T

+L/0 Alun(t)llga(t)vn)ldxdt+/o /Qf(O)ga(t)vn)CZC:;)
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En appliquant I'inégalité de Young, on trouve

T

1 T 1 T
min(; Co)( / V72 (1) [yt / [t (8) 72y 8) < 5 lloall ey / ga(0)dt

T L2 T
+OT 4 [ Bt + ol | gt

0 0
£l (DIl

T
0
(4.81)

On choisit ¢ tel que
1
min(i; Co) — Ce > 0.

Alors, on trouve
1 T
(min(3; Co) — C=) /O et (8) s ey < Cst, (4.82)

ou C'st ne dépend pas de n.
Passage a la limite : D’apres (4.82) il existe une fonction dans L%(0,7; H'(Q))
telle que pour une sous suite on la note encore (u,)

u, — udans L*(0,T; H*(Q)). (4.83)

Le reste de la démonstration se fait exactement comme la preuve du théoreme 4.1.1.
Unicité Soient uq, us deux solutions du probleme (4.75). Notons u = u; — uy vérifie

Dgu— Au+ f(uy) — f(uz) = 0dans L*(0,T; (H'(2))") (4.84)

(g1—a *xu)(0) = 0. (4.85)
On multiplie (4.84) par u et on integre sur §2 et [0, T, alors pour tout t € [0, T]]

t t t
/ < DS uly), uly) >var + / 00 B oyl — / 4(0)| s oyl
0 0 0

t (4.86)
_ / < Fua(y)) — Fur(9)), uly) >vry dy.

La fonction f est globalement Lipschitzienne alors

t t t
| < D)) v + [ )y < L+ 1) [ . @57
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comme u € W5, (0,T;V, V') d’apreés le corollaire 3.0.1
1 2 ' 2
g91-a * [[u()l[z2@)(t) < (L +1) i w72y dy- (4.88)
Comme .
gla(t)/o lu@)l|72@)@y < g1-a * [[ul )72 (1), (4.89)
alors d’apres (4.88)
t t
s <20+ 070 = 0" [ty @0
Il existe au moins un ¢ tel que
2(L+1DI(1 — a)t* < 1. (4.91)

Donc on a l'unicité sur [0, ¢;] ou ¢; tres petit, on obtient 1'unicité sur [0, 7] comme on

a fait dans la preuve du théoreme 4.1.1.

O



Chapitre 5

L’équation de Swift-Hohenberg avec
dérivée temporelle fractionnaire

5.1 L’équation de Swift-Hohenberg fractionnaire

Soient €2 un ouvert bornné dans R", 0 < a < 1, on considere le probleme suivant :

Trouverw : [0,7] x Q@ = R tel que,

D§u = —A%u — Au — f(u), sur[0,T] x Q,
u=Au=0 sur [0, T] x 092,
(g1-a *u)(0) = v, sur €.

(5.1)

5.1.1 L’équation de Swift-Hohenberg fractionnaire avec un
terme non linéaire globalement Lipschitzien

Le probleme se présente comme suit

Trouveru € W%, (0,T; H3 (), H*(Q)), tel que;
D§u+ A*u+ Au+ f(u) =0, dans L2(0,T; H(Q)); (5.2)
(g1—a *v)(0) = v, dans L*(Q).

Théoréme 5.1.1 Soient v € HZ(Q) avec Q un ouvert borné dans R"™. Soit f une
fonction globalement lipschitzienne vérifiant pour certains 6 > 0 et Cy > 0

(1+6)u® — Cy < f(u)u. (5.3)

- Si i <a <1 alors le probléme (5.2) a une unique solution.
- Si0<a§% alors

1. siv # 0 le probléme (5.2) n’a aucune solution.

2. siv =0 le probleme (5.2) a une unique solution.

o1
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Preuve

Notons V' = HZ(€) muni de la norme
||U||H§(Q) = ||Au||%2(g) (5.4)

et V' = (H*(2). Posons dans la suite que 3 < a < 1.
Solution approchée : Soit wy, ..., w, une base comme (4.3) dans HZ(€2). Alors le probleme
approché se présente comme suit

Trouver u,dans L*(0,T; V,,) tel que,
(D un(t), w) + (Aup(t), Aw) + (Vun(t), Vw) + (f(un(t)),w) =0, dans L*(0,T),Yw € V,,

(g1-a * uy)(0) = vy,
(5.5)
On note (.,.) le produit scalaire de HZ(2).
Comme f est globalement lipschitzienne alors d’apres le théoreme 2.1.1 le probleme
(5.5) a une unique solution.
Estimations : Remplagant w dans (5.5) par u,, — g,v,, puis on integre sur [0, 7], on
obtient

/0 ' < DG yun(t), un(t) = ga(t)vn >viy db + /0 ' /Q | Au, (t)|2dtdz + /0 ' /Q | (un (£) Y (8) | dtda

< /0 ' /Q |G (£) At (£) A, | ditda + /0 ' /Q | f () g (80| dtdc + /0 ' /Q | Aty ()t (1) | dtde
+ /0 ' /Q | Aty () g () 0| devdlt.

Soient A\, € telle que

(5.6)

0<A<e< (5.7)

2(1+6)

Par inégalité de Young et comme £ < a < 1et e < 3 d’apres (5.7) on a
T T T

| < Dt ut) = guttyn v e+ [ [ (sunto)Pads s [ [ |ran @) olatds
0 o Ja o Ja

1 T T 1 T
< -/ /|Aun(t)|2dxdt+/ ga(t)Zdt||Avn||%2(Q)+(——5)/ /|Aun(t)|2dxdt
2 0 Q 0 2 0 Q
1 T 2 ! 2 1 ! 2 2
e [ [Pz [ [ 1w oPdsar 5 [ eraonag
-

/ / () = £(0)lga(B)vndads + |£(0) goca (T / [vulda
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Comme f est globalement Llipschitzienne et vérifie (5.3),

T
/ < Dgyun(t), un(t) — ga(t)on >vry dt + (e — A / /|Aun )[dtdx

1+5/ /\un )Pdtdx

1 t
< otmes(@) + [ g2t St + 3 [ [ outPainl e

T 17(0)gas (T) / joaldz

+L/ | at®lgatt

(t)|*dtdx

SCOTmes(Q)—i-/ ga(t)thHAvnH%g(Q)—i-X/ /an(t)zdtanHiz(Q)
0 0

1F(0) g (T) / jouldz
1 T 1 T
. /(/WAMMMHJﬂé—@/‘%UdM%MW
5 —&Jo Ja 0

On en déduit

//|un |dtdx

T
/ < D&tun(t),un(t) — ga(t)vp, >vry dt + (e — A / /|Aun | dtdz
0

+(1+5——//\un )Pdtdx

< C(T).

Grace a la proposition 3.0.2,

T
/ < D&tun(t)a un(t) - ga(t)vn >Vy dt >0
0

et d’apres (5.7)

146 —

>0
1—2¢ ’

e—A>0.

On en déduit que
[ wnll 20,7120y < C(T).

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)
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Nous avons supposé que [ est globalement lipschitzienne, donc

/0 /Q | f (un (1)) Pdzdt < C /0 /Q | f(un (1)) — £(0)Pdzdt + C|£(0)*Tmes(Q)

S (5.14)
L*C (B)|?dzdt + C|f(0)]*T Q).
<22 [ [ funPdrit+ Cl70)PTmes(@)
Alors d’apres (5.13)
f(u,) € L*(0,T; L*(R)). (5.15)
Donc
D%u, + A%u, — Auy, + f(u,) =0 dans L2(0,T; (H (). (5.16)

Convergence du terme non linéaire : D’apres (5.13) il existe une fonction u €
L*(0,T; H2(2)) tel que pour une sous suite (uy,)

u, — udans L*(0,T; H(Q)). (5.17)

Nous avons u, € L*(0,T; H3(2)) C L*(0,T; Hy(Q)), alors u, € W5, (0, T; Hy(Q), H*(Q))
qui s’injecte de facon compacte dans L'(0, T; L*(Q)). D’apres le lemme 3.0.4, pour toute

sous suite (u,), on a
up, — wp.p sur [0, 7] x €. (5.18)

Comme f est continue
f(uy) — f(u)p.p sur[0,7] x €. (5.19)

Alors d’apres le lemme de Lions
fu,) — f(u)dans L*(0,T; L*(Q)). (5.20)
Comme on a fait dans la démonstration du théoreme 4.1.1 on obtient
D+ Nu—Au+ flu) =0 dans L*(0,T; H*(Q)) (5.21)

et
(g1-a *xu)(0) = v. (5.22)

Unicité : Soient uy, uy deux solutions du (5.2). Alors u = uy — uy vérifie
D%+ A*u — Au+ f(uy) — f(up) =0 dans L*(0,T; H2(Q)), (5.23)

et
(g1-0 * u)(0) = 0. (5.24)
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On multplie (5.23) par u puis on integre sur [0, ] et €2, on trouve, pour tout ¢ € [0, 7]
t t
| < Piaat)ut) v dy+ [ gty
0
= [t gty [ [ () = Sttty

(5.25)

Comme f est globalement lipschitzienne, d’apres le corollaire 3.0.1, on a

g0 WOl g ®) < (L+C@) [ ey car B = 1(@). (.26

On en déduit que

t L+O
[ gy < / () 125y )0y (5.27)

Il existe au moins un ¢ tel que (L:—C(())) < 1, alors on a l'unicité sur [0, ¢], pour l'unicité

sur [t,T] on procede comme dans les chapitres précédents. O



Chapitre 6

L’équation de réaction-diffusion
avec dérivée temporelle
fractionnaire de Caputo

6.1 Définition de la dérivée fractionnaire de Caputo
généralisée
Dans ce chapitre on utilise la définition de la dérivée fractionnaire de Caputo

généralisée qui est donnée par [27]. Avant de donner la définition de la dérivée frac-
tionnaire on introduit les ensembles suivants :

E={veD(R):3IM, € Rsuppv C [—M,;+00[}. (6.1)

G. = {p € Etel que suppp C [0,T)}. (6.2)

G={pe&:3¢p € G.u,p — ¢dansD'(—oo, T)pour toute suite (u,)nen}.  (6.3)
D' = {vjv: C.(—00, T;R) — B opérateur linéaire borné}, (6.4)

ou B un espace de Banach.

Définition 6.1.1 (modified Rieman Liouville operators) : Soit 0 < a < 1 Soit J, :
G — G, donné par Jop = go x (Hyp) tel que

1

mH ()t (6.5)

ga(t) =
ou H est la fonction de Heavside.

Définition 6.1.2 (Dérivée fractionnaire de Caputo généralisée ) Soient B un espace
de Banach, 0 < a < 1 et p € L},.(0,T; B). Pour gy € B, on définit la dérivée faible

o6
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fractionnaire de Caputo par °Dg,p € D' tel que pour tout ¢ € C(—o0,T;R),

T
< Dgp, ¢ > = / (¢ — o) H(t) “Dipedt
—os (6.6)

T
= / (¥ — o) Cfochdt-
0
Ou la formule explicite de ClN)ngb est donnée par

“Dird(t) = —gia * &' (1), (6.7)
Soit X un space de Banach. Notons
WP ={ue LP(0,T;X) :“ Dg,u € LF(0,T; X)}, (6.8)

si p =2 on le note H*(0,7T; X).
Nous avons ce théoreme de compacité

Théoréme 6.1.1 ( Théoréme 4.1 dans [25]) Soient T > 0,0 < a < 1,p € [1,00].
Soient V, B, H des espaces de Banach tel que V' s’injecte de facon compacte dans B et
B s’injecte de fagon continue dans H. Notons W C L1 .(0,T;V). Supposons

1. Il existe Cy > 0 tel que Yu € W

Py 1 ! a—1 p
sup Ja([[u(®)[[y) = Sug)m/o(t—y) [u()Il-dy. (6.9)

t€(0,T) te(0
2. Il existe r € (ﬁ, o00) N [1,00) et C" > 0 tel que pour tout u € W
D5 ull 0.7,y < C". (6.10)
Alors W est relativement compacte dans LP(0,T; B).

Définition 6.1.3 On dit qu’une fonction f est convezre si et seulement si pour tous
points a,b dans un intervalle I et pour tout t € [0,1] on a :

Flta+ (1—4)b) < tf(a)+ (1 —t)F(b). (6.11)

Définition 6.1.4 On dit qu’une fonction [ est A\—convexe si et seulement si pour
certain A € R

A
r— f(x)— §|.CE|2 est convexe (6.12)

Proposition 6.1.1 Si f € C?(R) alors f est \—conveze si et seulement si f"(z) > .

Les propositions suivantes nous aide pour obtenir les estimations.
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Proposition 6.1.2 [20/Soit V' un espace de Banach tel que V. € L*(Q)) C V'. Soit
uw e H¥0,T;V)NL>®0,T;V) et E € CL(R) est A-conveze avec X € R. Si E'(u) €
L%*(0,T;V) alors on a pour tout t € (0,T)
A
E(u)=EB(uo)dr—2 ([[ul [120) =0l [12(a))-
(6.13)

Proposition 6.1.3 [25] Soit o € (0,T), B un espace de Banach. Si u : (0,7] — B
satisfait

go* < Dgu, E'(u) > —=Agox < Dfju,u >> /
Q

u € CH0,T; B)nC([0,T); B), (6.14)
et u— E(u) € R est C*(R) et convexe alors :
‘Dg,E(u) <<° Dgu, E'(u) > . (6.15)

Lemme 6.1.1 [20/(Lemme de Gronwall fractionnaire) Soitu € Ly, .(0,T;RT) eta,b >
0. Si u satisfait

u(t) <a+b(gy*xu)(t) ppte(0,T). (6.16)
Alors
u(t) < aCl(a,b,T). (6.17)
Lemme 6.1.2 [25] Soit u € L}, (0,T; B), D§,u € L'(0,T;B) on a
(u —ug)H(t) = go *° D u. (6.18)

6.2 L’équation de réaction-diffusion avec dérivée frac-
tionnaire temporelle de Caputo

Soient n un entier positif, 2 un ouvert borné dans R™ et 0 < o < 1. Notre probleme

se présente comme suit :

Trouveru € L*(0,T; H'(2)) N LPTH(0, T'; LPT1(Q))tel que,

p+1 p+1

°Dgu— Au+ f(u) = 0dans L2(0,T; (H'(Q))) + L (0,T; L (),

% =0 surdf,

u(0) = ug, dans H'(Q).
Ici ug : HY(Q)NLPTH(Q) — R est la condition initiale, et f est une fonction polynomiale
f:R—R.
Théoréme 6.2.1 Soit ug € HY(Q), soit f une fonction C' croissante au voisinage de
+o00 véifiant pour certain ¢ > 0,p > 1

c— [uff™ < flu)u  Vu€R. (6.20)

(6.19)

[f(u)| < <1+ [uf) VueR. (6.21)

Alors le probléeme (6.19) a une unique solution.
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Preuve

Solution approchée : Comme lespace H'(Q) N LPT1(Q) est un espace séparable, il
existe une suite (w;)$°, ayant les propriétés (4.3). Notons

Vi, =< wy, ..., w, > (6.22)

et .
=ty (tywy, (6.23)

7=1

oll up; : (0,7) — R résolvent le systeme suivant :

{ < Dfun(t), > = < Vun(t), Vo > + < f(un(t)), ¢ >= 0, (6.24)

U, (0) — up.

Ou < .,. > est le crochet de dualité entre H'(Q)NLPTH(Q) et (HI(Q))’—FL%(Q)). Soit ¢
dans V,,. D’apres le théoreme 7[11], il existe unique solution locale u,, € H*(0,7;V,) N
L>(0,7;V,) pour un 7 < T tres petit. Pour l'existence globale de la solution, on
utilise alternative de bolw-up [11] théoreme 10. De plus d’aprés le lemme 3.1 [19]
u, € C(0,T;V,)NCH0,T;V,).

FEstimation a priori : Prenons ¢ = u,, dans (6.24) on obtient
< Dy ytun(t), un(t) > — < Vu(t), Vuu(t) > + < f(un(t)), ua(t) >= 0. (6.25)
D’aprés (6.20)

< D un(t), un(t) > +[| Vi (8)] 220y / L ()| da < c. (6.26)
On applique inégalité de Young
(DB (D), () + V(D)2 + % /Q fun()2de < C. (6.27)
Grace a la proposition 6.1.3
DF |[un ()| 720y + [V ()] 720 +%/ﬂ|un(t)|2dx <C. (6.28)
On convole avec g,
g5 DOy + 9 % [V Ol fey + 20 [ funl)Pdo <" (620

D’apres le lemme 6.1.2

1
[ltn ()] Z2() + 9o * [ Vuun@OI[L20) + et /Q [ (B)Pdz < C" + |1 (0)][72(0y- (6.30)
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D’ou
u, € L®(0,T; L*(Q)). (6.31)

Revenons a notre estimation (6.26). On utilise la proposition 6.1.3. Par convolution
avec g, et gace au lemme 6.1.2, on a

1
[1n (0)]1% + g [n (0)] |7 @) + o * [ (O] 5510y < C+ | [un(O)[72(0) + o * [Jun (b 720

(6.32)
D’aprés (6.30)
[[un(@)I1® + ga * a7 (0) + g * [l ON3110) < C- (6.33)
On en déduit que
€ LPT(0,T; LPTH(Q)) N L*(0,T; HY(Q)). (6.34)

FEstimation du terme non linéaire : Nous avons d’apres (6.21) et d’apres (6.33)

T pil T
/ / [f(un ()| dadt < C" + / (][5 gy < O (6.35)
0 Q 0

Soit w € L*(0,T; HY(Q)) N L*(0,T; LPT(Q2)). On utilise I'inégalite de Holder

T
/ / DS (¢l ddt < [ |0, oy 0] 2072y
0 Q

(6.36)
L[V SN 7 Pt
Donc on a d’apres (6.35) et (6.33)
DY yuy € L0, T; (H(Q)) + L™ (2))). (6.37)
Alors d’apres le théoreme 6.1.1, quite a extraire une sous suite, on a
Uy — U DD (6.38)
Par continuité
fun) = f(u) pp. (6.39)
Alors d’apres le lemme 1.3 [28§]
p+1 p+1
f(u,) — f(u) dans L» (0,75 L » (Q)). (6.40)
Retour au probleme initial : Montrons que
Diu—Au+ f(u) =0 dans L2(0,T; (H'(Q))) + L% (0,T; L% (). (6.41)
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Soit v € HY(Q2) N LPTL(Q), alors il existe une suite

= Zajwj tel que v, — v dans H'(2) N LPTH(Q).
j=1
Pour tout ¢ € D(0,7)
o(t)v, — pvdans L0, T; H'(Q) N LPT(Q)). (6.42)

On multiplie (6.24) par ¢(t)a;, on somme sur j et on integre sur (0,7") on obtient

T T
/ e D&tun(t)v o(t)v, > dt +/ < Auy(t), p(t)vy, >y y dt
0 0 (6.43)

+/ < f(un(t)), gO(t)Un >viy dt = 0.

La convergence du terme linéaire, grace a l'inégalité de Holder, d’apres le théoreme
6.1.1 et (6.42)

/T < (Vu,(t) — Vu(t)), o(t)Vu, > — < Vu(t), Vop(t) — Voup(t) > dt

< |un = ullZ20. 1.1 ) Va2 ()| 20,111 ) + v — 00l 220,750 @) | [l [ 220,751 00y — 0.
(6.44)

Passage a la limite dans le terme non linéaire : nous avons d’apres (6.42) et d’apres la
définition de la convergence faible (6.40) et parl I'inégalité de Holder

/ / Flun(t) o) dadt — / / Flun (D))ot vdadt

< |[f ()| P;jl(OTL = HSO( JUn — @(0)0|| Lo+ 070041 (02)) (6.45)

/ / [(un(t)))e(t)vdzdt — 0

Il nous reste la convergence de la dérivée fractionnaire. Nous avons

“Dfyun = Aup—f(un) € L0, T3 (H'(Q)))+L7 () € L5 (0,73 L (Q+(H'(Q)))).

(6.46)
Alors d’apres la proposition 3.5 [25], il existe une sous suite encore notée “Dg yup conver-
geant vers “Dg,u. Donc

T

/ < (CD(‘itun(t) —° D&tu(t)), e(t)Vu, > — <° DOtu( ), Vop(t) — Vu,p(t) > dt
0

< 1D = Dl et @)l o i o)

T llevn = @vllirnsomm@nrrsianI Do’tu||LPP#(O,T;(H1(Q))’+LPP#(Q)) -0

(6.47)
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On passe a la limite dans (6.43). D’apres (6.44), (6.45) et (6.47), on obtient

T T
/ < Dy u(t), o(t)v >y v dt +/ < Au(t), p(t)v >y dt
0 0 (6.48)

+/0 < f(u(t)), p(t)v >y v dt =0,

avee V = HY(Q) N LPY(Q), V' = (HY(Q))' + L™ (Q). D'ot
Dyu—Au+ f(u) =0 dans L2(0,T; (H'(Q))) + L% (0,T; L% (). (6.49)

Condition initiale : On a *Dg u, € L%(O,T; LPTP(Q) + (H'(Q2)))) et par définition
de la dérivée fractionnaire on a gy, * (u, — u,(0)) € WHY(0,T; (H3(Q))'). D’aprés
Iinjection continue de WHL(0, T3 L™ (Q) + (H'(Q))) € C(0,T; L (Q) + (HY(Q))')
ona gi—q*(u,—un,(0)) € C(0,T; LpTﬂ(Q)+(H1(Q))’). Alors par intégration par parties,
on obtient pour tout v € H*(Q) N LPT1(Q)

- / (un(t) — u(0), 0,)° D ()t + / (Vatn(t), Vou)n(t)dt + / (f (n(t)). v (1)t

= (g1-a * (un(t) — u(0))(0), va)n(0).
(6.50)

avec “Df, est la dérivée a gauche de la dérivée de Caputo.
Nous avons

(910 (tn=1n(0))(0), 00 )1(0)] < [ftin =1 (0)]] e 01322 () [0n | 1@ 17| 222 (0,7 g0 (0) = 0.
(6.51)
On passe a la limite et d’apres (6.44), (6.45), (6.47) et I'inégalité précédente, on obtient

- / (u(t)—u(0), v)° D (t)di-+ / (Vult), Voln(t)di+ / (F(a), 0)n(t)dt = g1—ox (u—to), v)(0).

(6.52)
Poson 7(0) = 1, par comparaison avec (6.48) on obtient, u(0) — uo = 0.
Unicité : Soient uq, us deux solutions de notre probleme. Notons u = u; — uy alors

CD&tU + Au + f(ul) - f(UQ) =0. (653)

u(0) = 0. (6.54)
On multiplie (6.53) par u et on integre sur 2

< Dyqu(t), u(t) > + < Au(t),u(t) > + < f(ui(t)) — fuz(t)),u >= 0. (6.55)
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La formule de Green nous donne
<¢ Dg’tu(t),u(t) > —i—HVu(t)Hiz(Q)—l— < flui(t)) — fua(t)),u >= 0. (6.56)

Nous avons d’apres le lemme 4.1.2 car f est croissante au voisinage de +o00

<° Dgu(t), u(t) > +[[Vu(t)|[j2) < / (f (ua(t)) = f (ua (£)))u(t)dx. (6.57)

|U1|§Mﬂ|u2‘r‘lM
Comme la fonction F' est O alors f est localement lipschitzienne
<° Dy u(t), u(t) > +||Vut)|[Z20) < Lllu(®)||22)- (6.58)

Comme u(0) = 0, la dérivée fractionnaire de Caputo est égale la dérivée fractionnaire
de Riemann Liouville donc on peut appliquer le corolaire 3.0.1, on integre sur [0, 7]

1 T T
g0 sl + [ I96Olfe <L [l (659
Par convolution avec g, on obtient
T T T
/O [[u(®)|Z2(q) + 9a */0 IVu()l72) < La */0 | (t)]]Z2q)- (6.60)

D’apres le lemme de Growall fractionnnaire, u = 0. 0



Chapitre 7

L’équation du champs de phase
cristallin avec dérivée temporelle
fractionnaire

Dans la construction des modeles phénoménologiques, la compréhension physique
ou la connaissance empirique est souvent utilisée pour mettre au point une description
mathématique appropriée. De méme, lorsqu’on étudie les modeles mathématiques qui
dérivent de la physique, on considere, généralement ces modeles avec des conditions
aux bords naturels, telles que les conditions aux bords de Neumann et des conditions
aux bords périodiques. L’utilisation de telles conditions est tres importante, car dans le
premier cas les solutions des problemes qui en découlent, présentent automatiquement
des symétries. En outre, dans le second cas, on peut étendre ces solutions a l'espace
tout entier. C’est I'une des raisons qui nous pousserons a étudier I’équation du champs
de phase cristallin avec dérivée temporelle fractionnaire avec des conditions aux bords
de Neumann.

Soient €2 un ouvert borné dans R™ ou n < 3. L’équation du champs de phase cristallin
avec les conditions de Neumann s’écrit :

Trouverw : [0,7] x Q — R,

‘Dyu — A(A?%u + 2Au + f(u)) = 0sur[0,7] x ©,
——ra§2“ =00 = L — 0 surol,

u(0) = ug, dans Q.

(7.1)

N — /7 . SR ;. —
Ou 8‘9—% = Vu.n désigne la dérivée normale extérieure de u et n' le vecteur normal
unitaire a 0f2.

La fonction f satisfait

If(u)] <e(1+uftt) YueR (7.2)
[ulP*? — ¢ < f(u)u. (7.3)
— + [ulP < fl(u) < k+ |ul?. (7.4)

64
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Définition 7.0.1 Une solution classique de (7.1) est une fonctionu € C*(0,T; C%(2))
vérifiant (7.1).

Définition 7.0.2 Soient 1 < p < 2, n = 3 une fonction u est une solution faible de
(7.1) si

1. we L2(0,T; V(Q) N LP2(0, T; LP2(Q)) N Lo(0,T; HY(Q)).
2. <Dgu e LN0,T; (V(Q) + L1 (Q))
3. pour tout v € V()

/CD&tu(t)vdw+/ VAu(t)VAvdx—Q/
0 Q

Q

VAu(t)Vvdac+/ f'(u(t))Vu(t)Vodx = 0.
Q

(7.5)
OuV(Q)={ve HQ): % = %An” =0}.
Pourn=2; 1 on prend p > 0.

Le dernier terme dans 1’équation (7.5) est bien défini, en effet, d’apres la condition
(7.4), on a pour tout v € V()

/ /]f ))Vu(t )Vv|dxdt<k/ /\VuV’u\dxdt—i—k/ /]u\p|Vqu|dxdt

(7.6)
— Sin = 3, nous avons p < 3 alors d’apres le corollaire IX.14 [5], L>(0,T; H(Q2)) C
L?(0,T; L*(Q))

k
[ 15 wtenvutveidadt < it + 5Tl
) T
+ COHUHLI;p((),T;L%(Q)) + CQ/O /Q |VUV’U|2dl’dt
< §||u||%2(O,T;H1(Q)) + §T||U||§{1(Q)

T
2
+ CO| |u| |LZ;]J(0’T;L2p(Q)) + 03 / /Q |VU|4dﬁEdt
0

T
04/ / |Vo|*dxdt.
0 Jo

Grace a I'inégalité d’interpolation suivante [16]

(7.7)

3 1
IVl za@) < ellulli o) llullfaq)- (7.8)
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On obtient
k 2 k 2
|f (t)Voldzdt < 5 HUHLZ(O,T;Hl(Q)) + §THUHH1 + Collull?5, (0,T:L27(Q2))

T 12-n n 12-n n
C’5/0 "u(t)‘|H13(Q)Hu(t)H;14(Q)dx + O6||U||H13(Q)HUH;I4(Q)
(7.9)

Nous avons u € L>(0,T; H'(Q)) (N L*(0,T;V(2)) et n < 6. D’ont

/ / If (u (t)Voldzdt < Cy. (7.10)
— Sin =2, on al'inégalité suivante [16]
IVl oy < [|A%][#]|Vul | (7.11)

et grace au corollaire IX.14 [5], dans ce cas p est arbitraire. Comme on a fait
précédemment on obtient

//!f (t)Vo|dzdt < C. (7.12)

— Sin =1 on applique aussi le corollaire IX.14 on obtient

|f (u (t)Vo|dzdt < C. (7.13)
I

Montrons que toute solution classique est une solution faible : Soit u la
solution classique du probleme (7.1). En multipliant la premieére équation de (7.1) par
une fonction test v € V() et en integrant sur €2, on obtient

/ “Dy yu(t)vdr — / APu(t)vdr — 2/ APu(t)vdx — / Af(u(t))vde =0. (7.14)
Par la formule de Green (1.6), pour tout x €  on a
/ “Dgu(t)vdr — / Adu(t)vdr — 2/ APu(t)vdr — / Af(u(t))vdz
Q v Q Q

A
:/ CDS“tu(t)vda:+/VAu(t)VAvdx—/ 0 uAvdU—l—/ Agua—do
Q Q 90 (971 371

A2 (7.15)
— aa_> vdo + 2/ VAu(t)Vodr — aaA_lfvdcr
o0N n 90 n

/Vf Vvdx—/maéfgﬁb) vdo.
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Ou do est la mésure superficielle sur 9€2. D’apres les conditions aux bord et comme
v € V() on trouve I’équation (7.5).

Montrons que toute solution faible et réguliére est une solution classique.
Soit u une solution faible et réguliere du probleme (7.1). En appliquant la formule de
Green pour tout, on trouve

/Q “Dg,u(t)vde + /Q Y Au(t)V Avdar — 2 /Q VAu(t)Vodz + /Q F(u(®) Vu(t) Vode

OA%y 0Au ov
= D u(t)vdr — [ Adu(t)vde + ——vdo — —Avd —/ A*u—d
/Q 0t Q /Q Q a0 ON ’ a0 ON ’ a0 on 7
0Au Of (u)
— A2uvdm+/ —-vdo — / Af(ul(t vdm—/ vdo.
/Q o0 ON Q f( ( )) o0 on
(7.16)

Tout d’abord on choisit v € D(S2) alors on a

/ °Dg u(t)vde — / Adu(t)vdr — 2/ APu(t)vdr — / Af(u(t))vde =0. (7.17)
Q Q Q Q
D’ou
D — A — 20% — Af(u) =0 v € D(Q). (7.18)
En déduit par densité que
‘Diu— A%u—20%u — Af(u) =0 surfd. (7.19)

Revenons & (7.16). Nous avons pour tout v € C*(Q) et u € L*(0,T;V(Q))

- —_>Ud0'.
o0 on

Donc pour tout v € C>*(2), on a

OA?y
vdo =0 7.21
| 5= (7.21)
On déduit par densité que
OA?y
—= =0. (7.22)
Théoréme 7.0.2 Soit ug € H*(Q) et f une fonction de C*(Q) satisfaisant (7.2) -

(7.4).
- Sin=1;2, p> 0, i existe une unique solution faible du probleme (7.1).
- Sin =3 etp <2l existe une unique solution faible du probleme (7.1).



68

Preuve

Solution du probléeme approché : L’espace V(Q) N LPT2(2) est un espace séparable
alors il existe une suite (w;)$2, ayant les propriétés (4.3). Notons

F, =< wy,..,w, > (7.23)

et

= uni(Hwy, (7.24)
j=1
ol Uy, : (0,T) — R qui résoud le systeme suivant :

Jo °D§ jun(t)pdz + [ VAu, (t)VAp)dr + 2 [, VAu, (t)Vds + [, f'(un(t)) Vu,(t) Vedz = 0
Un(0) = Up 0.
(7.25)
Pour tout ¢ dans F),. D’apres le théoreme 7[11] il existe unique solution locale u,, €
H*(0,7; F,) N L*>*(0,7; F,) pour un 7 < T treés petit. Pour I'existence globale de la
solution on applique alternative bolw-up [11] théoreme 10.
FEstimation a priori : Prenons ¢ = u,, dans (7.25), on obtient

/QCD&tun(t)un(t)dxH\VAun(t)\]%Q(Q)—l—/g I (un(t))Vu, (t) Vu,(t)dz = —Q/QVAun(t)Vun(t)dx.

(7.26)
On utilise I'inégalité de Young
/ ‘D yun (t)un (t)dz 4 ||V Ay (t) HLQ /f Un (1)) Vg, (t)Vu, (t)dz
Q (7.27)
IVun(©)]172q) 2
< . + el|VAu, ()| [720)
Nous avons d’apres (7.4)
[ Dbty + (1= DlIT Oy + [ Jan(OF [T (6
) 90 L (728)
n 12(Q sc +
< IVun(®)l[Fa) + ——— 1V (8)] 220
On choisit € > 0 1 €]0, 1[. On utilise I'inégalité d’interpolation (4.99) de [37]
[V |* < ¢ [unl| 2y [unl| 20 (7.29)

ed +1

crllun ()] |2 (@) | lun ()] 52()

(7.30)

[ D ®yun(t)da + (1= IV Aun ) e <
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On applique I'inégalité de Young pour A > 0

c o (tzc;_+1)26%”un(t)”%2 Q )\
!A D un (B () + (1= £)|[V Auy (1) a0 < ot Gl @l

(el @l | Aca o

(7.31)

Prenons \ < 12, alors
2

Ac ,
/Q "D un () () + (1= €) = ) [un(®)lips(o) < C'llun®llize).  (732)

Par convolution avec g,
o | D (OO + € () iy < €' i By (739
Q

On applique la proposition 6.1.2 pour E(u,) = 3|u,|? ( dans ce cas A = 0 de la
proposition 6.1.2).

lun(O[Z20) + C"ga * [lta O[5 < C'ga * [[un ()12 + [[ta(O)llL2i)-  (7:34)
D’apres le lemme de Gronwall fractionnaire
[l (I[Z2(0) + G * tn ()| [Frs(0) < Cs. (7.35)
Revenons a notre systéme (7.25). On choisit ¢ = 1 alors
/ “Dg yun(t)dr = 0. (7.36)
Q
Alors

/Q %gla  (tn — un(0))(t)dz = 0. (7.37)

On integre sur [0,t] et comme g;_, * (4, — u,(0))(0) =0 on a

/Q o (1t — 1 (0)) (£)dt = /Q Gat (un(0) — wn)(B)dz = 0. (7.38)

On applique la proposition 6.1.2, posons E(u) = u alors A = 0, (A de la proposition
6.1.2). Alors d’apres (7.36)

/ un(0) — up,(t)dx > 0. (7.39)
Q
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Revenons a (7.38)
t
/ (t—y) @ / un(0) — up,(t)dzdt = 0. (7.40)
0 Q
D’apres (7.39) on déduit

/Q 1 (0) = /Q (1) dz. (7.41)

Montrons que u, € LP**(0,T; LP**(2)). Notons < un, >= oy [ un(0)dz et @, =
up— < u,(0) >. Alors, par translation on réécrit notre probleme sous la forme

+ Jo £ (n(t)) Vi () Vodz = 0, (7.42)

Ja CDg‘tﬂn( tyvde + [, VAT, (6)VAvdx + 2 [, VAU, (t)Vode
Un(0) = u,(0)— < uy, >

Estimation a priori On prend v = u,, donc on a

/Q DR (£t () + /Q VAT () VAT (#)dz + 2 /Q Y AT () Vi, () da

(7.43)
+/ﬂf’(un(t))Vun(t)Vﬂn(t)dx =0.
Nous avons
I (un (1) Vu, )V, (t) = —Au,(t) f(un () + div( f(u,(t) Va,(t)). (7.44)
Comme @, (t) € V(2), d’apres (1.5) on a
/CD (1)1 dx+/VAun (1) VAT (¢ )dm—l—Q/VAun( V(1) dz
@ @ (7.45)
/ fun(t) A, (t)dr =
D’apres (1.5) on a
| D808 T 0o + 18T Ol ey + [ S0
@ @ (7.46)
= 2[|Vu,(t) ||L2 /fun < u, > dz.
On applique 'inégalité de Young, (7.3) et (7.2)
[ D8 )(-8) 0 + 18T Oy + [ (D
@ @ (7.47)

<O te / fun (D)7 + [t ()] s e
0
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On applique I'inégalité de Young pour v > 0

/ © DR (1) (— ) (£)d + (| AT ()] 2oy + (1 — ) / ()P 2l
Q Q

< C1 A+ |lun ()|l 0

(7.48)

On remarque que

/CD&tﬂn(t)(—A)_lﬂn(t)da::/ CD(’it(—A)(—A)_lﬂn(t)(—A)_lﬂn(t)da:
@ “ (7.49)
= [ D38 OV (-2) w0,

Alors

/ DRV (= A) (1Y (— A) (1) + [T ()] oy + (1~ ) / (1) 2
Q Q

< O A+ |lun ()|l 0

(7.50)
On choisit 0 < v < 1 et on convole avec g,
Gou * / “D§V(=A) 0 () V(=A) " T (t)dz + ga * | (1) 7720
Q (7.51)
1=+ [ O < g0 5 € g0t a0
On applique la proposition 6.1.2 pour E(V(—A)'u,) = 1|V(=A)"'%,|*. Dapres
(7.35), on déduit
[ wn | Lo+20,1;L0+2(0)) < C. (7.52)
Revenons a (7.25). On remarque que
VAu,VAp = —A*u,Ap + div(ApV Auy,). (7.53)
et
—A%u, Ap = VA?u, Vo — div(—A*u, V). (7.54)
Alors nous avons d’apres (1.5) et comme ¢ € V(Q) et u,(t) € V(Q)
/ ‘D yun (t)pdx + / VA%, (t)Vodr + 2/ VAu,(t), Vedz
@ @ @ (7.55)

+/Qf'(un(t))Vun(t),Vg0d:p = 0.
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Posons ¢ = A%u,,(t), alors

/CD&tun(t)AQUH(t)dx—i-/VAQUR(t)VAQUn(t)dx—i—Q/VAun(t)VA2un(t)dx
Q Q Q

+ /Q £ (11 (£)) Vit (£)V A2, () = 0.
(7.56)

Nous avons
D yun (1) A%, (1) = div( “Dg jun () VAu,(t)) — “Dg Vi, (£)VAu,(t).

7.57
— “DgVu, (t)VAu,(t) = —div(“Dg,Vu, (t) Au, (1)) + “Dg  Aup (t) Ay, (t). (7.57)

Alors d’apres (1.5) et comme u,, € V(2), et par inégalité de Young on a
/ Dy Auy, (t) Au, (t)dx + HVAQun(t)H%z(Q) +/ I (U (1)) Vun () VA?u, (t)d
Q Q

1
< el|VA%u, ()] 72q) + EHVAUYI(t)H%?(Q)
(7.58)

Grace a (7.4) on a
/ “Df A () At (1) dae + ||V A ()| |72y < el VA un(8)]] 720y
@ ) (7.59)
+ EHVAun(t)H%z(Q) + c/ [V, (t)V A% u, (t)|dr.
Q
D’apres I'inégalité de Young

/Q “Df A () At () daz + |V A (8)| [0y < 26]| VA un (1) [

1
+ VA1) Z2(0) + el Ve (Bl 22(0)-

(7.60)
On convole avec g,. Choisissons € > 0 tel que 1 —2¢ > 0
g [ “D () S () + (1= 26)g0 Oy
0 (7.61)
1 2
< G * ZIun(Ollzza0) + 190 * [[un ()l
On applique la proposition (6.1.2) pour E(Au,(t)) = 3| Au,(t)|?
|| Aun(0)[Z2(0) + (1 = 2€)ga * |[un(t)|[25(0)
(7.62)

1
< o * Z[un(®)[ir3() + 190 # [[un(O)l[711(0) + [|Aun(0)[[22(0)
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D’apres (7.35), on a
1A (8)[[Z2() + (1 = 2€)ga * [Jun(t) 773y < C. (7.63)

On déduit
[n ()72 (62) + (1 = 2€) g * [t (1) 31502y < C"- (7.64)

Estimation de f(uy) et de °Dg,u, : Nous avons d’apres (7.2) et (7.52)

T pt2
/ / | (un(0) |52 dadt < ellun][ios20.7-0420. (7.65)
0 Q

Soit w € V(2) N L%(9), on utilise I'inégalite de Holder

T
| [ 1Dsntuldadt < uallozviaplwllzonvion +lunllorvaylwlzoyie
0 Q

Ff )l w2 w2

HLP+1 (O,T;L ))‘|wHLP+2(O,T;LP+2(Q)).

(@
(7.66)
Donc on a o
‘D un € L'(0,T; (V(Q)) + Lr+1(Q2))). (7.67)
Alors d’apres le théoreme 6.1.1 et 'estimation (7.64)
u, — udans L*(0,T;V(Q)). (7.68)
On a aussi
U, —*u € L®(0,T; H*(Q)). (7.69)
Donc
Uy — U DD (7.70)
Par continuité
f(un) = f(u) p.p. (7.71)
Alors d’apres le lemme 1.3 [28§]
Flup) — f(u) dans Lr+1 (0, T; v+ (). (7.72)

Retour au probléme initial : Prouvons que la fonctions limite u satisfait la forme
faible de PFC

T T T
/ <¢ Dgu(t), ¢ > dt = / < A’u(t), o > dt + 2/ < A%u(t),p > dt
0 0 0 (7.73)

—l—/T < Af(u(t)), ¢ > dt,
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pour tout ¢ € V(Q2) N L*(Q).
Soit w € V(2) N LPT2(2) alors on peut trouver une suite

= Z ajw; tel que (7.74)
=1
w, — w dansV(Q) N LFT3(Q). (7.75)

Pour tout ¢ € D(0,T)
T
/ < “Dgun(t), w, > @(t)dt
0
T T
_ / < Au (), wy > (t)dt +2 / < A2 (t),wy > (1)t (7.76)
0 0

—i—/o < Af(un(t)), w, > @(t)dt.

La convergence du termes linéaire :

T
/ < VAu,(t) = VAu(t), o(t)VAv, > — < VAu(t), VAvp(t) — VAv,p(t) > dt
0

< lun = w720 @ 1o (D] L20.2:v @) + 0w — @l 20mv @)l 2 0.1v () — O-

(7.77)
T
/ < Aun(t) — Aut), () Avy > — < Ault), Avp(t) — Avpp(t) > dt
0
< lun = ul 220 mv @ 1onp ) 20270y + l0vn = @0l| 20, mv(@p [l 20,720 0) — O
(7.78)

La convergence du terme non linéaire

/ /f un(t (t)Av, — (t)Av)dxdt—/OT/Qf(u(t)) — flun(t))p(t) Avdzdt

< ||f Un)|| b2 (0TLP+1 @) o (t)vn @(t)v||Lp+2(0,T;LP+2(Q)ﬂV(Q))

/ / (un(t)))p(t) Avdzdt — 0.

La convergence de la dérivée fractionnaire : Nous avons pour tout p < 2

(7.79)

°D§ i, € L571(0,T; (V(Q))). (7.80)
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En effet, on a f'(u,)Vu, € L%(O,T; L%(Q)) car on a d’apres (7.4) et inégalité de
Young

r 2p T 2p
/ /If’(un)wnlwdxdtgc/ /|Vun(t)|2vldxdt
o Ja o Ja
T 2p? 2p
+/ /|un(t)|2p1|Vun(t)|2pldxdt
Q
o . . (7.81)
S/ /]Vun(t)|4dxdt+/ /|un(t)|2p—1dxdt
o Ja o Ja
T "
+ / / YV (8) 555 dad.
o Jo

Alors si p = 1 les dernieres intégrales sont bornées. On utlise 'inégalité d’interpolation
(7.8), (7.64) et le corollaire IX.14[5] et aussi si p = 2.
Revenons a notre probléme (7.25). Nous avons pour tout v € L*(0,T;V (Q2))

T
/ / 1D un (tudedt] < eallunll 2o ol oy
0 Q

. (7.82)
2p
+ |1/ (un) 01 (W)/O /Q|W| dxdt.

Sip=1ona

T
/ / 1D un (£)odadt] < e llun 220235 0] Lono.2 )
0 Q

+C2Hf(Un)VUnHLQ_I(OT(V(Q) [[v]]£20 0,737 (02)) -

(7.83)

Si p = 2 on utlise I'inégalité d’interpolation (7.8). On trouve

T
| [ 1Dinltyedudt] < caljnlzoirmsonllell ooy
0 Q

T
+ Uy )V, //v3 v dxdt
(ECN PSRN (N A1 1 et

< ClHunHLQ(OTH3 HUHL2P(0TV(Q))
+ cof | £ (un) L OTAVE)) || V|| 200,77 (02))-
(7.84)
Comme 5= > 1, d’apres la proposition 3.5 [25], il existe une sous suite encore notée
“Dg yun, convergeant vers “Dg,u. Donc
T
/ <€ DOtun( ) CD&tu(t,go(t)vn > — < Dg (), ve(t) — vpp(t) > dt
0
= HCD&tu” N Otu” [lunip(t )||LP+2(0,T;V(Q)mLp+2(Q)) (7.85)

LEE (0,13(V (@) LB ()

+llevn = pullureorv@nwr2@ll Dogul| g o0 w2 00
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On passe a la limite dans (7.76). D’apres (7.77), (7.79) et (7.85) on obtient
T T
| Dyt e = [ < st v > o
0 0

+ 2/T < A?u(t),w > pdt + /T < Af(u(t)),w > p(t)dt.
" ' (7.86)

Condition initiale : Comme dans le chapitre précédent, on obtient w, o — uo.

Unicité : Soit uy, us deux solutions de notre probleme, notons u = u; — ug, on a
‘Dgu — Au — 20%u — A(f(uy) — flug)) = 0. (7.87)
u(0) = 0. (7.88)
On multiplie ’équation (7.87) par u et on integre sur €2
< “Dyult),ut) > — < Adu(t), u(t) > =2 < A%u(t), u(t) >
— < A(f(u1) = fluz)),u(t) >=0
Nous avons [, u(t)dz = 0 alors on a
< CD&t(—A)(—A)_lu(t),(—A)_lu(t) >+ < A%u(t), u(t) > +2 < Au(t), u(t) >
+ < (flw(t) = f(uz(t))), u(t) >=0.

(7.89)

(7.90)

On applique la formule (1.5) et I'inégalité de Young et la croissance a 'infini comme
on a fait dans la preuve du chapitre précédent

< “D§V(=A)" (), V(=A) " u(t) > +(1 = e)lJu(®)| 720

1
< (C A+ LA D@z

: 1 ) (7.91)
< (2 + L+ 151V (=2) " alt) 20y + 81 Vt) [

1 1 _
< (g + L+ 1)25||V(—A) 1U(t)||2L2(Q) + 5C||U(t)||§{2(ﬂ)‘

Choisissons 0 < ¢ < 1 et 0 < § < 5. comme u(0) = 0, la dérivé fractionnaire de
Caputo est égale la dérivé fractionnaire de Rieman-Liouville. On applique le corrolaire
3.0.1 alors

i-a * [[V(=2) " u(t)] |72 +((1 — ) — 05)/0 ()72

(7.92)

1 I _
<CHL+1%5 [ IVER) Ol
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On convole avec g, on obtient

/|w u(t)| ooy (1 — &) — cb)ga /Hu|mm
(7.93)

1 1 ! _
SCHL+ D50 [ VA b

On applique le lemme de Gronwall fractionnaire on obtient u = 0. O
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