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Résumé

Cette these s’articule autour de deux objectifs principaux :

1) Elle s’inscrit dans le cadre de I’étude de la géométrie des fibrés tangents,
en mettant particulierement ’accent sur la métriques naturelles et les
connexions linéaires sur le fibré tangent. Par ailleurs, nous utilisons une
généralisation de la métrique de Cheeger-Gromoll sur le fibré tangent TM,
considérée comme une métrique naturelle sur TM. Nous établissons les
conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un champ de vecteurs soit
harmonique par rapport a cette métrique généralisée, et nous construisons
plusieurs exemples de tels champs de vecteurs harmoniques.

2) Elle explore la géométrie d'une déformation non conforme de la
métrique, appelée Mus-gradient, ainsi que I’étude de I’harmonicité et de la
bi-harmonicité des applications entre deux variétés riemanniennes par
rapport a cette métrique.

Mots clés:

Déformation non conforme, applications harmoniques, applications bihar-
moniques.

Relevement horizontale,Relevement verticale, Métrique de Cheeger-Gromoll
généralisée.
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Introduction

Cette these s’articule autour de deux objectifs principaux :
1) Elle s’inscrit dans le cadre de I'étude de la géométrie des fibrés tan-
gents, en mettant particulierement l'accent sur la métriques naturelles et
les connexions linéaires sur le fibré tangent. Par ailleurs, nous utilisons une
généralisation de la métrique de Cheeger-Gromoll sur le fibré tangent TM,
considérée comme une métrique naturelle sur TM. Nous établissons les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour qu'un champ de vecteurs soit harmonique
par rapport a cette métrique généralisée, et nous construisons plusieurs ex-
emples de tels champs de vecteurs harmoniques.
2) Elle explore la géométrie d'une déformation non conforme de la métrique,
appelée Mus-gradient, ainsi que ’étude de I’harmonicité et de la bi-harmonicité
des applications entre deux variétés riemanniennes par rapport a cette métrique.
Soit (M, ¢g) une variété Riemannienne . Une métrique Riemannienne g sur le
fibré tangent TM de M est dite naturelle par rapport a g si,

g(XHvYH) > g(X, Y) om
gxXn YY) =0
ot X,Y € I(TM)

En 1958 Sasaki S.[26], a partir d'une variété Riemannienne (M, g) a con-
struit une métrique naturelle g sur le fibré tangent TM de M . Aujourd’hui,
cette métrique est connue sous le nom de métrique de Sasaki sur TM et
définie par :

gXLYT) =g(X,Y)or
gXLYY) =0
IXV. YY) =g(X,Y)or

ou X, Y € T'(TM)

En 1971 Kowalski O.[20], a utilisé le crochet de Lie sur TM pour obtenir des
formules explicites de la connexion de Levi-Civita V et le tenseur de courbure
Riemannienne R sur (TM,g) munie de la métrique de Sasaki.

En 1972 Cheeger J. et Gromoll D.[10] ont introduit leur métrique sur le fibré
tangent TM dans leur article "On the Structure of Complete Manifolds of
Nonnegative Curvature”, principalement pour étudier les variétés a courbure
positive.
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/g\p(XH7 YH) = g:Jc<X7 Y)

(X YY) =0

gp(XY, YY) = (92(X,Y) + g2 (X, 1) g:(Y, w))

1412
ou X, Y e I'(TM),p = (z,u) € TM et r = ||u|| = /g(u, u).

La métrique de Cheeger-Gromoll généralisée est une famille de métriques

naturelles h,, sur le fibré tangent d'une variété riemannienne, dépendant
de deux parametres p € R et ¢ > 0. Cette famille a été introduite en
2009 par Michele Benyounes, Eric Loubeau et Chris M. Wood [4], dans leur
article intitulé ”"The Geometry of Generalised Cheeger-Gromoll Metrics”.
Dans cet article, les auteurs étudient la géométrie du fibré tangent muni
de cette famille de métriques, qui déforment les métriques de Sasaki et de
Cheeger-Gromoll.
En 2020, (R. Kada Ben Otmane, A. Zagane et M. Djaa) [17], nous avons
employé la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée sur le fibré tangent TM
comme métrique naturelle. Dans notre travail, on a établi les conditions
nécessaires et suffisantes pour qu’'un champ de vecteurs soit harmonique par
rapport a cette métrique. nous avons également construit plusieurs exemples
explicites de champs de vecteurs harmoniques illustrant cette théorie.
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Ce mémoire s’articule autour de trois chapitres:
Dans le premier chapitre, nous rappelons les définitions et propriétés fon-
damentales des variétés riemanniennes, des connexions linéaires, du tenseur
de courbure, ainsi que des opérateurs différentiels sur une variété riemanni-
enne. Nous introduisons également la structure du fibré tangent inverse et
les notions d’applications harmoniques et biharmoniques.
Dans le deuxieme chapitre, nous développons différents aspects de la
géométrie du fibré tangent d’ordre 1, en étudiant:
e Le relevement vertical, complet et horizontal des fonctions, des champs de
vecteurs, des formes différentielles et des champs de tenseurs de type quel-
conque d’une variété vers son fibré tangent.
e [’analyse de certaines métriques riemanniennes sur le fibré tangent, notam-
ment la métrique naturelle, la métrique de Sasaki et la métrique de Cheeger-
Gromoll.
Par ailleurs, nous utilisons une généralisation de la métrique de Cheeger-
Gromoll sur le fibré tangent TM, considérée comme une métrique naturelle
sur TM. Nous établissons les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un
champ de vecteurs soit harmonique par rapport a cette métrique généralisée,
et nous construisons plusieurs exemples de tels champs de vecteurs har-
moniques.

Dans le troisieme chapitre, nous étudions ’harmonicité et la bihar-
monicité des applications entre deux variétés Riemanniennes par rapport a

une déformation non conforme de la métrique, dite métrique Mus-gradient.

Définition Soient (M™,g) une variété Riemannienne et f : M — R
une fonction de classe C*(M) telle que grad f # 0. Sur M, on considére
une déformations non conforme de g, appelée métrique Mus-gradient notée
g définie par:

9X,Y) = (g +df @df)(X,Y) = g(X,Y) + X(f)Y(f)
ou X, Y € I'(TM), f est fonction de déformation.

Enfin, dans la derniere section, nous caractérisons certaines classes d’applications

bi-harmoniques propres (bi-harmoniques non harmoniques). Nous proposons
également des exemples explicites de telles applications dans le cas ou (M™, g)
est un espace euclidien.

10



Supprimer filigrane

mm Wondershare
®  PDFelement

Chapter 1

Introduction a la géométrie
Riemannienne

1.1 Meétrique Riemannienne

Notation:
C>(M) l'ensemble des fonctions de classe C* sur M
['(T'M) I'ensemble des champs de vecteurs sur M.

Definition 1.1.1 Une métrige Riemannienne g sur une variété différentiable
M est une application ,

g D(TM) x D(TM) —s C>(M)
C>(M)-bilinéaire, symétrique et définie positive.

Remarque 1.1.1 Soit g une métrique Riemannienne sur M. Pour tout
V,Wel(I'M), ona:

1. e g(V,W)=g(W,V). (symétrique)
e g(V,V)>0etg(V,V)=0=V =0 (définie positive)
2. Si (U, p) est une carte sur M, alors
g = Z gi;da’ @ dx? (1.1)
ij=1

ot gi; sont des fonctions différentiables sur U appelés composantes du
tenseur métrique relativement d la carte (U, ).

11
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localement, si V = Z Vi, et W= Z Wjaj on a

i=1 j=1
g (V, W) = gijVin.

3. Pour tout x € M on a

9o T,M x T,M — R.

est une forme bilinéaire, symétrique, non dégénérée et définie positive,
ou T, M désigne [’espace tangent en x.

Definition 1.1.2 Une variété Riemannienne est un couple (M, g), ou M est
une variété différentiable et g une métriqgue Riemannienne sur M.

Exemple 1.1.1 L’espace R™ muni du produit scalaire standard

n
90 (U7 'U)) @ Z Wy,
i=1

0U v = (V1,..., ), , W= (Wi, ..., wy), € T,R" et x € R™.
Exemple 1.1.2 Dans la boule
D" ={z eR* | || <1}.

on considere le tenseur gy définie par

4
g (v, w) = Wgo(v,w), v,we T, D", = eD"

gu est appelée la métrique hyperbolique sur D™.

Exemple 1.1.3 Soit M wune sous-variété différentiable de (R™,go). Pour
tout x € M, on a T,M C T,R"™. En posant

g(v,w) = go(v,w) v,w € T,M.

on obtient la métrique Riemannienne induite par gy sur M.

12
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Remarque 1.1.2 Soient (M, g) une variété Riemannienne, de dimension
n, (U,¢) et (V,9) deux cartes sur M, Si g;;( resp G )désignent les com-
posantes de g relativement a la carte (U, ) (resp (V,4)), alors pour tout
x € (UNV), le changement de coordonnées est donné par

y=ylx) =y, . ...y") =vop (z)

oy oyt _
9ij = i %gkl-
k=1
ou (%,..., %) et (3y1" By 9) désignent les bases de champs de vecteurs

associés respectivement aux cartes (U, @) et (V,1).

1.1.1 Image inverse d’une métrique Riemannienne

Definition 1.1.3 Soient (N, h) une variété Riemannienne de dimension n,
M une variété différentiable de dimension m, et f : M — N une immersion.

Alors

F*h : D(TM) x D(TM) —s C>(M)
définie pour tout X,Y € I'(TM) et x € M par

f*h(X: Y)rr = hf(z) (d:rf<Xx)a da:f(Yw)):

est une métrique sur M, appelée métrique inverse.

Expression locale de la métrique inverse f*h

Soient (U, ) une carte de M de base locale associée (52, ..., z2:) et (V, )

; P 3 Oxl) )y Qxm
une carte de N de base locale associée (a—yl, o W)’ alors

o 0
oz’ "%)
)
(df(ax) f(@))

B Z of« 8f5 0 )
ox’ Gmﬂ 8y oyP

(f*h)iz = fh(

of

13



Supprimer filigrane

mm Wondershare
®  PDFelement

2 (hap o 1), (1.2)

Definition 1.1.4 Etant donnée une métrique Riemannienne g sur une variété
M, on définit la norme |V||, dun champ de vecteur V € I'(TM) par

Vllg = v9(V, V) (1.3)

Localement, si V.= Vi0; alors,

IVIIG = giV'V

Proposition 1.1.1 (isomorphisme canonique )
Soit g une métrique Riemannienne sur M . [’application,

f:0(TM*) — T'(TM)
w — fw
définie par
g(fw, V) = w(V). (1.4)
pour tout V€ T'(TM), est un isomorphisme C>(M)-linéaire.

Lemme 1.1.1 Soit g une métrique Riemannienne sur M. Pour tout x € M
la métrique g induit un isomorphisme linéaire entre T, M* et T, M

i, T,.M* — T, M
w — fw
définie par,

9o (fow, v) = w(v)
pour tout v € T, M.

Remarque 1.1.3 Localement, siw = w;dz’ et g = g;;da’ ® da?, alors

fw = wig"0;

ot (") désigne la matrice inverse de (gi;).

14
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1.2 Connexion linéaire.

Definition 1.2.1 Une connexion linéaire sur une variété M est une appli-
cation

V : I(TM) x [(TM) —s I'(TM)
(X, V) — VxV

vérifiant:

1. Vx(V+ W) = VxV + VxW
2. Vx(fV) =X(f)V + fVxV
3. VxipyV = VxV+ fVyV,
pour tout V,W, X, Y € I'(TM) et f € C*(M).

Definition 1.2.2 Soient V wune connexion linéaire sur une variété M de
dimension n et (0y,...,0,) ( resp (dz',...,;dz™) ) une base locale de T'(TM)
(resp T'(T*M) ) . les coefficients de Christoffel sont définies par

Y = daz*(Vy,0;) (1.5)

Definition 1.2.3 Une section V € I'(TM) est dite paralléle par rapport a la
connexion V si

VxV =0

pour tout X € I'(TM)

Definition 1.2.4 Soit g une métrique Riemannienne sur M, On dit que la
métrique g est compatible avec la connexion V (ou paralléle), si

Vg=10 (1.6)
(ng) (V, W) =0
X(g(V,W)) = g(VxV, W) + g(V, VxW). (1.7)
pour tout X, V, W € T'(TM).

15
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1.2.1 Tenseur de torsion.

Definition 1.2.5 Soient M une variété différentiable et V une connexion
linéaire sur M. Le tenseur de torsion associé a 'V est une application C*(M)-
bilinéaire définie par

T:T(TM) x I'(TM) — I'(TM)
(X,Y) = T(X,Y) = VxY - VyX - [X,Y]
pour tout X, Y € I'(TM).
La connexion V est dite sans torsion st 'T = 0.

Remarque 1.2.1
1. T est un champ de tenseur de type (1,2)
2. T(X,Y) = =T(Y,X) pour tout X, Y € I'(TM) (T est antisymétrique)

3. La connezion V est sans torsion ssi pour tout X,Y € I'(TM) on a :
X, Y] = VxY — VyX
4. Pourtout x € M, le tenseur de torsion T induit une application bilinéaire

T,: T,MxT,M —T,M
(v, w) — Typ(v,w) = (VxY), — (VyX), — [X, Y],

ou X, Y € T'(TM), telque X, = v et Y, = w (indépendament du choix
deX etY ).

Théoréme 1.2.1 (fondamentale).

Soit V une connexion linéaire sur M. Sip € M tel que T, = 0, alors si
et seulement si il existe une carte (U,z',...,2") telle que pour tout i,j,k =
1,...,n, on a

I (p) = 0 (L8)

16
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1.2.2 Connexion de Levi-Civita
Théoréeme 1.2.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne, ’application

V : I(TM) x [(TM) —s T(TM),

définie par la formule de Kozul,
29(VxY,Z) = X(g(Y, Z)) + Y(9(2,X)) = Z(9(X,Y))

+9(Z, [X, Y])+9(Y, [2,X]) —g(X, [Y, Z]), (1.9)
est une connexion linéaire sur M, appelée connexion de Levi-Clivita.

Preuve:
Pour tout X,Y,Z € I'(TM) et f € C>*°(M) on a,

Lo e 29(VyxY,Z) = fX(9(Y,2)) + Y(9(Z, /X)) = Z(9(fX,Y))
+9(Z, [fXY]) + 9(Y, [Z, fX]) = g(f X, [Y, Z]),

= fX(g(Y,2)) + Y(f)(9(Z X)) + [Y(9(2,X))
—Z(f)g(X,Y) = fZ(9(X,Y)) = Y(f)g(Z,X)
+f9(Z X YDHZ(Ng(Y, X)+fg(Y, [2,X]) = fg(X, [Y, Z))
= [X(9(Y,2)) + fY(9(Z. X)) = fZ(9(X,Y))
+f9(Z, X, Y]) + fo(Y, [2,X]) = fg(X, [Y, Z])
=2f9(VxY,Z)
=29(fVxY,Z),

et comme g est non dégénérée on a, VxY = fVxY

2. 0 29(VxywY,2) = (X+W)(g(Y,2))+Y(9(Z, X+ W))-Z(g(X + W, Y))

17
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+9(Z, X+ W, Y] +g(Y, [Z, X + W])—g(X + W, [Y, Z])
= X(9(Y,2)) + Y(9(2,X)) = Z(9(X,Y))

+9(Z, [X, Y]) + 9(Y, [Z,X]) — g(X, [Y, Z])

+W(g(Y,2)) + Y(9(2,W)) = Z(g(W,Y))

+9(Z, W, Y]) + g(Y, [Z, W]) — g(W, [Y, Z])

= 29(VxY,Z) + 29(VwY,Z)

= 29(VxY + VwY,Z)

d,Otl7 Vx+wY = VxY + VwY

3. @ 29(VxfY,Z) = X(g(fY,2)) + [Y(9(Z. X)) = Z(9(X, fY))
+9(Z, X, fY]) + 9(fY, [2,X]) = g(X, [fY, Z])
= X(Ng(Y,2) + fX(g(Y,2)) + fY(9(2,X))
—Z(f)g(X.Y) = fZ(9(X,Y)) + X(f)g9(Z,Y)
+F9(Z, X, YD)+ Fg(Y, [2, XD+Z(F)g(X, Y) = fg(X, [Y, Z])
= 2X(N)g(Y, 2)+fX(9(Y, 2))+fY(9(Z, X)) = fZ(9(X, Y))
+f9(Z,[X,Y]) + fo(Y, [2,X]) = fg(X, [Y, Z])
=2X(f)g(Y,2) +2f9(VxY,Z)
=29(X(f)Y + fVxY,Z),

d,Ol\,l7 foY = X(f)Y + fVXY

4. De la méme maniere on obtient, Vx(Y + Z) = VxY + VxZ. Donc V
est une connexion linéaire sur M.
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Théoréme 1.2.3 [5/ (Théoréme fondamental de la géométrie Riemanni-
enne)

Si (M, g) est une variété Riemannienne, alors la connexion de Levi-Civita
est l'unique connexion linéaire sans torsion et compatible avec g.

Preuve: On a

§(VXY, 2)  g(V¥X,Z) = 5 {g(2,[X,Y)) = g(2,[Y, X))}
= g<Zv [Xv Y])7

d’ou la connexion de Levi-Civita est sans torsion. et,

1
9(VxY, Z2) + g(VxZ.Y) = S {X(9(Y, 2)) + X(9(Z, Y))}
= X(g(Y,2)),
ce la prouve que la connexion de Levi-Civita est compatible avec la métrique g

sur M. Comme g est non dégénérée, la relation (1.9) détermine completement
la connexion V, ce qui donne 'unicité.

Remarque 1.2.2 Dans un systeme de coordonnées (z°) sur M, V est complétement
définie par les symboles de Christoffel Ffj définis par :

o .0
Vitigw ~ Liggr
En effet,
st X = Xii et Y = in alors
T o Qi
.0 0
Y = X{(—YFk + TEYI)— |
VY = XY Y g

Proposition 1.2.1 Soient (M™, g) une variété riemannienne de dimension
m et V sa connezion de Levi-Civita associée. Pour toute carte locale (U, )
de M avec coordonnées (z',...,2™) et base locale associée (s, ..., %), les

9zl ) gam
symboles de Christoffel I’fj sont donns par:

1 dg;1  Ogu  0gij
koL ki j _ 995
Th=32.9 (axi T o T Bl

=1

19



Supprimer filigrane

Wondershare
PDFelement

ot (gi;) représente la matrice des coefficients de la métrique et (g') sa
matrice inverse. On a également la relation :

- 1 (0gy  Oga 09y
koL j _ J
D oully =3 (axi T o0 T o

Les coefficients ¢;; = g(aiﬂ%) sont les composantes locales de la

métrique g dans la carte (U, p).

Comme [0;,0;] = 0 pour tout i,j = 1,...,m, ou 0; = % désigne les champs
de base locaux, la connexion de Levi-Civita satisfait :

29(Va,05,01) = 0i(gq1) + 0(ga) — (i)

En exprimant V,0; dans la base locale :
Vo0 = Y T30,
s=1
On obtient donc :

29(V,0;,0) =2 T304
s=1

= 0,951 + 0;9q — 019ij

Ce qui donne la relation fondamentale :
m . 1
> Thga = 5(igin + 0391 — igiy) (1.1)
s=1

Pour isoler '},

m m . 1 m
Z Z Finglglk =5 Z 9™ (0igj + 0590 — Ougij)
=1

=1 s=1

multiplions les deux membres par ¢** et sommons sur [ :

En utilisant la relation " | gqg™ = 6% ou §* est le symbole de Kronecker,
on obtient finalement:

1 m
Ffj =3 ngl(aigjl + 0590 — 01gij)
=1
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Exemple 1.2.1 On considére la paramétrisation de la sphére S™ = {u € R™ | |u| = 1}
et soit la projection stéréographique, v : R* — R™™! donnée par

27! 22" lz]|* =1
P(x) = ( . , ), xr € R™.
[l + 17 el + 17 > + 1
Les composantes du tenseur métrique relativement a 1 sont
46,5 "
gij(z) = —(1 T r e R".
En effet,
en utilisant la proposition 1.2.1
—27°

FZ@) = ng(l‘) = Féz(l‘) = —P§j($) = TII:EHQ’

ki o -
I(z) =0, pour i, j, k =1,...,n. distincts.

Théoréme 1.2.4 (fondamental).
Soient (M, g) une variété Riemannienne et p € M, alors il existe une carte
(U, 2t ..., 2") telle que

Ik (p) =0 (1.10)
9(9:,0;)(p) = 0y (1.11)

pour tout 1,5,k =1,...,n.

1.3 Courbures

1.3.1 Tenseur de courbures.

Definition 1.3.1 Soit M une variété différentiable muni d’une connexion
linéaire V.
le tenseur de courbure définie par, R : I'(TM) xI'(TM) xT'(TM) — T'(TM),
associé a V, par :

R(X,Y)V = VxVyV = VyVxV — Vix yV.
Pour tout X, Y, W € I'(TM).

Propriétés 1.3.1 .
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1. La courbure R est C*°(M)-3 linéaire.

2. R(X,Y)V = —R(Y, X)V pour tout X, Y € I'(TM) et V € I'(TM) (an-
tisymétrie).

Definition 1.3.2 Sur une variété Riemannienne (M, g), le tenseur de cour-
bure de la connexion de Levi-Civita est appelé tenseur de courbure Rieman-
nienne.

le tenseur de courbure Riemannienne s’exprime en fonction des coefficients
de Christoffel:

R(D;,0;)0k = ZR]kal

R’z]k - 8 (ng zk + Z {sz ?}c P?}Z ’

ot, (0;)i=1.n est une base locale de champs de vecteurs sur M.

Proposition 1.3.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne. Le tenseur de
courbure Riemannienne R a les propriétés suivantes:

1. R est un champ de tenseurs de type (1;3).
5. g(R(X, V)Z, W) = g(R(Z, W)X, V).

4. R vérifie l'identité de Bianchi algébrique
R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X 4+ R(Z,X)Y = 0.
5. R vérifie l'identité de Bianchi différentielle
(VxR)(Y,Z) + (VyR)(Z,X) + (VZR)(X,Y) = 0.

V X,Y,Z, W € I(TM).
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1.3.2 Courbure sectionnelle

Definition 1.3.3 Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension
n > 2 et P un 2-plan de T,M de base {X,Y}. On appelle courbure section-
nelle en x de P

Remarquons que dans la définition précédente, on peut remplacer X par AX

pour A # 0 et Y par Y — g(X,Y)X. On peut donc supposer que {X,Y} est
une base orthonormale. Dans ce cas

Ko (P) = g(R(X, Y)Y, X))
On vérifie que K, (P) ne dépend pas de la base orthonormée de P.
En effet,

Si {Z, T} est une autre base orthonormale, il existe a,b € R, tels que a?+b* =
1 avec

Z =aX+bY, T =—-bX+aY.
Une simple vérification montre que
gR(X, Y)Y, X) =g(R(Z,T)T,Z).
Definition 1.3.4 Soit (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n.

On dit que M est une variété a courbure constante s’il existe une constante
k € R telle que pour tout x € M et tout 2-plan P de T, M, on a

K, (P) = k.

Proposition 1.3.2 Une variété Riemannienne (M, g) est de courbure sec-
tionnelle constante k si et seulement si le tenseur de courbure vérifie l’équation:

R(X,Y)Z =k(g9(Y,Z2)X — g(X,2)Y)
pour tout X,Y et Z € I'(TM).
Corollaire 1.3.1 Si (M™, g) est une variété Riemannienne de courbure sec-
tionnelle constante k, alors pour tout X, Y € I'(TM) on a
1. Ricci(X) = (m — 1)kX.
2. Ric(X,Y) = (m—1kg(X,Y).
3.8 =m(m—1)k.

Exemple 1.3.1 L’espace euclidien R™ muni du repere canonique 0; = 5+,
du produit scalaire euclidien g = g;jdx; ® dzx;, ou g;; = d;5. On vérifie
ko= ;& = 0 donc R = 0. En particulier, la courbure

immédiatement que T}, = 0, R,
sectionnelle de (R™, go) est nulle.
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1.3.3 Courbure de Ricci

Definition 1.3.5 La courbure de Ricci d’une variété Riemannienne (M™, g)
de dimension m est un tenseur de type (0,2) défini par

Ric(X,Y) = traceR(x,X)Y

zm: 627 Y7 ei);

pour tout X, Y € I'(TM), ot (e;) est une base ortnonormée locale sur M, et

R(+,X)Y : T(TM) — T(TM)
7 — R(Z,X)Y

Ric: T(TM) x T(TM) — C(M)
(X,Y) ~ Ric(X,Y)

La courbure de Ricci, Ric est une forme bilinéaire symétrique, en effet
Ric(X,Y) Z (e;, X)Y, €;)

g(R(Y,e;)e;, X)

VL

@
Il
—

g(R(eiv Y)X> ei)

I

=1

= Ric(Y,X)

Relativement a la base (%)izlnm, les composantes du tenseur de Ricci sont
donnée par
o 0
Ric;; = Ric
Jj (a ax] )

0
= trace R(x Ee

9,
" Ozt Ol
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= (R, ) )
= g" R} s

= Ry

= Rﬁ-j

Definition 1.3.6 Le tenseur de Ricci d’une variété Riemannienne (M™, g),
est un tenseur de type (1,1), défini par

Ricci(X) = Z R(X,e;)e;

=1

pour tout X € I'(TM), ot (e;) est une base ortnonormée locale sur M.

Remarque 1.3.1 Soit (M™, g) une variété Riemannienne, de dimension m.
Pour tout X, Y € I'(TM) on a

Ric(X,Y) = g(Ricci(X),Y)

1.3.4 Courbure scalaire

Definition 1.3.7 On appelle courbure scalaire d’une variété Riemannienne
(M™, g) la fonction définie sur M par

m

S = tracegRic = Z g(R(ei, e;)e;, €i)

ij=1

ot (e;) est une base orthonormée locale sur M.

1.4 Opérateurs sur une variété Riemannienne

1.4.1 L’opérateur gradient

Definition 1.4.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne, on définit l’'opérateur
gradient par

grad : C*(M) — T'(TM)
Jfr— grad f = tdf

ou df est la différentielle de la fonction f.
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Proposition 1.4.1 (Ezpression du gradient en coordonneés locales)
Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m, (U, p) une carte sur

M awvec les champs de base associée %, e axim’ alors pour tout f € C°(M)
on a
L 0f 0
d - ZJ—.—. 112
(97’61 f)‘U l]ZZIg Oxt O ( )
Preuve :

On applique directement la définition de l'application § (voir proposition
1.1.1), et la définition de la différentielle de f € C>(M) relativement a la
carte (U, ) sur M, on a

f =Y o)

ij=1

A zmz i Of 9
9 0wt 02

1,j=1

ou dzx', ..., dz™ est la base duale.
De la proposition 1.1.1, on déduit

Proposition 1.4.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tout champ
de vecteur X € I'(TM) et tout fonction f € C*(M), on a

df (X) = X(f) = g(grad f,X) (1.13)

Propriétés 1.4.1 .
Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f,h € C*(M) on a

1. grad(f 4+ h) = grad f + grad h
2. grad(fh) = h grad f+ f grad h
3. (grad f)(h) = (grad h)(f)

Preuve :
Soit f,h € C*(M), pour tout X € I'(TM) on a:
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1. g(grad(f + h),X) = X(f + h)
= X(f) +X(h)
= g(grad f,X)+ g(grad h,X)
= g(grad f + grad h,X)

2. glgrad(fh),X) = X(fh)
— BX(f) + FX(h)
= hg(grad f,X)+ fg(grad h,X)
= g(h grad f+ h grad f,X)

3. (grad f)(h)) = g(grad h,grad f)

— g(grad f,grad h)

= (grad h)(f)

1.4.2 L’opérateurs divergence

a)-Divergence d’un champ de vecteurs

Soit X € I'(TM) un champ de vecteurs sur une variété Riemannienne (M, g),
on a

VX : I(TM) — T(TM)
Z— VX (1.14)

est une application C*°(M) linéaire (VX est un tenseur de type(1,1)).
si x € M, alors

(VX) : T,M — T,M
v— (V,X), (1.15)

est une application linéaire d’espace vectoriel.

Definition 1.4.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne. La divergence d’un
champ de vecteurs X € T'(TM), notée div X est une fonction sur M définie
par

div X = tr 4(VX)
pour tout x € M, on a

(div X)(z) = tr (VX))
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En coordoonée locale (voir la Remarque 1.5.1), on a

div X = dz'(V_o_X)
oz
y 0
— g¥ e
979V 2 X, 55)

Si (e;) est une base orthonormée locale sur M on a
div X = Zg(veix7 ei)
i=1
b)-Divergence d’une forme differentielle

Soit w € I'(T*M) une 1-forme sur une variété Riemannienne (M, g), on a

Vo : [(TM) — T(T*M)  (1.16)
7 — Vzw

est une application C>°(M) linéaire (Vw est un tenseur de type (0,2)).
si x € M, alors

(Vw)y : T,M — TEM (1.17)
vi—  (Vyw)s

est une application linéaire d’espaces vectoriels.

Definition 1.4.3 Soit (M, g) une variété Riemannienne. La divergence d’une
1-forme w € I'(T*M), notée div(w) est une fonction sur M définie par

div(w) = tr ,(Vw)
pour tout x € M, on a
(div(w))(z) = tr((Vw)s)

De la Remarque 1.3.1, on obtient localement

m

divw = Z(qu)(@)

=1
— (¥
=Y g (Vow)(z75)

ij=1

Cas d’un tenseur de type (0,p) SiT est champ de tenseur de type (0,r),
on défini sa divergence par:
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(div T)(Xq, .., Xy) = tr o(Z — (VT (Xy, ..., X))
c)-Expression locale de la divergence

Proposition 1.4.3 Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m,
pour tout X € T'(TM) on a localement

X'a.

Preuve: Localement, on

i 0
X = Xaxz

d'ot,

o 0

_ J
_,Z dr'(V 2 X o)

1,7=1

" 15). <G, . 0
= irk _~_

ZJX:: d (8961 oxI + Xy ag;k)

- 8XJ
= XJFl

Propriétés 1.4.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tous X,Y €
['(TM) et f € C*(M) on a

1. div(X+Y)=div X+div Y
2. div(fX) = f div X+ X(f)

Preuve:
On applique directement la définition du divergence, soit (e;) une base or-

thonormée locale sur M, on a
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=1
= 9(Ve,(X),e0) + > g(Ve,(Y), 1)
=1 =1
=div X+divY

- Z ei(Ng(X,e) + 3 Fo(VeX,er)

i=1 i=1

(f)+ f div X

Lemme 1.4.1 Sur une variété Riemennienne (M, g).Relativement d une carte
(U,z%), on a

0
axk(\/det gi;)) = +/det(gi; ZF (1.18)

Proposition 1.4.4 (Deuziéme expression de la divergence en coordonnées
locales).
Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout X € I'(TM) on a

div X = — O aetlgx")

V/det(gy) O

Preuve: D’aprés la proposition de premiére expression de la divergence en
coordonnées locales nous avons,

div X = Z i +iixir§j

7j=1 =1

aX,L m m
< Ox' * Z X! lz T

en utilisant le Lemme 1.4.1, avec G' = (g,;), alors un calcul direct donne,

div X =

(Vdet G == "X/Vdet G Y Ti)
Vdet G = o= j=1 = "
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1 LOX A, O
— X —
(Vdet G ;le B, ;:1: Vdet Q)

vdetG Ox;
1 "9 .
= Vdet G X
vdet G ; oz; ( )
en utilisant la convention d’Einstein on a
1 0 .
div(X) = e om, (Vdet G X*)

1.4.3 La Hessienne d’une fonction

Definition 1.4.4 Soient (M, g) une variété Riemannienne et f € C*(M),
La Hessienne de la fonction f notée Hessy, est une application C>(M)-
bilinéaire, définie par:

Hessy : I'(TM) x I'(TM) — C>*(M)
(X, Y) — g(Vxgrad(f),Y)

Proposition 1.4.5 Soient (M, g) une variété Riemannienne et f € C*(M),
La Hessienne Hessy, est une application symétrique.

Preuve: En tenant compte que le tenseur de torsion associé a la métrique
g est nul, on obtient:

Hess;(X,Y) = g(Vx grad(f),Y)
= X(g(grad(f),Y)) + g(grad(f), VxY)
— X(Y()) — VxY(f)
— X, Y] + Y(X(£) = VxY(f)
—Y(X() - VY ()
= Yg(grad(f),X) — g(grad(f), VyX)
= g(vY grad(f)’ X)
= Hess¢ (Y, X)

1.4.4 L’opérateur Laplacien

Definition 1.4.5 Soit (M, g) une variété Riemannienne, on définit l'opérateur
Laplacien noté A\, sur M par

A C®(M) — C*(M)
f— A(f) =div(grad f) = trace,(Hessy)
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appelé aussi opérateur de Laplace-Beltrams.

Propriétés 1.4.3 Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f,h €
C*(M) on a

1 A(f4+h) = A(f) + A(h)
2. A(fh) = hA(f) + fA(R) +2g(grad f, grad h)

Preuve: Soit f,h € C>°(M), en utilisant les propriétés des opérateurs grad
et div et le fait que X(f) = g(grad(f), X), on obtient

1) A(f + h) = div(grad(f + h))
= div(grad f + grad h)
= div(grad f)+ div(grad h)
= A(f) + B(h)

2. A(fg) = div(grad(fh))
= div(f grad h+h grad f)
— div(f grad h)+ div(h grad f)
= f div(grad h)+(grad h)(f)+h div(grad f)+(grad f)(h)

= fA(h) + hA(f) + 2g(grad f, grad h)

Proposition 1.4.6 (Premiére expression du Laplacien en coordonnées lo-
cales).
Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f € C*(M) on a

PF _py 0F
8xi(9xj g (9a:k
Preuve: Soit f € C>*(M), alors
A(f) = div(grad f)
=9"9(V o grad f, 5=

A(f) = g7( (1.19)

0 0 0
= g¥ ) — __
g (8ang<8g;a’d f’ a.’I}j) g(grag f’vﬁﬁxﬂ'))
= ¥ (—_ (L _ Tk N
§1 (L) b glerad 1. 00)

*f af
— (=72 1k
g (ax@xﬂ' L 891;’“)
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Exemple 1.4.1 Soit R™ muni du produit scalaire standard go,(g:;; = di5),
alors pour tous fonction différentiable f sur R™ et X = (X, ..., X™) un champ
de vecteurs sur R™ on a

B " Of 0
1. gradf_;&:ﬂ(?xi

_(9Of of
— (%, ceey &U_m)

, "L OXE
2. div X:izl o
X o
Cooxt T Qam

3. A(f) = /

- 9.2
— ox;

1.4.5 Théoreme de divergence

Definition 1.4.6 Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimensionn, On
appelle mesure de volume Riemannienne, notée v™ ou v9,la mesure définie
localement dans un repére par

oM = /det(gi;) dzt Ao A da”

Exemple 1.4.2 On considére la variété R?> muni des coordonnées cartésiennes
(z,y) on a

go = dx* + dy?
et

09 = /det(g;j)dx N dy = dx A dy

On considére la sphére S* muni de la métrique
g = df? + sin® Od?
alors,

v9 = \/det(g;;) dO N dp = |sinf| df A dy
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Proposition 1.4.7 (Théoréme de divergence [5] ). Soit D un domaine com-
pact a bord dans une variété Riemannienne (M, g). Soit w 1-forme et X un
champ de vecteurs, définies sur un voisinage inclue dans D. Alors

[p(div w)oM = [, w(n)v?? et [p(div X)oM = [ g(X, n)v??,

ot OD est le bord de D et m = n(x) est le vecteur unitaire normale a OD.

Corollaire 1.4.1 Pour tout w une 1-forme et X un champ de vecteurs a
supports compact dans un domaine D, alors

Jp(div w)oM =0 et [,(div X)oM = 0.

1.4.6 Fibré tangent inverse

Definition 1.4.7 Soit v : (M, g) — (N, h) une application de clasee C*(M)
entre deux variétés riemanniennes, le fibré tangent inverse est définie par

¢ 'TN = {(z,v)]z € M,v € Ty N}

une section sur @ 'TN est une application de classe C*°, V: M — TN tel
que

V(l’) S Tgo(x)Na reM

Notons par T'(¢~'TN) I’ensemble des sections sur ¢ 'TN.

Connexion induite sur le fibré tangent inverse

Definition 1.4.8 Soient M et N deux variétés différentiables, ¢ : M — N
une application de classe C* et VN une connewion linéaire sur N. On définit
la connezion de Pull-back sur le fibré tangent inverse o 'TN par

V# :T(TM) x D(¢'TN) — T'(¢~'TN)
viv = V}V (1.25)

pour tout X € (TM) , V € I(¢ 'TN), & € M avec V € I(TN) tel que V
op =V au voisinage de x.

Remarque 1.4.1 La relation 1.25 est indépendante du choiz de V.

En effet: soient (321, ..., 532) une base locale de I'(TM), (%, ...,%) une
base locale de T'(TN) et (o4, ...,0k) base locale de T'(TN),

pour X = X9, € I(TM), V = VF(az0¢) € o 'TN, V = VP55 € T(TN) et
xre€Mona
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(V(PV) N (dego(Xa: V)so(w

i 0p
= XL (VY PPoy)e(a)
;0 8V
a7 aye VMoo et

o, F’Y,B sont des fonctions différentiables sur N, définient par
va%aﬂ == Faﬁa’y

- -
z = aii(vﬂowﬂm = 5%‘

ovh
T Hya |§0(I); pour

Remarquons que f/f(x) =VF et %
tout 8 =1,....k, d’ou

OV 0
(V§V) = X (S + 2V 0 ) (o 0 )

Exemple 1.4.3 Soient M, N deux variétés différentiables, et ¢ : M — N
une application de classe C*®. Si VN est une connesion linéaire sur le fibré
tangent (TN, x, N) alors

™' IN = {(2,v) |z € M,v € Ty,)N}

= U T X Tw(m)N

zeM

et
(e 'TN) ={V:M — TN |Vz € M, V, € T,yN}
Localement pour tout X = X'-2 7 € D(TM) et o = yP o, on a

0@ .
dp(z) = X'—— g7 °¥ € I'(¢™'TN)
et
5, 0 D™ 0P 0
®»
Ve dgp(@ 7= {(9.%1'83:7 o 0w FO‘B SD} oy o
En effet:
0 9P 0
¢ e P9
vazz dgp(a ]) 3901 81'] 3y5 °v
s 0 9P
T 0xidwi Oyf ov %vazz oyP °F
2B 0 0P O™ 0
dxidxI OyP oYt 0xd Ox' 25 e 8yﬁ) 7
0?8 0 0P 0> 0

= ozi0w 0yf * ¥ 9w O b °¥an ¥
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Remarque 1.4.2 Soient M, N deuz variétés différentiables, X,Y € I'(TM),
V,W € I'(TN) et ¢ : M — N une application différentiable, Si X et V (resp
Y et W) sont p-conjugué (i.e dp(X) =Vop et dp(Y)=Wop) alors

Vdp(Y) = (VEW) o .

Proposition 1.4.8 Soit ¢ : M — N une application différentiable.

Si VN une connexion linéaire compatible avec une métrique h sur N, alors la
connezion linéaire V¥ est compatible avec la métrique h, sur ¢ *TN. C’est
a dire, pour tous X € T(TM) et V,W € T'(p"'TN) on a

X(ho(V,W)) = hy,(VEV, W) + hy(V, VEW)

Preuve: o
Soient X € I'(TM), V,W € T'(p"'TN) et X,V,We ['(TN), tels que

dip(X) =Xogp ., Vop=V .,  Wop=W

alors,

X(ho(V, W) = X(W(V, W) 0 )

=X(h(V,W)) oy
N h(ng/, W)ow+h(V, VEW) o
= hy(VXV. W) + hy(V, VW)
Proposition 1.4.9 Soit VY une connexion sans torsion sur N, alors
Vidp(Y) = Vidp(X) + dp([X, Y])
pour tout X, Y € I'(TM).

preuve:
Soit V,W € T'(TN) deux champs de vecteurs p-conjugué avex X et Y re-
spectivement. On a

[V.W]ogp=dypo[X,Y]
VAW = VYV 4 [V, W]
d’on
Vdo(Y) = (ViW) o ¢
= (VyV+[V,W])oyp
= Vidp(X) + dp([X, Y])
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1.5 Applications harmoniques

1.5.1 Premiere variation d’énergie

Definition 1.5.1 Soit ¢ : (M™,g9) — (N",h) une application de classe
C>®(M) entre deuz variétés riemanniennes de dimension m et n respective-
ment. On appelle la densité de ¢ 'application

() : M — R,

définie pour tout x € M par

e()(+) = 1ol

ot |dyp| est la norme de Hilbert Schmidt de la differentielle |d.p| de ¢ au
point x. Si{ei} e, st une base orthonormée de T, M, on a

|dyp]? = try p*h

= Z h(dp(e;), drp(e;))

Si{2'} cicm €t {Y* Hcacn 0Nt des coordonneés locale autour de x € M et
(x) € N respectivement, alors

D"

|datp]” = “lahas((2)).

maz|$

L’énergie de l'application ¢ sur un domaine compact D dans M est définie
par

Ble.D) = [ elohoy =5 [ ldel,

Une variation de lapplication ¢ est une application de classe C*(M),

¢:Mx(—€e,e) — N, €>0
(1) — ()

telle que (¢¢) est une famille des applications de classe C*(M) sur M, et
0o = . Soit v € T(p~'TN) définie par

o(@) = g)leo

0
—dgb( )xo ET(x)N
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Definition 1.5.2 Application harmonique.
Une application ¢ : (M, g) — (N, h) de classe C*°(M) est dite harmonique
St

d
EE(S% D)|i=0 =0

pour tout domaine compact D dans M et tout variation (@) a support inclue
dans D.

Proposition 1.5.1 (Premiére variation d’énergie) [3] [4].
Soient ¢ : (M, g) — (N, h) une application différentiable et () une varia-
tion de ¢ a support inclue dans D. Alors

GE@ Do == [ b ),

ot v(z) = Zo(a)]imo et T(p) = tryVdp est le champ de tension de
Uapplication .

Preuve:

Soit {e;} une base orthonormée sur M et < base sur (—¢, €), alors {(e;,0), (0, 4)}

est une base locale orthonormée pour la métrique diagonale sur la variété
produit M x (—e¢, €), et on a le crochet de Lie [(ei, 0), (0, %)} = 0, pour tout
i=1,..,m, on ad(e;0) = dp(e;) et dp(0, L) = v.

En effet: Remarquons que

do(e;,0) : M x (—e,e) — TN,

do(ei, 0) w0y = duto(€i]) +dod(0) (formule de Leibniz)
= dyPo(€ilz)
= dyp(€ilz)

et
de(0, 2,0y = dupo(0],) + dodu (o)

= do,()|i=o

= v(x)
avec ¢p(x) = ¢(x,0) et ¢.(t) = ¢(x,t). Donc,
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d

1
GE Do = 55 [ hdgi(ed. daen)oglia
1

=—— [ h(dg(e;,0),dp(e;,0))vgli=o

0

_1 / 5 h(dor(e1,0), déile:, 0))-ovy

1 /D MV dole:, 0), doe, 0)) oty

Ot

-2 /D M, 03600, % >d¢<ez, 0))li=0vy

= [ Wy dete)e
= [ @z doledyn,
Soit w(x) = h(c, dp(*)), une 1-forme sur M, alors
div(w) = (Vow)(e)
= e (w(e)) ~ w(Veer)
= ei(h(v,dp(e;))) — h(v, dp(V.,e;))
= W(VEw,dp(e:)) + h(v,7(0)),

et comme [, divwv, = 0, on obtient
i E(pr, D) Iph
0= — v, T
dt Pt t=0 D

Théoréme 1.5.1 /3]
Une application différentiable, ¢ : (M, g) — (N, h) est harmonique si et
seulement si T(p) = 0.

Definition 1.5.3 Une application ¢ : (M, g) — (N, h) est totalement géodésique
si le tenseur de la seconde dérivée covariante (ou tenseur de tension) est nul:
Vdp =0

1.5.2 Exemples d’applications harmoniques

Exemple 1.5.1 Tout application constante ¢ : (M,g) — (N, h) est har-
monique.
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Exemple 1.5.2 La seconde forme fondamentale de ’application identité,
Idy : (M, g) — (M, g) est nulle, c’est a dire Idy; est totalement géodésique,
donc Idy; est harmonique.

Exemple 1.5.3 Soit (M, g) une variété riemannienne. Pour toute fonction
f:M — R et (e;) une base orthonormée sur M on a

7(f) = try, Vdf
= Vdf (ei, e;)
= VLdf(e;) — df (Vile:)
= ei(ei(f) = (Vile)(f)
— g(V., grad f,er)
= div(grad f)
= A(f).
Exemple 1.5.4 Soit M = |a,b| un intervalle sur R. Alors la courbe =y :
(a,b) — (N™ h) est harmonique si
d?,yoc N o d/yﬁ d’76 "o
TR TR

donc, v est harmonique si et seulement si c’est une géodésique.

Exemple 1.5.5 Soit ['application de Hopf

¢:S— 52
(s,a,b) — (a(s),¢(a, b))

ot (a,b) = ka +1b, et o : [0, 5] — [0, 7] telle que a(0) = 0 et a(F) = 7.

Soient,
ggs = ds® + cos? s da® + sin® s db?,
la métrique riemannienne sur S° et
hg: = da? + sin? a di)?,

une métrique riemannienne sur S*. On a

9 19 19 1 3
{61 =g €= = 5. €3= sinsab} est une base orthonormée sur S°.
i) 19 3 2
{fl =50, 2= Sim%} est une base orthonormée sur S*.

dp(er) = o' 2
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d¢(62) = cokss %

d¢(63) = sirlls %

Velel =0

_ )
V€2 = tan sy

_ 9
Vese3 = —cot sz
Vol =0

da OO

o 9

V%Bw = —sinacos ag-

Ve dg(er) = o

vgb d¢(€2) — _ Kk?sinacosa 8

€2 cos? s O

13 ___IP’sinacosa 9
v83d¢(€3) - cos?s  Oa

S a ), 2
o " = —. En remplacant dans [’expression

ds

3

7(¢) = > _{Vid(e:) — dp(Vee:)}.

=1

on obtient,

() = <a”(s) + a/(s)(cot s — tan s) — sin a cos o i + : )) 9

cos?s  sin’s’/) Oa
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Exemple 1.5.6 Soient N une variété Riemannienne et M une sous-variété
de N. Sii: M — N est linjection canonique, alors la sous-variété M est
minimale si et seulement si i est harmonique. En effet,

Vdi =B
d’ou, 7(i) = H.

Exemple 1.5.7 Soient (M, g) et (N,h) deux variétés riemanniennes.
si o M — N est un plongement régulier isométrique, c’est a dire, p est
un plongement réqulier tel que pour tout p € M, X, Y € I'(TM) on a

9p(Xp, Yp) = hyp)(do(Xp), do(Yy))-

Alors, (M) est une sous-variété de N, de plus p(M) est minimale si et
seulement si l'application @ est harmonique.

En effet, si V¢M) est la connexion de Levi-Civita associée & la métrique
induite par h sur (M), et B désigne la deuziéme forme fondamentale de
©(M) sur N, alors

B(dp(X), dp(Y)) = (V3 xyde(Y))*
= Vo (Y) = (Vi dip(Y))T
= VNdp(Y) — Viide(Y)
= Vxdp(Y) — dp(VXY)
= Vdp(X,Y), X,Y e T(TM)

Soit (e;) une base orthonormée locale sur M, comme [application ¢ est
isométrique, on a (dp(e;)) une base orthonormée sur (M), d’ou

H = trace B (courbure moyenne)

= B(dg(e;), dp(e;))

= Vdp(e;,e;)

=7(p)
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Exemple 1.5.8 .

Soit M une variété Riemannienne et g la métrique Riemannienne induite sur
la sphére unité S™ par linjection canonique 1 : S™ — R™ 1. Soit

0 : M — S™ une application de classe C*, posons ) =i 0@ : M — R,
alors ¢ est harmonique si et seulement si

(1) = —|dy .
En effet
T(¥) = (i 0 p) = di(7(p)) + tr Vdi(dyp, dp),
donc, ¢ est harmonique si et seulement si
7(y) = tr Vdi(dy, dy)
=) Vdi(dp(e,), do(e:))

i=1

ot (e;) est une base orthonormée de T, M, x € M,alors

m \ n+1 )
T(Y) = — Zg(dgo(ei), dp(€:)) Ny () ou N = Zx’axi
i=1 =1

- - Z |deo(e) Po(x) . (Ny@) = ¥(x))
= —|dp*y ()

= —|dy|*¥(2).

Remarque 1.5.1 La composé de deux applications harmoniques n’est pas en
générale harmonique. En particulier si ¢ est harmonique et 1 est totalement
géodésique c’est a dire (Vdiy = 0), alors 1 o ¢ est harmonique.

Exemple 1.5.9 Soit l'application

¢ (R,dz?) — (R?* dz? + dy?)
x +— (z,0),
on a,
9’z 0%0
7(90) = (E’ w)

=0
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et soit l'application,

Y (R?, d2? + dy?) — (R, dz?)

(z,y) — 2® —y?

On a,
() = V()
Py 0%
== + W

=2—-2=0, alors les deuz applications ¢ et sont
harmoniques, mais remarquons que la composé,

Yo (R dz?) — (R,dz?)
x — 22

n’est pas harmonique , T(1) o p) = 2.
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1.6 Morphisme harmonique

1.6.1 Application semi-conforme

Soit ¢: (M™, g) — (N™, h) une application de classe C* entre deux variétés
riemanniennes. L’espace tangent au point x € M se décompose en somme

directe :

d'un espace vertical V, = kerdg¢,, et d’un espace horizontal H, = VI
(complément orthogonal de V).

On note Cy = {z € M | dp, = 0} I'ensemble des points critiques de ¢, et
M* = M\ Cy.

Definition 1.6.1
Supposons m > n. L’application

¢: (M™,g) — (N",h)
est dite semi-conforme si pour tout x € M, la restriction
delr, : Ho — Ty N

est une application linéaire surjective et conforme, c’est-a-dire qu’il existe

une fonction différentiable
Ar M — R

telle que pour tout X,Y € H,, on a :

Exemple 1.6.1
L application ¢: R*\ {(0,0)} x R — R? définie par :

Bla,y.2) = (Va7 +122).

est semi-conforme de dilatation A = 1.
On a les différentielles :

Les espaces caractéristiques sont :

e Cy, = (pas de points critiques)
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e V,={(a,b,c) eR® | za+yb=0,c=0}, dimV, =1
o H,={(a,b,c) € R®| —ya+ xb =0}, dim H, = 2
oup=(x,y,2) € R*\ {(0,0)} x R.
Proposition 1.6.1

Soit ¢: (M™,g) — (N™, h) une application semi-conforme de dilatation A
avec m > n. Alors :

7(¢) = (2 = n)do(grady, In A) — (m — n)do(n),
ol .
_ 1 M
K= m—ni:;Hv@ie“

et {e;}™, est une base orthonormée locale sur (M™,g) avec {e;}1, (resp.
{ei}i2,, 1) horizontale (resp. verticale).

1.6.2 Morphismes harmoniques

Definition 1.6.2 Soit ¢: (M™,g) — (N h) une application entre deuz
variétés riemanniennes. L’application ¢ est un morphisme harmonique
si, pour toute fonction v: V. — R harmonique sur V. C N ouvert avec ¢~ (V)
non vide, alors la composée v o ¢ est harmonique sur ¢~ (V) C M.

Théoréme 1.6.1
Soit ¢: (M™,g) — (N™, h) une application de classe C* entre deuz variétés
riemanniennes. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. ¢ est un morphisme harmonique ;
2. ¢ est harmonique et semi-conforme ;

3. Pour toute fonction v définie sur un ouvert V de N tel que ¢—(V) soit
non vide,

AM(/U O ¢) = )\2(AN’U> (@) ¢,

ou A\ est une fonction positive sur M.
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1.7 Applications bi-harmoniques

1.7.1 Premiere variation de la bi-énergie

Soit M = (M™, g) et N = (N", h) deux variétés riemanniennes, et soit
@ : M — N une application différentiable. La fonctionnelle bi-énergie de ¢
sur un domaine compact D dans M est définie par

Ealo.D) = 5 [ Ir()Fo,

Ot 7(¢) est le champ de tension de ¢ et v, est la forme volume sur M associée
a la métrique g.

Definition 1.7.1 L’application ¢ : M — N est dite bi-harmonique st

d
—F D)o =
di 2(%7 )|t_0 0

pour tout domaine compact D dans M et pour tout variation (¢;) a support
inclue dans D.

Proposition 1.7.1 (Premiére variation de la bi-énergie).
Soit ¢ : M — N une application différentiable et {p:},c;, I = |—€, €] une
variation de @ a support inclue dans D. Alors

%E2(80t,D)|t=0:/Dh(vﬂb(@))%'

Ot v(z) = Zo(@)l—o et T(p) = trg(V?)*7(p) +try RN(7(00), dyp)dep, est
le champ de bi-tension de Uapplication ¢. Ou

trg(v¢)27(¢) = vévéT(@> - V@MQT(S@;
et

try RN(7(0), dip)dp = RN(7(0), dip(e;) ) dip(e;)

et RN désigne le tenseur de courbure de la variété N.

Preuve:
Soit {¢:} une variation de ¢ a support inclue dans un domaine compact D
dans M, on a

d 1d

—E2(S0t, D)|t:0 ==

o 5 D’%(T(%)J(%))vg-
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et pour tout (z,t) € M X |—¢, €[, on a

Vd¢<<ei7 0)7 (€i7 O))(l",t) = 7(9015)96:

10

§§h(Vd¢((€l, O)? (eiv 0))7 Vd¢((€ia O)? (ei’ 0)))‘?5:0 = h(v (0,4 )quS((el, ) (eiv 0))>

Vd((e;,0), (€:,0)))] =0
et

V?O ;lt)qua((eiaO)’ (817 )) v¢0 d){ (e5,0) d¢(€za ) d¢(v(ei,0)(€iao))}

= Vi 41 V0 0)@0(e1,0) = V5, 4 d9(V(ei0)(e1,0))

d
= R((0, =), (€1, 0))d(e:,0) + V(. V(, 4 d(e,0)
d
¢ . " d
+v[(0 ‘glt) (ei 0)] d¢(€“ 0) Vv(ei,o)(eivo)dqb(o7 dt)

comme [(0, ), (e;,0)] =0 et on pose Ve, 0)(€;,0) = (V2e;,0) = 0 en (z,0),

V2 4 V6 (61,0, (e, 0)) = R¥(6(0, ), db(e0, 0))db(e0, 014 V2, o V2, oy do(0, %)
AV o Td6((60,0), 64,0)), Vdo((e5,0), (66, 0))) o = A(RN (v, dip(en)dp(es), () +
W(VEVED,7(9))
= h(EN(deler), 7(0))v, dp(es)
FeiB(VE, 7(0)~h(VE, V()
— WRN( (), dip(e)dple). )
+ei(h(VEv, 7(9)))—ei(h(v, VET(0)))
+h(v, VEVET(9))

si on pose w(.) = h(V?v,7(p)) et n(.) = h(v, V¥7(p)) deux 1-formes sur
M, alors

48



Wondershare
PDFelement

Supprimer filigrane

div w = e;(w(e;)) = ei(M(VEV, 7(9))),
divn = e;(n(e;)) = e;(h(v, VET(9))),

d'od,
d 1 0
GEeu Dl =5 [ Sl (o) eav,
/ {h(tryRN(1(p), dp)dp, v) + h(try(V¥)? v) } v,
= [ bt o
D

Théoréme 1.7.1 Une application différentiable ¢ : (M, g) — (N, h) est
bi-harmonique si et seulement si T2(p) = 0.

Remarque 1.7.1 Soit lapplication ¢ : (M, g) — (N, h) et (U,z"), (V,y%)
deuz cartes locales en p dans M et en p(p) dans N respectivement. Alors

g 0P OOt 0P 0% 0T
= qg¥ - - 2 T 17 o -
7—2(90)8 IBga (axzax] + axz ng CY,B +;18 a 7,8 i Ot,Ba T axz 81‘.7 a
7 OTF M OT o il ago
+7¢ axz a j aﬁ UP F (3m t7 a kraﬁ) T a al’] 60”))3?; °v
ot
~0p” 0p°

= AR + Ty 2 2

Uapplication ¢ est bi-harmonique si et seulement si T(p) € KerJ,, ot
Jo : T(¢ 1 (TN)) — T (¢ 1(TN))
Vi— J,(V) = tr,(V¥)2V + tr, RN(V, dp)dp
1.7.2 Exemples d’applications bi-harmoniques
Exemple 1.7.1 Toute application harmonique est bi-harmonique.
Exemple 1.7.2 Considérons 'application différentiable

p(M,g) — R"
pr—o(p) = (£ (p), ..., ¥ (p))
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Alors To(p) = (T2(h), ..., 72(¢™)), donc ¢ est bi-harmonique si et seulement
si les applications ¢',i = 1,...,n sont bi-harmonique.

Exemple 1.7.3 Le simple exemple d’une application bi-harmonique, les polynomes
de degrés 3 et 2 sur R.

Exemple 1.7.4 Soit l'application
¢ : (M, g) — (8", h),
@ est bo-harmonique si et seulement si :
trg(V9)27(0) + 2e(9)7(¢) — trah(7 (), dip)dip = 0.

En effet, remarquons que la sphére unité S™ a courbure constante égale a
1 d’oa d’aprés la formule :

R(X,Y)Z = g(Y,2)X = g(X,2)Y

On a
try R¥" (7(p), dp)dp = try (h(de, dp)Te — h(7 (), dp)dyp)
= |dpP1(p) = trg h(7 (), dp)dy

= 2e(p)7(p) — trg h(7(p), dp)dyp

Exemple 1.7.5 Soit M" ! une hypersurface de la sphére unité (S™, h), alors
Iingection canonique i : Mt — S™ muni de la métrique induite g est bi-
harmonique. En effet on a

7(i) =tr, Vdi=try B=H
To(i) = try (V)2 H + tr, R®"(H, di) di
on a .
H=(1-nN

Alors, pour une base orthonormée {ei}?:_ll sur M avec (Vle\fej)x =0
xreM, ona
trg(V)2=(1-n)VLVIN = (1-n)VEVEN = (1 -n)Ve ¢

e
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= (L= n)(VEe)" +(VEE)T)
=(1—n)(H+VYe;)=(1—-n)H,
et,comme S™ est de courbure constante on a
try RS (H,di)di = R%"(H,di(e;)) di(e;) = R¥"(H, &;)é;
= h(é;,é;)H — h(H,¢,)é;
=(n—-1)H—(1-n)gN,e)e; = (n—1)H.

D’ot : (i) = 0.
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Chapter 2

Géometrie du fibré tangent
d’ordre 1

2.1 Introduction

Notation 2.1.1 Soit M une variété de dimension n, on note

7 F(T*M) - C‘X’(TM)
W — W

Uapplication définie par:

w: TM — R
(x,v) — wy(v)

i est une application C*°(M)-linéaire.

Localement, on a

iw(z,v) = wi(z)y (2.1)

; _ i _ i 0
ol w = w;dx et v=y'5s

Proposition 2.1.1 Soient X,Y € T'(T(TM)); alors X =Y si et seulement
si pour tout w € I'(T*M), on a:

X(iw) = Y (iw)
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Preuve:ll suffit de démontrer que si X(iw) = 0, pour tout w € T'(T*M),
alors X =0

Localement si X = A’ 6?& + B 62i7 on a:

Ow; .
X(iw) = A 8:1 Y + B'w;

d’ott X(iw) = 0, pour tout w € ['(T*M) si et seulement si

Al=B'=0, Vi=1,..,n

Remarque 2.1.1 Si f € C°(M) et X € D(T(TM)), alors localement on a:

i(df)ay) = ST (@ (22)
- .02 , 0
X(i(d) = A5 v + Bk 23

ot X=A2L 1 Bi

3]
Oz’ 1y

ai

De la remarque 2.1.1, on déduit:

Proposition 2.1.2 Soient X,Y € T(T(TM)); Alors X =Y si et seulement
si pour tout f € C°(M), on a:

X(i(df)) = Y(i(df))

Definition 2.1.1 Soient X € T'(TM) un champ de vecteur sur M. On définit
les applications
v :&UTM) — £ (TM)
F— y(F)
vx (LU TM) — £27H(TM)
F— yx(F)

ou vy est un opérateur de contraction qui agit sur les champs de tenseurs de
type (p,q) sur le fibré tangent TM d’une variété différentiable M.

La définition locale montre que v contracte le premier indice covariant hy
de F avec les coordonnées y™ de 'espace tangent (représentant une direction

dans TM).
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0 0
V(F) = Fy oy 5y @ 5 © da" @ ... ® dxh (2.4)
 kiikp e O 0 o ha
Vx(F) = Fy, 0 X e R...® oy ®@de"™ @ .. ®@dr (2.5)

ol g>1, F=F"":0 0 @2 @d"e. . odh e X=X

oxd *

Propriétés 2.1.1 .

1. la Définition 2.1.1 est indépendante de la carte choisie .

2. Si I est un champ de tenseurs de type (1,1) sur la variété M, alors v(F')
(resp vx(F)) est un champ de vecteurs sur TM, tel que localement:

0
oyt

resp  yx(F) = FjX7

ot F=F''2 @ded et X=X-2

J Ozt ozI

3. Si G € T'(T*M) est une 1-forme sur la variété M, alors v(G) = iG
(resp vx(G) = G(X) om) est une fonction de classe C sur TM.

4. Si feC®M) et Xel(TM), on pose : v(f) =vx(f) = 0.
5. Si 'V est une conneion linéaire sur la variété M et f € C=(M), alors
Vf=df, y(df) =~(V[) =ildf).
Proposition 2.1.3 Si F,G € T{(M) et X € I'(TM), alors:
1. [yxF,vxG] = 0.
2. [ixFiyGl =yx(Go F).
3. [WF, Gl =~v(Go F) —~(FoG).

Preuve: Localement on a:
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[V F,2G] = [F] 12 Gyl

s W ay
(9 8 p 0 8
:F’Z F’L]
ZFJ?J“Skam—G v
0 0
— 2 J(Is Ik _ o kpis
yGFas yFGkaz
(GOF)(9 F(F oG -

Pour plus de détail voir K. Yano et S. Ihihara [12]
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2.2 Relévement vertical

2.2.1 Relévement vertical d’une fonction

Definition 2.2.1 Soient M une variété de dimension m et (TM,m, M) le
fibré wvectoriel tangent associé. soit f € C>®(M), on définit le relévement
vertical fV par :

fY=for:TM — R
veTM+— fV(v) = for(v) (2.6)
= f(z)

2.2.2 Relevement vertical d’un champ de vecteurs

Definition 2.2.2 Un champ de vecteurs X € T(T(TM)) est dit vertical si
et seulement si pour toute fonction f € C*(M) on a

XV =0 (2.7)

(X 5 ( . o
Si ( X,}e ) sont les composantes de X relativement a une carte induite

2
(7=1(U), 2" y") sur TM, alors pour toute fonction f € C**(M) On a :

\ _ Of
vV _ h
Xy =Xig

d’otl

Proposition 2.2.1 Un champ de vecteurs X € T'(T(TM)) est vertical sur
TM si et seulement si relativement a une carte induite (=" (U), z" ") sur
TM, les composantes de X wverifient la condition

(9)-(4) s

Remarque 2.2.1 .

1. dym : Ty(TM) — T,M
.o, ;0 .0
Z:Zl—4” ZJ—.U Z :Zl—.m 2
1axl| + 2ayl| |—>d77( ) lax2| ( 9)

2. N, = Ker(d,r) est un sous espace vectoriel de T, TM, appelé sous
espace vertical.
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3. Localement N, est engendré par (aiyl|vv s ayimm.

4. N =UvermN, est un sous fibré vectoriel de T'(TM)

5 X € I(T(TM)) est un champ de vecteurs vertical si et seulement si
dr(X) =0

6. Si F € T{(M) et X € T(TM), alors v(F) et yx(F) sont des champs de
vecteur verticau.

Proposition 2.2.2 §i X € I'(TM) est un champ de vecteur sur M, alors il
existe un unique champ de vecteur XV sur TM wverifiant:

XY (iw) = (w(X)) (2.10)
pour tout w € I'(T*M).

Preuve: L’unicité découle de la proposition 2.1.1 et de la formule(2.10)

Localement si (X%); et (w;); et (XP, X%) désignent les composantes de X , w
et XV respectivement. Alors de la formule (2.10) on obtient :

le(aixhwz)yl + Xbwp = wiX*
d’ou
Kh—0,  XE= XK
pour tout h,k = 1..m.

Definition 2.2.3  Soit X € ['(TM) un champ de vecteurs sur M, le champ
de vecteurs XV qui vérifie I'équation (3.10) est appelé relévement vertical de
X a TM.

Localement si le champ de vecteurs X a pour composantes (Xh)hzl,,_,m
relativement a une carte (U, z");, sur M. Alors le relévement vertical XV a
pour composantes

XV . ( }?h ) (2.11)

par rapport a la carte induite (7= *(U), 2", y") sur TM.

Remarque 2.2.2 Le relévement vertical XV de X au fibré tangent TM est
un champ de vecteurs vertical, et on a :
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XVfV =0 (2.12)
pour tout X € I'(TM) et f € C*(M)
Propriétés 2.2.1 Soient X, Y € I(TM) F € T}(M) et f € C*(M), on a:
e (X+Y)V=X"1YY
(fX)V = VX
e XV YY]=0

L] [Xv,’yF] = ’YxF
En effet: pour tout w € T'(T*M), on a
XV, YV (i) = XV (Y (1)) — YV (X (i) = XV (@(¥)¥) = YV (@(X)") = 0

Localement, on a :

0. 0 \ 0
v = [Xi— JFs =Xips — —
XV F) = X oy By g ] = X 5 = xF

Remarque 2.2.3 .

N, ={XV, X eT(TM)}
e Soient u € T,M et X € T'(TM) tel que X, = u, on ,note :

Vo~V
U _X(z,u)

(2.13)

appelé relevement vertical de w. D’aprés la formule (2.11), cette définition
est indépendante du choix de X.

e L’application :

™ — CTTM
(z,u) — u” € Ty,yTM

est une section de classe C*° sur TM, donc un champ de vecteurs sur

TM.

e Soient x € M et v € T,M , alors L’application :

.M — N

U:UV

est un isomorphisme linéaire.
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2.2.3 Relévement vertical d’une 1-forme

Definition 2.2.4 Une 1- forme & € I'(T*(TM)) sur TM, est dite verticale
si:

o(XV) =0 (2.14)
pour tout X € I'(TM).

Localement, si (@;

},@JQ) désignent les composantes de w par rapport a une
carte induite (m=1(U),

a" y") sur TM. Alors de la formule (2.14), on obtient

DXV = @2Xi =0
pour tout X € I'(TM) , d’ou localement

@ < “‘61 ) (2.15)

Proposition 2.2.3 Si f € C>®(M) est une fonction de classe C* sur M,
alors d(fV) est une 1-forme verticale sur le fibré tangent TM.

Preuve: De la relation (2.12) , on a :
d(f")(XY) =X"(f") =0
pour tout X € I'(TM)

Definition 2.2.5 Soit w € I'(T*M). Le relévement vertical " de la I-
forme w est définit localement par

WY = (w)Vda (2.16)
ol w = w;dx’, relativement a une carte (U, z") sur M.
Cette définition est independante de la carte choisie, en tenant compte que

si (dx'); est une base locale de T(T*M), elle induit alors (dz',dy’); ; une
base locale de T'(T*M).

Remarque 2.2.4 Le relévement vertical w¥ de w au fibré TM est une 1-
forme wverticale :

WV (XYY =0 (2.17)
pour tout w € T'(TM™) et X € T'(TM)
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Proposition 2.2.4 Soient f,g € C>°(M). Alors:
(df)" =d(f") (2.18)
(9df)" = g¥d(f") (2.19)

Preuve: Localement, on a :

fom)  ; Ofom), ; O(for)
ox? dv oy’ dy' = or?

d(f¥) = dx' = (df)"

Remarque 2.2.5 De la Proposition 2.2.4, on obtient :
d((f9)") =d(f".g") = g".d(f") + fV.d(g") = (d(fg))"
Propriétés 2.2.2 on a pour tout w,0 € I'(TM")et f € C*(M) :
(w+0)Y =w” +6v (2.20)
(fw)" = frw"” (2.21)

Si (U, z") est une carte sur la variété M, alors de la formule (2.16) on obtient

(dz")V = da" (2.22)

par rapport & la carte induite (7=1(U), 2", y*) sur TM.

2.2.4 Relevement vertical des champs de tenseurs

Soient P, @, R, S € TI(M) des champs de tenseurs. On pose :
(PeQ)Y =P 2@V (2.23)
(R+S)V =RV + 8V

Si f € T1(M) est un tenseur de type (1,1) , tel que Fih% ® da® relative-
ment & une carte (U, z°) sur M, alors de la relation (2.23), on a :
0

F* = (Fr —— @ da")V
(F g @ do'

= ()Y () @ (d)
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0 .
— F-h Vi_~ drt
(F1)Y (5) @ (da')
d’ou F? a pour composantes :

P ( bf)ih " > (2.24)

De méme, si G € TI(M) tel que G = Gydr' @ da? et H € T3 tel que
H=H"Z g2 alors:

Oy’
v . [ Gij 0
G- ( . 0 ) (2.25)
0 0
H < . i > (2.26)

par rapport & la carte induite (7=1(U), 2", y) sur TM.
Proposition 2.2.5 Pour tout w € (M) on a :

dwV = (dw)” (2.27)
Preuve: Si w = w;dx’ par rapport a la carte (U, z') sur M, alors

WY = (wda?)V = wda?

dw’ = i dz? A dzt
8xj
o 1 awi (%uj i j
= 5(8% e, Ydz' ® dx

et
(dw)V = (dw; A dxt)V

. 1 Gwl 6Cdj

= _ i J
2(8% B2, )dx' ® dx

Relativement & la carte induite (7=1(U), 2", y"),d(w"") a pour composantes :

1(8% . &uj)
dw"): | 2'0z; 0
0 0
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Proposition 2.2.6 Soit F' € T{(M) un champ de tenseurs de type (1,1) sur
la variété M, alors

F*: TM — T(TM)
(z,u) = F¥(z,u) = (Fy(u))" (2.28)

est un champ de vecteurs sur TM.
Relativement a la carte induite (7= 1(U), z",y’),0on a:

Vo 0 zi_ 7 9 VvV _
F —ijayj—y(F(axi)) =(F)

2.3 Relevement complet

2.3.1 Relevement complet d’une fonction

Definition 2.3.1 Soit f une fonction de M.On définit le Relévement Com-
plet de f, noté f¢ de M au fibré TM par

1€ =idf (2.29)
f€:T™M — R
v — df(v)

Relativement a la carte induite (x=2(U), 2", y") sur TM,on a:

fOla,y) = yig—g@ — (0f)(a).

De la Proposition 2.1.2, on conclus que cette famille de fonctions joue un
role important dans la caractérisation des champs de vecteurs sur le fibré
tangent TM et on a :

Proposition 2.3.1 Soient X et Y deux champs de vecteurs sur TM. Si pour
tout fonction f € C*(M) on a :

X(f9) =Y (),

alors
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Propriétés 2.3.1 Soit X € ['(TM), F € TI(M) et g, f € C°(M) on a:

XY(f9) = (X()" (2.30)
(9f)=g"f" +g"f¢ (2.31)
(g+ ) =g"+f (2.32)
(YF)(f€) =~(df o F) (2.33)

Localement, si F = F} 2 ® d2? alors :

of
oxs

9
(vF)(f¢) = yZFi”a—yj(ys

)=y el o p)

? ]axs

Remarque 2.3.1 Si (U, %) est une carte sur la variété M, alors (m=1(U), (z)V, (27)%)
est la carte induite sur le fibré tangent TM.

2.3.2 Relevement complet d’un champ de vecteurs

Definition 2.3.2 Le relevement Complet d’un champ de vecteurs X sur M
est l'unique champ de vecteurs X sur le fibré tangent TM tel que

XCfe=(Xf)° (2.34)
pour tout f € C>*(M).

L’unicité découle de la Proposition 2.3.1 et 'existence provient de la propr-
sition suivante :

Proposition 2.3.2 Si X est un champ de vecteurs de composantes (X")j,
par rapport & une carte (U, z") sur M, alors le relévement complet X© a pour
composantes

XC = < a)gh ) (2.35)

relativement a la carte induite (7= 1(U), 2", y") sur TM , ou 0X" = yi%—g. .
h

Preuve: Soient ( ?i ) les composantes de X¢ par rapport & la carte
2

induite (771(U), 2", y") sur TM. De la formule (2.34), on a:
pour tout f € C*(M),
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dou X=Xt ot K=y (=1, m).
ot Kj =X et =y (1= L)

Proposition 2.3.3 Soient f € C*°(M), X € I'(TM) et w € I'(TM*), on a :

XC+YC=(X+Y)C (2.36)
(fX)¢ = fOXV + fVx¢ (2.37)
XV =Xf)Y (2.38)
(2.39)

w"(X9) = (w(X))"
Preuve: .

1. Les formules (2.36) et (2.37) sont des conséquences directes de la
définition 2.3.2 et des Propriétés 2.3.1.

2. Localement, on a :

o XY =Xk (fom) +y G g (fom) = Xigh

(fom) =(Xf)"

o WY (XY) = wyde®(X'5% + yi%agi) = w,dz® (X' 52%)

= (WX*) o = (w(X))"

Proposition 2.3.4 Soient X, Y € ['(TM) et F € T}(M), on a :
XV, YV] =0 (2.40)
XV, Y°] = [X,Y]Y (2.41)
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(X9, Y] = [X,Y]° (2.42)
[XC, yF] = y(LxF) (2.43)

Preuve:En utilisant la proposition de caractérisation (Proposition 2.3.1),
on a pour tout f € C*(M), :

o [XV,YV] () = XYV(YY(f9)) - YV(XV(f9)
= XV(Y )V =YV (Xf)¥
=0
o [XV, YT () = XY(YO(f9)) = YOXY(f9))
= XV(Y )¢ = YO (X[
= (X(Y )V = (Y(X[)Y
= (X, Y] ))”
=X, Y)" f¢
e De méme, on obtient :
[XC,YC] (f€) = XY (f9) = YO(XO(9))
= XY )¢ = YO (Xf)©
= (X(Y )¢ = (Y(X[)©
| f

N
= [XvY]C fc

= (X, Y

e Localement, on a :
d’une part

LxF = LxF( 6‘9 ) ® da

e - rf 2]}

s a J a s 8 %
{{X 8:(:3’Fi %] -F [X 8x5’8xi]}®d$

:{Xsapk 10Xk axs} )

oxs Ei b Oxd 5 0xt | OxF

® dxt
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e et d’autre part:

0 ,0X° 0 -0
XC ~F| = kpo_—
X7 F] o Y o oy Y T gy
OF] 0 OX* 0 oxX* 0
— kXS k - i : kF]_ kFJ )
T2 s oyl +Y ox' 05 Fi oy’ kaj ozt dys
—YX G T 6x’ Yoy kDt Oy

G OFF axe o oXE) 9
—y{xaxﬁwﬂ—ﬂw}a—yk

=y(LxF)

Remarque 2.3.2 Relativement d une carte induite (7= (U), 2", y") sur TM

, pour touti=1,....m, on a :
J o 0
= 2.44
52 = o (2.44)

2.3.3 Relevement complet d’une 1-forme

Théoréme de caractérisation des formes différentielles

Théoreme 2.3.1 Soient ©,0 € T(T*(TM)) deuz formes sur TM. Alors
W =0 Si et seulement si pour tout X € I'(TM) on a:

O(XC) = 4(X)

Preuve :
1 suffit de démontrer que si ©(X) =0 pour tout X € I'(TM), alors @ = 0 .
Localement si X = X'z2- (resp @ = w/da’ + ©7dy’ ) relativement & la

carte (U, z') sur M (resp & la carte induite (771 (U), z", y") sur TM), alors

a k

oz, =0

0(XY) = oL XM + G2y
dott @ =0=0&%; hk=1,...,m.
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Théoréme 2.3.2 Si ©,0 € T(TM) (rsp € T,(TM) ), tels que pour tout
X1, ..., X, € D(TM):

(X§, ..., XS) = (XY, ...,XS)
Alors @ =86.

Proposition 2.3.5 Soit w € T'(T*M), il eziste une unique w® € T'(T*(TM))
telle que pour tout X € I'(TM), on a

WO (XC) = (w(X))° (2.45)

Preuve :
L’unicité découle du Théoreme 3.3.1.

Localement: si X = X':2 w=uwidz’ et w® =adda’ + 0;dy’, alors
. OXJ
C XC = 0:(X? = lof 2
w(XY) = wi(X*) +w;(y &Ei)

= (wX)“
) i@(thh)
.y ;0w 1XP 4 wn Z0Xh)
-V 63% Y afL‘Z

doun  @; = dw; = (y’gc;h) et Wj=w; 4,7=1..,m

On pose alors, localement

0 0
C— fuy 2 7
X" = o ox? R Oy’
Definition 2.3.3 Soit w € ['(T*M), l'unique forme w® € T'(T*(TM)) qui
vérifie la formule (2.45) est appelée relevement complet de w.

Proposition 2.3.6 Si w est une I-forme sur M de composantes (w;) par
rapport a une carte (U,x") , alors le relévement complet w® a pour com-
posantes

Ow
w? : (Ow;, wy) = (yza—x};,wj) (2.46)
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Relativement a une carte induite (7= 4(U), 2", y") sur TM

Remarque 2.3.3 Relativement a une carte induite (x=1(U), 2", y") sur TM,
on a:

(da®)® = dy (2.47)
Proposition 2.3.7 Siw,0 € I'(TM") et X € I'(TM) , alors :
1 (w+0)° =w+0°
2. (fw)C = fOw" + fVuC
3. wfXY) = (w(X))”
Preuve : Soit X € I'(TM), on a:

L (w+0)°(XY) = ((w+0)(X)) = (w(X) +0(X))“

= (@ 69)(X°)
2. ((fw))(X) = (fw(X))T = f"(w(X))" + fC(w(X))"
- waC(XC) -I—waV(XC)

3. Localement si X = X'-2 | w = w;da", alors des formules (2.11) et

(2.46), on obtient :
wWw¢(XY) = (wiX) o = (w(X))V

2.3.4 Relevement complet d’un champ de tenseurs

Definition 2.3.4 Le relevement complet peut étre prolonger a un tenseur
quelconque de maniére unique tel que pour tout P,Q € TL(M) et f € C*(M),
on a :

(PoQ)=P°2Q"+ P ®Q° (2.48)
(P+Q)° =PY+Q° (2.49)
(fP)C = fCPY 4+ fVPC (2.50)
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Si F € T}(M) tel que localement F = F'5%- @ dz', alors:
Tp

FC — (F’Zh% ® d(L‘l)C

= (F1)(55,)" @ (da')" + (F)" (5,)° ® (da')"
()Y (o) @ (da')©
= (F) 5 @da' + (F])V 50 @ da' + (F})Y 50 @ dy’

(2

d’ou FC a pour composantes

F} 0
JAS ( o F ) (2.51)
De méme si G € TI(M) tel que G = Gyda' @ da? | alors G° a pour
coordonnées :
9G. G
C. i ij
o (%% ) -

Proposition 2.3.8 Soient X, Y € I'(TM) et G € T3(M), on a

GO(XY, YY) =0 (2.53)
GO(XC, YY) = (G(X, Y)Y (2.54)
GC(XC, YY) = (G(X,Y))C (2.55)

Preuve :En vertu de la Définition 2.3.4, il suffit de démontrer la propo-
sition dans le casou G =w ® w , on a :

e GYXV, YY) = (0’ + V)XV, YY) + (0¥ + 09 (XY, YY)
= w/(XV)@ (YY) + " (XY ) (YY)
=0
e GO(XC, YY) = WO (XO)@Y (YY) + w¥ (X2l (YY)

=(w(X))" (@(Y))"
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= (GX, Y)Y

° GC(XC,YC) — wC(XC)JJV(YC) —{—UJV(XC)(DC(YC)

Proposition 2.3.9 Pour tout w € I''(TM) on a :
d(w®) = (dw)® (2.56)

Preuve : En utilisant le théoreme 2.3.2, la Proposition 2.3.8, les Pro-
priétés 2.3.1, la formule (3.42) et la formule de dérivation suivante:

dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) = w ([X, Y])
on obtient :
d(w®)(X9, YY) = X9(w(YY)) = YO (w(XY)) —w ([X7,Y])
= (X(w(¥)) = (VX)) = (w (X, Y])°
= ((dw)(X,Y))"
= (dw)“(X, YY)

2.4 Relévement horizontal

Dans cette section, on suppose que M est une variété de dimension m munie
d’une connexion linéaire V.

Definition 2.4.1 On définit la connexion opposée a V notée 6, par :
VxY = VyX + [X, Y]
VX, Y e '(TM).

Remarque 2.4.1 .

1. Soient T et T les tenseurs de torsion associés 'V et V respectivement,

A~

alors pour tout X, Y € I'(TM) , on a  T(X,Y) =T(Y, X).

2. 81 'V est sans torsion, alors V=V.
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2.4.1 Relévement horizontal d’une fonction

De la Propriété 2.1.1 (5), on rappel que, pour tout f € C*°(M), on a :

V(df) = V) = AV ]) = ildf) = f = 0F.
Definition 2.4.2 S f est une fonction sur M, on pose
o= fC—~(V)=0. (2.57)

application de classe C*™° sur TM dite relevement horizontal de la fonction

f.

2.4.2 Relevement horizontal d’un champ de vecteurs

Definition 2.4.3 Soit X un champ de vecteurs sur M. On définit le relevement
Horizontal de X noté X au fibré tangent TM par

XH =XC -V X (2.58)

2]

Localement si X = X' 2% alors

Xt 0 ,
oxJ T Xkrgk)_ ® da’

oxt
oOX?
oxd

VX = (

. .0
+ XkF;k)yJ

VX = ( 5y

N oOX? .0
VVX - (% + Xkrij)yj ayi

o, OX' 9
¢ =X J
XY =X Eys +y 9z By

Proposition 2.4.1 Si X un champ de vecteurs sur TM de composantes (X")
par rapport a une carte (U, X") sur M, alors le relévement horizontal X a
pour composantes

H Xh

et

o\" 9 9
— . grh_—_
(axi) o Y Fﬂayh (2.60)
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On note :

) 0 9 o\"
R Tk | = [

relativement a la carte induite (n=1(U), 2", y") sur TM.

Remarque 2.4.2 Pour tout X € I'(TM) on a dr o X =X o .

Definition 2.4.4 Soit v € T'(TM), alors
H,={ XI; XeI(TM) } (2.62)
est un sous espace vectoriel de T,(TM) appelé espace horizontal associé a V.

n=J n (2.63)

veTM

est un sous fibré vecoriel de T(TM) appelé fibré horizontal associé a V.

Remarque 2.4.3 .
D’apres les formules (2.59) et (2.62), localement pour tout v € TM, on obtient

Hv:{ Q%M—Fﬁa(y]a—ykh s oal.a ER} (2.64)

De la Remarque 2.2.1 et la Définition 2.4.4 découle la proposition suivante :

Proposition 2.4.2 .

T(TM) =H QN
Ty (TM) = H,, R N,
ou w € TM.

En effet localement si w = w's% € T,M et X = a's 4+ b
alors

a0 € T,(TM),

~ i 0 i, ik 9 k i, ik 0
avec :
Y R o 3
X" = (a'=— — a'w!I'}; =) € H, est la partie horizontale de X

ozt Y Oy
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et

~ o 0 ~
XV = {bk + a’wjf,i-“j} a_yk € N, est la partie verticale de X.
Definition 2.4.5 Soit w € T, M, le relévement horizontal de w est defini
par
wh =X (2.65)

w

ou X € I'(TM) telque X, = w. De la formule (2.59) cette définition est
indépendante du champ de vecteurs X choisi, et on a la proposition :

Proposition 2.4.3 L’application
.M — H,

w — wH

est un isomorphisme linéaire

Definition 2.4.6 Un champ de vecteurs X € T(T(TM)) est dit horizontal,
si pour tout v € TM on a X, € H,

Proposition 2.4.4 Un champ de vecteurs X € T(T(TM)) est horizontal, si
et seulement si, localement, pour h =1...m., on a :

Xk +ThXdyl =0 (2.66)
ot X = X’i% + 5(%%.
Proposition 2.4.5 Pour tout X, Y € I'(TM) et f € C*(M), on a :
(X+Y)" = X)"+ )"
(fX) = (f)"x1
XAV = (Xf)Y

XHfC = (Xf)C = (df o (VX))

o [XV,YH] =[X, Y]V = (VxY)" = —(VyX)"
o [XF YV] = (VxY)V
o [X7,YH] =[X,Y]" —yR(X,Y)
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ou R est le champs de vecteurs de courbure associé a V .

Lemme 2.4.1 . L L
(VY)o(VX)—(VX)o(VY) = {VYVX — VXVY}—EYVX+£XVY+ Ly, Lx]
pour tout X, Y € I'(TM).

Preuve :
Soit Z € T'(TM), on a :
(VY) 0 (VX)Z = (VY)(V7X)
= (VY)(VxZ+[Z,Y])
= (VY)(VxZ) — (VY)(£x(Z))

Vy(VxZ) = (Ly)(VxZ) = (VY)(£x(2))

Vy(VxZ) = (Ly)(£xZ) — (Ly)((VX)(Z))

—(VY)(£x(2))
(VY)o(VX)Z~(VX)o(VY)Z = { V3 VxZ — VxVyZ |~ {Ly (VX)(Z)) — VX(Ly(2))}
+Lx ((VY)(Z)) — VY (Lx(2Z))
—{Lv(£x(2)) — Lx(Lx(Z))}
K {@ﬁxz . %NYZ} — (LyVX)(Z) + (LxVY)(Z)
— Ly, Lx] (Z).
Ici on a utilisé la propriété Lx(F(Z)) = (Lx o F)(Z) + F(LxZ)

Preuve de la Proposition 2.4.5
on a:

o XH(fV) = (X =V, X)(")
=XfY) = (V- X)(f")
Puisque VX est un champ de vecteur vertical, alors
XH(fYV) =XUf")
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= X"

o XF(J) = XC(O) = (VX))
De la Propriété 2.3.1 (formule (2.33)), on obtient :

XA(f€) = (Xf)© =(df o VX)
o [XV,YH] =[X", Y] - [XY,4(VY)], (de la Propriété 2.2.1)
= X, Y]" = x(VY)
=X, Y]" = (VxY)¥
o [XA,YA] = [XC, Y] = [v(VX), Y] = [XEAVY)]+[1(VX),7(VY)]
= [X,Y]9 + 7 {Ly VX — LxVY 4 (VY) 0 (VX) — (VX) o (VY)}
= [X, Y] + %V X, Y]) + 9 {LyVX — LxVY}
+7{(VY) 0 (VX) — (VX) o (VY)}

Du Lemme 2.4.1 on obtienj:\
XH Y1) = (X, Y] 49 { Vv = L |+ 7 1Ly VX - £xVY}

+7{(VY) o (VX) — (VX))o (VY)}
= [XvY]H - VE(X7Y) -7 {E[X,Y] + [Ly, ﬁx]}

= [X, Y]H - ’YE(X7 Y)

5
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2.4.3 Relévement horizontal d’une 1-forme

Definition 2.4.7 Soit w une 1-forme dans M. on définit le Relevement
Horizontal de w noté wf de M au fibré TM par :

wh =w’ - V,w (2.67)
ou  V,w=7y(Vw).

Expressions Locale. Si (w;) désignent les coordonées de w € I'(T*M) et
I les coefficients de Christoffel associés & la connexion V relativement & la
carte (U,2") sur M on a :

w® @ (Ow;, w;)
Vow (¥ O0jw; — ij?iwh? 0)
ﬁvw : (Y 0jw; — Y Tlwn, 0)
Wi (T, w;)
par rapport & la carte induite (7~1(U), 2", y") sur TM.

Definition 2.4.8 Une I-forme & € I'(T*(TM)) est dite horizontale si on
a:

B(XH) =0 (2.68)
pour tout X € I'(TM).

Expressions Locale.
Si (@}, w7) désignent les composantes de @ € T'(T*(TM)) par rapport & une
carte induite (7~1(U), 2", y") sur TM, alors pour tout X € I'(TM), on a :

QX)) = olIXt — cbiij?iXi =0
d’ou
@}(D,%yjl“?i =0 (2.70)
pour tout 1 = 1..m
Localement, on peut démontrer les propriétés suivantes :

Propriétés 2.4.1 Soient w € T'(TM*) et X € I'(TM), on a :

W (XY) = (@(X))V (2.71)
wH (X% = w(V,X) (2.72)
wH(XH) =0 (2.73)

Remarque 2.4.4 De la formuule 2.68, localement on obtient

(da")? =y Thda? + dy” (2.74)
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2.4.4 Relevement horizontal d’un champ de tenseurs

Definition 2.4.9 Soit S un champ de tenseurs sur M de type (0,s) (resp
(1,5). On définit le Relévement Horizontal de S au fibré TM noté S¥
par

SH = §¢ v, 8 (2.75)

Definition 2.4.10 D’une maniére générale le relevement Horizontal peut
étre prolonger a un tenseur quelconque de maniére unique tel que pour tout

P,Q € THM) ,on a
(PoQ)!=PlgQ"+P oQ" (2.76)
(P+Q)" =P"+ Q" (2.77)

Expressions Locale.
Si F € TH(M) tel que F = Fi2 @ da?, alors :

Fi 0
H . . k o .
(Lt prn, ) 27%)
Si G € TYM) tel que G = G,jdx’ @ dx? alors :
th tPh
w. [ VTG +y TG Gij
G .< i . (2.79)

Si H € T2(M) tel que H = Hiha%i ® % alors :

g (0 HY (2.50)
: th _ ytl"%jH]h _ th?jH” :

Proposition 2.4.6 Soit F' € T{(M) un champ de tenseurs de type (1,1) sur
la variété M, alors

F': TM — TTM
(@, u) —> F*(a,u) = F, , (u) (2.81)

est un champ de vecteurs sur TM.
Localement, relativement a une carte induite (7~ 2(U), z%,y"), on a

0 , 9, , 0
h _ i1 _ ik plTs — ot H

7
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2.5 Meétrique Naturelle

2.5.1 Meétrique Naturelle

Definition 2.5.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne. Une métrique Rie-
mannienne g sur le fibré tangent TM de M est dite naturelle par rapport a g
St

gXIYT) = g(X,Y)or
gXIYY) =0
pour tout X, Y € I'(TM)

Remarque 2.5.1 De la Définition 2.5.1, on déduit que pour tout champ de
vecteurs vertical Y € T'(TM) et X € T'(TM), on a

g(XH*.Y) =0
ou g est une métrique naturelle sur le fibré tangent TM.

Proposition 2.5.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne de connexion de
Levi-Civita V. Si g est une métrique naturelle sur TM de connexion de
Levi-Chwita V, alors

1 Gaay (Ve Y, 27) = gy (VxY)™, 21) = g2 ((VxY), Z) o 7

_ — 1_
2. Glowy(Vxu YT, ZV) = —Eg(x’u)({R(X, Yu} ,72v)

3 G (VY 2) = 5 [XH(@(YY, 7)) + (27, (VxY)") — g¥¥, (9x2))] .,

_ = 1_
4- 9(xu) (VXHYVa ZH) = _§g(w,u)({R(Z7 X)u}v 7YV)

5. G (Vxv Y, 29) = Sg({R(Y, 20} X)

6. G (T Y,2Y) = 2 [V (XY, 7)) = (27, (VX)) = (X", (V¥ 2)")] .,
7. Gaa(Vxr YV, 2) = 5 [2(9(XY YY) + (Y, (V2X0Y) + 9KV (V29))]
8. Glean (VY 20) = 3 [XV(g(YY, 7)) + YV (g(2Y, X)) = 2¥ (g(X¥ Y]

ot (z,u) € I'(TM) tel que m(u) = x.
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La preuve découle immédiatement de la formule de Kozul, la Définition 2.5.1
et de la Proposition 2.4.5
Preuve de la Proposition 2.5.1

L 2g(Vxn YH, 2y = XH (g(YH, 27)) + YH (g(Z2" , X)) = 27 (g(X", Y1)

+g(ZH7 [XHaYH]) + g(YH7 [ZH,XH]) - g(XHa [YH> ZH])

=X"(g(Y,2)") + Y (9(Z,X)") = 2" (9(X,Y)") + g(Z", [X, Y]")
+g(Y7, [2,X]1) — g(XM, Y, Z]1)
= {X(g(Y,2)) + Y(9(Z, X)) = Z(9(X, Y)) + g(Z, [X, Y]) + (Y, [Z,X]) = g(X, [Y, Z])}"
= 29(VxY,Z) o
2. 29(Vxn YH, ZV) = XH (g(YH,2%)) + YH(g(27, X)) — 2°(g(XH, YH))
+g(27, X, YH]) o+ g(YH, 2V, XH]) — g(XH, [YH,ZV])

= —Z°(g(X, Y)V) + g(2", [X, Y]7) — g(2V, 4(R(X,Y)) —

A~

g(X*, (VyZ)")

puisque la connexion est symetrique V = V et R = R. Comme YRX,Y)) @) =
Y(R(X,Y),u))", on déduit

_ - 1_
Gy (Vxa YH,ZV) = —ég(x,u)({R(X, Y)ut”,z")

Les autres égalités se démontrent de la méme facon. [15]
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2.5.2 Meétrique de Sasaki

Definition 2.5.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne. La métrique de
Sasaki associée est l'unique métrique naturelle g sur le fibré tangent TM
telle que :

1 gXE YTy = g(X,Y) o
2. GXH,YV) =0 (2.83)
3. XV, YY) =g(X,Y)or

pour tout X, Y € I'(TM)

Dans toute la suite, la métrique de Sasaki sera notée g°.
De la Proposition 2.5.1 et la Définition 2.5.1, on déduit:

Proposition 2.5.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne et g° la métrique
de Sasaki associée a g sur TM. Si ¥V (resp. V) désigne la connezion de
Levi-Civita sur (M, g) (resp. sur (TM,g°)) alors on a :

1. g8 o (VxnYH Z1) = g8 (V)2 Z);

2. g8 »(Vxn Y, 2V) = =168 (R(X,Y)u)",2Z");
3. g5 (Vxn¥V,2) = 168, (R(w,Y)X)", 21);
4 9 (VY7 2V) = g5, (VY)Y 27);

5. 8 (Vr Y, 20) = 168 (R(u, X)Y)!, Z1);
6. g5 o (Vxv Y, 2V) =0;

7. g5 o (Vv YV, ZH) = 0;

8. g5 o (VxrYV, 2V) = 0;

pour tous champs de vecteurs X,Y,Z € I'(TM) et (z,u) € TM, ot R désigne
le tenseur de courbure de (M, g).

De la Proposition 2.5.2, découle:
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Proposition 2.5.3 Soit (M, g) une variété Riemannienne et g° la métrique
de Sasaki associée a g sur TM. Si ¥V (resp. V) désigne la connexion de
Levi-Civita sur (M, g) (resp. sur (TM,g%)) alors on a :

1 (VxnYH) gy = (VxY)E ) — H(R(X Y0,
2. (Vxn YY) @u) = (VxY) (o + 5(Ralu, Y) X))
3. (VxvY ™)) = 2(Rulu, X)Y)H;

4. (%XVYV)(%U) = 0,’

pour tous X,Y € I'(T'M) et (x,u) € TM, ou R désigne le tenseur de courbure
de (M, g).

La preuve découle immédiatement de la Proposition 2.5.3.

2.6 Meétrique de Cheeger-Gromoll

Definition 2.6.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne. La métrique de
Cheeger-Gromoll g est une métrique naturelle définie sur le fibré tangent
TM par :

1. gP(XH7YH) = gm(*X? Y))
2' /g\p(XH7YV) = 0;
3. Gp(XV, YY) = 5553 (92(X,Y) + gu(X, u) g2 (Y, 1)) ;

ou X,)Y e '(TM), p = (x,u) € TM et r = ||u|| = \/g(u,u). Par la suite,
on pose A\ =1+ r2.

Lemme 2.6.1 Soient (M, g) une variété Riemannienne et f : R — R une
fonction de classe C'. Pour tous X € T'(TM), p = (z,u) € TM et r* =
g(u,u), on a :

1. X1(f(r?) =0,
2. X (f(r?)) = 2f'(r*)g=(X, w).

Preuve

Localement, si U : € M — U, = u = uia?;i € TM est un champ de
vecteurs constant sur chaque fibre 7, M, alors d’apres les formules (2.11) et
(2.59) on obtient :
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1. Pour le premier point :

X = (X7 ~ ThX (6%

:<Xif’(r2)axi(7°2) FOATEX "y aa’f(TQ))p

0 0
"(r )(Xzaxl(gstyy) Iy X'y 5 k(gstyy))

U,U)), = 205Xy gay”)p)
(TZ) [Xg(U? U)z - 29(U7 VXU)QJ]

p

I
S - = kh
—~
=
N
—~
—~
=
i

2. Pour le deuxieme point :

XY(7(?)) = Xif'(ﬂ)a%.(gstm

=2f"(rH) X gyu'
=2/ (r")g(X, u),

p

Lemme 2.6.2 Soit (M,g) une variété Riemannienne. Pour tous X,Y €
I(TM), p=(x,u) € TM, on a :

1. Xf(g(u,u)) =

2. XY (g(u, u)) = 205X, u),
3 X;f(g(Y,u»: (VxY.u),
b XY (g(You) = 0u(X.Y).

Preuve
Les propriétés 1. et 2. sont des conséquences directes du Lemme 2.6.1.

3. Pour le troisieme point :

i 0 s 1,7 4 s
X)) = (X )~ TN 0

= (Xg(Y,u)), — (C5 X"y garY®),
= Xg(Y,u), — g(Y, Vxu),
= g(Vva u)a:

p
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4. Pour le quatrieme point :

XYt = X'

= XigsiYs

(gstYsyt)}

p

2.7 Meétrique de Cheeger-Gromoll généralisée

Dans cette section, nous considérons la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée
sur le fibré tangent TM, comme métrique naturelle sur TM.

Definition 2.7.1 .

Soit (M, g) une variété Riemannienne et a, f : Rt — RY o > 0. Sur le fibré
tangent TM, on définit la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée notée g
par:

1. g(XH,YH)p = g.(X,Y).
2. g(X", YY), = 0.
3. g(XV, YY), = a(r)g(X,Y) + B(r)g(X, u)g(Y, u).

ouX,Y e (TM), p= (z,u) et r=g(u,u).
pour plus de détails voir [2]

Remarque 2.7.1 .

1. Sia=1 et =0 alors g est La métrique de Sasaki [26].

2. Sia=p=

1 alors g est La métrique de Cheeger-Gromoll [10] [15].
,

Lemme 2.7.1 [1] [14]

Soit (M, g) une variété riemannienne et f: R — R une fonction différentiable.
Pour tout X,Y € T(TM), p = (z,u) € TM ot u = u'5% € T,M et
r = g(u,u), on a les propriétés suivantes :

1. XA (f(r), = 0,
2. XV (f(r)p = 2f(r)g(X, u)a,
8. XH(g(Y,u)), = g(VxY,u),,
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4- XV (g(Y,u)), = 9(X,Y),.

Preuve
Rappelons que, si X = X! a -, alors les relevements vertical et horizontal
s’écrivent:
xVoxid e x# o xi _xigrk 9
ou’ ox’ G Puk
1.
XA (1), = X () = XDy (£ (1)
P oz’ U Puk
.0 0
= 1) [ X o) - Xl gt 0)

/ (3 a ) a
= f'(r) [X 5 (u'u’gys) — X uJI‘f]a k(u u gls)}
agls
oxt

agls
ort

= f'(r)u'u [Xl — XThge — Xirfsgm]

= f’(r)uluSXi { legsk nglk:| =0

ou la derniere égalité provient des identités de Christoffel.

XY (J0)y = X (7))

: 0
=X"f'(r )3 l(uu Jis)
= 2f’(T)g(X,U)x

i 0 _ i D _ N0
g X =XgzetY =Y'55,

0
( XZUJF,Z@ k) (gap Y “u®)

a (A a a
= X' Z(gabY u’) — X'uT%, 5 (9 u?)

= g(VxY,u) + g(Y, Vxu) = Xu'Tgu Y

><i
| |

i d i 0
= g(VxY,u)+g(Y,X uﬂrfja =) —g(Y,X u]Ffja =)
= g(VXY7U)x

84



Supprimer filigrane mm Wondershare

®  PDFelement

4.
1% i 8 a b
X" (9(Y,u)), =X w(gabY u’)
- oub
=X'gup Y =—
.9 b i
= XlgaiYa
=9(X,Y),
Lemme 2.7.2

Soit (M, g) une variété riemannienne et (TM, g) le fibré tangent muni de

la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée. Pour tous champs de vecteurs
X,Y,Z e I'(TM), on a :

1. La dérivée horizontale de la métrique vérifie :
X"g(YY,Z") = g((VxY)", Z2") + 9(Y", (VxZ)")
2. La dérivée verticale de la métrique s’exprime comme :
XYg(Y",2") = 2d/g(X, u)g(Y,Z) + 28'g(X, u)g(Y, u)g(Z, u)
+019(Z, w)g(X, Y) + g(Y, u)g(X, Z)]

Preuve :
En utilisant le lemme 2.7.1, on obtient:

L X"g(YV,Z2V) = X" [ag(Y,Z) + Bg(Y,u)g(Z, u)]
= aXPg(Y,Z) + BXHg(Y,u)g(Z, u)
= a[g(VxY,Z) + g(Y,VxZ)] +
Ble(VxY,u)g(Z,u) + g(Y, u)g(VxZ, u)]
= g((VxY)",2") + g(Y", (VxZ)")
2. XVg(YV,Z2") = X" [ag(Y,Z) + Bg(Y,u)g(Z, u)]
= X"(a)g(Y,Z) + X" (B)g(Y,u)g(Z,u) + BX" (g(Y, u)g(Z,w))
= 20/g(X,u)g(Y,Z) + 28'9(X, u)g(Y, u)g(Z, u)
+819(Z,u)g(X,Y) + (Y, u)g(X, Z)]
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2.7.1 Connexion de Levi-Civita de la métrique de Cheeger-
Gromoll généraliseé

Lemme 2.7.3 Soit (M, g) une variété Riemannienne et (TM,g) son fibré
tangent muni de la métrique de Cheeger-Gromoll généraliseé.

Si V (resp V) désigne la connewion de Levi-Civita de (M, g) (resp (TM, g),
alors nous avons les relations suivantes:

L g(?XHYH7 ZH) = g((VXY)H> ZH)

2. g(?XHYH>ZV) == ((R(X Y) )V7ZV)

1
2

5. 5(Ven YV, 7" = U o (Riu Y)X)H, 7H)

/

8. g(VxvYV,ZV) = g(% [9(X, u)YY + g(Y, u)X"]

af —2a'p

9(X,Y) + ala+1rp)

X agl¥,0)| V. 2)

pour tout X, Y, U € I'(TM), U, =u =

(u,z) € TM.
preuve:

En utilisant le Lemme 2.7.1 , le Lemme 2.7.2 et la formule de Kozule, on
obtient:

1. 25(Vxa YH, ZH) = XHG(YH 78 + YHG(ZH XH) — 7Hg(XH Y H)
+g (2", (X YH]) 4+ g(YH, [21, X)) — g(XH, Y™, 2]
= Xg(Y,2) +Yg(2,X) = Zg(X,Y) + g(Z,[X, Y])
+9(Y, (2, X]) = g(X, [Y, Z])
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= 29(VxY,Z)
= 2g((VxY)",Z2")
2. 25(Vxu YH ZV) = XHG(YH 7V + YHgG(ZV, XH) — 7V g(XH, YH)
+g(ZY, X7 YH]) + g(Y!, 27, X)) — g(X7, [Y™, 27])
= g(Z¥, X", Y]
= —g(RX,Y)u)", Z")
3. 25(Vxn YV, ZH) = XHg(YV, 21y + YVg(z!" , X1) — 27 (X" YY)
+g(2, X7, YY) 4+ g (Y, 27, XH]) — g(XH, [YY, 27))
= —g((R(Z,X)u)", Y")
= —ag((R(Z, X)u),Y) = Bg(Y, u)g((R(Z, X)u), u)
= ag(R(u, Y)X, Z)
= ag((R(u, Y)X)", Z")
4. 25(Vxn YV, 2V) = XHg(YV, ZV) + YVg(ZV, X)) — 2V (X", YY)
+g(2%, [XT YY) + (YY", [27, X1]) — g(XH, [YV, 27])
= X"Tg(YV,Z") + g(Z", X, YV]) + g(YV, [2¥, X))
=g((VxY)", 2") +g(Y", (VxZ)")
+9(Z", (VxY)") = g(Y", (Vx2)")
=29((VxY)",Z")
les autres formules sont obtenues par un calcul similaire.
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Théoréeme 2.7.1 [1}], [22] Soit (M, g) une variété Riemannienne et (TM, g)
son fibré tangent muni de la métrique de Cheeger-Gromoll généraliseé. Si V
(resp V) désigne la connexion de Levi-Civita de (M, g) (resp (TM, g) ), alors
on a:

1 (VxnYH), = (VxY)H — Z(Ry(X, Y)u)¥

(Rp(u, Y)X)H

[ NCN [N T Ny

2. (VxuYV), = (VxY)) +

4. (VxvYY), = %, L%(X, U)YX + gz(Yau)Xz‘v/}
8 — o af’ —2d'B

mgx(xa )+ Oé(Oé + 7’5) ga:(X? u)gx(Y,U) Ufy

pour tout X,Y,U € T'(TM), U, =u = uiaii eT,M et p=(x,u) € TM.

ou R désigne le tenseur de courbure de (M, g).

Preuve:
La preuve est une conséquence directe de lemme 2.7.1.

2.8 Meétrique de Cheeger-Gromoll généraliseé
et harmonicité

Nous établissons les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un champ
de vecteurs soit harmonique par rapport a la métrique de Cheeger-Gromoll
généralisée. Nous construisons également quelques exemples de champs de
vecteurs harmoniques.

2.8.1 Harmonicité d’un champ de vecteurs
X :(M,g) = (TM,g)

Lemme 2.8.1 Soit (M, g) une variété riemannienne. Si X,Y € I'(T'M)
sont des champs de vecteurs sur M et (z,u) € TM tels que Y, = u, alors on
a:

d.Y (Xo) = X[+ (VxY)[, (2.1)

(z,u)’
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Preuve
Soit (U, x%) une carte locale de M au voisinage de x € M et (7= *(U), z%,y/)
la carte induite sur TM.

Si X, = X'(2) 2%| et YV, =Y(z) 75| = u, alors:
, 0 N & 0
d,Y(X,)=X" . X" _ — 2.2
X=X | XG0 | L 22)
La composante horizontale est donnée par :
h i 9 i j k 9 H
(@Y (L) = Xi(0) —| = X@Vi@)h@) | =X, (23)
07| (2. OY* |z
et la composante verticale par :
v i ) ; ; K 0
(Y (X,))" = § X (@) 5 (@) + X (@)Y (@)T5@) ¢ 52 = (VY )
Y @)
(2.4)

Lemme 2.8.2

Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m et (TM, g) le fibré

tangent munie de la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée.
Si X € I'(TM), alors la densité d’énergie associée a X est donnée par:

e(X) = % + %traeeg lag(VX, VX) + Bg(VX, u)?| (2.84)

Preuve:

Soit X € I'(TM) et (Ey, ..., est une base orthonormée locale sur M, alors:

En)
_52 (E)).

En utilisant le Lemme 2.8.1, on obtient:

Zé (B + (VeX)", B + (VX))

l\le—\

_ %Zr(EH Ef) + §(VEX), (VX))

l\)lr—t

Z (B, B:) + ag(VEX, VX) + 89(VeX, u)’]
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1
= g + 3 trace, [ag(VX, VX) + 8g(VX, u)?|

Théoréme 2.8.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m et
(TM, g) le fibré tangent munie de la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée.
Si X € I'(TM), alors le champ de tension associé a X est donné par:

7(X) = [trace,(aR(X, VX)#)]” + [trace, A(X)]" (2.85)

ot A(X) est une application bilinéaire définie par :

20/ B—a af —2d'B
AX) = V2X+—g(VX, X)VX+[——————g(VX, VX)+
% o IV OV s Y VO S I
avee. [[X] = 9(X. )

9(VX, X)2X.

Preuve:
Soit X € I'(TM) et (E;)i=1..m est une base orthonormée locale sur M tel que
(VB Ei)e =0 et X, =u, alors:

_ Em: {V5,dX(E;) — dX(VE)}

I
NE

{@dx(Ei)dX(Ei)}

- (e

-
Il

[
NE

{Vierswpoml B + (Ve X)']}

- (e.)

.
I

{Ven B+ Vs (T X)Y + Vg, 00 (B)" + Vi, xv (Ve X) |

Ms

— (2u)

EnZ utilisant le Théoreme 2.7.1, on obtient:
= 1
r(X) = 3 (Ve E)" = S (R(E, B)X) + (V5 V5 X)"
i=1
(R(X, VEX)E)" + §<R<x, Vi X)Ep)'t

/

+
Ql\DlQ

B - af —24'8 .

20/
Z RX, VEX)E)" +(VEVEX)" + =—¢(Ve X, X)(VEX)"

r oo af — 20/8
a+ |5 ala+ HXH%)

= {traeeg(sz + 2?O[g(VX, X)VX + [ b ||X||25 g(VX,VX) +

9(VeX, Vi X) + 9(Ve X, X)?IXY]

v

aff Z 208 o X))

afa+ |[X][5)
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+ [trace,(aR(X, VX)#)]”

Théoréme 2.8.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m et
(TM, g) le fibré tangent munie de la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée.
X e I'(TM), alors X est harmonique si et seulement les conditions suivantes
sont vérifiées:

trace,(aR(X, VX)*) =0 (2.86)
et
trace, (VQX + zig(VX, X)VX
B §— 28
+ | ————=9(VX, VX) + VX, X)2|X) =0 2.87
o RIEs Y7 Y0+ ey T ) (287
Preuve:

Le résultat est une conséquence directe du Théoreme 2.8.1.

Corollaire 2.8.1
Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m et (TM, g) le fibré

tangent munie de la métriqgue de Cheeger-Gromoll généralisée.
Si X € I'(TM) est paralléle (i.e VX =0), alors X est harmonique.

Exemple 2.8.1 Soit R" muni de la métrique canonique et soit le champ de
vecteurs:

X:R* — TR"
T = (21, .., 1) — X, = (XL, .. XD)
on obtient:

<a2xl 82xn)
* o2 o

(2

7(X) =

1. 81 X est constant , alors X est harmonique.

2. 81 X' = a;z; avec = a; # 0, alors X est harmonique. (17(X = 0)), mais

VX = 88 ®dx; #0

En effet:

8 0 0
VX(0zj) = Vogp, X = Zalvax] xl Zal ”(9 = a;-— o,
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Exemple 2.8.2 Soit S le cercle unité munie de la métrique

4
_ 2
gst = mdx .
Comme St est compact alors:
Le champ de vecteurs X = a(z)Z,
ment s’il est parallele. De plus on a

a € C(S') est harmonique si et seule-

& a(z) =k(1+2%),keR

@X:k‘(l—i—ﬁ)%,k‘ER

Théoréme 2.8.3 Soit (R™, go) [’espace euclidien réel et (TR™, go) le fibré

tangent munie de la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée.
Si X = (X!, ..., X™) € T(TR™), alors X est harmonique si et seulement si X
vérifie le systeme d’équations suivant:

82Xk 2a ;OXI oX* g—ao . 00X,
Z +Z( ozt Oz’ +0¢~|—||XH26X (ax’) )

2
af —2d'p B
+04(04+||X|]25 sz (Z 8:6’) =0

Preuve:

Soit {%}izlmm une base orthonormée locale sur R™. Utilisant le Théoreme
2.8.2, on obtient:

7(X) =0 i.e les équations (2.86) et (2.87) sont vérifiés.
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comme R™ est plat, alors 'équation (2.86) est évidente. par conséquent:

2 !
T(X) =0 trace,(V2X + ?O‘g(vx, X)VX
+ b —ao af —2d'p
a+|[[X|[?8 ala+ [|X]]?8)
/

& Z VoV.oX+ —g(vix,xwim
Bzt ox?

ozt EXrE

g(VX,VX) + g(VX, X)?X) =0

5— af’ —2d'p 9
(V2 X, Vo X) + Vo X, X)4X) =0
+[oe+||><||2/3< A Y [ R E=RR
9?Xk 9 20/ OXi N 9XE 9
= X = 2
@;kz x128x’“)+ « Z:;(&cl )kz(@xlaxk)
aXJ aff —2d/8 i
a+HX|IZBZ 8@“ afa + |[X[]28) Z 8%’“ ; 0-76’“
2~ k m 7 k _ 7
Z ax Xaxz 8Xz . 3 042 Xk(axi)Q)
— z,]:l ozt 0t a+||X|[26 ‘oz
af —2d'B k
X xi2 —
T ala T XIPA) >0 gy

=1 j=1
pour tout k=1,...,m

Corollaire 2.8.2 Soit (R™, go) l'espace euclidien réel et (TR™, go) le fibré
tangent munie de la métriqgue de Cheeger-Gromoll généralisée.

SiX = (X1,...,X™) € T(TR™), Si « et B sont des fonctions constantes, alors
X est harmonique si et seulement st pour tout k =1,...,m :

m aZxk B k 9 B
— O(x")? T XIS Z (agﬂ) =0 (288

Remarque 2.8.1 En utilisant le corollaire 2.8.2 nous pouvons construire de
nombreux exemples de champs de vecteurs harmoniques non triviauz.

Exemple 2.8.3 Si R"™ muni de la métrique canonique et TR™ son fibré tan-
gent équipé de la métrique de cheeger-gromoll généralisée . Du corollaire
2.8.2, on en déduit que:

1. X = (y(21),0,...,0) € T'(TR™) est un champ de vecteurs harmonique
si et seulement la fonction y est solution de ’équation différentielle:
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" By'y
+ =0 2.89
ot oY (2-89)

2. X = (y(x1,29),0,...,0) € T'(TR™) est un champ de vecteurs harmonique
si et seulement la fonction y est solution de I’équation auz dérivées par-
tielles:

0? 0? 0 0
v, 9% By v, 9

= 2.
or?  0r3 o+ PBy? 0ry Oz 0 (2.90)

ot «,f €RT.

2.8.2 Harmonicité de ’application o : (M, g) — (TN, h)

Lemme 2.8.3 . )
Soit (M™, g) et (N, h) deuz variétés riemanniennes et (TN, h) le fibré tan-
gent de N équipé de la métrique de cheeger-gromoll généralisée. Soit ’appliation

o:(M,g) — (TN,h)
z — (p(z),v)

tel que p =mrNno0o, v="Y,u € TymyN oY € I'(TN), et mpn: TN = N
est la projection canonique. Alors, pour tout X € T'(TM):

do(X) = (dp(X)H + (VE€o)V  (2.91).

Preuve:
En utilisant le Lemme 2.8.1, on obtient:

dpo(Xs) = do(Y 0 ) (Xy)
= dsa(x)Y(d90<X$>>
= (d@(X))gp(x),u) + (de(X)Y)Xa(x),v)
_ H ¢ \V
= ([d(X)) o0 + (V) (ofa),0)-
Théoréme 2.8.4 Soit (M™, g) et (N", h) deuzx variétés riemanniennes et
(TN, h) le fibré tangent de N équipé de la métrique de cheeger-gromoll généralisée.

Le champ de tension de l’application

o:(M,g9) — (TN,h)
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r — (p(2),0)
tel que p = N © 0, est donnée par:
7(0) = [1(¢) + trace,(aRN(0, V¥a)dp(x)) " + [trace,(A(0))]Y  (2.92).
ot (A(o)) est une application bilinéaire définie par

B-o
a+|lo|[?8
h(V¥¢0o,0)?o.

A(o) = (V¥)?%0 + 2?O/}L(V“’a, o)V¥0 + |
af —2d'p
a(a+ ||o][*5)

avec ||o||* = h(o,0) = 7.

h(V?0,V?0) +

Preuve:

Soit z € Met {E;},_, ,, une base orthonormée locale sur M tel que (VY E;), =
0 et o(x) = Uy = v. Du Lemme 2.8.3 et Théoreme 2.7.1, on obtient:
7(0), = tracey(Vdo),

{%U(Ei)da(Ei)}(

|

-
I
—

e(z),0)

I
.MS

-
Il
an

(Vs oml@e BN + (V)

(Viap(m)n (BN 4+ V apyyn (V,0)" +@(vgio)V(d90(Ei))H
vi.0v (V59 ) @)
(Vs de(E))T ——(RN(dSO( 1), dp(E:)0)” + (Ve Vo)

R¥ (v, VE,0)dp(Eq))" + §(RN(U7VEU)d90(Ei))H

+
Msﬂ‘zMs

I
—

+ +
oL

[h(VE,o0, v)(VgiU)V + h(VE,o, v)(VSOiU)V]—l—

o " 94/
(g (VB VEo) + % (V50 0))UY) o))

Apres compensation des valeurs de r = h(o,0) = ||o]|? et o(x) = Uy = v,
on obtie%:
7(0) = > (Vi do(E)" + a(RN (0, Vi, 0)dp(E))"
i=1

v 20/ @ ¢ \V
+HVE Ve o) + Fh(inU’ o)(Vgo) +
( g—dao aff —2a/'3
a+||of]?B ala+ |[|of[?8)
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(o) = [7(y) + trace, (RN (o, Vwa)dgo(*))]H
+[trace,((V¥)* + %O/h(vﬁ"a, o)V¥a

B —d h af —2d'B
a+|[lo|?8 a(a+||o|?8)
Théoréme 2.8.5 Soit (M™,g) et (N",h) deur variétés riemanniennes et

(TN, iL) le fibré tangent de N équipé de la métrique de cheeger-gromoll généralisée.
L’application

+( (V¥?0,V¥¢0) + h(V¥¢o,0)?)o)]".

o:(M,g9) — (TN,h)
r — (p(x),v)

tel que ¢ = Moo, est harmonique si et seulement si les conditions suivantes
sont vérifiées:
7(p) = — trace, (aRN (0, V¥¢0)dp(x)) (2.93)

et 0 = trace, [(V“’)2 + Qih(VS"a, o)V¥o
«
( e af —2a'p

+ (=8 _p(vee, Vo) + 2 290
a+TlorB™ ) ¥ sl ¥ 1oIB)

h(V¢o, 0)2) o] (2.94)

2.8.3 Harmonicité de I’application ¢ : (TM, g) — (N, h)

Lemme 2.8.4 Soit (M™,g) une variété riemannienne de dimension m et
(TM, g) le fibré tangent de N équipé de la métrique de cheeger-gromoll généralisée.
La projection canonique:

m: (TM,q3) — (M,g)
(r,u) — x
est harmonique i.e T(mw) =0.
Preuve:

Soit (z,u) € TM et {E;},_, , tel que By = a7 €st une base orthonormale
sur M en z, alors :

1 1
Efl, ——=EY, —E‘f}
{ va+rp ' Va i=1..m,j=2..m
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est une base orthonormale sur TM en (z,u).
T(m ) = tracey Vdr

_ Z {Vindr (B - an(VEIEM)}

1 1
+VT dr(———EVY) — dx V™
(;EY) ( R i) — (_EV)( R EY))
Va+rp va+rp
= 1
+Y 4V, dw(—anV)—dw(vT“ﬁ }
j=2 (—aE}’) (ﬁE}’

comme dr(
m

E
7(m) = Z {(VEE)or —dn(VEE)"}
o 1Z:1 1 1% 1 TM Vv
e e e e

—Z{—dwEVT)E Tv ]}
e -3 Lanpiet))

a+rp s
=0.

dr|EY

Théoréme 2.8.6 Soit (M™,g) et (N" h) deuzr variétés riemanniennes et
(TM™, g) le fibré tangent de M équipé de la métrique de cheeger-gromoll
généralisée.

Soit ¢ : (M, g9) — (N,h) une application lisse. Le champ de tension de
Uapplication:

¢ (TM,g) — (N, h)
(@,y) — ()
est donné par :

T(¢) =7(p)om

Preuve:
Soit (x,u) € TM et {E;},_,
sur M en x, alors:

tel que E; = ﬁ est une base orthonormale

1 1
EY ——FY, —EV}
{ va+rj ! Va i=1..m,j=2..m
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est une base orthonormale sur TM en (z,u).
Comme ¢ est défini par:

¢:(TM,g) m (M, 9) ¢ (N, h)
(z,y) — v +— w(x)

i.e ¢ = pom, on obtient:
7(¢) = 1(pom) = dp(r(n)) + trace; Vdy(dr, dr).

Nous avons:

trace; Vdgp(dr, dr) = 3 {5 o do(dn(BI) = dp(VEE pr dn (EF) }

dr(

Vv
varEl)

—Z{dego ) om — dp(Viy Ei) o}

_ Z {VEde(E) - dp(VE E)} o

= T_(go) oT.
En utilisant le Lemme 2.7.4, on obtient:

T(¢) =7(p)om

Corollaire 2.8.3 Soit (M™,g) et (N", h) deux variétés riemanniennes et

(TM, g) le fibré tangent de M équipé de la métrique de cheeger-gromoll généralisée.

Alors application
¢ (TM, g) — (N, h)
(z,y) — o(z)
est harmonique si et seulement si ¢ est harmonique.

Les résultats précédents sont publiés dans I’article:

ON GENERALIZED CHEEGER-GROMOLL METRIC AND HARMONIC-
ITY,

Commun. Fac. Sci. Univ. Ank. Ser. A1 Math. Stat.

Vol 69, N° 1, 629-645. (2020).

98



Supprimer filigrane

mm Wondershare
®  PDFelement

Chapter 3

Géometrie de la Métrique
Mus-gradient et Harmonicité

3.1 Géometrie de la Métrique Mus-gradient

3.1.1 Meétrique Mus-gradient

Definition 3.1.1 Soient (M™, g) une variété Riemannienne et f: M — R
une fonction de classe C°(M) telle que grad f # 0. Sur M, nous définissons
une nouvelle métrique appelée Mus-gradient notée g par:

9XY) = (g +df @ df)(X,Y) = g(X,Y) + X(f)Y(/) (3.1)

ou X,Y € I'(TM), f est appelé fonction Mus-gradient déformation.
Dans la suite, ||.|| désigne la norme par rapport a g.

Notons que g est une métrique conforme a g sur la distribution orthogonale
a grad f, ou si M est une variété riemannienne unidimensionnelle.

Remarque 3.1.1 .

d
Soit (E;)i=1,..m avec Fy = grad f

, || grad f||’
vecteurs associée da g, on a:

g(EluEl) =1+ H grad fH2>
g(EzaEl) =0 i:2,...,m,
g(EZ,EJ) = 5ij l,j = 2, ey 1.
. 1 .
On pose : Ey = Ey, E,=F, i=2,...m.
V1+|[grad f?

une base orthonormale de champs de

.....
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.....

unitaire.
Dans la suite, on pose o = 1+ || grad f][*.

Remarque 3.1.2 Soient X € I'(TM) et grad (resp g/r?a_a) désigne le gradient
associée a g (resp g), alors:

— 1
grad f = agrad f (3.2)

En effet: -
X(f) = g(X, grad f),

d’autre part

X(f) = g(X,grad f) = g(X,grad f) — X(f)(grad f)(f).

Donc
§(X, grad f) = §(X, grad f) —X(f)(grad f)(f).
<
(X, grad f) = g(X, grad f) — §(X, grad f)|| grad f[?
<~
§(X, grad f(1+ | grad f||%)) = §(X, grad f).
d’ot

— 1 1
df= d f=—grad
B S T Tgrad g o / m G

3.1.2 Connexion de Levi-Civita

Théoréme 3.1.1 Soient (M™, g) une variété Riemannienne et g une métrique
Mus-gradient définie sur M.

SiV (rsp V) désigne la connexion de Levi-Civita associée a g (resp §), Alors
pour tout X, Y € I'(TM), nous avons:

VxY = VxV + L Hess;(X,Y) grad f, (3.3)
VX,Y e I(TM).

ot a=1+]grad f|J*.

100



mm Wondershare
®  PDFelement

Supprimer filigrane

Preuve: Soient X,Y,Z € I'(TM). En utilisant la formule de Kozul, on ob-
tient:

24(VxY,Z) = Xg(Y,Z)+Y§(Z, X) = Z§(X, Y) +3(Z, [X, Y])+4(Y, [Z,X])
—3(X,[Y, 7))
= X[g(Y,Z) + Y(NZ(S)] + Y1g(Z, X) + Z())X(])]
~Z[g(X, Y)+X ()Y (N)]+9(Z, X, YDFZO)X, YI()+g(Y, [Z,X])
+Y ()2, XI(f) = 9(X, [Y, Z]) = X(HIY, Z)(f)
= Xg(Y, Z)+X(Y(M)ZH+Y(HX(Z()+Yg(Z, X)+Y (Z()X(f)
+Z(Y(X(f) = Z9(X,Y) = ZX()Y(S) = X(HZY(S))
+9(2, [X, Y]) + Z(HX(Y(F) = YX())] + g(Y, [2,X])
Y (N)ZX)) =X D=9 (K, 1Y, ZD) =X (DY (Z()=Z(Y (f))]
= Xg(Y,Z) + Yg(Z,X) = Zg(X,Y) + ¢(Z, [X, Y))
+9(Y, [2,X]) = g(X, [Y, Z]) + 2X(Y (/) Z(f)
= 29(VxY, Z) + 2X(Y(f))Z(f)
= 2§(VxY, Z) = 2(VxY)(NZ(f) + 2X(Y(/)Z(/)
= 2(VxY, 2) + 2[X(Y(f)) — (VxY)(f)]d(grad f,Z)
= 25(VxY + [X(Y(f)) = (VxY)(f)]erad [, 7)
= 25(VxY + g(Vx grad f,Y)grad f,Z)

donc VxY = VxY + g(Vx grad f, Y)g/r?a/d f.
De la formule (3.2), on obtient:

~ 1
VxY = VxY + — Hess;(X,Y) grad f
a
ot «a=1+]||grad f|*.

101



mm Wondershare
®  PDFelement

Supprimer filigrane

Corollaire 3.1.1 Soient (M™, g) une variété Riemannienne et g une métrique
Musgradient définie sur M.

Si'V (rsp @) désigne la connezion de Levi-Civita associée a g (resp g), Alors
pour tout X, Y € I'(TM), nous avons:

~ 1
Vxgrad f = Vxgrad f+ %X(a) grad f. (3.4)
ot a=1+][grad f||*
Preuve: De la formule (3.2), on a

. 1
Vxgrad f = Vxgrad f+ ag(VX grad f,grad f)grad f

D’autre part
1 1
o(Vxerad f,grad f) = SXg(grad fgrad f) = SX(|[grad f)

= -X(a—1)
= 1X(a)
d’ou

~ 1
Vxgrad f = Vxgrad f+ ﬁX(a) grad f

3.2 Tenseur de Courbure de la métrique Mus-
gradient

3.2.1 Tenseur de Courbure

Théoréme 3.2.1 Soient (M™, g) une variété Riemannienne et § la métrique
Mus-gradient définie sur M.

Si R (rsp R) désigne le tenseur de courbure associée & g (resp §), Alors pour
tout X,Y,7Z € T(TM), nous avons:

R(X,Y)Z =R(X,Y)Z — ég(R(X, Y)Z, grad f) grad f
+ L [Y () Hessy (X, Z) — X () Hessy(Y, Z)] grad f

202

1
+- [Hess; (Y, Z)Vy grad f — Hess; (X, Z)Vy grad f]. (3.5)
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Preuve: Pour tous X,Y,Z € I'(TM)
R(X,Y)Z = VxVyZ — VyVxZ — Vix y|Z.
I\VxVyZ = Vx(VyZ + ég(VY grad f,Z)grad f)
= Vx(VvZ) + Vx( g(Vy grad £,7) grad )
= VxVvZ+ ég(vx grad f,VyZ)grad f
FX[Lg(Vy arad 1.2)]arad [+ ~o(Vygrad f,2)Vxerad |
= VxVyZt S g(Vxamad £, VvZ)rad f—5X(a)~g(Vy arad £,7) grad |
—l—é[g(VXVY grad f,Z)+g(Vy grad f,VxZ)]grad f—i—ég(vy grad f,Z)Vxgrad f
—l—ﬁX(a)g(Vy grad f,7Z)grad f
= VXVyZ—i—ég(VX grad f, VyZ)grad f—ﬁX(a)g(Vy grad f,Z)grad f

1 1
+E[Q(VXVY grad f,Z)+g(Vygrad f,VxZ)]grad f+ag(VY grad f,Z)Vxgrad f.

-~ 1 1
1)) VyVxZ = VYvXZ—i-ag(VY grad f,VxZ)grad f_@Y(O‘)g(VX grad f,7Z)grad f

1 1
+—[9(VyVxgrad f,2)+g(Vxgrad f,VyZ) grad f+~g(Vxgrad f,2)Vy grad f

R 1
W)V[X,Y]Z = VixyvZ+ EQ(V[X,Y} grad f,7Z)grad f.

D’ou, pour tous X, Y,Z € I'(TM),

R(X,Y)Z =R(X,Y)Z — ég(R(X,Y)Z, grad f)grad f

1

+oa3 Y(Fg(Vxgrad f,Z) = X(a)g(Vy grad f,Z)] grad f

1 1
+EQ(VY grad f,7Z)Vxgrad f — ag(vx grad f,Z)Vygrad f.
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3.2.2 Courbure sectionnelle

Proposition 3.2.1 Soient (M™, g) une variété Riemannienne et g une métrique
Musgradient définie sur M.

Si K (rsp f() désigne la courbure sectionnelle associée a g (resp §) du plan
engendrée par {X, Y}, o0 X,Y € I'(TM) deuz champs de vecteurs orthonormés
par rapport a g, alors on a:

1
L+ X(f)? +Y(/)?

oi a=1+]grad f|?

K=

K+ é[g(VX grad f,X)g(Vygrad f,Y) — g(Vxgrad f,X)?]

Preuve: La courbure sectionnelle définie par:

J(R(X, Y)Y, X)
Q(X’ X)g(Yv Y) - g(X, Y)2

f](R(X, Y)Y> X) = Q(R(X7 Y)Y? X) + Q(R(Xa Y)Y? grad f)X(f)

J(R(X, Y)Y, X) = ~g(R(X,V)Z grad )X(f)

K=

+L[Y(a)g(vx grad f,Y)—X(a)g(Vygrad f,Y)]X(f)

202
1 1
+59(VY grad f,Y)g(Vxgrad f, X)—ag(vx grad f,Y)g(Vygrad f,X)

FROC Y)Y, grad fIX(f)~—g(R(S,Y)Z grad fX(F) (o~ 1)

+2%2[Y(a)g(vx grad f,Y)=X(a)g(Vygrad f,Y)]X(f) (e —1)

+ég(VY grad f,Y)g(Vxgrad f,grad f)X(f)
_ég(vx grad f,Y)g(Vygrad f,grad f)X(f)

— (RO, Y)Y, X) + ~

a[g(vX grad fa X)g<vY grad fa Y) -
g(Vx grad f,X)?].

9(X,X)g(Y, Y)=g(X, Y)? = [g(X, X) + X(f)?] [9(Y,Y) + Y ()*]=[9(X, Y) + X (/)Y ()]

=1+X(f)>+Y(f)>
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d’ot, la division de §(R(X, Y)Y, X) par (X, X)g(Y,Y) — §(X,Y)? donne
le résultat.

3.2.3 Tenseur de courbure Ricci

Proposition 3.2.2 Soient (M™, g) une variété Riemannienne et § une métrique
Musgradient déﬁ/@ie sur M.

Si Ricci (resp Ricci) désigne le tenseure de courbure de Ricci associée a

g (resp g). Alors pour tout X € I'(TM), nous avons:

—~—

Ricci(X) = Ricci(X) — éR(X, grad f)grad f— ég(Ricci(X), grad f)grad f
+§ lg(Vx grad f,grad a) — X(a)A(f)] grad f

é A(f) — iag(grad f,grad a)| Vxgrad f (3.6)

1

* 2

1
-|—4742X(a) grad a — av(vxgrad perad f.

ot a=1+||grad f|*.

Preuve:.

Soit (Ei)izl !

a—1
champs de vecteurs associée a g, alors (E;);=1,.., est une base orthonormale
de champs de vecteurs associée a g

~ 1 1 ~
on by =—F =———¢grad f,E;=F;, 1 =2,...,m.
1 \/a 1 \/mg f

De la définition du tenseur de Ricci, nous avons:

m tel que By = || grad f|| une base orthonormale de

.....

—~— ~ ~ ~

Ricci(X) = R(X, E1)Er + Y _R(X, E)) E;
=2

1

1
— —a(a =y [R(X, grad f)grad f—ag(R(X,grad f)egrad f,grad f)grad f

—l—riﬁ[(grad a)g(Vxgrad f,grad f)—X(a)g(Vgaa rgrad f,grad f)]grad f

1 1
+ag<vgrad rerad f,grad f)Vxgrad f—ag(vx grad f,grad f)Vgwa sgrad f]
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+ YR BB — ~g(R(K, By grad f)grad f

oz Bil@)g(Vxgrad f,E) = X(a)g(V, grad f, )] grad f

1 1
—I—ag(VEi grad f, F;)Vxgrad f — ag(VXgrad I, E)Vg, grad f]

1 1
— oo D) R(X, grad f)grad f—}—mg(grad f,erad a)Vxgrad f
1 1
- - X eei(X) — X
(e 1) () grad a + Ricci(X) p— R(X,grad f)grad f

1 1
—ag(Ricci(X),grad f)erad f+ ﬁg(vxgmd f,grad «a)grad f

XA+ M) Vx grad -

202 g(grad f,grad a)Vxgrad f

1
2a(a — 1)

—lV(v a pgrad f+ ;X(a) rad «
o (Vxead N8 da(a—1) \

—~—

Ricci(X) :Ricci(X)—éR(X, grad f)grad f—ég(Ricci(X),grad f)egrad f

+% lg(Vx grad f,grad o) — X(a)A(f)] grad f
+é A(f) — %g(grad f,grad a)| Vxgrad f

1 1
+EX(Q) grad o — av(vxgrad perad f.
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3.2.4 La courbure scalaire

Proposition 3.2.3 Soient (M™, g) une variété Riemannienne et § une métrique
Musgradient définie sur M.
Si o (rspa) désigne la courbure scalaire associée a g (resp g). Alors

F=0— Eg(RlCCl(grad f),erad f)+ A( )? ——||Vgrad s

+$g(grad f,egrad a)A(f). (3.7)

Preuve:.

Soit (Ei)izl

m tel que By = || grad f|| une base orthonormale de

1
""" Va—1
champs de vecteurs associée & g, alors (E;);=
de champs de vecteurs associée a g

1 .
—b = ———grad f,E,=F; 1 =2,..m
Ja 1 ’—a(a—l)g S

De la définition de la courbure scalaire, nous avons:

m est une base orthonormale

,,,,,

ou E1:

& = §(Ricci( B, i Ricci(E;), E;)
=
= g(Ricci(Ey), By )+Ricci( By )( +Z (Ricci(E;), E;)+Ricci(E:) (f)Ei(£)]
o(Ricei(Ey), y) = mgmmci(grad f>—§ (srad f,grad f) grad f
~~g(Ricci(grad f),arad f)grad |
45319V p8rad fgrad 0) — (grad f)(@)A(f)] grad f
%[A( f) - %g(grad frerad )] Vaa serad f

1 1
-l—@(grad f)(a)grad o — av(vmd serad f); grad f)
1

= m[l (Ricci(grad f),grad f) — ;Qngad fII?

1
_i_ﬁg(grad f, grad OK)A(f)]
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1

= mg(Ricci(grad f),grad f)—ﬁngad fl?
+mg(grad f,erad o) A(f).

—~ . a—1

Ricci(Ey)(f)Er(f) = g(Ricci(Ey), grad f)

_ a(;_ . a;l [ég(Ricci(grad f), grad f)_%“zugrad It

+§g(grad frgrad @) A(f)]

1 .. 1
= —g(Ricci(grad f), grad f) — || grad f]

+%g(grad frgrad a)A(f).
m ig(RiCCi(Ei) S éR(Ei,grad f)erad f

=2
1
—ag(Ricci(Ei),grad f)grad f

™
=R
=
1
5
:U/j
Il

1
+ﬁ[g(VEi grad f,grad o) — E;(a)A(f)] grad f
1 1
+—[A(f) = s—g(grad f,grad a)|Vg, grad f
o 200

1 1
+4T&2Ei(a) grad o — av(in grad f)» Ez)

=0 — %g(fﬁcci(grad f),grad f)+ éﬁ(f)Q

1
——||Vgrad f[]* -
(0%

1
4o (o — 1)

200 — 1

mg(grad frgrad a)A(f)

+ || grad «]?.

—_~—

Ricci(E;)(f)Ei(f) = 0.

m

La somme de g(Ricci(Ey), 1), Ricci(By) (f)Ev(f) et Y g(Ricci(E), E;)

=2
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donne le résultat.

3.3 Harmonicité et métrique Mus-gradient

Soient (M™, g), (N*, h) deux variétés Riemanniennes et § (resp h) désigne la
métrique Mus-gradient définie sur M (resp N).

3.3.1 L’harmonicité d’une app ¢ : (M,g) — (N, h)

Proposition 3.3.1 Soit ¢ : (M™,§) — (N, h) une application de clasee
C> et f une fonction lisse non constante sur M. Alors le champs de tension
de ¢ associé a g est donné par:

1 1
() =T7(p) — o [ngd sde(grad f) — o=—dp(grad o)

+(% grad f(a) + A(f))dp(grad f). (3.8)

Preuve:.
Soit (E;)i=1,...m tel que Ey =

1
\/_1|| grad f|| une base orthonormale de
a L 9
champs de vecteurs associée a g, alors (E;);—1
de champs de vecteurs associée a g

1 4
—b = —————grad f,E;=E; i =2,...,m.
Ja 1 /—a(a—l)g S

Par définition du champs de tension, nous avons:

m est une base orthonormale

,,,,,

ou Elz

Fp) = LI, [VE do(B:) - dp(VY E)

= V¢ dp(Er) — dp(Vy En) + 30,V do(Ei) — de(VE E)]

1
V“" dp(——=——=grad
—y o( a(a_ 5 grad f)
M
—dgo(V Gl Tl 1 ——————grad f)
1
1 1 1 -
df(————= d — M d
gra f \/m) gra f + O_/(O{ _ 1>vgradf gra f)
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1

_ 1 1
— [¢2] = b
" ala—1) Vgradfdsp(gl"ad f) 2d<,0(gra,d @) Qag(grad f,grad a)dp(grad f)| .

T, = SV dp(F) — do(VY )
= SLVE dp(E) — dp(VY Bi) — ~ (Vi grad f, E))dig(grad f)

= 1)~ [V, do(Br)~dp(VH, B~ [A()~9(Vs, grad f, By)]dep(sgrac f)

1 1 1
grad f( m)dw(grad F) = == Viraa sde(grad f)
1

1
— grad f( o 1)gradf+ﬁv1gv1{adfgradf)
1

[A(f) - mg(vgradf grad f, grad f)]dp(grad f)
1

= 7(p) — = A(f)dplgrad f) — —— [V dolgrad ) — Sdo(grad o)

a—1

_%g(grad f,grad a)dp(grad f)].

La somme de 77 et T5 donne le résultat.

Corollaire 3.3.1 L’application @ : (M™,q) — (N™, h) est harmonique si
et seulement si

() [ Vs gplamad )= 5 dp(srad o)+ (5 srad f (o) +A(F) ) dp(arad £)] = 0

Corollaire 3.3.2 Soit ¢ : (M™,q) — (N", h) une application de clasee
C*>. Si || grad f|| est constant alors, ¢ est harmonique si et seulement si

() — ~ (A(f)dplarad ) + Vi dplarad f)) =0

Remarque 3.3.1 1) L’application identité ¢ = Idy - (M™,g) — (M™, g)
est harmonique si et seulement si

a—1

5 grad(«) + [% grad f(a) + A(f)] grad f = 0.

2) Si || grad f|| est constant, alors L’application identité
o = Idy - (M™,q) — (M™,g) est harmonique si et seulement si , [ est
une fonction harmonique.
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Exemple 3.3.1 Soit M = H? x R munie de la métrique riemannienne
Lo 2 2
g= ?(d:ﬁ +dy”) + dt*,
ot H? = {(z,y) € R?/y > 0} est l’espace hyperbolique a 2 dimensions et soit

flz,y,t)=at+b, for (a,b) € R* xR.

Selon les remarques 3.3.1, L’application identité
o =1Idy : (M™,q) — (M™, g) est harmonique, avec

1
g= ?(clx2 +dy?®) + (1 + a®)dt*.

3.3.2 L’harmonicité d’une app ¢ : (M, g) — (N, )

Lemme 3.3.1 Soit ¢ : (M™,g) — (N" h) une application de clasee C™
sur M. Alors:

VEV = VEV + éh(vg(gradN £op, V)(grad® f) o p. (3.9)
ov  a=1+||grad f||7 et f € C*(M).
Preuve:. 3 )
Soient X, Y € I'(TM) tels que V o p = dp(X) et Xop =V, alors
VLV = (VRV) o
= [VEV 4 Lh(V (grad® ), V) mad® )] o ¢
= VEV + h(VE(arad® f) o g, V)(grad® f) o

Proposition 3.3.2 Soit ¢ : (M™,g9) — (N”,@ une application de clasee
C. Alors le champs de tension de ¢ associé a h est donné par:

7(p) =7(p) + étmcegh(vw(gradN f) o, dgp)(gradN f)oe.

Preuve:.
Soit (E;)i=1,...m une base orthonormale de champs de vecteurs associé & g.

o) = S0 [V do(E;) — do(VY E))
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= SV dp(E) 4 ~h(V, (arad® f)og, dp(E))(arad® flop—de(VH E)
= S (Vi dp(B) ~ dp(VH )
+ > ah(v(}iy (grad™ f) o @, dp(E;))(grad™ f) o ¢

=7(p) + étmcegh(V‘f’(gradN f)owp, dgp)(gradN f)oe.

3.4 Harmonique morphisme

Soit (M™, g), (N™, h) deux variétés riemanniennes, § = g+df @df la métrique
Mus-gradiant, ou f: M — R est une fonction lisse non constante.

Proposition 3.4.1 Soit ¢ : (M™,q) — (N™, h) une application de classe
C*, pour toute fonction harmonique v : V. — R défini sur un sous-ensemble
owvert V du N avec o' (V') non vide, nous avons

AM(yo )= AM(uop) — éHessuw(grad f,erad f)
~ L[A(f) ~ 5 mad ()] grad f(uo ).

a 2a

Preuve:.
Rappelons que {e; }i=1.m telle que e = \/alj grad f est une base orthonor-

male sur M par rapport a g et {€;}i—1, ., telle que

e = \/Lael = ﬁgradf et € = e pour i = 2,..,m est un base
a(a—

orthonormé sur M par rapport a g. Nous avons

AM(yop) = [Ei@(uop) — (V&) (uo )]

Si(uo ) — (V) (uo )

[ei(ei(uop)) = (Vilei) (uop)]

gt

= e

[y

NE

2

1

—_

1 1 NML@ uo
= —61(ﬁ€1(u°@))_ﬁ(vel\/a 1)( 2

M %

= (-~ Deala(wop) + (1~ ) (Ter) (o)
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[eilei(uo @) = (VXer) (o).

NE

-+
1

1
En utilisant le Théoreme 3.1.1, nous obtenons

AMuoyp) = a_l[—61(61(u0¢))+(V§f61)(u0<ﬁ)+ég(Velgradfael)gradf(uow)}

[ei(ei(u op)) — (Vé‘fei) (uo)— ég(vei grad f,e;) grad f(u o gp)]

- _ _1[ 11gradf(gfadf(uow))

o ta—
1

- m(vgadf grad f)(uo p) —

+
.MSQ

Il
Q»—\

)

mg(vgradf grad f, grad f) grad f(u o ¢)]

— éA(f)gradf(’U/O(p)—f—AM(uoso)
= AM(uop)— é[grad f(g(grad f, grad(u o ¢))) — g(Vgraa s grad f, grad(u o ¢))]
+ 2%2 grad f(a) grad f(uop) — éA(f) grad f(uo o)

1
= AM(uo ) — — Hessyo,(grad £, grad f)
a

_ 1 [A(f) — %grad f(a)] grad f(u o @)

(07

Corollaire 3.4.1 Soit (M™,g), (N™, h) deuz variétés riemanniennes,

w: (M™ g) — (N™, h) un morphisme harmonique et g = g+ df @ df, ou
f est une fonction lisse non constante sur M, alors

©: (M™g) — (N™ h) est un morphisme harmonique si et seulement si

Hessyop(grad f, grad f) + [A(f) — % grad f(a)] grad f(uo ) =0,

pour toute fonction harmonique u : V. — R défini sur un sous-ensemble
owvert V de N avec o' (V') non vide.

Corollaire 3.4.2 Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) un morphisme harmonique
et g=g+df @df, ou f est une fonction lisse non constante sur M. Si
||grad f|| est constant, alors ¢ : (M™,q) — (N™ h) est un morphisme
harmonique si et seulement si

Hess,op(grad f, grad f) + A(f) grad f(u o ¢) =0,

pour toute fonction harmonique u : V. — R défini sur un sous-ensemble
owvert V de N avec p~'(V') non vide.
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Du Corollaire 3.4.2, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 3.4.3 Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) un morphisme harmonique
et g =g+df @df, ou f est une fonction lisse non constante sur M, telle
que || grad f|| est constant, alors Uapplication identité

p=1Idy: (M™,g) — (M™,g)
est un morphisme harmonique si et seulement si
Hess, (grad f, grad f) + A(f) grad f(u) = 0,

pour toute fonction u : V. — R défini sur un sous-ensemble ouvert V (non

vide) de N.

3.5 Bi-harmonicité et la métrique Mus-gradient

Théoréme 3.5.1 Soient ¢ : (M™, g) — (N", h) une application de clasee
C*, f: M — R une fonction telle que |[grad f|| =1 et

g=g+df @df,

alors le champ de bi-tension de ¢ est donné par:
- 1 1
72(p) = 72(9) + 5V graa Voraa s7(®) + §RN(T(90), dp(grad f))de(grad f)

SOV 57(0) + SIAB()) — sgrad flgrad f(A()
S A(fgrad (A )dp(grad f)—3 AT (dpgrad 1))~ 3T,(V5, pde(grad 1)

1

—ZRN(V“;TMZ sdo(grad f),de(grad f))de(grad f) + V0 sy delgrad f)

1

L grad £(A(0) + SO0 | T sdolarad 1),

ot J, (V) = A?(V)+trace, RN(V, dp)dp, pour tout V € ¢~ (TN) est l'opérateur
de jacobi de .

Preuve:.
Soit {e;};_; ,, tel que e; = grad f une base locale orthonormale sur M as-

d
_ & / une base locale orthonormale

sociée a g et {&},_,

.....

sur M associée a ¢g. le champ de bi-tension de ¢ est donné par:
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Ta(p) = — |VEVET(p) — Végéﬁ(@ — RY(7(p), dp(&:))dp(&;)
(3.10) = —VIVEii(p) + Végéﬁ(@) — RN(7(p), d(é;))dep(&;).

pour le premier terme du c6té droit de (3.10), nous avons
—VEVET(0) = =VEVET(p) = VEVET(9)
1 N -
(311) = _§V§rad fvgrad fT(SO) - VﬁVﬁT(gp)
N 1 1
Rappelons que 7(¢) = 7(p) = 5 A(f)dp(grad f) = 5V, sde(grad f),
alors,

vfmd f7~'(90) = ngd fT(QD)—%QTad f(A(f))dp(grad f)—%A(f)med fdgo(grad f)

1
_§V§’rad fvirad fd<P(97“ad f)’

donc,
1VLP Ve i T(p) = 1V“° ve ! d d f(A d d
_5 grad f Vv grad f7-<90) 4 _5 grad f V¥ grad fT(SO)—i_ZgTa f(g'r’a f( (f))) gO(gTCL f)
1 1
+§grad f(A(f))vsrad fdQO(gTCLd f)‘i‘zl(A(f))V;md fvfrad fdgo(grad f)
1
+Zv§rad fvgrad fvfrad fdgp(grad f) (312)

D’autre part

Vi) = VEr(p) — e A )dplgrad ) — S A(F)VEdg(grad )

1
_§vév§7‘ad fdQO(gTCLd f)

alors
VEVE(9) = ~VEVET(@)+seed D)) dplgrad £ ke A) VEdi(grad f)

1 1
(3.13) +§A(f)Vfinidgo(gmd f)+§A(f)VfiniV§md sdp(grad f).
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Remplacons (3.12) et (3.13) dans (3.11), alors

- 1 1
—V2v27(¢> = _§V§7"ad fvgrad fT(SO)_vévéT(w)—i_ZA(f)vgrad fvgrad fdgo(grad f)

+ | Jorad flgrad F(A(N) + seilei D) | dplgrad 1

bggrad f(A(F)) Vi sdolgrad ) + e A)VEdplgrad f)

1 1
+Zv§7’ad fvgrad fv;/‘ad fdQO(gTCLd f)+§A(f)V2V§d¢(grad f)

1
+§VZV2V§md rdp(grad f). (3.14)

pour le deuxieme terme du coté droit de (3.10), nous avons

T _
Ve, = §vg£ad sgrad f + Ve

alors,
. p 1 -
vgg&j(@) = Végeﬂ—(@p) + §A(f)v§rad fT(QD)
1 1
= Ve, ()5 (V) (AN dplgrad =5 D) Ty, dplgrad f)

1 1 1

_§Vggeivzmd fd<P(gmd f)+§A(f)[V§rad fT(SO)—§gmd FA(S))de(grad f)
1 1

—§A(f)V§md sdp(grad f)—ivjmd 1 Veoraa sdv(grad f)]. (3.15)

maintenant, nous calculons le troisieme terme du coté droit de (3.10)

—RN(7(p), dp(&;))dp(é;) = —%RN(%(@, do(grad f))dp(grad f)—RN(7(p), dp(e;))de(e;)

- _%RN(T(@, de(grad f))dp(grad f)—RN((p), dp(e;))dp(e;)

T RN (VS gdp(grad £), di(grad f))dp(grad f)
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S AR dp(grad £), dofe)dg(e)

1

+5 BN (Vgraa pdi(grad £), dip(ei))dip(e:). (3.16)

Rappelons que
72(8) = = [ Vvt 1 Viraa ;7(0) + VEVET(2) = Ty, ()
—RN(7(p), dp(grad f))de(grad f) — RN(1(p), dp(e;))dp(es),

I'opérateur de Jacobi est défini par

J,(V) = A?(V) — trace, RN (V, dp)dp.
et

A(A(f)) = [grad f(grad f(A(f))) +eiled(AS))) — (VEle) (A(f))].

alors, en substituant (3.16), (3.15) et (3.14) dans (3.10), on obtient le résultat
de Théoreme (3.5.1).
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3.6 Applications bi-harmoniques propres

de Théoreme (3.5.1), en déduit les resultats suivants

Corollaire 3.6.1 Soient (M™,g), (N™, h) deux variétés riemanniennes, avec
M conneze, ¢ : (M™, g) — (N" h) une application harmonique, f : M —
R une fonction lisse non constante telle que ||(grad f|| =1 et § = g+df @df
la métrique Mus-gradient. Alors ¢ : (M™,q) — (N™,g) est bi-harmonique
si et seulement si

SIAA() — ggrad flgrad F(A() ~ 30 grad (A dg(grad f)
S AU dolgrad £)) = 37,V dp(grad )

1
_ZRN(ngd fdgo(gmd f)a dgo(grad f))dcp(grad f)""v;md f(A(f))dSO(gTad f)

~5 [grad FAD) + S(AUN?| Toa pdiolgrad f) =0,

Exemple 3.6.1 Soit n > 2, M = R"™ muni de la métrique cannonique
g=dz?+dzi+..+dx® et N=H={(y1,92,-+Yn) /Yn > 0} est U'espace
hyperbolique a n dimensions, équipé de la métrique

h = y2(dyi + dys + .. + dy?).
on considere ['application harmonique

¢:(M,g) — (N,h),

(,0(1‘1,1’2, "axn) = (1’1,1'2, "axn—lv\/n - 1\/1‘721 + ]‘)7

et soit la fonction f(xy,xa,..,x,) = x,. Ainsi, par rapport a la métrique
riemannienne

g=g+df @df = g+dai +das + ... + 2dz?.
Alors, Uapplication ¢ : (M,q) — (N, h) est bi-harmonique propre.

D’apres le corollaire (3.6.1) et la remarque (3.3.1), nous obtenons le résultat
suivant:

Exemple 3.6.2 Soit (M™,g) une variété riemannienne, f : M — R une
fonction lisse non constante telle que ||(grad f||=1, et g =g+ df @ df.
alors Uapplication d’identité ¢ = Idy = (M, g) — (M, g) est bi-harmonique
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si et seulement si

[A(A(S) ~ ggrad flgrad f(A(F)) = 5A(f)grad F(A()grad |

—A(f)J1ay (grad f) + QVE/,IM ragypdrad f=0.

Remarque 3.6.1 Si f : M — R est une fonction non harmonique (A(f) =
k #£0), telle que ||(grad f|| = 1, alors lapplication identité
o =1Ia: (M,q) — (M, g) est bi-harmonique propre si et seulement si

A(grad f) + Ric(grad f) = 0.

Les résultats précédents sont publiés dans I'article:
THE GEOMETRY OF A NON-CONFORMAL DEFORMATION OF A
METRIC AND BI-HARMONICITY,
Palestine Journal of Mathematics

Vol 13(4), 1397-1405. (2024).
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