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Je tiens à remercier mon directeur de thèse, Monsieur ZEGGA Kadour,

pour son soutien inconditionnel, sa patience et ses réflexions pertinentes.
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pour moi un refuge et une inspiration. Merci de croire en moi, même dans
mes doutes.
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Résumé

Cette thèse s’articule autour de deux objectifs principaux :
1) Elle s’inscrit dans le cadre de l’étude de la géométrie des fibrés tangents,

en mettant particulièrement l’accent sur la métriques naturelles et les
connexions linéaires sur le fibré tangent. Par ailleurs, nous utilisons une

généralisation de la métrique de Cheeger-Gromoll sur le fibré tangent TM,
considérée comme une métrique naturelle sur TM. Nous établissons les
conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un champ de vecteurs soit

harmonique par rapport à cette métrique généralisée, et nous construisons
plusieurs exemples de tels champs de vecteurs harmoniques.

2) Elle explore la géométrie d’une déformation non conforme de la
métrique, appelée Mus-gradient, ainsi que l’étude de l’harmonicité et de la

bi-harmonicité des applications entre deux variétés riemanniennes par
rapport à cette métrique.

Mots clés:
Déformation non conforme, applications harmoniques, applications bihar-
moniques.
Relèvement horizontale,Relèvement verticale, Métrique de Cheeger-Gromoll
généralisée.
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3 Géometrie de la Métrique Mus-gradient et Harmonicité 99
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Introduction
Cette thèse s’articule autour de deux objectifs principaux :

1) Elle s’inscrit dans le cadre de l’étude de la géométrie des fibrés tan-
gents, en mettant particulièrement l’accent sur la métriques naturelles et
les connexions linéaires sur le fibré tangent. Par ailleurs, nous utilisons une
généralisation de la métrique de Cheeger-Gromoll sur le fibré tangent TM,
considérée comme une métrique naturelle sur TM. Nous établissons les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour qu’un champ de vecteurs soit harmonique
par rapport à cette métrique généralisée, et nous construisons plusieurs ex-
emples de tels champs de vecteurs harmoniques.
2) Elle explore la géométrie d’une déformation non conforme de la métrique,
appelée Mus-gradient, ainsi que l’étude de l’harmonicité et de la bi-harmonicité
des applications entre deux variétés riemanniennes par rapport à cette métrique.
Soit (M, g) une variété Riemannienne . Une métrique Riemannienne ḡ sur le
fibré tangent TM de M est dite naturelle par rapport à g si,

ḡ(XH,YH) = g(X,Y) ◦ π

ḡ(XH,YV) = 0

où X,Y ∈ Γ(TM)

En 1958 Sasaki S.[26], à partir d’une variété Riemannienne (M, g) a con-
struit une métrique naturelle ĝ sur le fibré tangent TM de M . Aujourd’hui,
cette métrique est connue sous le nom de métrique de Sasaki sur TM et
définie par :

ĝ(XH,YH) = g(X,Y) ◦ π

ĝ(XH,YV) = 0

ĝ(XV,YV) = g(X,Y) ◦ π

où X,Y ∈ Γ(TM)
En 1971 Kowalski O.[20], a utilisé le crochet de Lie sur TM pour obtenir des

formules explicites de la connexion de Levi-Civita ∇̂ et le tenseur de courbure
Riemannienne R̂ sur (TM, ĝ) munie de la métrique de Sasaki.
En 1972 Cheeger J. et Gromoll D.[10] ont introduit leur métrique sur le fibré
tangent TM dans leur article ”On the Structure of Complete Manifolds of
Nonnegative Curvature”, principalement pour étudier les variétés à courbure
positive.
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ĝp(X
H,YH) = gx(X,Y)

ĝp(X
H,YV) = 0

ĝp(X
V,YV) =

1

1 + r2
(gx(X,Y) + gx(X, u)gx(Y, u))

où X,Y ∈ Γ(TM), p = (x, u) ∈ TM et r = ||u|| =
√
g(u, u).

La métrique de Cheeger-Gromoll généralisée est une famille de métriques
naturelles hp,q sur le fibré tangent d’une variété riemannienne, dépendant
de deux paramètres p ∈ R et q ≥ 0. Cette famille a été introduite en
2009 par Michèle Benyounes, Eric Loubeau et Chris M. Wood [4], dans leur
article intitulé ”The Geometry of Generalised Cheeger-Gromoll Metrics”.
Dans cet article, les auteurs étudient la géométrie du fibré tangent muni
de cette famille de métriques, qui déforment les métriques de Sasaki et de
Cheeger-Gromoll.
En 2020, (R. Kada Ben Otmane, A. Zagane et M. Djaa) [17], nous avons
employé la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée sur le fibré tangent TM
comme métrique naturelle. Dans notre travail, on a établi les conditions
nécessaires et suffisantes pour qu’un champ de vecteurs soit harmonique par
rapport à cette métrique. nous avons également construit plusieurs exemples
explicites de champs de vecteurs harmoniques illustrant cette théorie.
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Ce mémoire s’articule autour de trois chapitres:
Dans le premier chapitre, nous rappelons les définitions et propriétés fon-
damentales des variétés riemanniennes, des connexions linéaires, du tenseur
de courbure, ainsi que des opérateurs différentiels sur une variété riemanni-
enne. Nous introduisons également la structure du fibré tangent inverse et
les notions d’applications harmoniques et biharmoniques.
Dans le deuxième chapitre, nous développons différents aspects de la
géométrie du fibré tangent d’ordre 1, en étudiant:
• Le relèvement vertical, complet et horizontal des fonctions, des champs de
vecteurs, des formes différentielles et des champs de tenseurs de type quel-
conque d’une variété vers son fibré tangent.
• L’analyse de certaines métriques riemanniennes sur le fibré tangent, notam-
ment la métrique naturelle, la métrique de Sasaki et la métrique de Cheeger-
Gromoll.
Par ailleurs, nous utilisons une généralisation de la métrique de Cheeger-
Gromoll sur le fibré tangent TM, considérée comme une métrique naturelle
sur TM. Nous établissons les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un
champ de vecteurs soit harmonique par rapport à cette métrique généralisée,
et nous construisons plusieurs exemples de tels champs de vecteurs har-
moniques.

Dans le troisième chapitre, nous étudions l’harmonicité et la bihar-
monicité des applications entre deux variétés Riemanniennes par rapport à
une déformation non conforme de la métrique, ditemétrique Mus-gradient.

Définition Soient (Mm, g) une variété Riemannienne et f : M −→ R
une fonction de classe C∞(M) telle que grad f ̸= 0. Sur M, on considère
une déformations non conforme de g, appelée métrique Mus-gradient notée
g̃ définie par:

g̃(X,Y) = (g + df ⊗ df)(X,Y) = g(X,Y) + X(f)Y(f)

où X,Y ∈ Γ(TM), f est fonction de déformation.

Enfin, dans la dernière section, nous caractérisons certaines classes d’applications
bi-harmoniques propres (bi-harmoniques non harmoniques). Nous proposons
également des exemples explicites de telles applications dans le cas où (Mm, g)
est un espace euclidien.
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Chapter 1

Introduction à la géométrie
Riemannienne

1.1 Métrique Riemannienne

Notation:
C∞(M) l’ensemble des fonctions de classe C∞ sur M
Γ(TM) l’ensemble des champs de vecteurs sur M .

Definition 1.1.1 Une métriqe Riemannienne g sur une variété différentiable
M est une application ,

g : Γ(TM)× Γ(TM) −→ C∞(M)

C∞(M)-bilinéaire, symétrique et définie positive.

Remarque 1.1.1 Soit g une métrique Riemannienne sur M . Pour tout
V,W ∈ Γ(TM), on a :

1. � g (V,W) = g (W,V). (symétrique)

� g (V,V) ≥ 0 et g (V,V) = 0 ⇒ V = 0 (définie positive)

2. Si (U, φ) est une carte sur M , alors

g =
m∑

i,j=1

gijdx
i ⊗ dxj (1.1)

où gij sont des fonctions différentiables sur U appelés composantes du
tenseur métrique relativement á la carte (U, φ).

11
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localement, si V =
m∑
i=1

Vi∂i et W =
m∑
j=1

Wj∂j on a

g (V,W) = gijV
iWj.

3. Pour tout x ∈ M on a

gx : TxM× TxM −→ R.

est une forme bilinéaire, symétrique, non dégénérée et définie positive,
où TxM désigne l’espace tangent en x.

Definition 1.1.2 Une variété Riemannienne est un couple (M, g), où M est
une variété différentiable et g une métrique Riemannienne sur M.

Exemple 1.1.1 L’espace Rn muni du produit scalaire standard

g0 (v, w) =
n∑
i=1

viwi,

où v = (v1, ..., vn)x , w = (w1, ..., wn)x ∈ TxRn et x ∈ Rn.

Exemple 1.1.2 Dans la boule

Dn = {x ∈ Rn | ∥x∥ < 1}.

on considère le tenseur gH définie par

gH(v, w) =
4

(1− ∥x∥2)2
g0(v, w), v, w ∈ TxDn, x ∈ Dn.

gH est appelée la métrique hyperbolique sur Dn.

Exemple 1.1.3 Soit M une sous-variété différentiable de (Rn, g0). Pour
tout x ∈ M, on a TxM ⊂ TxRn. En posant

g(v, w) = g0(v, w) v, w ∈ TxM.

on obtient la métrique Riemannienne induite par g0 sur M.

12
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Remarque 1.1.2 Soient (M, g) une variété Riemannienne, de dimension
n, (U, φ) et (V, ψ) deux cartes sur M, Si gij( resp g̃kl )désignent les com-
posantes de g relativement à la carte (U, φ) (resp (V, ψ)), alors pour tout
x ∈ φ(U ∩ V), le changement de coordonnées est donné par

y = y(x) = y(y1, ..., yn) = ψ ◦ φ−1(x)

gij =
n∑

k,l=1

∂yk

∂xi
∂yl

∂xj
g̃kl.

où ( ∂
∂x1
, ..., ∂

∂xn
) et ( ∂

∂y1
, ..., ∂

∂yn
) désignent les bases de champs de vecteurs

associés respectivement aux cartes (U,φ) et (V, ψ).

1.1.1 Image inverse d’une métrique Riemannienne

Definition 1.1.3 Soient (N, h) une variété Riemannienne de dimension n,
M une variété différentiable de dimension m, et f : M −→ N une immersion.
Alors

f ∗h : Γ(TM)× Γ(TM) −→ C∞(M)

définie pour tout X,Y ∈ Γ(TM) et x ∈ M par

f ∗h(X, Y )x = hf(x)(dxf(Xx), dxf(Yx)),

est une métrique sur M, appelée métrique inverse.

Expression locale de la métrique inverse f ∗h

Soient (U, φ) une carte de M de base locale associée ( ∂
∂x1
, ..., ∂

∂xm
) et (V, ψ)

une carte de N de base locale associée ( ∂
∂y1
, ..., ∂

∂yn
), alors

(f ∗h)ij = f ∗h(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
)

= h(df(
∂

∂xi
), df(

∂

∂xj
))

=
n∑

α,β=1

∂fα

∂xi
∂fβ

∂xj
h(

∂

∂yα
,
∂

∂yβ
) ◦ f

13
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=
n∑

α,β=1

∂fα

∂xi
∂fβ

∂xj
(hαβ ◦ f). (1.2)

Definition 1.1.4 Ètant donnée une métrique Riemannienne g sur une variété
M, on définit la norme ∥V∥g d’un champ de vecteur V ∈ Γ(TM) par

∥V∥g =
√
g(V,V) (1.3)

Localement, si V = Vi∂i alors,

∥V∥2g = gijV
iVj

Proposition 1.1.1 (isomorphisme canonique )
Soit g une métrique Riemannienne sur M . l’application,

♯ : Γ(TM∗) −→ Γ(TM)

ω → ♯ω

définie par

g(♯ω,V) = ω(V). (1.4)

pour tout V ∈ Γ(TM), est un isomorphisme C∞(M)-linéaire.

Lemme 1.1.1 Soit g une métrique Riemannienne sur M. Pour tout x ∈ M
la métrique g induit un isomorphisme linéaire entre TxM

∗ et TxM

♯x : TxM
∗ −→ TxM

ω → ♯xω

définie par,

gx(♯xω, v) = ω(v)

pour tout v ∈ TxM.

Remarque 1.1.3 Localement, si ω = ωidx
i et g = gijdx

i ⊗ dxj, alors

♯ω = ωig
ij∂j

où (gij) désigne la matrice inverse de (gij).

14
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1.2 Connexion linéaire.

Definition 1.2.1 Une connexion linéaire sur une variété M est une appli-
cation

∇ : Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γ(TM)
(X,V) 7−→ ∇XV

vérifiant:

1. ∇X(V +W) = ∇XV+∇XW

2. ∇X(fV) = X(f)V + f∇XV

3. ∇X+fYV = ∇XV+ f∇YV,

pour tout V,W,X,Y ∈ Γ(TM) et f ∈ C∞(M).

Definition 1.2.2 Soient ∇ une connexion linéaire sur une variété M de
dimension n et (∂1, ..., ∂n) ( resp (dx1, ..., dxn) ) une base locale de Γ(TM)
(resp Γ(T∗M) ) . les coefficients de Christoffel sont définies par

Γkij = dxk(∇∂i∂j) (1.5)

Definition 1.2.3 Une section V ∈ Γ(TM) est dite parallèle par rapport a la
connexion ∇ si

∇XV = 0

pour tout X ∈ Γ(TM)

Definition 1.2.4 Soit g une métrique Riemannienne sur M, On dit que la
métrique g est compatible avec la connexion ∇ (ou parallèle), si

∇g = 0 (1.6)

i.e

(∇Xg)(V,W) = 0

ou

X(g(V,W)) = g(∇XV,W) + g(V,∇XW). (1.7)

pour tout X,V,W ∈ Γ(TM).
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1.2.1 Tenseur de torsion.

Definition 1.2.5 Soient M une variété différentiable et ∇ une connexion
linéaire sur M. Le tenseur de torsion associé à ∇ est une application C∞(M)-
bilinéaire définie par

T : Γ(TM)× Γ(TM) → Γ(TM)

(X,Y) 7→ T(X,Y) = ∇XY−∇YX− [X,Y]

pour tout X,Y ∈ Γ(TM).

La connexion ∇ est dite sans torsion si T = 0.

Remarque 1.2.1

1. T est un champ de tenseur de type (1, 2)

2. T(X,Y) = −T(Y,X) pour tout X,Y ∈ Γ(TM) (T est antisymétrique)

3. La connexion ∇ est sans torsion ssi pour tout X,Y ∈ Γ(TM) on a :

[X,Y] = ∇XY −∇YX

4. Pour tout x ∈ M, le tenseur de torsion T induit une application bilinéaire

Tx : TxM× TxM −→ TxM

(v, w) 7−→ Tx(v, w) = (∇XY)x − (∇YX)x − [X,Y]x

où X,Y ∈ Γ(TM), telque Xx = v et Yx = w (indépendament du choix
de X et Y ).

Théorème 1.2.1 (fondamentale).
Soit ∇ une connexion linéaire sur M. Si p ∈ M tel que Tp ≊ 0, alors si
et seulement si il existe une carte (U, x1, ..., xn) telle que pour tout i, j, k =
1, ..., n, on a

Γkij(p) = 0 (1.8)
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1.2.2 Connexion de Levi-Civita

Théorème 1.2.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne, l’application

∇ : Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γ(TM),

définie par la formule de Kozul,

2g(∇XY,Z) = X(g(Y,Z)) + Y(g(Z,X))− Z(g(X,Y))

+g(Z, [X,Y])+g(Y, [Z,X])−g(X, [Y,Z]), (1.9)

est une connexion linéaire sur M, appelée connexion de Levi-Civita.

Preuve:
Pour tout X,Y,Z ∈ Γ(TM) et f ∈ C∞(M) on a,

1. � 2g(∇fXY,Z) = fX(g(Y,Z)) + Y(g(Z, fX))− Z(g(fX,Y))

+g(Z, [fX,Y]) + g(Y, [Z, fX])− g(fX, [Y,Z]),

= fX(g(Y,Z)) + Y(f)(g(Z,X)) + fY(g(Z,X))

−Z(f)g(X,Y)− fZ(g(X,Y))− Y(f)g(Z,X)

+fg(Z, [X,Y])+Z(f)g(Y,X)+fg(Y, [Z,X])−fg(X, [Y,Z])

= fX(g(Y,Z)) + fY(g(Z,X))− fZ(g(X,Y))

+fg(Z, [X,Y]) + fg(Y, [Z,X])− fg(X, [Y,Z])

= 2fg(∇XY,Z)

= 2g(f∇XY,Z),

et comme g est non dégénérée on a, ∇fXY = f∇XY

2. � 2g(∇X+WY,Z) = (X +W)(g(Y,Z))+Y(g(Z,X+W))−Z(g(X +W,Y))
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+g(Z, [X +W,Y])+g(Y, [Z,X+W])−g(X +W, [Y,Z])

= X(g(Y,Z)) + Y(g(Z,X))− Z(g(X,Y))

+g(Z, [X,Y]) + g(Y, [Z,X])− g(X, [Y,Z])

+W(g(Y,Z)) + Y(g(Z,W))− Z(g(W,Y))

+g(Z, [W,Y]) + g(Y, [Z,W])− g(W, [Y,Z])

= 2g(∇XY,Z) + 2g(∇WY,Z)

= 2g(∇XY+∇WY,Z)

d’où, ∇X+WY = ∇XY+∇WY

3. � 2g(∇XfY,Z) = X(g(fY,Z)) + fY(g(Z,X))− Z(g(X, fY))

+g(Z, [X, fY]) + g(fY, [Z ,X])− g(X, [fY,Z])

= X(f)g(Y,Z) + fX(g(Y,Z)) + fY(g(Z,X))

−Z(f)g(X,Y)− fZ(g(X,Y)) + X(f)g(Z,Y)

+fg(Z, [X,Y])+fg(Y, [Z,X])+Z(f)g(X,Y)−fg(X, [Y,Z])

= 2X(f)g(Y,Z)+fX(g(Y,Z))+fY(g(Z,X))−fZ(g(X,Y))

+fg(Z, [X,Y]) + fg(Y, [Z,X])− fg(X, [Y,Z])

= 2X(f)g(Y,Z) + 2fg(∇XY,Z)

= 2g(X(f)Y + f∇XY,Z),

d’où, ∇XfY = X(f)Y + f∇XY.

4. De la même manière on obtient, ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ. Donc ∇
est une connexion linéaire sur M.
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Théorème 1.2.3 [5] (Théorème fondamental de la géométrie Riemanni-
enne)
Si (M, g) est une variété Riemannienne, alors la connexion de Levi-Civita
est l’unique connexion linéaire sans torsion et compatible avec g.

Preuve: On a

g(∇XY,Z)− g(∇YX,Z) =
1

2
{g(Z, [X,Y])− g(Z, [Y,X])}

= g(Z, [X,Y]),

d’où la connexion de Levi-Civita est sans torsion. et,

g(∇XY,Z) + g(∇XZ,Y) =
1

2
{X(g(Y,Z)) + X(g(Z,Y))}

= X(g(Y,Z)),

ce là prouve que la connexion de Levi-Civita est compatible avec la métrique g
sur M. Comme g est non dégénérée, la relation (1.9) détermine complètement
la connexion ∇, ce qui donne l’unicité.

Remarque 1.2.2 Dans un système de coordonnées (xi) sur M, ∇ est complètement
définie par les symboles de Christoffel Γkij définis par :

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xk
.

En effet,

si X = Xi ∂

∂xi
et Y = Yj ∂

∂xj
alors

∇XY = Xi(
∂

∂xi
Yk + ΓkijY

j)
∂

∂xk
.

Proposition 1.2.1 Soient (Mm, g) une variété riemannienne de dimension
m et ∇ sa connexion de Levi-Civita associée. Pour toute carte locale (U, φ)
de M avec coordonnées (x1, ..., xm) et base locale associée ( ∂

∂x1
, ..., ∂

∂xm
), les

symboles de Christoffel Γkij sont donns par:

Γkij =
1

2

m∑
l=1

gkl
(
∂gjl
∂xi

+
∂gil
∂xj

− ∂gij
∂xl

)
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où (gij) représente la matrice des coefficients de la métrique et (gkl) sa
matrice inverse. On a également la relation :

m∑
k=1

glkΓ
k
ij =

1

2

(
∂gjl
∂xi

+
∂gil
∂xj

− ∂gij
∂xl

)
Les coefficients gij = g

(
∂
∂xi
, ∂
∂xj

)
sont les composantes locales de la

métrique g dans la carte (U, φ).

Comme [∂i, ∂j] = 0 pour tout i, j = 1, ...,m, où ∂i =
∂
∂xi

désigne les champs
de base locaux, la connexion de Levi-Civita satisfait :

2g(∇∂i∂j, ∂l) = ∂i(gjl) + ∂j(gil)− ∂l(gij)

En exprimant ∇∂i∂j dans la base locale :

∇∂i∂j =
m∑
s=1

Γsij∂s

On obtient donc :

2g(∇∂i∂j, ∂l) = 2
m∑
s=1

Γsijgsl

= ∂igjl + ∂jgil − ∂lgij

Ce qui donne la relation fondamentale :

m∑
s=1

Γsijgsl =
1

2
(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij) (1.1)

Pour isoler Γkij, multiplions les deux membres par glk et sommons sur l :

m∑
l=1

m∑
s=1

Γsijgslg
lk =

1

2

m∑
l=1

glk(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij)

En utilisant la relation
∑m

l=1 gslg
lk = δks où δks est le symbole de Kronecker,

on obtient finalement:

Γkij =
1

2

m∑
l=1

gkl(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij)
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Exemple 1.2.1 On considère la paramétrisation de la sphère Sn = {u ∈ Rn+1 | ∥u∥ = 1}
et soit la projection stéréographique, ψ : Rn −→ Rn+1 donnée par

ψ(x) = (
2x1

∥x∥2 + 1
, ...,

2xn

∥x∥2 + 1
,
∥x∥2 − 1

∥x∥2 + 1
), x ∈ Rn.

Les composantes du tenseur métrique relativement à ψ sont

gij(x) =
4δij

(1 + ∥x∥2)2
, x ∈ Rn.

En effet,
en utilisant la proposition 1.2.1

Γiii(x) = Γjij(x) = Γiji(x) = −Γijj(x) =
−2xi

1 + ∥x∥2
,

Γkij(x) = 0, pour i, j, k = 1, ..., n. distincts.

Théorème 1.2.4 (fondamental).
Soient (M, g) une variété Riemannienne et p ∈ M, alors il existe une carte
(U, x1, ..., xn) telle que

Γkij(p) = 0 (1.10)

g(∂i, ∂j)(p) = δij (1.11)

pour tout i, j, k = 1, ..., n.

1.3 Courbures

1.3.1 Tenseur de courbures.

Definition 1.3.1 Soit M une variété différentiable muni d’une connexion
linéaire ∇.
le tenseur de courbure définie par, R : Γ(TM)×Γ(TM)×Γ(TM) −→ Γ(TM),
associé à ∇, par :

R(X,Y)V = ∇X∇YV −∇Y∇XV −∇[X,Y]V.

Pour tout X,Y,W ∈ Γ(TM).

Propriétés 1.3.1 .
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1. La courbure R est C∞(M)-3 linéaire.

2. R(X,Y)V = −R(Y,X)V pour tout X,Y ∈ Γ(TM) et V ∈ Γ(TM) (an-
tisymétrie).

Definition 1.3.2 Sur une variété Riemannienne (M, g), le tenseur de cour-
bure de la connexion de Levi-Civita est appelé tenseur de courbure Rieman-
nienne.
le tenseur de courbure Riemannienne s’exprime en fonction des coefficients
de Christoffel:

R(∂i, ∂j)∂k =
n∑
l=1

Rl
ijk∂l

Rl
ijk = ∂i(Γ

l
jk)− ∂j(Γ

l
ik) +

n∑
m=1

{
ΓlimΓ

m
jk − ΓljmΓ

m
ik

}
,

où, (∂i)i=1..n est une base locale de champs de vecteurs sur M.

Proposition 1.3.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne. Le tenseur de
courbure Riemannienne R a les propriétés suivantes:

1. R est un champ de tenseurs de type (1; 3).

2. g(R(X,Y)Z,W) = −g(R(X,Y)W,Z).

3. g(R(X,Y)Z,W) = g(R(Z,W)X,Y).

4. R vérifie l’identité de Bianchi algébrique

R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0.

5. R vérifie l’identité de Bianchi différentielle

(∇XR)(Y,Z) + (∇YR)(Z,X) + (∇ZR)(X,Y) = 0.

∀ X,Y,Z,W ∈ Γ(TM).
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1.3.2 Courbure sectionnelle

Definition 1.3.3 Soient (M, g) une variété Riemannienne de dimension
n ≥ 2 et P un 2-plan de TxM de base {X,Y}. On appelle courbure section-
nelle en x de P

Kx(P) =
g(R(X,Y)Y,X))

g(X,X)g(Y,Y)− g(X,Y)2

Remarquons que dans la définition précédente, on peut remplacer X par λX
pour λ ̸= 0 et Y par Y − g(X,Y)X. On peut donc supposer que {X,Y} est
une base orthonormale. Dans ce cas

Kx(P) = g(R(X,Y)Y,X))

On vérifie que Kx(P) ne dépend pas de la base orthonormée de P.
En effet,
Si {Z,T} est une autre base orthonormale, il existe a, b ∈ R, tels que a2+b2 =
1 avec

Z = aX+ bY, T = −bX+ aY.

Une simple vérification montre que

g(R(X,Y)Y,X) = g(R(Z,T)T,Z).

Definition 1.3.4 Soit (M, g) une variété Riemannienne, de dimension n.
On dit que M est une variété à courbure constante s’il existe une constante
k ∈ R telle que pour tout x ∈ M et tout 2-plan P de TxM, on a

Kx(P) = k.

Proposition 1.3.2 Une variété Riemannienne (M, g) est de courbure sec-
tionnelle constante k si et seulement si le tenseur de courbure vérifie l’équation:

R(X,Y)Z = k(g(Y,Z)X− g(X,Z)Y)

pour tout X,Y et Z ∈ Γ(TM).

Corollaire 1.3.1 Si (Mm, g) est une variété Riemannienne de courbure sec-
tionnelle constante k, alors pour tout X,Y ∈ Γ(TM) on a

1. Ricci(X) = (m− 1)kX.

2. Ric(X,Y) = (m− 1)kg(X,Y).

3. S = m(m− 1)k.

Exemple 1.3.1 L’espace euclidien Rn muni du repère canonique ∂i =
∂
∂xi

,
du produit scalaire euclidien g = gijdxi ⊗ dxj, où gij = δij. On vérifie
immédiatement que Γkij = 0, Rl

ijk = 0 donc R = 0. En particulier, la courbure
sectionnelle de (Rn, g0) est nulle.
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1.3.3 Courbure de Ricci

Definition 1.3.5 La courbure de Ricci d’une variété Riemannienne (Mm, g)
de dimension m est un tenseur de type (0, 2) défini par

Ric(X,Y) = traceR(∗,X)Y

=
m∑
i=1

g(R(ei,X)Y, ei),

pour tout X,Y ∈ Γ(TM), où (ei) est une base ortnonormée locale sur M, et

R(∗,X)Y : Γ(TM) → Γ(TM)
Z 7→ R(Z,X)Y

On a :

Ric : Γ(TM)× Γ(TM) → C∞(M)
(X,Y) 7→ Ric(X,Y)

La courbure de Ricci, Ric est une forme bilinéaire symétrique, en effet

Ric(X,Y) =
m∑
i=1

g(R(ei,X)Y, ei)

=
m∑
i=1

g(R(Y, ei)ei,X)

=
m∑
i=1

g(R(ei,Y)X, ei)

= Ric(Y,X)

Relativement à la base ( ∂
∂xi

)i=1..m, les composantes du tenseur de Ricci sont
donnée par

Ricij = Ric(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
)

= traceR(∗, ∂

∂xi
)
∂

∂xj
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= gklg(R(
∂

∂xk
,
∂

∂xi
)
∂

∂xj
,
∂

∂xl
)

= gklRs
kijgls

= δksR
s
kij

= Rk
kij

Definition 1.3.6 Le tenseur de Ricci d’une variété Riemannienne (Mm, g),
est un tenseur de type (1, 1), défini par

Ricci(X) =
m∑
i=1

R(X, ei)ei

pour tout X ∈ Γ(TM), où (ei) est une base ortnonormée locale sur M.

Remarque 1.3.1 Soit (Mm, g) une variété Riemannienne, de dimension m.
Pour tout X,Y ∈ Γ(TM) on a

Ric(X,Y) = g(Ricci(X),Y)

1.3.4 Courbure scalaire

Definition 1.3.7 On appelle courbure scalaire d’une variété Riemannienne
(Mm, g) la fonction définie sur M par

S = tracegRic =
m∑

i,j=1

g(R(ei, ej)ej, ei)

où (ei) est une base orthonormée locale sur M.

1.4 Opérateurs sur une variété Riemannienne

1.4.1 L’opérateur gradient

Definition 1.4.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne, on définit l’opérateur
gradient par

grad : C∞(M) −→ Γ(TM)
f 7−→ grad f = ♯df

où df est la différentielle de la fonction f .
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Proposition 1.4.1 (Expression du gradient en coordonneés locales)
Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m, (U, φ) une carte sur
M avec les champs de base associée ∂

∂x1
, ..., ∂

∂xm
, alors pour tout f ∈ C∞(M)

on a

(grad f)|U =
m∑

i,j=1

gij
∂f

∂xi
∂

∂xj
(1.12)

Preuve :
On applique directement la définition de l’application ♯ (voir proposition
1.1.1), et la définition de la différentielle de f ∈ C∞(M) relativement à la
carte (U, φ) sur M, on a

df =
m∑
i=1

∂f

∂xi
∂xi

♯df =
m∑

i,j=1

gij(df)i
∂

∂xj

=
m∑

i,j=1

gij
∂f

∂xi
∂

∂xj

où dx1, ..., dxm est la base duale.
De la proposition 1.1.1, on déduit

Proposition 1.4.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tout champ
de vecteur X ∈ Γ(TM) et tout fonction f ∈ C∞(M), on a

df(X) = X(f) = g(grad f,X) (1.13)

Propriétés 1.4.1 .
Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f, h ∈ C∞(M) on a

1. grad(f + h) = grad f + grad h

2. grad(fh) = h grad f + f grad h

3. (grad f)(h) = (grad h)(f)

Preuve :
Soit f, h ∈ C∞(M), pour tout X ∈ Γ(TM) on a:
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1. g(grad(f + h),X) = X(f + h)
= X(f) + X(h)
= g(grad f,X) + g(grad h,X)
= g(grad f + grad h,X)

2. g(grad(fh),X) = X(fh)
= hX(f) + fX(h)
= hg(grad f,X) + fg(grad h,X)
= g(h grad f + h grad f,X)

3. (grad f)(h)) = g(grad h, grad f)

= g(grad f, grad h)

= (grad h)(f)

1.4.2 L’opérateurs divergence

a)-Divergence d’un champ de vecteurs

Soit X ∈ Γ(TM) un champ de vecteurs sur une variété Riemannienne (M, g),
on a

∇X : Γ(TM) −→ Γ(TM)
Z 7−→ ∇ZX (1.14)

est une application C∞(M) linéaire (∇X est un tenseur de type(1, 1)).
si x ∈ M, alors

(∇X) : TxM −→ TxM
v 7−→ (∇vX)x (1.15)

est une application linéaire d’espace vectoriel.

Definition 1.4.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne. La divergence d’un
champ de vecteurs X ∈ Γ(TM), notée div X est une fonction sur M définie
par

div X = tr g(∇X)

pour tout x ∈ M, on a

(div X)(x) = tr g((∇X)x)
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En coordoonée locale (voir la Remarque 1.5.1), on a

div X = dxi(∇ ∂

∂xi
X)

= gijg(∇ ∂

∂xi
X,

∂

∂xj
)

Si (ei) est une base orthonormée locale sur M on a

div X =
m∑
i=1

g(∇eiX, ei)

b)-Divergence d’une forme differentielle

Soit ω ∈ Γ(T∗M) une 1-forme sur une variété Riemannienne (M, g), on a

∇ω : Γ(TM) −→ Γ(T∗M) (1.16)
Z 7−→ ∇Zω

est une application C∞(M) linéaire (∇ω est un tenseur de type (0, 2)).
si x ∈ M, alors

(∇ω)x : TxM −→ T∗
xM (1.17)

v 7−→ (∇vω)x

est une application linéaire d’espaces vectoriels.

Definition 1.4.3 Soit (M, g) une variété Riemannienne. La divergence d’une
1-forme ω ∈ Γ(T∗M), notée div(ω) est une fonction sur M définie par

div(ω) = tr g(∇ω)

pour tout x ∈ M, on a

(div(ω))(x) = tr g((∇ω)x)

De la Remarque 1.3.1, on obtient localement

div ω =
m∑
i=1

(∇eiω)(ei)

=
m∑

i,j=1

gij(∇ ∂

∂xi
ω)(

∂

∂xj
)

Cas d’un tenseur de type (0,p) Si T est champ de tenseur de type (0,r),
on défini sa divergence par:
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(div T )(X1, ...,Xr) = tr g(Z 7−→ (∇ZT )(X1, ...,Xr))

c)-Expression locale de la divergence

Proposition 1.4.3 Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m,
pour tout X ∈ Γ(TM) on a localement

div X =
m∑
i=1

(∂Xi

∂xi
+

m∑
j=1

XjΓiij
)

où X =
m∑
i=1

Xi ∂

∂xi
.

Preuve: Localement, on

X = Xi ∂
∂xi

et ∇ ∂

∂xi

∂
∂xj

= Γkij
∂
∂xk

,

d’où,

div X =
m∑
i=1

dxi(∇ ∂

∂xi
X)

=
m∑

i,j=1

dxi(∇ ∂

∂xi
Xj ∂

∂Xj
)

=
m∑

i,j=1

dxi(
∂Xj

∂xi
∂

∂xj
+XjΓkij

∂

∂xk
)

=
m∑

i,j=1

(
∂Xj

∂xi
+XjΓiij)

Propriétés 1.4.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tous X,Y ∈
Γ(TM) et f ∈ C∞(M) on a

1. div(X + Y) = div X + div Y

2. div(fX) = f div X + X(f)

Preuve:
On applique directement la définition du divergence, soit (ei) une base or-
thonormée locale sur M, on a
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1) div(X + Y) =
m∑
i=1

g(∇ei(X + Y), ei)

=
m∑
i=1

g(∇ei(X), ei) +
m∑
i=1

g(∇ei(Y), ei)

= div X + div Y

2) div(fX) =
m∑
i=1

g(∇eif(X), ei)

=
m∑
i=1

g(ei(f)X + f∇eiX, ei)

=
m∑
i=1

ei(f)g(X, ei) +
m∑
i=1

fg(∇eiX, ei)

= X(f) + f div X

Lemme 1.4.1 Sur une variété Riemennienne (M, g).Relativement à une carte
(U, xi), on a

∂

∂xk
(
√

det(gij)) =
√

det(gij)
m∑
l=1

Γllk (1.18)

Proposition 1.4.4 (Deuxième expression de la divergence en coordonnées
locales).
Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout X ∈ Γ(TM) on a

div X =
1√

det(gij)

∂

∂xk
(
√

det(gij)X
k)

Preuve: D’aprés la proposition de premiére expression de la divergence en
coordonnées locales nous avons,

div X =
m∑
i=1

∂Xi

∂xi
+

m∑
j=1

m∑
i=1

XjΓiij

=
m∑
i=1

∂Xi

∂xi
+

m∑
j=1

Xj

m∑
i=1

Γiij

en utilisant le Lemme 1.4.1, avec G = (gij), alors un calcul direct donne,

div X =
1√
detG

(
√
detG

m∑
i=1

∂Xi

∂xi

n∑
j=1

Xj
√
detG

n∑
i=1

Γiij)
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=
1√
detG

(
√
detG

m∑
i=1

∂Xi

∂xi

n∑
j=1

Xj ∂

∂xj

√
detG)

=
1√
detG

m∑
i=1

∂

∂xi
(
√
detG Xi)

en utilisant la convention d’Einstein on a

div(X) =
1√
detG

∂

∂xi
(
√
detG Xi)

1.4.3 La Hessienne d’une fonction

Definition 1.4.4 Soient (M, g) une variété Riemannienne et f ∈ C∞(M),
La Hessienne de la fonction f notée Hessf , est une application C∞(M)-
bilinéaire, définie par:

Hessf : Γ(TM)× Γ(TM) −→ C∞(M)

(X,Y) 7−→ g(∇X grad(f),Y)

Proposition 1.4.5 Soient (M, g) une variété Riemannienne et f ∈ C∞(M),
La Hessienne Hessf , est une application symétrique.

Preuve: En tenant compte que le tenseur de torsion associé à la métrique
g est nul, on obtient:

Hessf (X,Y) = g(∇X grad(f),Y)
= X(g(grad(f),Y)) + g(grad(f),∇XY)
= X(Y(f))−∇XY(f)
= [X,Y] + Y(X(f))−∇XY(f)
= Y(X(f))−∇XY(f)
= Yg(grad(f),X)− g(grad(f),∇YX)
= g(∇Y grad(f),X)
= Hessf (Y,X)

1.4.4 L’opérateur Laplacien

Definition 1.4.5 Soit (M, g) une variété Riemannienne, on définit l’opérateur
Laplacien noté △, sur M par
△ : C∞(M) −→ C∞(M)

f 7−→ △(f) = div(grad f) = traceg(Hessf )
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appelé aussi opérateur de Laplace-Beltrami.

Propriétés 1.4.3 Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f, h ∈
C∞(M) on a

1. △(f + h) = △(f) +△(h)

2. △(fh) = h△(f) + f△(h) + 2g(grad f, grad h)

Preuve: Soit f, h ∈ C∞(M), en utilisant les propriétés des opérateurs grad
et div et le fait que X(f) = g(grad(f),X), on obtient

1) △(f + h) = div(grad(f + h))
= div(grad f + grad h)
= div(grad f) + div(grad h)
= △(f) +△(h)

2. △(fg) = div(grad(fh))

= div(f grad h+ h grad f)

= div(f grad h) + div(h grad f)

= f div(grad h)+(grad h)(f)+h div(grad f)+(grad f)(h)

= f△(h) + h△(f) + 2g(grad f, grad h)

Proposition 1.4.6 (Première expression du Laplacien en coordonnées lo-
cales).
Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f ∈ C∞(M) on a

△(f) = gij(
∂2f

∂xi∂xj
− Γkij

∂f

∂xk
) (1.19)

Preuve: Soit f ∈ C∞(M), alors
△(f) = div(grad f)

= gijg(∇ ∂

∂xi
grad f,

∂

∂xj
)

= gij(
∂

∂xi
g(grad f,

∂

∂xj
)− g(grad f,∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
))

= gij(
∂

∂xi
(
∂f

∂xj
)− Γkijg(grad f,

∂

∂xk
))

= gij(
∂2f

∂xi∂xj
− Γkij

∂f

∂xk
)
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Exemple 1.4.1 Soit Rm muni du produit scalaire standard g0,(gij = δij),
alors pour tous fonction différentiable f sur Rm et X = (X1, ...,Xm) un champ
de vecteurs sur Rm on a

1. grad f =
m∑
i=1

∂f

∂xi
∂

∂xi

= (
∂f

∂x1
, ...,

∂f

∂xm
)

2. div X =
m∑
i=1

∂Xi

∂xi

=
∂X1

∂x1
+ ...+

∂Xm

∂xm

3. △(f) =
m∑
i=1

∂2f

∂x2i

1.4.5 Théorème de divergence

Definition 1.4.6 Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimensionn, On
appelle mesure de volume Riemannienne, notée vM ou vg,la mesure définie
localement dans un repère par

vM =
√

det(gij) dx
1 ∧ ... ∧ dxn

Exemple 1.4.2 On considére la variété R2 muni des coordonnées cartésiennes
(x, y) on a

g0 = dx2 + dy2

et

vg0 =
√

det(gij)dx ∧ dy = dx ∧ dy

On considére la sphère S2 muni de la métrique

g = dθ2 + sin2 θdφ2

alors,

vg =
√

det(gij) dθ ∧ dφ = | sin θ| dθ ∧ dφ
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Proposition 1.4.7 (Théorème de divergence [5] ). Soit D un domaine com-
pact à bord dans une variété Riemannienne (M, g). Soit ω 1-forme et X un
champ de vecteurs, définies sur un voisinage inclue dans D. Alors∫

D
(div ω)vM =

∫
∂D
ω(n)v∂D et

∫
D
(div X)vM =

∫
∂D
g(X,n)v∂D,

où ∂D est le bord de D et n = n(x) est le vecteur unitaire normale à ∂D.

Corollaire 1.4.1 Pour tout ω une 1-forme et X un champ de vecteurs à
supports compact dans un domaine D, alors∫

D
(div ω)vM = 0 et

∫
D
(div X)vM = 0.

1.4.6 Fibré tangent inverse

Definition 1.4.7 Soit φ : (M, g) −→ (N, h) une application de clasee C∞(M)
entre deux variétés riemanniennes, le fibré tangent inverse est définie par

φ−1TN =
{
(x, v)|x ∈ M, v ∈ Tφ(x)N

}
une section sur φ−1TN est une application de classe C∞, V : M −→ TN tel
que

V(x) ∈ Tφ(x)N, x ∈ M

Notons par Γ(φ−1TN) l’ensemble des sections sur φ−1TN.

Connexion induite sur le fibré tangent inverse

Definition 1.4.8 Soient M et N deux variétés différentiables, φ : M −→ N
une application de classe C∞ et ∇N une connexion linéaire sur N. On définit
la connexion de Pull-back sur le fibré tangent inverse φ−1TN par

∇φ : Γ(TM)× Γ(φ−1TN) −→ Γ(φ−1TN)
∇φ

XV = ∇N
XṼ (1.25)

pour tout X ∈ Γ(TM) , V ∈ Γ(φ−1TN), x ∈ M avec Ṽ ∈ Γ(TN) tel que Ṽ
◦φ = V au voisinage de x.

Remarque 1.4.1 La relation 1.25 est indépendante du choix de Ṽ.
En effet: soient ( ∂

∂x1
, ..., ∂

∂xm
) une base locale de Γ(TM), ( ∂

∂y1
, ..., ∂

∂yn
) une

base locale de Γ(TN) et (σ1, ..., σk) base locale de Γ(TN),
pour X = Xi∂i ∈ Γ(TM), V = V β(σβ ◦ φ) ∈ φ−1TN, Ṽ = Ṽ βσβ ∈ Γ(TN) et
x ∈ M on a
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(∇φ
XV )x = (∇dxφ(Xx)Ṽ)φ(x)

= Xi
x

∂φα

∂xi
|x(∇N

∂
∂yα

Ṽβσβ)φ(x)

= Xi
x

∂φα

∂xi
|x

{
∂Ṽ β

∂yα
σβ + Ṽ βΓγαβσγ

}
|φ(x)

où, Γγαβ sont des fonctions différentiables sur N, définient par

∇ ∂
∂yα

σβ = Γγαβσγ

Remarquons que Ṽ β
φ(x) = V β

x et ∂V β

∂xi
|x = ∂

∂xi
(Ṽ β ◦ φ)|x = ∂φα

∂xi
|x ∂Ṽ

β

∂yα
|φ(x), pour

tout β = 1, ..., k, d’où

(∇φ
XV ) = Xi(

∂V γ

∂xi
+
∂φα

∂xi
V β(Γγαβ ◦ φ))(σγ ◦ φ)

Exemple 1.4.3 Soient M,N deux variétés différentiables, et φ : M −→ N
une application de classe C∞. Si ∇N est une connesion linéaire sur le fibré
tangent (TN, πN,N) alors

φ−1TN =
{
(x, v) | x ∈ M, v ∈ Tφ(x)N

}
=
⋃
x∈M

x× Tφ(x)N

et

Γ(φ−1TN) =
{
V : M −→ TN | ∀x ∈ M, Vx ∈ Tφ(x)N

}
Localement pour tout X = Xi ∂

∂xi
∈ Γ(TM) et φβ = yβ ◦ φ, on a

dφ(x) = Xi∂φ
β

∂xi
∂

∂yβ
◦ φ ∈ Γ(φ−1TN)

et

∇φ
∂

∂xi

dφ(
∂

∂xj
) =

{
∂2φ

∂xi∂xj
+
∂φα

∂xi
∂φβ

∂xj
Γγ

N

αβ ◦ φ
}

∂

∂yγ
◦ φ

En effet:

∇φ
∂

∂xi

dφ(
∂

∂xj
) = ∇φ

∂

∂xi

∂φβ

∂xj
∂

∂yβ
◦ φ

=
∂2β

∂xi∂xj
∂

∂yβ
◦ φ+

∂φβ

∂xj
∇φ

∂

∂xi

∂

∂yβ
◦ φ

=
∂2β

∂xi∂xj
∂

∂yβ
◦ φ+

∂φβ

∂xj
∂φα

∂xi
(∇N

∂
∂xα

∂

∂yβ
) ◦ φ

=
∂2β

∂xi∂xj
∂

∂yβ
◦ φ+

∂φβ

∂xj
∂φα

∂xi
Γγ

N

αβ ◦ φ
∂

∂yγ
◦ φ
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Remarque 1.4.2 Soient M,N deux variétés différentiables, X,Y ∈ Γ(TM),
V,W ∈ Γ(TN) et φ : M −→ N une application différentiable, Si X et V (resp
Y et W) sont φ-conjugué (i.e dφ(X) = V ◦ φ et dφ(Y) = W ◦ φ) ,alors

∇φ
Xdφ(Y) = (∇N

VW) ◦ φ.

Proposition 1.4.8 Soit φ : M −→ N une application différentiable.
Si ∇N une connexion linéaire compatible avec une métrique h sur N, alors la
connexion linéaire ∇φ est compatible avec la métrique hφ sur φ−1TN. C’est
à dire, pour tous X ∈ Γ(TM) et V,W ∈ Γ(φ−1TN) on a

X(hφ(V,W)) = hφ(∇φ
XV,W) + hφ(V,∇φ

XW)

Preuve:
Soient X ∈ Γ(TM), V,W ∈ Γ(φ−1TN) et X̃,Ṽ,W̃∈ Γ(TN), tels que

dφ(X) =X̃◦φ , Ṽ◦φ = V , W̃◦φ = W

alors,
X(hφ(V,W)) = X(h(Ṽ , W̃ ) ◦ φ)

= X̃(h(Ṽ , W̃ )) ◦ φ

= h(∇N
X̃
Ṽ , W̃ ) ◦ φ+ h(Ṽ ,∇N

X̃
W̃ ) ◦ φ

= hφ(∇N
XV,W ) + hφ(V,∇N

XW )

Proposition 1.4.9 Soit ∇N une connexion sans torsion sur N, alors

∇φ
Xdφ(Y) = ∇φ

Ydφ(X) + dφ([X,Y])

pour tout X,Y ∈ Γ(TM).

preuve:
Soit V,W ∈ Γ(TN) deux champs de vecteurs φ-conjugué avex X et Y re-
spectivement. On a

[V,W] ◦ φ = dφ ◦ [X,Y]
∇N

VW = ∇N
WV+ [V,W]

d’où

∇φ
Xdφ(Y) = (∇N

VW) ◦ φ
= (∇N

WV+ [V,W]) ◦ φ
= ∇φ

Ydφ(X) + dφ([X,Y])
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1.5 Applications harmoniques

1.5.1 Première variation d’énergie

Definition 1.5.1 Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe
C∞(M) entre deux variétés riemanniennes de dimension m et n respective-
ment. On appelle la densité de φ l’application

e(φ) : M −→ R+,

définie pour tout x ∈ M par

e(φ)(x) =
1

2
|dxφ|2,

où |dxφ| est la norme de Hilbert Schmidt de la differentielle |dxφ| de φ au
point x. Si {ei}1≤i≤m est une base orthonormée de TxM, on a

|dxφ|2 = trg φ
∗h

=
m∑
i=1

h(dxφ(ei), dxφ(ei))

Si {xi}1≤i≤m et {yα}1≤α≤n sont des coordonneés locale autour de x ∈ M et
φ(x) ∈ N respectivement, alors

|dxφ|2 = gijx
∂φα

∂xi
|x
∂φβ

∂xj
|xhαβ(φ(x)).

L’énergie de l’application φ sur un domaine compact D dans M est définie
par

E(φ,D) =

∫
D

e(φ)vg =
1

2

∫
D

|dφ|2vg.

Une variation de l’application φ est une application de classe C∞(M),

ϕ : M× (−ϵ, ϵ) −→ N, ϵ > 0
(x, t) 7−→ φt(x)

telle que (φt) est une famille des applications de classe C∞(M) sur M, et
φ0 = φ. Soit v ∈ Γ(φ−1TN) définie par

v(x) =
∂

∂t
φt(x)|t=0

= dϕ(0,
∂

∂t
)(x,0) ∈ Tφ(x)N
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Definition 1.5.2 Application harmonique.
Une application φ : (M, g) −→ (N, h) de classe C∞(M) est dite harmonique
si

d

dt
E(φt, D)|t=0 = 0

pour tout domaine compact D dans M et tout variation (φt) à support inclue
dans D.

Proposition 1.5.1 (Première variation d’énergie) [3] [4].
Soient φ : (M, g) −→ (N, h) une application différentiable et (φt) une varia-
tion de φ à support inclue dans D. Alors

d

dt
E(φt, D)|t=0 = −

∫
D

h(v, τ(φ))vg.

où v(x) = ∂
∂t
φt(x)|t=0 et τ(φ) = trg∇dφ est le champ de tension de

l’application φ.

Preuve:
Soit {ei} une base orthonormée sur M et d

dt
base sur (−ϵ, ϵ), alors

{
(ei, 0), (0,

d
dt
)
}

est une base locale orthonormée pour la métrique diagonale sur la variété
produit M× (−ϵ, ϵ), et on a le crochet de Lie

[
(ei, 0), (0,

d
dt
)
]
= 0, pour tout

i = 1, ...,m, on a dϕ(ei, 0) = dφ(ei) et dϕ(0,
d
dt
) = v.

En effet: Remarquons que

dϕ(ei, 0) : M× (−ϵ, ϵ) −→ TN,

dϕ(ei, 0)(x,0) = dxϕ0(ei|x)+d0ϕx(0) (formule de Leibniz)

= dxϕ0(ei|x)

= dxφ(ei|x)

et
dϕ(0, d

dt
)(x,0) = dxϕ0(0|x) + d0ϕx(

d
dt
|t=0)

= dϕx(
d
dt
)|t=0

= v(x)
avec ϕ0(x) = ϕ(x, 0) et ϕx(t) = ϕ(x, t). Donc,
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d

dt
E(φt, D)|t=0 =

1

2

d

dt

∫
D

h(dφt(ei), dφt(ei))vg|t=0

=
1

2

d

dt

∫
D

h(dϕ(ei, 0), dϕ(ei, 0))vg|t=0

=
1

2

∫
D

∂

∂t
h(dϕt(ei, 0), dϕt(ei, 0))|t=0vg

=
1

2

∫
D

h(∇ϕ

(0,
d

dt
)

dϕ(ei, 0), dϕ(ei, 0))|t=0vg

=
1

2

∫
D

h(∇ϕ
(ei,0)

dϕ(0,
d

dt
), dϕ(ei, 0))|t=0vg

=

∫
D

h(∇N
dφ(ei)

v, dφ(ei))vg

=

∫
D

h(∇φ
ei
, dφ(ei))vg

Soit ω(∗) = h(c, dφ(∗)), une 1-forme sur M, alors

div(ω) = (∇eiω)(ei)

= ei(ω(ei))− ω(∇eiei)

= ei(h(v, dφ(ei)))− h(v, dφ(∇eiei))

= h(∇φ
ei
v, dφ(ei)) + h(v, τ(φ)),

et comme
∫
D
divω vg = 0, on obtient

d

dt
E(φt, D)|t=0 = −

∫
D
h(v, τ(φ))vg.

Théorème 1.5.1 [3]
Une application différentiable, φ : (M, g) −→ (N, h) est harmonique si et
seulement si τ(φ) = 0.

Definition 1.5.3 Une application φ : (M, g) −→ (N, h) est totalement géodésique
si le tenseur de la seconde dérivée covariante (ou tenseur de tension) est nul:
∇dφ = 0

1.5.2 Exemples d’applications harmoniques

Exemple 1.5.1 Tout application constante φ : (M, g) −→ (N, h) est har-
monique.
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Exemple 1.5.2 La seconde forme fondamentale de l’application identité,
IdM : (M, g) −→ (M, g) est nulle, c’est à dire IdM est totalement géodésique,
donc IdM est harmonique.

Exemple 1.5.3 Soit (M, g) une variété riemannienne. Pour toute fonction
f : M −→ R et (ei) une base orthonormée sur M on a

τ(f) = trg∇df
= ∇df(ei, ei)
= ∇f

ei
df(ei)− df(∇M

ei
ei)

= ei(ei(f))− (∇M
ei
ei)(f)

= g(∇ei grad f, ei)
= div(grad f)
= △(f).

Exemple 1.5.4 Soit M = ]a, b[ un intervalle sur R. Alors la courbe γ :
(a, b) −→ (Nn, h) est harmonique si

d2γα

dt2
+N Γαβδ

dγβ

dt

dγδ

dt
= 0

donc, γ est harmonique si et seulement si c’est une géodésique.

Exemple 1.5.5 Soit l’application de Hopf

ϕ : S3 −→ S2

(s, a, b) 7−→ (α(s), ψ(a, b))

où ψ(a, b) = ka + lb, et α : [0, π
2
] −→ [0, π] telle que α(0) = 0 et α(π

2
) = π.

Soient,

gS3 = ds2 + cos2 s da2 + sin2 s db2,

la métrique riemannienne sur S3 et

hS2 = dα2 + sin2 α dψ2,

une métrique riemannienne sur S2. On a{
e1 =

∂
∂s
, e2 =

1
cos s

∂
∂a
, e3 =

1
sin s

∂
∂b

}
est une base orthonormée sur S3.{

f1 =
∂
∂α
, f2 =

1
sinα

∂
∂ψ

}
est une base orthonormée sur S2.

dϕ(e1) = α′ ∂
∂α
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dϕ(e2) =
k

cos s
∂
∂ψ

dϕ(e3) =
l

sin s
∂
∂ψ

∇e1e1 = 0

∇e2e2 = tan s ∂
∂s

∇e3e3 = − cot s ∂
∂s

∇ ∂
∂α

∂
∂α

= 0

∇ ∂
∂ψ

∂
∂ψ

= − sinα cosα ∂
∂α

∇ϕ
e1
dϕ(e1) = α′′ ∂

∂α

∇ϕ
e2
dϕ(e2) = −k2 sinα cosα

cos2 s
∂
∂α

∇ϕ
e3
dϕ(e3) = − l2 sinα cosα

cos2 s
∂
∂α

où α′′ =
dα

ds
. En remplaçant dans l’expression

τ(ϕ) =
3∑
i=1

{
∇ϕ
ei
dϕ(ei)− dϕ(∇eiei)

}
,

on obtient,

τ(ϕ) =

(
α′′(s) + α′(s)(cot s− tan s)− sinα cosα(

k2

cos2 s
+

l2

sin2 s
)

)
∂

∂α
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Exemple 1.5.6 Soient N une variété Riemannienne et M une sous-variété
de N. Si i : M −→ N est l’injection canonique, alors la sous-variété M est
minimale si et seulement si i est harmonique. En effet,

∇di = B

d’où, τ(i) = H.

Exemple 1.5.7 Soient (M, g) et (N, h) deux variétés riemanniennes.
si φ : M −→ N est un plongement régulier isométrique, c’est à dire, φ est
un plongement régulier tel que pour tout p ∈ M, X,Y ∈ Γ(TM) on a

gp(Xp,Yp) = hφ(p)(dφ(Xp), dφ(Yp)).

Alors, φ(M) est une sous-variété de N, de plus φ(M) est minimale si et
seulement si l’application φ est harmonique.
En effet, si ∇φ(M) est la connexion de Levi-Civita associée à la métrique
induite par h sur φ(M), et B désigne la deuxième forme fondamentale de
φ(M) sur N, alors

B(dφ(X), dφ(Y)) = (∇N
dφ(X)dφ(Y))

⊥

= ∇N
dφ(X)dφ(Y)− (∇N

dφ(X)dφ(Y))
⊤

= ∇N
Xdφ(Y)−∇φ(M)

dφ(X)dφ(Y)

= ∇N
Xdφ(Y)− dφ(∇M

XY)

= ∇dφ(X,Y), X,Y ∈ Γ(TM)

Soit (ei) une base orthonormée locale sur M, comme l’application φ est
isométrique, on a (dφ(ei)) une base orthonormée sur φ(M), d’où

H = traceB (courbure moyenne)

= B(dφ(ei), dφ(ei))

= ∇dφ(ei, ei)

= τ(φ)
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Exemple 1.5.8 .
Soit M une variété Riemannienne et g la métrique Riemannienne induite sur
la sphère unité Sn par l’injection canonique i : Sn −→ Rn+1. Soit
φ : M −→ Sn une application de classe C∞, posons ψ = i ◦ φ : M −→ Rn+1,
alors φ est harmonique si et seulement si

τ(ψ) = −|dψ|2ψ.

En effet

τ(ψ) = τ(i ◦ φ) = di(τ(φ)) + tr∇ di(dφ, dφ),

donc, φ est harmonique si et seulement si

τ(ψ) = tr∇ di(dφ, dφ)

=
m∑
i=1

∇ di(dφ(ei), dφ(ei))

où (ei) est une base orthonormée de TxM, x ∈ M,alors

τ(ψ) = −
m∑
i=1

g(dφ(ei), dφ(ei))Nψ(x) où N =
n+1∑
i=1

xi
∂

∂xi

= −
m∑
i=1

|dφ(ei)|2ψ(x) , (Nψ(x) = ψ(x))

= −|dφ|2ψ(x)

= −|dψ|2ψ(x).

Remarque 1.5.1 La composé de deux applications harmoniques n’est pas en
générale harmonique. En particulier si ϕ est harmonique et ψ est totalement
géodésique c’est à dire (∇dψ = 0), alors ψ ◦ ϕ est harmonique.

Exemple 1.5.9 Soit l’application

φ : (R, dx2) −→ (R2, dx2 + dy2)
x 7−→ (x, 0),

on a,

τ(φ) = (
∂2x

dx2
,
∂20

dx2
)

= 0
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et soit l’application,

ψ : (R2, dx2 + dy2) −→ (R, dz2)
(x, y) 7−→ x2 − y2

On a,

τ(ψ) = ∇(ψ)

=
∂2ψ

dx2
+
∂2ψ

dy2

= 2−2 = 0, alors les deux applications φ et ψ sont
harmoniques, mais remarquons que la composé,

ψ ◦ φ : (R, dx2) −→ (R, dz2)

x 7−→ x2

n’est pas harmonique , τ(ψ ◦ φ) = 2.
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1.6 Morphisme harmonique

1.6.1 Application semi-conforme

Soit ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux variétés
riemanniennes. L’espace tangent au point x ∈ M se décompose en somme
directe :

TxM = Hx ⊕ Vx,

d’un espace vertical Vx = ker dϕx, et d’un espace horizontal Hx = V⊥
x

(complément orthogonal de Vx).
On note Cϕ = {x ∈M | dϕx ≡ 0} l’ensemble des points critiques de ϕ, et

M∗ =M \ Cϕ.

Definition 1.6.1
Supposons m ≥ n. L’application

ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h)

est dite semi-conforme si pour tout x ∈M , la restriction

dϕx|Hx : Hx −→ Tϕ(x)N

est une application linéaire surjective et conforme, c’est-à-dire qu’il existe
une fonction différentiable

λ : M → R∗
+

telle que pour tout X, Y ∈ Hx, on a :

h(dϕx(X), dϕx(Y )) = λ2(x)g(X, Y ).

Exemple 1.6.1
L’application ϕ : R2 \ {(0, 0)} × R → R2 définie par :

ϕ(x, y, z) =
(√

x2 + y2, z
)
,

est semi-conforme de dilatation λ = 1.
On a les différentielles :

dϕ(∂x) =

(
x√

x2 + y2
, 0

)
, dϕ(∂y) =

(
y√

x2 + y2
, 0

)
, dϕ(∂z) = (0, 1).

Les espaces caractéristiques sont :

� Cϕ = ∅ (pas de points critiques)
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� Vp = {(a, b, c) ∈ R3 | xa+ yb = 0, c = 0}, dimVp = 1

� Hp = {(a, b, c) ∈ R3 | −ya+ xb = 0}, dimHp = 2

où p = (x, y, z) ∈ R2 \ {(0, 0)} × R.

Proposition 1.6.1
Soit ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) une application semi-conforme de dilatation λ
avec m > n. Alors :

τ(ϕ) = (2− n)dϕ(gradM lnλ)− (m− n)dϕ(µ),

où

µ =
1

m− n

m∑
i=n+1

∇M
ei
ei,

et {ei}mi=1 est une base orthonormée locale sur (Mm, g) avec {ei}ni=1 (resp.
{ei}mi=n+1) horizontale (resp. verticale).

1.6.2 Morphismes harmoniques

Definition 1.6.2 Soit ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) une application entre deux
variétés riemanniennes. L’application ϕ est un morphisme harmonique
si, pour toute fonction v : V → R harmonique sur V ⊂ N ouvert avec ϕ−1(V )
non vide, alors la composée v ◦ ϕ est harmonique sur ϕ−1(V ) ⊂M .

Théorème 1.6.1
Soit ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux variétés
riemanniennes. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. ϕ est un morphisme harmonique ;

2. ϕ est harmonique et semi-conforme ;

3. Pour toute fonction v définie sur un ouvert V de N tel que ϕ−1(V ) soit
non vide,

∆M(v ◦ ϕ) = λ2(∆Nv) ◦ ϕ,

où λ est une fonction positive sur M .
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1.7 Applications bi-harmoniques

1.7.1 Première variation de la bi-énergie

Soit M = (Mm, g) et N = (Nn, h) deux variétés riemanniennes, et soit
φ : M −→ N une application différentiable. La fonctionnelle bi-énergie de φ
sur un domaine compact D dans M est définie par

E2(φ,D) =
1

2

∫
D

|τ(φ)|2vg.

Où τ(φ) est le champ de tension de φ et vg est la forme volume sur M associée
à la métrique g.

Definition 1.7.1 L’application φ : M −→ N est dite bi-harmonique si

d

dt
E2(φt, D)|t=0 = 0

pour tout domaine compact D dans M et pour tout variation (φt) à support
inclue dans D.

Proposition 1.7.1 (Première variation de la bi-énergie).
Soit φ : M −→ N une application différentiable et {φt}t∈I , I = ]−ϵ, ϵ[ une
variation de φ à support inclue dans D. Alors

d

dt
E2(φt, D)|t=0 =

∫
D

h(v, τ2(φ))vg.

Où v(x) = ∂
∂t
φt(x)|t=0 et τ2(φ) = trg(∇φ)2τ(φ)+trg R

N(τ(φ), dφ)dφ, est
le champ de bi-tension de l’application φ. Où

trg(∇φ)2τ(φ) = ∇φ
ei
∇φ
ei
τ(φ)−∇φ

∇M
ei
ei
τ(φ),

et

trg R
N(τ(φ), dφ)dφ = RN(τ(φ), dφ(ei))dφ(ei)

et RN désigne le tenseur de courbure de la variété N.

Preuve:
Soit {φt} une variation de φ à support inclue dans un domaine compact D
dans M, on a

d

dt
E2(φt, D)|t=0 =

1

2

d

dt

∫
D

h(τ(φt), τ(φt))vg.
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et pour tout (x, t) ∈ M× ]−ϵ, ϵ[, on a

∇dϕ((ei, 0), (ei, 0))(x,t) = τ(φt)x,

1

2

∂

∂t
h(∇dϕ((ei, 0), (ei, 0)),∇dϕ((ei, 0), (ei, 0)))|t=0 = h(∇ϕ

(0, d
dt
)
∇dϕ((ei, 0), (ei, 0)),

∇dϕ((ei, 0), (ei, 0)))|‘t=0

et

∇ϕ

(0, d
dt
)
∇dϕ((ei, 0), (ei, 0)) = ∇ϕ

(0, d
dt
)

{
∇ϕ

(ei,0)
dϕ(ei, 0)− dϕ(∇(ei,0)(ei, 0))

}
= ∇ϕ

(0, d
dt
)
∇ϕ

(ei,0)
dϕ(ei, 0)−∇ϕ

(0, d
dt
)
dϕ(∇(ei,0)(ei, 0))

= R((0,
d

dt
), (ei, 0))dϕ(ei, 0)+∇ϕ

(ei,0)
∇ϕ

(0, d
dt
)
dϕ(ei, 0)

+∇ϕ

[(0, ddt ),(ei,0)]
dϕ(ei, 0)−∇ϕ

∇(ei,0)
(ei,0)

dϕ(0,
d

dt
)

comme
[
(0, d

dt
), (ei, 0)

]
= 0 et on pose ∇(ei,0)(ei, 0) = (∇M

ei
ei, 0) = 0 en (x, 0),

donc

∇ϕ

(0, d
dt
)
∇dϕ((ei, 0), (ei, 0)) = RN(dϕ(0,

d

dt
), dϕ(ei, 0))dϕ(ei, 0)+∇ϕ

(ei,0)
∇ϕ

(ei,0)
dϕ(0,

d

dt
)

d’où,

h(∇ϕ

(0, d
dt
)
∇dϕ((ei, 0), (ei, 0)),∇dϕ((ei, 0), (ei, 0)))|‘t=0 = h(RN(v, dφ(ei))dφ(ei), τ(φ))+

h(∇φ
ei
∇φ
ei
v, τ(φ))

= h(RN(dφ(ei), τ(φ))v, dφ(ei))

+ei(h(∇φ
ei
v, τ(φ)))−h(∇φ

ei
v,∇φ

ei
τ(φ))

= h(RN(τ(φ), dφ(ei))dφ(ei), v)

+ei(h(∇φ
ei
v, τ(φ)))−ei(h(v,∇φ

ei
τ(φ)))

+h(v,∇φ
ei
∇φ
ei
τ(φ))

si on pose ω(.) = h(∇φ
. v, τ(φ)) et η(.) = h(v,∇φ

. τ(φ)) deux 1-formes sur
M, alors
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div ω = ei(ω(ei)) = ei(h(∇φ
ei
v, τ(φ))),

div η = ei(η(ei)) = ei(h(v,∇φ
ei
τ(φ))),

d’où,

d

dt
E2(φt, D)|t=0 =

1

2

∫
D

∂

∂t
h(τ(φt), τ(φt))|t=0vg

=

∫
D

{
h(trgR

N(τ(φ), dφ)dφ, v) + h(trg(∇φ)2τ(φ), v)
}
vg

=

∫
D

h(τ2(φ), v)vg.

Théorème 1.7.1 Une application différentiable φ : (M, g) −→ (N, h) est
bi-harmonique si et seulement si τ2(φ) = 0.

Remarque 1.7.1 Soit l’application φ : (M, g) −→ (N, h) et (U, xi), (V, yα)
deux cartes locales en p dans M et en φ(p) dans N respectivement. Alors

τ2(φ) = gij(
∂2τφ

∂xi∂xj
+ 2

∂τα

∂xi
∂τβ

∂xj
Γτ

N

αβ + τα
∂2φβ

∂xi∂xj
Γτ

N

αβ + τα
∂φβ

∂xi
∂Γσ

N

αβ

∂xj

+τα
∂τβ

∂xi
∂τ ρ

∂xj
Γv

N

αβΓ
σN

vρ − Γk
M

ij (
∂τσ

∂xk
+ τα

∂β

∂xk
Γσ

N

αβ)− τ v
∂φα

∂xi
∂φ

β

∂xj
RσN

βαv)
∂

∂yσ
◦ φ

où

τα = △φα + gijΓα
N

βδ

∂φβ

∂xi
∂φδ

∂xj

l’application φ est bi-harmonique si et seulement si τ(φ) ∈ KerJφ, où

Jφ : Γ(φ−1(TN)) −→ Γ(φ−1(TN))

V 7−→ Jφ(V ) = trg(∇φ)2V + trg R
N(V, dφ)dφ

1.7.2 Exemples d’applications bi-harmoniques

Exemple 1.7.1 Toute application harmonique est bi-harmonique.

Exemple 1.7.2 Considérons l’application différentiable

φ(M, g) −→ Rn

p 7−→ φ(p) = (φ1(p), ..., φn(p))
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Alors τ2(φ) = (τ2(φ
1), ..., τ2(φ

n)), donc φ est bi-harmonique si et seulement
si les applications φi, i = 1, ..., n sont bi-harmonique.

Exemple 1.7.3 Le simple exemple d’une application bi-harmonique, les polynômes
de degrés 3 et 2 sur R.

Exemple 1.7.4 Soit l’application

φ : (M, g) −→ (Sn, h),

φ est bo-harmonique si et seulement si :

trg(∇φ)2τ(φ) + 2e(φ)τ(φ)− trhh(τ(φ), dφ)dφ = 0.

En effet, remarquons que la sphère unité Sn à courbure constante égale à
1 d’oà d’aprés la formule :

R(X,Y)Z = g(Y,Z)X− g(X,Z)Y

On a
trg R

Sn(τ(φ), dφ)dφ = trg (h(dφ, dφ)τφ− h(τ(φ), dφ)dφ)

= |dφ|2τ(φ)− trg h(τ(φ), dφ)dφ

= 2e(φ)τ(φ)− trg h(τ(φ), dφ)dφ

Exemple 1.7.5 Soit Mn−1 une hypersurface de la sphère unité (Sn, h), alors
l’injection canonique i : Mn−1 −→ Sn muni de la métrique induite g est bi-
harmonique. En effet on a

τ(i) = trg∇ di = trg B = H

τ2(i) = trg(∇i)2H + trg R
Sn(H, di) di

on a :

H = (1− n)N

Alors, pour une base orthonormée {ei}n−1
i=1 sur M avec (∇M

ei
ej)x = 0

x ∈ M, on a
trg(∇i)2 = (1− n)∇i

ei
∇i
ei
N = (1− n)∇Sn

ẽi
∇Sn
ẽi
N = (1− n)∇Sn

ẽi
ẽi
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= (1− n)((∇Sn
ẽi
ẽi)

⊥ + (∇Sn
ẽi
ẽi)

⊤)

= (1− n)(H +∇M
ei
ei) = (1− n)H,

et,comme Sn est de courbure constante on a

trg R
Sn(H, di) di = RSn(H, di(ei)) di(ei) = RSn(H, ẽi)ẽi

= h(ẽi, ẽi)H − h(H, ẽi)ẽi

= (n− 1)H − (1− n)g(N , ei)ei = (n− 1)H.

D’où : τ2(i) = 0.
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Chapter 2

Géometrie du fibré tangent
d’ordre 1

2.1 Introduction

Notation 2.1.1 Soit M une variété de dimension n, on note

i : Γ(T∗M) −→ C∞(TM)
ω −→ iω

l’application définie par:

iω : TM −→ R
(x, v) −→ ωx(v)

i est une application C∞(M)-linéaire.

Localement, on a

iω(x, v) = ωi(x)y
i (2.1)

où ω = ωidx
i et v = yi ∂

∂xi

Proposition 2.1.1 Soient X̃, Ỹ ∈ Γ(T(TM)); alors X̃ = Ỹ si et seulement
si pour tout ω ∈ Γ(T∗M), on a:

X̃(iω) = Ỹ(iω)
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Preuve:Il suffit de démontrer que si X̃(iω) = 0, pour tout ω ∈ Γ(T∗M),
alors X̃ = 0

Localement si X̃ = Ai ∂
∂xi

+Bi ∂
∂yi

, on a:

X̃(iω) = Ai
∂ωj
∂xi

yj +Biωi

d’où X̃(iω) = 0, pour tout ω ∈ Γ(T∗M) si et seulement si

Ai = Bi = 0, ∀i = 1, ..., n.

Remarque 2.1.1 Si f ∈ C∞(M) et X̃ ∈ Γ(T(TM)), alors localement on a:

i(df)(x, y) =
∂f

∂xi
(x)yi (2.2)

X̃(i(df)) = Ai
∂2f

∂xi∂xj
yj +Bi ∂f

∂xi
(2.3)

où X̃ = Ai ∂
∂xi

+Bi ∂
∂yi

De la remarque 2.1.1, on déduit:

Proposition 2.1.2 Soient X̃, Ỹ ∈ Γ(T(TM)); Alors X̃ = Ỹ si et seulement
si pour tout f ∈ C∞(M), on a:

X̃(i(df)) = Ỹ(i(df))

Definition 2.1.1 Soient X ∈ Γ(TM) un champ de vecteur sur M. On définit
les applications

γ :Lqp(TM) −→ Lq−1
p (TM)

F 7−→ γ(F )

γX :Lqp(TM) −→ Lq−1
p (TM)

F 7−→ γX(F )

où γ est un opérateur de contraction qui agit sur les champs de tenseurs de
type (p, q) sur le fibré tangent TM d’une variété différentiable M.

La définition locale montre que γ contracte le premier indice covariant h1
de F avec les coordonnées yh1 de l’espace tangent (représentant une direction
dans TM).
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γ(F ) = F
k1..kp
h1..hq

yh1
∂

∂yk1
⊗ ...⊗ ∂

∂ykp
⊗ dxh2 ⊗ ...⊗ dxhq (2.4)

γX(F ) = F
k1..kp
h1..hq

Xh1 ∂

∂yk1
⊗ ...⊗ ∂

∂ykp
⊗ dxh2 ⊗ ...⊗ dxhq (2.5)

où: q ≥ 1, F = F
k1..kp
h1..hq

∂
∂xk1

⊗ ...⊗ ∂
∂xp

⊗ dxh1 ⊗ ...⊗ dxhq et X = Xj ∂
∂xj

.

Propriétés 2.1.1 .

1. la Définition 2.1.1 est indépendante de la carte choisie .

2. Si F est un champ de tenseurs de type (1, 1) sur la variété M, alors γ(F )
(resp γX(F )) est un champ de vecteurs sur TM, tel que localement:

γ(F ) = F i
jy

j ∂

∂yi
resp γX(F ) = F i

jX
j ∂

∂yi

où : F = F i
j
∂
∂xi

⊗ dxj et X = Xj ∂
∂xj

3. Si G ∈ Γ(T∗M) est une 1-forme sur la variété M, alors γ(G) = iG
(resp γX(G) = G(X) ◦ π) est une fonction de classe C∞ sur TM.

4. Si f ∈ C∞(M) et X ∈ Γ(TM), on pose : γ(f) = γX(f) = 0.

5. Si ∇ est une connexion linéaire sur la variété M et f ∈ C∞(M), alors

∇f = df, γ(df) = γ(∇f) = i(df).

Proposition 2.1.3 Si F,G ∈ T1
1(M) et X ∈ Γ(TM), alors:

1. [γXF, γXG] = 0.

2. [γXF, γG] = γX(G ◦ F ).

3. [γF, γG] = γ(G ◦ F )− γ(F ◦G).

Preuve: Localement on a:
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[γF, γG] = [F i
jy

j ∂

∂yi
, Gs

ky
k ∂

∂ys
]

= F i
jy

j ∂

∂yi
(Gs

ky
k)

∂

∂ys
−Gs

ky
k ∂

∂ys
(F i

jy
j)
∂

∂yi

= F i
jy

jδkiG
s
k

∂

∂ys
−Gs

ky
kδjsF

i
j

∂

∂yi

= yjGs
kF

k
j

∂

∂ys
− ykF i

sG
s
k

∂

∂yi

= yj(G ◦ F )sj
∂

∂ys
− yk(F ◦G)ik

∂

∂yi
.

Pour plus de détail voir K. Yano et S. Ihihara [12]
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2.2 Relèvement vertical

2.2.1 Relèvement vertical d’une fonction

Definition 2.2.1 Soient M une variété de dimension m et (TM, π,M) le
fibré vectoriel tangent associé. soit f ∈ C∞(M), on définit le relèvement
vertical fV par :

fV = f ◦ π : TM −→ R
v ∈ TxM 7−→ fV (v) = f ◦ π(v) (2.6)

= f(x)

2.2.2 Relèvement vertical d’un champ de vecteurs

Definition 2.2.2 Un champ de vecteurs X̃ ∈ Γ(T(TM)) est dit vertical si
et seulement si pour toute fonction f ∈ C∞(M) on a

X̃fV = 0 (2.7)

Si

(
X̃h

1

X̃k
2

)
sont les composantes de X̃ relativement à une carte induite

(π−1(U), xh, yh) sur TM, alors pour toute fonction f ∈ C∞(M) On a :

X̃fV = X̃h
1

∂f

∂xh

d’où

Proposition 2.2.1 Un champ de vecteurs X̃ ∈ Γ(T(TM)) est vertical sur
TM si et seulement si relativement à une carte induite (π−1(U), xh, yh) sur
TM, les composantes de X̃ verifient la condition(

X̃h
1

X̃k
2

)
=

(
0

X̃k
2

)
(2.8)

Remarque 2.2.1 .

1. dvπ : Tv(TM) −→ TxM

Z = Zi
1

∂

∂xi
|v + Zj

2

∂

∂yi
|v 7−→ dπ(Z) = Zi

1

∂

∂xi
|x (2.9)

2. Nv = Ker(dvπ) est un sous espace vectoriel de TvTM, appelé sous
espace vertical.

56

Supprimer filigrane Wondershare
PDFelement



3. Localement Nv est engendré par ( ∂
∂y1

|v, ..., ∂
∂ym

|v).

4. N =
⋃

v∈TMNv est un sous fibré vectoriel de Γ(TM)

5. X̃ ∈ Γ(T(TM)) est un champ de vecteurs vertical si et seulement si
dπ(X̃) = 0

6. Si F ∈ T1
1(M) et X ∈ Γ(TM), alors γ(F ) et γX(F ) sont des champs de

vecteur verticaux.

Proposition 2.2.2 Si X ∈ Γ(TM) est un champ de vecteur sur M, alors il
existe un unique champ de vecteur XV sur TM verifiant:

XV (iω) = (ω(X))V (2.10)

pour tout ω ∈ Γ(T∗M).

Preuve: L’unicité découle de la proposition 2.1.1 et de la formule(2.10)
.
Localement si (Xi)i et (ωi)i et (X̃

h
1 , X̃

k
2) désignent les composantes de X , ω

et XV respectivement. Alors de la formule (2.10) on obtient :

X̃h
1(

∂

∂xh
ωi)y

i + X̃k
2ωk = ωkX

k

d’où

X̃h
1 = 0, X̃k

2 = Xk.

pour tout h, k = 1...m.

Definition 2.2.3 Soit X ∈ Γ(TM) un champ de vecteurs sur M, le champ
de vecteurs XV qui vérifie l’équation (3.10) est appelé relèvement vertical de
X à TM.
Localement si le champ de vecteurs X a pour composantes (Xh)h=1,...,m

relativement à une carte (U, xh)h sur M. Alors le relèvement vertical XV a
pour composantes

XV :

(
0
Xh

)
(2.11)

par rapport à la carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM.

Remarque 2.2.2 Le relèvement vertical XV de X au fibré tangent TM est
un champ de vecteurs vertical, et on a :
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XV fV = 0 (2.12)

pour tout X ∈ Γ(TM) et f ∈ C∞(M)

Propriétés 2.2.1 Soient X,Y ∈ Γ(TM) F ∈ T1
1(M) et f ∈ C∞(M), on a:

� (X + Y)V = XV +YV

� (fX)V = fVXV

� [XV ,YV ] = 0

� [XV , γF ] = γXF

En effet: pour tout ω ∈ Γ(T∗M), on a

[XV ,YV ](iω) = XV (YV (iω))− YV (XV (iω)) = XV (ω(Y)V )− YV (ω(X)V ) = 0

Localement, on a :

[XV , γF ] = [Xi ∂

∂yi
, yjF s

j

∂

∂ys
] = XiF s

j

∂

∂ys
= γXF

Remarque 2.2.3 .

� Nv =
{
XV
v ,X ∈ Γ(TM)

}
� Soient u ∈ TxM et X ∈ Γ(TM) tel que Xx = u, on ,note :

uV = XV
(x,u) (2.13)

appelé relèvement vertical de u. D’aprés la formule (2.11), cette définition
est indépendante du choix de X.

� L’application :

TM 7→ ⊂ TTM
(x, u) 7→ uV ∈ T(x,u)TM

est une section de classe C∞ sur TM, donc un champ de vecteurs sur
TM.

� Soient x ∈ M et v ∈ TxM , alors L’application :

TxM → N
u = uV

est un isomorphisme linéaire.
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2.2.3 Relèvement vertical d’une 1-forme

Definition 2.2.4 Une 1- forme ω̃ ∈ Γ(T∗(TM)) sur TM, est dite verticale
si :

ω̃(XV ) = 0 (2.14)

pour tout X ∈ Γ(TM).

Localement, si (ω̃1
i , ω̃

2
j ) désignent les composantes de ω̃ par rapport à une

carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM. Alors de la formule (2.14), on obtient
:

ω̃(XV ) = ω̃2
jX

j = 0

pour tout X ∈ Γ(TM) , d’où localement

ω̃ :

(
ω̃1
i

0

)
(2.15)

Proposition 2.2.3 Si f ∈ C∞(M) est une fonction de classe C∞ sur M,
alors d(fV ) est une 1-forme verticale sur le fibré tangent TM.

Preuve: De la relation (2.12) , on a :

d(fV )(XV ) = XV (fV ) = 0

pour tout X ∈ Γ(TM)

Definition 2.2.5 Soit ω ∈ Γ(T∗M). Le relévement vertical ωV de la 1-
forme ω est définit localement par

ωV = (ωi)
V dxi (2.16)

où ω = ωidx
i, relativement à une carte (U, xi) sur M.

Cette définition est independante de la carte choisie, en tenant compte que
si (dxi)i est une base locale de Γ(T∗M), elle induit alors (dxi, dyj)i,j une
base locale de Γ(T∗M).

Remarque 2.2.4 Le relèvement vertical ωV de ω au fibré TM est une 1-
forme verticale :

ωV (XV ) = 0 (2.17)

pour tout ω ∈ Γ(TM∗) et X ∈ Γ(TM)
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Proposition 2.2.4 Soient f, g ∈ C∞(M). Alors:

(df)V = d(fV ) (2.18)

(gdf)V = gV d(fV ) (2.19)

Preuve: Localement, on a :

d(fV ) =
∂(f ◦ π)
∂xi

dxi +
∂(f ◦ π)
∂yi

dyi =
∂(f ◦ π)
∂xi

dxi = (df)V

Remarque 2.2.5 De la Proposition 2.2.4, on obtient :

d((fg)V ) = d(fV .gV ) = gV .d(fV ) + fV .d(gV ) = (d(fg))V

Propriétés 2.2.2 on a pour tout ω, θ ∈ Γ(TM∗)et f ∈ C∞(M) :

(ω + θ)V = ωV + θV (2.20)

(fω)V = fV ωV (2.21)

Si (U, xh) est une carte sur la variété M, alors de la formule (2.16) on obtient
:

(dxh)V = dxh (2.22)

par rapport à la carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM.

2.2.4 Relèvement vertical des champs de tenseurs

Soient P,Q,R, S ∈ Tqp(M) des champs de tenseurs. On pose :

(P ⊗Q)V = P V ⊗QV (2.23)

(R + S)V = RV + SV

Si f ∈ T1
1(M) est un tenseur de type (1, 1) , tel que F h

i
∂
∂xh

⊗ dxi relative-

ment à une carte (U, xi) sur M, alors de la relation (2.23), on a :

F v = (F h
i

∂

∂xh
⊗ dxi)V

= (F h
i )

V (
∂

∂xh
)V ⊗ (dxi)V
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= (F h
i )

V (
∂

∂xh
)⊗ (dxi)

d’où F v a pour composantes :

F v :

(
0 0
F h
i 0

)
(2.24)

De même, si G ∈ T0
2(M) tel que G = Gijdx

i ⊗ dxj et H ∈ T2
0 tel que

H = H ih ∂
∂xi

⊗ ∂
∂xh

, alors :

Gv :

(
Gij 0
0 0

)
(2.25)

Hv :

(
0 0
0 H ih

)
(2.26)

par rapport à la carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM.

Proposition 2.2.5 Pour tout ω ∈ T0
1(M) on a :

dωV = (dω)V (2.27)

Preuve: Si ω = ωidx
i par rapport à la carte (U, xi) sur M, alors

ωV = (ωidx
i)V = ωidx

i

dωV =
∂ωi
∂xj

dxj ∧ dxi

=
1

2
(
∂ωi
∂xj

− ∂ωj
∂xi

)dxi ⊗ dxj

et

(dω)V = (dωi ∧ dxi)V

=
1

2
(
∂ωi
∂xj

− ∂ωj
∂xi

)dxi ⊗ dxj

Relativement à la carte induite (π−1(U), xh, yh),d(ωV ) a pour composantes :

d(ωV ) :

 1

2
(
∂ωi
∂xj

− ∂ωj
∂xi

) 0

0 0
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Proposition 2.2.6 Soit F ∈ T1
1(M) un champ de tenseurs de type (1, 1) sur

la variété M, alors

F v : TM → T(TM)

(x, u) 7→ F v(x, u) = (Fx(u))
V (2.28)

est un champ de vecteurs sur TM.
Relativement à la carte induite (π−1(U), xi, yj),on a:

F v = yiF i
j

∂

∂yj
= yi(F (

∂

∂xi
))V = γ(F )

2.3 Relèvement complet

2.3.1 Relèvement complet d’une fonction

Definition 2.3.1 Soit f une fonction de M.On définit le Relèvement Com-
plet de f , noté fC de M au fibré TM par

fC = idf (2.29)

fC : TM −→ R

v 7−→ df(v)

Relativement à la carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM,on a:

fC(x, y) = yi
∂f

∂xi
(x) = (∂f)(x).

De la Proposition 2.1.2, on conclus que cette famille de fonctions joue un
rôle important dans la caractérisation des champs de vecteurs sur le fibré
tangent TM et on a :

Proposition 2.3.1 Soient X̃ et Ỹ deux champs de vecteurs sur TM. Si pour
tout fonction f ∈ C∞(M) on a :

X̃(fC) = Ỹ(fC),

alors

X̃ = Ỹ
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Propriétés 2.3.1 Soit X ∈ Γ(TM), F ∈ T1
1(M) et g, f ∈ C∞(M) on a:

XV (fC) = (X(f))V (2.30)

(gf)C = gCfV + gV fC (2.31)

(g + f)C = gC + fC (2.32)

(γF )(fC) = γ(df ◦ F ) (2.33)

Localement, si F = F j
i

∂
∂xi

⊗ dxj alors :

(γF )(fC) = yiF j
i

∂

∂yj
(ys

∂f

∂xs
) = yiF j

i δ
s
j

∂f

∂xs
= γ(df ◦ F )

Remarque 2.3.1 Si (U, xi) est une carte sur la variété M, alors (π−1(U), (xi)V , (xj)C)
est la carte induite sur le fibré tangent TM.

2.3.2 Relèvement complet d’un champ de vecteurs

Definition 2.3.2 Le relèvement Complet d’un champ de vecteurs X sur M
est l’unique champ de vecteurs XC sur le fibré tangent TM tel que

XCfC = (Xf)C (2.34)

pour tout f ∈ C∞(M).

L’unicité découle de la Proposition 2.3.1 et l’existence provient de la propr-
sition suivante :

Proposition 2.3.2 Si X est un champ de vecteurs de composantes (Xh)h
par rapport à une carte (U, xh) sur M, alors le relèvement complet XC a pour
composantes

XC =

(
Xh

∂Xh

)
(2.35)

relativement à la carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM , où ∂Xh = yi ∂X
h

∂xi
. .

Preuve: Soient

(
X̃h

1

Ỹk
2

)
les composantes de XC par rapport à la carte

induite (π−1(U), xh, yh) sur TM. De la formule (2.34), on a:
pour tout f ∈ C∞(M),
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XC(fC) = X̃i
1(

∂2f

∂xi∂xj
)yj + X̃j

2

∂f

∂xj

= (Xf)C

= yi
∂

∂xi
(Xj ∂f

∂xj
)

= Xjyi(
∂2f

∂xi∂xj
) + (yi

∂Xj

∂xi
)
∂f

∂xj

d’où X̃i
1 = Xi et X̃j

2 = yi
∂Xj

∂xi
; (i, j = 1, ...,m).

Proposition 2.3.3 Soient f ∈ C∞(M), X ∈ Γ(TM) et ω ∈ Γ(TM∗), on a :

XC +YC = (X + Y)C (2.36)

(fX)C = fCXV + fVXC (2.37)

XCfV = (Xf)V (2.38)

ωV (XC) = (ω(X))V (2.39)

Preuve: .

1. Les formules (2.36) et (2.37) sont des conséquences directes de la
définition 2.3.2 et des Propriétés 2.3.1.

2. Localement, on a :

� XCfV = Xi ∂
∂xi

(f ◦ π) + yi ∂X
j

∂xi

∂
∂yi

(f ◦ π) = Xi ∂
∂xi

(f ◦ π) = (Xf)V

� ωV (XC) = ωsdx
s(Xi ∂

∂xi
+ yi ∂X

j

∂xi

∂
∂yi

) = ωsdx
s(Xi ∂

∂xi
)

= (ωsX
s) ◦ π = (ω(X))V

Proposition 2.3.4 Soient X,Y ∈ Γ(TM) et F ∈ T1
1(M), on a :[

XV ,YV
]
= 0 (2.40)[

XV ,YC
]
= [X,Y]V (2.41)
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[
XC ,YC

]
= [X,Y]C (2.42)[

XC , γF
]
= γ(LXF ) (2.43)

Preuve:En utilisant la proposition de caractérisation (Proposition 2.3.1),
on a pour tout f ∈ C∞(M), :

�
[
XV ,YV

]
(fC) = XV (YV (fC))− YV (XV (fC))

= XV (Yf)V − YV (Xf)V

= 0

�
[
XV ,YC

]
(fC) = XV (YC(fC))− YC(XV (fC))

= XV (Yf)C − YC(Xf)V

= (X(Yf))V − (Y(Xf))V

= ([X,Y] f)V

= [X,Y]V fC

� De même, on obtient :[
XC ,YC

]
(fC) = XC(YC(fC))− YC(XC(fC))

= XC(Yf)C − YC(Xf)C

= (X(Yf))C − (Y(Xf))C

= ([X,Y] f)C

= [X,Y]C fC

� Localement, on a :
d’une part

LXF = LXF (
∂

∂xi
)⊗ dxi

=

{[
X, F (

∂

∂xi
)

]
− F

[
X,

∂

∂xi

]}
⊗ dxi

=

{[
Xs ∂

∂xs
, F j

i

∂

∂xj

]
− F

[
Xs ∂

∂xs
,
∂

∂xi

]}
⊗ dxi

=

{
Xs∂F

k
i

∂xs
− F j

i

∂Xk

∂xj
+ F k

s

∂Xs

∂xi

}
∂

∂xk
⊗ dxi
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� et d’autre part:

[
XC , γF

]
=

[
Xs

∂

∂xs
+ yi

∂Xs

∂xi
∂

∂ys
, ykF j

k

∂

∂yj

]

= ykXs∂F
j
k

∂xs
∂

∂yj
+ yi

∂Xs

∂xi
δksF

j
k

∂

∂yj
− ykF j

k δ
i
j

∂Xs

∂xi
∂

∂ys

= yiXs∂F
k
i

∂xs
∂

∂yk
+ yi

∂Xs

∂xi
F j
s

∂

∂yj
− ykF i

k

∂Xs

∂xi
∂

∂ys

= yi
{
Xs∂F

k
i

∂xs
+
∂Xs

∂xi
F k
s − F j

i

∂Xk

∂xj

}
∂

∂yk

= γ(LXF )

Remarque 2.3.2 Relativement à une carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM
, pour tout i = 1, ...,m, on a :

(
∂

∂xi
)C =

∂

∂xi
(2.44)

2.3.3 Relèvement complet d’une 1-forme

Théorème de caractérisation des formes différentielles

Théorème 2.3.1 Soient ω̃, θ̃ ∈ Γ(T∗(TM)) deux formes sur TM. Alors
ω̃ = θ̃ Si et seulement si pour tout X ∈ Γ(TM) on a:

ω̃(XC) = θ̃(XC)

Preuve :
Il suffit de démontrer que si ω̃(XC) = 0 pour tout X ∈ Γ(TM), alors ω̃ = 0 .

Localement si X = Xi ∂
∂xi

(resp ω̃ = ω̃1
i dx

i + ω̃2
jdy

j ) relativement à la

carte (U, xi) sur M (resp à la carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM), alors

ω̃(XC) = ω̃1
hX

h + ω̃2
ky

i∂X
k

∂xi
= 0

d’où ω̃1
h = 0 = ω̃2

k ; h, k = 1, ...,m.
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Théorème 2.3.2 Si ω̃, θ̃ ∈ T0
p(TM) (rsp ∈ T1

p(TM) ), tels que pour tout
X1, ...,Xp ∈ Γ(TM):

ω̃(XC
1 , ...,X

C
p ) = θ̃(XC

1 , ...,X
C
p )

Alors ω̃ = θ̃.

Proposition 2.3.5 Soit ω ∈ Γ(T∗M), il existe une unique ωC ∈ Γ(T∗(TM))
telle que pour tout X ∈ Γ(TM), on a

ωC(XC) = (ω(X))C (2.45)

Preuve :
L’unicité découle du Théorème 3.3.1.
Localement: si X = Xi ∂

∂xi
, ω = ωidx

i et ωC = ω̃idx
i + ω̃jdy

j, alors

ωC(XC) = ω̃i(X
i) + ω̃j(y

i∂X
j

∂xi
)

= (ωX)C

= yi
∂(ωhX

h)

∂xi

= (yi
∂ωh
∂xi

)Xh + ωh(y
i∂X

h

∂xi
)

d’où ω̃i = ∂ωi = (yi
∂ωh
∂xi

) et ω̃j = ωj i, j = 1, ...,m.

On pose alors, localement

XC = ∂ωi
∂

∂xi
+ ωj

∂

∂yj

Definition 2.3.3 Soit ω ∈ Γ(T∗M), l’unique forme ωC ∈ Γ(T∗(TM)) qui
vérifie la formule (2.45) est appelée relèvement complet de ω.

Proposition 2.3.6 Si ω est une 1-forme sur M de composantes (ωi) par
rapport à une carte (U, xh) , alors le relèvement complet ωC a pour com-
posantes

ωC : (∂ωi, ωj) = (yi
∂ωh
∂xi

, ωj) (2.46)
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Relativement à une carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM

Remarque 2.3.3 Relativement à une carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM,
on a:

(dxi)C = dyi (2.47)

Proposition 2.3.7 Si ω, θ ∈ Γ(TM∗) et X ∈ Γ(TM) , alors :

1. (ω + θ)C = ωC + θC

2. (fω)C = fCωV + fV ωC

3. ωC(XV ) = (ω(X))V

Preuve : Soit X ∈ Γ(TM), on a:

1. (ω + θ)C(XC) = ((ω + θ)(X))C = (ω(X) + θ(X))C

= (ω(X))C + (θ(X))C

= (ωC + θC)(XC)

2. ((fω)C)(XC) = (fω(X))C = fV (ω(X))C + fC(ω(X))V

= fV ωC(XC) + fCωV (XC)

3. Localement si X = Xi ∂
∂xi

, ω = ωidx
i, alors des formules (2.11) et

(2.46), on obtient :

ωC(XV ) = (ωiX
i) ◦ π = (ω(X))V

2.3.4 Relèvement complet d’un champ de tenseurs

Definition 2.3.4 Le relèvement complet peut être prolonger à un tenseur
quelconque de maniére unique tel que pour tout P,Q ∈ Tqp(M) et f ∈ C∞(M),
on a :

(P ⊗Q)C = PC ⊗QV + P V ⊗QC (2.48)

(P +Q)C = PC +QC (2.49)

(fP )C = fCP V + fV PC (2.50)
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Si F ∈ T1
1(M) tel que localement F = F h

i
∂
∂xh

⊗ dxi, alors:

FC = (F h
i

∂
∂xh

⊗ dxi)C

= (F h
i )

C( ∂
∂xh

)V ⊗ (dxi)V + (F h
i )

V ( ∂
∂xh

)C ⊗ (dxi)V

+(F h
i )

V ( ∂
∂xh

)V ⊗ (dxi)C

= (F h
i )

C ∂
∂yh

⊗ dxi + (F h
i )

V ∂
∂xh

⊗ dxi + (F h
i )

V ∂
∂yh

⊗ dyi

d’où FC a pour composantes

FC :

(
F h
i 0

∂F h
i F h

i

)
(2.51)

De même si G ∈ T0
2(M) tel que G = Gijdx

i ⊗ dxj , alors GC a pour
coordonnées :

GC :

(
∂Gij Gij

Gij 0

)
(2.52)

Proposition 2.3.8 Soient X,Y ∈ Γ(TM) et G ∈ T0
2(M), on a

GC(XV ,YV ) = 0 (2.53)

GC(XC ,YV ) = (G(X,Y))V (2.54)

GC(XC ,YC) = (G(X,Y))C (2.55)

Preuve :En vertu de la Définition 2.3.4, il suffit de démontrer la propo-
sition dans le cas où G = ω ⊗ ω̄ , on a :

� GC(XV ,YV ) = (ωC + ω̄V )(XV ,YV ) + (ωV + ω̄C)(XV ,YV )

= ωC(XV )ω̄V (YV ) + ωV (XV )ω̄C(YV )

= 0

� GC(XC ,YV ) = ωC(XC)ω̄V (YV ) + ωV (XC)ω̄C(YV )

=(ω(X))V (ω̄(Y))V
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= (G(X,Y))V

� GC(XC ,YC) = ωC(XC)ω̄V (YC) + ωV (XC)ω̄C(YC)

= (ω(X))C(ω̄(Y))V + (ω(X))V (ω̄(Y))C

= (ω(X)ω̄(Y))C

= (G(X,Y))C

Proposition 2.3.9 Pour tout ω ∈ Γ∗(TM) on a :

d(ωC) = (dω)C (2.56)

Preuve : En utilisant le théorème 2.3.2, la Proposition 2.3.8, les Pro-
priétés 2.3.1, la formule (3.42) et la formule de dérivation suivante:

dω(X,Y) = X(ω(Y))− Y(ω(X))− ω ([X,Y])

on obtient :

d(ωC)(XC ,YC) = XC(ωC(YC))− YC(ωC(XC))− ωC
([
XC ,YC

])
= (X(ω(Y)))C − (Y(ω(X)))C − (ω ([X,Y]))C

= ((dω)(X,Y))C

= (dω)C(XC ,YC)

2.4 Relèvement horizontal

Dans cette section, on suppose que M est une variété de dimension m munie
d’une connexion linéaire ∇.

Definition 2.4.1 On définit la connexion opposée à ∇ notée ∇̂, par :

∇̂XY = ∇YX+ [X,Y]

∀ X,Y ∈ Γ(TM).

Remarque 2.4.1 .

1. Soient T et T̂ les tenseurs de torsion associés à ∇ et ∇̂ respectivement,
alors pour tout X,Y ∈ Γ(TM) , on a T̂ (X,Y) = T (Y,X).

2. Si ∇ est sans torsion, alors ∇̂ = ∇.
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2.4.1 Relèvement horizontal d’une fonction

De la Propriété 2.1.1 (5), on rappel que, pour tout f ∈ C∞(M), on a :

γ(df) = γ(∇f) = γ(∇̂f) = i(df) = fC = ∂f .

Definition 2.4.2 Si f est une fonction sur M, on pose

fH = fC − γ(∇̂) = 0. (2.57)

application de classe C∞ sur TM dite relèvement horizontal de la fonction
f .

2.4.2 Relèvement horizontal d’un champ de vecteurs

Definition 2.4.3 Soit X un champ de vecteurs sur M. On définit le relèvement
Horizontal de X noté XH au fibré tangent TM par

XH = XC −∇γX (2.58)

Localement si X = Xi ∂
∂xi

, alors

∇X = (
∂Xi

∂xj
+XkΓijk)

∂

∂xi
⊗ dxj

∇γX = (
∂Xi

∂xj
+XkΓijk)y

j ∂

∂yi

∇̂∇X = (
∂Xi

∂xj
+XkΓikj)y

j ∂

∂yi

XC = Xi ∂

∂xi
+ yj

∂Xi

∂xi
∂

∂yi

Proposition 2.4.1 Si X un champ de vecteurs sur TM de composantes (Xh)
par rapport à une carte (U,Xh) sur M, alors le relèvement horizontal XH a
pour composantes

XH =

(
Xh

−XjΓkijy
i

)
(2.59)

et (
∂

∂xi

)H
=

∂

∂xi
− yjΓhji

∂

∂yh
(2.60)
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On note :

δ

δxi
=

[
∂

∂xi
− yjΓhji

∂

∂yh

]
=

(
∂

∂xi

)H
(2.61)

relativement à la carte induite (π−1(U), xi, yi) sur TM.

Remarque 2.4.2 Pour tout X ∈ Γ(TM) on a dπ ◦ XH = X ◦ π.

Definition 2.4.4 Soit v ∈ Γ(TM), alors

Hv =
{

XH
v ; X ∈ Γ(TM)

}
(2.62)

est un sous espace vectoriel de Tv(TM) appelé espace horizontal associé à ∇.

H =
⋃
v∈TM

Hv (2.63)

est un sous fibré vecoriel de T(TM) appelé fibré horizontal associé à ∇.

Remarque 2.4.3 .
D’après les formules (2.59) et (2.62), localement pour tout v ∈ TM, on obtient
:

Hv =

{
ai

∂

∂xi
|v − Γkjia

iyj
∂

∂yk
|v ; a1, ..., am ∈ R

}
(2.64)

De la Remarque 2.2.1 et la Définition 2.4.4 découle la proposition suivante :

Proposition 2.4.2 .

T(TM) = H⊗N

Tw(TM) = Hw ⊗Nw

où w ∈ TM.
En effet localement si w = wi ∂

∂xi
∈ TxM et X̃ = ai ∂

∂xi
+ bi ∂

∂yi
∈ Tv(TM),

alors

X̃ = (ai
∂

∂xi
− aiwjΓkij

∂

∂yk
) +

{
bk + aiwjΓkij

} ∂

∂yk

avec :

X̃h = (ai
∂

∂xi
− aiwjΓkij

∂

∂yk
) ∈ Hv est la partie horizontale de X̃
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et

X̃v =
{
bk + aiwjΓkij

} ∂

∂yk
∈ Nw est la partie verticale de X̃.

Definition 2.4.5 Soit w ∈ TxM, le relèvement horizontal de w est defini
par

wH = XH
w (2.65)

où X ∈ Γ(TM) telque Xx = w. De la formule (2.59) cette définition est
indépendante du champ de vecteurs X choisi, et on a la proposition :

Proposition 2.4.3 L’application

TxM −→ Hv

w 7−→ wH

est un isomorphisme linéaire

Definition 2.4.6 Un champ de vecteurs X̃ ∈ Γ(T(TM)) est dit horizontal,
si pour tout v ∈ TM on a X̃v ∈ Hv

Proposition 2.4.4 Un champ de vecteurs X̃ ∈ Γ(T(TM)) est horizontal, si
et seulement si, localement, pour h = 1...m., on a :

X̃h
2 + ΓhijX̃

j
1y
i = 0 (2.66)

où X̃ = X̃i
1
∂
∂xi

+ X̃j
2
∂
∂yj
.

Proposition 2.4.5 Pour tout X,Y ∈ Γ(TM) et f ∈ C∞(M), on a :

� (X + Y)H = (X)H + (Y)H

� (fX)H = (f)VXH

� XHfV = (Xf)V

� XHfC = (Xf)C − γ(df ◦ (∇X))

�
[
XV ,YH

]
= [X,Y]V − (∇XY)

V = −(∇̂YX)
V

�
[
XH ,YV

]
= (∇̂XY)

V

�
[
XH ,YH

]
= [X,Y]H − γR̂(X,Y)
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où R̂ est le champs de vecteurs de courbure associé à ∇̂ .

Lemme 2.4.1 .
(∇Y)◦(∇X)−(∇X)◦(∇Y) =

{
∇̂Y∇̂X − ∇̂X∇̂Y

}
−LY∇X+LX∇Y+[LY,LX]

pour tout X,Y ∈ Γ(TM).

Preuve :
Soit Z ∈ Γ(TM), on a :
(∇Y) ◦ (∇X)Z = (∇Y)(∇ZX)

= (∇Y)(∇̂XZ + [Z,Y])

= (∇Y)(∇̂XZ)− (∇Y)(LX(Z))

= ∇̂Y(∇̂XZ)− (LY)(∇̂XZ)− (∇Y)(LX(Z))

= ∇̂Y(∇̂XZ)− (LY)(LXZ)− (LY)((∇X)(Z))

−(∇Y)(LX(Z))

(∇Y)◦(∇X)Z−(∇X)◦(∇Y)Z =
{
∇̂Y∇̂XZ− ∇̂X∇̂YZ

}
−{LY ((∇X)(Z))−∇X(LY(Z))}

+LX ((∇Y)(Z))−∇Y(LX(Z))

−{LY(LX(Z))− LX(LY(Z))}

=
{
∇̂Y∇̂XZ− ∇̂X∇̂YZ

}
− (LY∇X)(Z) + (LX∇Y)(Z)

− [LY,LX] (Z).

Ici on a utilisé la propriété LX(F (Z)) = (LX ◦ F )(Z) + F (LXZ)

Preuve de la Proposition 2.4.5
on a :

� XH(fV ) = (XC −∇γX)(f
V )

= XC(fV )− (∇γX)(f
V )

Puisque ∇γX est un champ de vecteur vertical, alors

XH(fV ) = XC(fV )
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= (Xf)V

� XH(fC) = XC(fC)− (∇γX)(f
C)

De la Propriété 2.3.1 (formule (2.33)), on obtient :

XH(fC) = (Xf)C − γ(df ◦ ∇X)

�
[
XV ,YH

]
=
[
XV ,YC

]
−
[
XV , γ(∇Y)

]
, (de la Propriété 2.2.1)

= [X,Y]V − γX(∇Y)

= [X,Y]V − (∇XY)
V

�
[
XH ,YH

]
=
[
XC ,YC

]
−
[
γ(∇X),YC

]
−
[
XC , γ(∇Y)

]
+[γ(∇X), γ(∇Y)]

= [X,Y]C + γ {LY∇X− LX∇Y+ (∇Y) ◦ (∇X)− (∇X) ◦ (∇Y)}

= [X,Y]H + γ(∇ [X,Y]) + γ {LY∇X− LX∇Y}

+γ {(∇Y) ◦ (∇X)− (∇X) ◦ (∇Y)}

Du Lemme 2.4.1 on obtient[
XH ,YH

]
= [X,Y]H + γ

{
∇̂[X,Y] − L[X,Y]

}
+ γ {LY∇X− LX∇Y}

+γ {(∇Y) ◦ (∇X)− (∇X) ◦ (∇Y)}

= [X,Y]H − γR̂(X,Y)− γ
{
L[X,Y] + [LY,LX]

}
= [X,Y]H − γR̂(X,Y)
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2.4.3 Relèvement horizontal d’une 1-forme

Definition 2.4.7 Soit ω une 1-forme dans M. on définit le Relèvement
Horizontal de ω noté ωH de M au fibré TM par :

ωH = ωC −∇γω (2.67)

où ∇γω = γ(∇ω).

Expressions Locale. Si (ωi) désignent les coordonées de ω ∈ Γ(T∗M) et
Γhji les coefficients de Christoffel associés à la connexion ∇ relativement à la
carte (U, xh) sur M on a :

ωC : (∂ωi, ωi)

∇γω : (yj∂jωi − yjΓhjiωh, 0)

∇̂γω : (yj∂jωi − yjΓhijωh, 0)

ωH : (yjΓhjiωh, ωi)

par rapport à la carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM.

Definition 2.4.8 Une 1-forme ω̃ ∈ Γ(T∗(TM)) est dite horizontale si on
a :

ω̃(XH) = 0 (2.68)

pour tout X ∈ Γ(TM).

Expressions Locale.
Si (ω̃1

i , ω̃
2
j ) désignent les composantes de ω̃ ∈ Γ(T∗(TM)) par rapport à une

carte induite (π−1(U), xh, yh) sur TM, alors pour tout X ∈ Γ(TM), on a :

ω̃(XH) = ω̃1
iX

i − ω̃2
hy

jΓhjiX
i = 0

d’où

ω̃1
i ω̃

2
hy

jΓhji = 0 (2.70)

pour tout i = 1..m
Localement, on peut démontrer les propriétés suivantes :

Propriétés 2.4.1 Soient ω ∈ Γ(TM∗) et X ∈ Γ(TM), on a :

ωH(XV ) = (ω(X))V (2.71)

ωH(XC) = ωC(∇γX) (2.72)

ωH(XH) = 0 (2.73)

Remarque 2.4.4 De la formuule 2.68, localement on obtient

(dxh)H = yjΓhjidx
i + dyh (2.74)
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2.4.4 Relèvement horizontal d’un champ de tenseurs

Definition 2.4.9 Soit S un champ de tenseurs sur M de type (0, s) (resp
(1, s). On définit le Relèvement Horizontal de S au fibré TM noté SH

par

SH = SC −∇ωS (2.75)

Definition 2.4.10 D’une manière générale le relèvement Horizontal peut
être prolonger à un tenseur quelconque de maniére unique tel que pour tout
P,Q ∈ Tqp(M) ,on a

(P ⊗Q)H = PH ⊗QV + P V ⊗QH (2.76)

(P +Q)H = PH +QH (2.77)

Expressions Locale.
Si F ∈ T1

1(M) tel que F = F i
j
∂
∂xi

⊗ dxj, alors :

FH :

(
F i
k 0

−yjF t
kΓ

i
jt + yjF i

tΓ
t
jk F i

k

)
(2.78)

Si G ∈ T0
2(M) tel que G = Gijdx

i ⊗ dxj alors :

GH :

(
ytΓhtjGhi + ytΓhtiGjh Gij

Gij 0

)
(2.79)

Si H ∈ T2
0(M) tel que H = H ih ∂

∂xi
⊗ ∂

∂xh
alors :

HH :

(
0 H ih

H ih − ytΓitjH
jh − ytΓhtjH

ij

)
(2.80)

Proposition 2.4.6 Soit F ∈ T1
1(M) un champ de tenseurs de type (1, 1) sur

la variété M, alors

F h : TM −→ TTM

(x, u) 7−→ F h(x, u) = F h
(x,u)(u

H) (2.81)

est un champ de vecteurs sur TM.
Localement, relativement à une carte induite (π−1(U), xi, yi), on a

F h = yiF j
i

∂

∂xj
− yiykF l

iΓ
s
lk

∂

∂ys
= yi(F (

∂

∂xi
))H
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2.5 Métrique Naturelle

2.5.1 Métrique Naturelle

Definition 2.5.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne. Une métrique Rie-
mannienne ḡ sur le fibré tangent TM de M est dite naturelle par rapport à g
si

ḡ(XH ,YH) = g(X,Y) ◦ π

ḡ(XH ,YV ) = 0
pour tout X,Y ∈ Γ(TM)

Remarque 2.5.1 De la Définition 2.5.1, on déduit que pour tout champ de
vecteurs vertical Ỹ ∈ Γ(TM) et X ∈ Γ(TM), on a

ḡ(XH , Ỹ) = 0

où ḡ est une métrique naturelle sur le fibré tangent TM.

Proposition 2.5.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne de connexion de
Levi-Civita ∇. Si ḡ est une métrique naturelle sur TM de connexion de
Levi-Civita ∇̄, alors

1. ḡ(x,u)(∇̄XHY
H ,ZH) = g(x,u)((∇XY)

H ,ZH) = gx((∇XY),Z) ◦ π

2. ḡ(x,u)(∇̄XHY
H ,ZV ) = −1

2
ḡ(x,u)({R(X,Y)u}V ,ZV )

3. ḡ(x,u)(∇̄XHY
V ,ZV ) =

1

2

[
XH(ḡ(YV ,ZV )) + ḡ(ZV , (∇XY)

V )− ḡ(YV , (∇XZ)
V )
]
(x,u)

4. ḡ(x,u)(∇̄XHY
V ,ZH) = −1

2
ḡ(x,u)({R(Z,X)u}V ,YV )

5. ḡ(x,u)(∇̄XVY
H ,ZH) =

1

2
ḡ(x,u)({R(Y,Z)u}V ,XV )

6. ḡ(x,u)(∇̄XVY
H ,ZV ) =

1

2

[
YH(ḡ(XV ,ZV ))− ḡ(ZV , (∇YX)

V )− ḡ(XV , (∇YZ)
V )
]
(x,u)

7. ḡ(x,u)(∇̄XVY
V ,ZH) =

1

2

[
−ZH(ḡ(XV ,YV )) + ḡ(YV , (∇ZX)

V ) + ḡ(XV , (∇ZY)
V )
]
(x,u)

8. ḡ(x,u)(∇̄XVY
V ,ZV ) =

1

2

[
XV (ḡ(YV ,ZV )) + YV (ḡ(ZV ,XV ))− ZV (ḡ(XV ,YV ))

]
(x,u)

où (x, u) ∈ Γ(TM) tel que π(u) = x.
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La preuve découle immédiatement de la formule de Kozul, la Définition 2.5.1
et de la Proposition 2.4.5
Preuve de la Proposition 2.5.1

1. 2ḡ(∇̄XHY
H ,ZH) = XH(ḡ(YH ,ZH))+YH(ḡ(ZH ,XH))−ZH(ḡ(XH ,YH))

+ḡ(ZH , [XH ,YH ]) + ḡ(YH , [ZH ,XH ])− ḡ(XH , [YH ,ZH ])

= XH(g(Y,Z)V ) + YH(g(Z,X)V )− ZH(g(X,Y)V ) + ḡ(ZH , [X,Y]H)

+ḡ(YH , [Z,X]H)− ḡ(XH , [Y,Z]H)

= {X(g(Y,Z)) + Y(g(Z,X))− Z(g(X,Y)) + g(Z, [X,Y]) + g(Y, [Z,X])− g(X, [Y,Z])}V

= 2g(∇XY,Z) ◦ π

2. 2ḡ(∇̄XHY
H ,ZV ) = XH(ḡ(YH ,Zv)) + YH(ḡ(Zv,XH))− Zv(ḡ(XH ,YH))

+ḡ(ZV , [XH ,YH ]) + ḡ(YH , [ZV ,XH ])− ḡ(XH , [YH ,ZV ])

= −Zv(g(X,Y)V ) + ḡ(ZV , [X,Y]H)− ḡ(ZV , γ(R̂(X,Y))−
ḡ(YH , (∇̂XZ)

V )− ḡ(XH , (∇̂YZ)
V )

= −ḡ(ZV , γ(R̂(X,Y))

= −ḡ(ZV , γ(R(X,Y))

puisque la connexion est symetrique ∇̂ = ∇ et R̂ = R. Comme γ(R(X,Y))(x,u) =
γ(Rx(X,Y), u))V , on déduit

ḡ(x,u)(∇̄XHY
H ,ZV ) = −1

2
ḡ(x,u)({R(X,Y)u}V ,ZV )

Les autres égalités se démontrent de la même façon. [15]
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2.5.2 Métrique de Sasaki

Definition 2.5.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne. La métrique de
Sasaki associée est l’unique métrique naturelle ĝ sur le fibré tangent TM
telle que :

1. ĝ(XH ,YH) = g(X,Y) ◦ π

2. ĝ(XH ,YV ) = 0 (2.83)

3. ĝ(XV ,YV ) = g(X,Y) ◦ π

pour tout X,Y ∈ Γ(TM)

Dans toute la suite, la métrique de Sasaki sera notée gS.
De la Proposition 2.5.1 et la Définition 2.5.1, on déduit:

Proposition 2.5.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne et gS la métrique

de Sasaki associée à g sur TM . Si ∇ (resp. ∇̂) désigne la connexion de
Levi-Civita sur (M, g) (resp. sur (TM, gS)) alors on a :

1. gS(x,u)(∇̂XHY H , ZH) = gS(x,u)((∇XY )H , ZH);

2. gS(x,u)(∇̂XHY H , ZV ) = −1
2
gS(x,u)((R(X, Y )u)V , ZV );

3. gS(x,u)(∇̂XHY V , ZH) = 1
2
gS(x,u)((R(u, Y )X)H , ZH);

4. gS(x,u)(∇̂XHY V , ZV ) = gS(x,u)((∇XY )V , ZV );

5. gS(x,u)(∇̂XV Y H , ZH) = 1
2
gS(x,u)((R(u,X)Y )H , ZH);

6. gS(x,u)(∇̂XV Y H , ZV ) = 0;

7. gS(x,u)(∇̂XV Y V , ZH) = 0;

8. gS(x,u)(∇̂XV Y V , ZV ) = 0;

pour tous champs de vecteurs X, Y, Z ∈ Γ(TM) et (x, u) ∈ TM , où R désigne
le tenseur de courbure de (M, g).

De la Proposition 2.5.2, découle:
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Proposition 2.5.3 Soit (M, g) une variété Riemannienne et gS la métrique

de Sasaki associée à g sur TM . Si ∇ (resp. ∇̂) désigne la connexion de
Levi-Civita sur (M, g) (resp. sur (TM, gS)) alors on a :

1. (∇̂XHY H)(x,u) = (∇XY )H(x,u) −
1
2
(Rx(X, Y )u)V ;

2. (∇̂XHY V )(x,u) = (∇XY )V(x,u) +
1
2
(Rx(u, Y )X)H ;

3. (∇̂XV Y H)(x,u) =
1
2
(Rx(u,X)Y )H ;

4. (∇̂XV Y V )(x,u) = 0;

pour tous X, Y ∈ Γ(TM) et (x, u) ∈ TM , où R désigne le tenseur de courbure
de (M, g).

La preuve découle immédiatement de la Proposition 2.5.3.

2.6 Métrique de Cheeger-Gromoll

Definition 2.6.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne. La métrique de
Cheeger-Gromoll ĝ est une métrique naturelle définie sur le fibré tangent
TM par :

1. ĝp(X
H , Y H) = gx(X, Y );

2. ĝp(X
H , Y V ) = 0;

3. ĝp(X
V , Y V ) = 1

1+r2
(gx(X, Y ) + gx(X, u)gx(Y, u));

où X, Y ∈ Γ(TM), p = (x, u) ∈ TM et r = ∥u∥ =
√
g(u, u). Par la suite,

on pose λ = 1 + r2.

Lemme 2.6.1 Soient (M, g) une variété Riemannienne et f : R → R une
fonction de classe C1. Pour tous X ∈ Γ(TM), p = (x, u) ∈ TM et r2 =
g(u, u), on a :

1. XH
p (f(r2)) = 0,

2. XV
p (f(r

2)) = 2f ′(r2)gx(X, u).

Preuve
Localement, si U : x ∈ M 7→ Ux = u = ui ∂

∂xi
∈ TM est un champ de

vecteurs constant sur chaque fibre TxM , alors d’après les formules (2.11) et
(2.59) on obtient :
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1. Pour le premier point :

XH
p (f(r2)) =

(
X i ∂

∂xi
(f(r2))− ΓkijX

iyj
∂

∂yk
(f(r2))

)
p

=

(
X if ′(r2)

∂

∂xi
(r2)− f ′(r2)ΓkijX

iyj
∂

∂yk
(r2)

)
p

= f ′(r2)

(
X i ∂

∂xi
(gsty

syt)− ΓkijX
iyj

∂

∂yk
(gsty

syt)

)
p

= f ′(r2)
(
(Xg(U,U))x − 2(ΓkijX

iyjgsky
s)p
)

= f ′(r2) [Xg(U,U)x − 2g(U,∇XU)x]

= 0

2. Pour le deuxième point :

XV
p (f(r

2)) =

[
X if ′(r2)

∂

∂yi
(gsty

syt)

]
p

= 2f ′(r2)X igitu
t

= 2f ′(r2)g(X, u)x

Lemme 2.6.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tous X, Y ∈
Γ(TM), p = (x, u) ∈ TM , on a :

1. XH
p (g(u, u)) = 0,

2. XV
p (g(u, u)) = 2gx(X, u),

3. XH
p (g(Y, u)) = gx(∇XY, u),

4. XV
p (g(Y, u)) = gx(X, Y ).

Preuve
Les propriétés 1. et 2. sont des conséquences directes du Lemme 2.6.1.

3. Pour le troisième point :

XH
p (g(Y, u)) =

(
X i ∂

∂xi
(gstY

syt)− ΓkijX
iyj

∂

∂yk
(gstY

syt)

)
p

= (Xg(Y, u))x − (ΓkijX
iyjgskY

s)p

= Xg(Y, u)x − g(Y,∇Xu)x

= g(∇XY, u)x
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4. Pour le quatrième point :

XV
p (g(Y, u)) =

[
X i ∂

∂yi
(gstY

syt)

]
p

= X igsiY
s

= g(X, Y )x

2.7 Métrique de Cheeger-Gromoll généralisée

Dans cette section, nous considérons la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée
sur le fibré tangent TM, comme métrique naturelle sur TM.

Definition 2.7.1 .
Soit (M, g) une variété Riemannienne et α, β : R+ → R+, α > 0. Sur le fibré
tangent TM, on définit la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée notée ḡ
par:

1. ḡ(XH ,YH)p = gx(X,Y).

2. ḡ(XH ,YV )p = 0.

3. ḡ(XV ,YV )p = α(r)g(X,Y) + β(r)g(X, u)g(Y, u).

où X,Y ∈ Γ(TM), p = (x, u) et r = g(u, u).
pour plus de détails voir [2]

Remarque 2.7.1 .

1. Si α = 1 et β = 0 alors ḡ est La métrique de Sasaki [26].

2. Si α = β =
1

r + 1
alors ḡ est La métrique de Cheeger-Gromoll [10] [15].

Lemme 2.7.1 [1] [14]
Soit (M, g) une variété riemannienne et f : R → R une fonction différentiable.
Pour tout X,Y ∈ Γ(TM), p = (x, u) ∈ TM où u = ui ∂

∂xi
∈ TxM et

r = g(u, u), on a les propriétés suivantes :

1. XH(f(r))p = 0,

2. XV (f(r))p = 2f ′(r)g(X, u)x,

3. XH(g(Y, u))p = g(∇XY, u)x,
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4. XV (g(Y, u))p = g(X,Y)x.

Preuve
Rappelons que, si X = Xi ∂

∂xi
, alors les relèvements vertical et horizontal

s’écrivent:

XV = Xi ∂

∂ui
et XH = Xi ∂

∂xi
− XiujΓkij

∂

∂uk

1.

XH(f(r))p = Xi ∂

∂xi
(f(r))− XiujΓkij

∂

∂uk
(f(r))

= f ′(r)

[
Xi ∂

∂xi
(g(u, u))− XiujΓkij

∂

∂uk
(g(u, u))

]
= f ′(r)

[
Xi ∂

∂xi
(ulusgls)− XiujΓkij

∂

∂uk
(ulusgls)

]
= f ′(r)ulus

[
Xi∂gls
∂xi

− XiΓkilgsk − XiΓkisglk

]
= f ′(r)ulusXi

[
∂gls
∂xi

− Γkilgsk − Γkisglk

]
= 0

où la dernière égalité provient des identités de Christoffel.

2.

XV (f(r))p = Xi ∂

∂ui
(f(r))

= Xif ′(r)
∂

∂ui
(ulusgls)

= 2Xif ′(r)usgis

= 2f ′(r)g(X, u)x

3. Soient u = ui ∂
∂xi

, X = Xi ∂
∂xi

et Y = Yi ∂
∂xi

, alors :

XH(g(Y, u))p =

(
Xi ∂

∂xi
− XiujΓkij

∂

∂uk

)
(gabY

aub)

= Xi ∂

∂xi
(gabY

aub)− XiujΓkij
∂

∂uk
(gabY

aub)

= g(∇XY, u) + g(Y,∇Xu)− XiujΓkijgakY
a

= g(∇XY, u) + g(Y,XiujΓkij
∂

∂xk
)− g(Y,XiujΓkij

∂

∂xk
)

= g(∇XY, u)x
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4.

XV (g(Y, u))p = Xi ∂

∂ui
(gabY

aub)

= XigabY
a∂u

b

∂ui

= XigaiY
a

= g(X,Y)x

Lemme 2.7.2
Soit (M, g) une variété riemannienne et (TM, ḡ) le fibré tangent muni de
la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée. Pour tous champs de vecteurs
X,Y,Z ∈ Γ(TM), on a :

1. La dérivée horizontale de la métrique vérifie :

XH ḡ(YV ,ZV ) = ḡ((∇XY)
V ,ZV ) + ḡ(YV , (∇XZ)

V )

2. La dérivée verticale de la métrique s’exprime comme :

XV ḡ(YV ,ZV ) = 2α′g(X, u)g(Y,Z) + 2β′g(X, u)g(Y, u)g(Z, u)

+β [g(Z, u)g(X,Y) + g(Y, u)g(X,Z)]

Preuve :
En utilisant le lemme 2.7.1, on obtient:

1. XH ḡ(YV ,ZV ) = XH [αg(Y,Z) + βg(Y, u)g(Z, u)]

= αXHg(Y,Z) + βXHg(Y, u)g(Z, u)

= α [g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ)]+

β [g(∇XY, u)g(Z, u) + g(Y, u)g(∇XZ, u)]

= ḡ((∇XY)
V ,ZV ) + ḡ(YV , (∇XZ)

V )

2. XV ḡ(YV ,ZV ) = XV [αg(Y,Z) + βg(Y, u)g(Z, u)]

= XV (α)g(Y,Z)+XV (β)g(Y, u)g(Z, u)+βXV (g(Y, u)g(Z, u))

= 2α′g(X, u)g(Y,Z) + 2β′g(X, u)g(Y, u)g(Z, u)

+β [g(Z, u)g(X,Y) + g(Y, u)g(X,Z)]
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2.7.1 Connexion de Levi-Civita de la métrique de Cheeger-
Gromoll généraliseé

Lemme 2.7.3 Soit (M, g) une variété Riemannienne et (TM, ḡ) son fibré
tangent muni de la métrique de Cheeger-Gromoll généraliseé.
Si ∇ (resp ∇̄ ) désigne la connexion de Levi-Civita de (M, g) (resp (TM, ḡ),
alors nous avons les relations suivantes:

1. ḡ(∇̄XHY
H ,ZH) = ḡ((∇XY)

H ,ZH)

2. ḡ(∇̄XHY
H ,ZV ) = −1

2
ḡ((R(X,Y)u)V ,ZV )

3. ḡ(∇̄XHY
V ,ZH) =

α(r)

2
ḡ((R(u,Y)X)H ,ZH)

4. ḡ(∇̄XHY
V ,ZV ) = ḡ((∇XY)

V ,ZV )

5. ḡ(∇̄XVY
H ,ZH) =

α(r)

2
ḡ((R(u,X)Y)H ,ZH)

6. ḡ(∇̄XVY
H ,ZV ) = 0

7. ḡ(∇̄XVY
V ,ZH) = 0

8. ḡ(∇̄XVY
V ,ZV ) = ḡ

(α′

α

[
g(X, u)YV + g(Y, u)XV

]
+

[
β + α′

α + rβ
g(X,Y) +

αβ′ − 2α′β

α(α + rβ)
g(X, u)g(Y, u)

]
UV ,ZV

)
pour tout X,Y, U ∈ Γ(TM), Ux = u = ui ∂

∂xi
∈ TxM et (u, x) ∈ TM.

preuve:
En utilisant le Lemme 2.7.1 , le Lemme 2.7.2 et la formule de Kozule, on
obtient:

1. 2ḡ(∇̄XHY
H ,ZH) = XH ḡ(YH ,ZH) + YH ḡ(ZH ,XH)− ZH ḡ(XH ,YH)

+ḡ(ZH , [XH ,YH ]) + ḡ(YH , [ZH ,XH ])− ḡ(XH , [YH ,ZH ])

= Xg(Y,Z) + Yg(Z,X)− Zg(X,Y) + g(Z, [X,Y])

+g(Y, [Z,X])− g(X, [Y,Z])
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= 2g(∇XY,Z)

= 2ḡ((∇XY)
H ,ZH)

2. 2ḡ(∇̄XHY
H ,ZV ) = XH ḡ(YH ,ZV ) + YH ḡ(ZV ,XH)− ZV ḡ(XH ,YH)

+ḡ(ZV , [XH ,YH ]) + ḡ(YH , [ZV ,XH ])− ḡ(XH , [YH ,ZV ])

= ḡ(ZV , [XH ,YH ])

= −ḡ((R(X,Y)u)V ,ZV )

3. 2ḡ(∇̄XHY
V ,ZH) = XH ḡ(YV ,ZH) + YV ḡ(ZH ,XH)− ZH ḡ(XH ,YV )

+ḡ(ZH , [XH ,YV ]) + ḡ(YV , [ZH ,XH ])− ḡ(XH , [YV ,ZH ])

= −ḡ((R(Z,X)u)V ,YV )

= −αg((R(Z,X)u),Y)− βg(Y, u)g((R(Z,X)u), u)

= αg(R(u,Y)X,Z)

= αḡ((R(u,Y)X)H ,ZH)

4. 2ḡ(∇̄XHY
V ,ZV ) = XH ḡ(YV ,ZV ) + YV ḡ(ZV ,XH)− ZV ḡ(XH ,YV )

+ḡ(ZV , [XH ,YV ]) + ḡ(YV , [ZV ,XH ])− ḡ(XH , [YV ,ZV ])

= XH ḡ(YV ,ZV ) + ḡ(ZV , [XH ,YV ]) + ḡ(YV , [ZV ,XH ])

= ḡ((∇XY)
V ,ZV ) + ḡ(YV , (∇XZ)

V )

+ḡ(ZV , (∇XY)
V )− ḡ(YV , (∇XZ)

V )

= 2ḡ((∇XY)
V ,ZV )

les autres formules sont obtenues par un calcul similaire.
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Théorème 2.7.1 [14], [22] Soit (M, g) une variété Riemannienne et (TM, ḡ)
son fibré tangent muni de la métrique de Cheeger-Gromoll généraliseé. Si ∇
(resp ∇̄ ) désigne la connexion de Levi-Civita de (M, g) (resp (TM, ḡ) ), alors
on a:

1. (∇̄XHY
H)p = (∇XY)

H
p − 1

2
(Rx(X,Y)u)V

2. (∇̄XHY
V )p = (∇XY)

V
p +

α

2
(Rx(u,Y)X)

H

3. (∇̄XVY
H)p =

α

2
(Rx(u,X)Y)

H

4. (∇̄XVY
V )p =

α′

α

[
gx(X, u)Y

V
p + gx(Y, u)X

V
p

]
+

[
β − α′

α + rβ
gx(X,Y) +

αβ′ − 2α′β

α(α + rβ)
gx(X, u)gx(Y, u)

]
UV
p .

pour tout X,Y, U ∈ Γ(TM), Ux = u = ui ∂
∂xi

∈ TxM et p = (x, u) ∈ TM.
où R désigne le tenseur de courbure de (M, g).

Preuve:
La preuve est une conséquence directe de lemme 2.7.1.

2.8 Métrique de Cheeger-Gromoll généraliseé

et harmonicité

Nous établissons les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un champ
de vecteurs soit harmonique par rapport à la métrique de Cheeger-Gromoll
généralisée. Nous construisons également quelques exemples de champs de
vecteurs harmoniques.

2.8.1 Harmonicité d’un champ de vecteurs
X : (M, g) → (TM, ḡ)

Lemme 2.8.1 Soit (M, g) une variété riemannienne. Si X, Y ∈ Γ(TM)
sont des champs de vecteurs sur M et (x, u) ∈ TM tels que Yx = u, alors on
a :

dxY (Xx) = XH
(x,u) + (∇XY )V(x,u). (2.1)
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Preuve
Soit (U, xi) une carte locale de M au voisinage de x ∈ M et (π−1(U), xi, yj)
la carte induite sur TM.
Si Xx = X i(x) ∂

∂xi

∣∣
x
et Yx = Y i(x) ∂

∂xi

∣∣
x
= u, alors:

dxY (Xx) = X i(x)
∂

∂xi

∣∣∣∣
(x,u)

+X i(x)
∂Y k

∂xi
(x)

∂

∂yk

∣∣∣∣
(x,u)

. (2.2)

La composante horizontale est donnée par :

(dxY (Xx))
h = X i(x)

∂

∂xi

∣∣∣∣
(x,u)

−X i(x)Y j(x)Γkij(x)
∂

∂yk

∣∣∣∣
(x,u)

= XH
(x,u), (2.3)

et la composante verticale par :

(dxY (Xx))
v =

{
Xj(x)

∂Y k

∂xi
(x) +X i(x)Y j(x)Γkij(x)

}
∂

∂yk

∣∣∣∣
(x,u)

= (∇XY )V(x,u).

(2.4)

Lemme 2.8.2
Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m et (TM, ḡ) le fibré
tangent munie de la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée.
Si X ∈ Γ(TM), alors la densité d’énergie associée à X est donnée par:

e(X) =
m

2
+

1

2
traceg [αg(∇X,∇X) + βg(∇X, u)2] (2.84)

Preuve:
Soit X ∈ Γ(TM) et (E1, ..., Em) est une base orthonormée locale sur M, alors:

e(X) =
1

2

m∑
i=1

g̃(dX(Ei), dX(Ei)).

En utilisant le Lemme 2.8.1, on obtient:

e(X) =
1

2

m∑
i=1

g̃(EH
i + (∇EiX)

V , EH
i + (∇EiX)

V )

=
1

2

m∑
i=1

[g̃(EH
i , E

H
i ) + g̃((∇EiX)

V , (∇EiX)
V )]

=
1

2

m∑
i=1

[g(Ei, Ei) + αg(∇EiX,∇EiX) + βg(∇EiX, u)
2]
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=
m

2
+

1

2
traceg [αg(∇X,∇X) + βg(∇X, u)2]

Théorème 2.8.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m et
(TM, ḡ) le fibré tangent munie de la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée.
Si X ∈ Γ(TM), alors le champ de tension associé à X est donné par:

τ(X) = [traceg(αR(X,∇X)∗)]H + [traceg A(X)]
V (2.85)

où A(X) est une application bilinéaire définie par :

A(X) = ∇2X+
2α′

α
g(∇X,X)∇X+[

β − α′

α + ||X||2β
g(∇X,∇X)+

αβ′ − 2α′β

α(α + ||X||2β)
g(∇X,X)2]X.

avec ||X||2 = g(X,X).

Preuve:
Soit X ∈ Γ(TM) et (Ei)i=1..m est une base orthonormée locale sur M tel que
(∇M

Ei
Ei)x = 0 et Xx = u, alors:

τ(X) =
m∑
i=1

{
∇X
Ei
dX(Ei)− dX(∇M

Ei
Ei)
}
x

=
m∑
i=1

{
∇̃dX(Ei)dX(Ei)

}
(x,u)

=
m∑
i=1

{
∇̃[EHi +(∇EiX)V ][E

H
i + (∇EiX)

V ]
}

(x,u)

=
m∑
i=1

{
∇̃EHi

EH
i + ∇̃EHi

(∇EiX)
V + ∇̃(∇EiX)V (Ei)

H + ∇̃(∇EiX)V (∇EiX)
V
}

(x,u)

En utilisant le Théoreme 2.7.1, on obtient:

τ(X) =
m∑
i=1

[
(∇EiEi)

H − 1

2
(R(Ei, Ei)X)

V + (∇Ei∇EiX)
V

+
α

2
(R(X,∇EiX)Ei)

H +
α

2
(R(X,∇EiX)Ei)

H

+
α′

α
[g(∇EiX,X)(∇EiX)

V + g(∇EiX,X)(∇EiX)
V ]

+[
β − α′

α + ||X||2β
g(∇EiX,∇EiX) +

αβ′ − 2α′β

α(α + ||X||2β)
g(∇EiX,X)g(∇EiX,X)]X

V
]

=
m∑
i=1

[α(R(X,∇EiX)Ei)
H + (∇Ei∇EiX)

V +
2α′

α
g(∇EiX,X)(∇EiX)

V

+[
β − α′

α + ||X||2β
g(∇EiX,∇EiX) +

αβ′ − 2α′β

α(α + ||X||2β)
g(∇EiX,X)

2]XV ]

=

[
traceg(∇2X+

2α′

α
g(∇X,X)∇X+ [

β − α′

α + ||X||2β
g(∇X,∇X) +

αβ′ − 2α′β

α(α + ||X||2β)
g(∇X,X)2]X)

]V
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+ [traceg(αR(X,∇X)∗)]H

Théorème 2.8.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m et
(TM, g̃) le fibré tangent munie de la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée.
X ∈ Γ(TM), alors X est harmonique si et seulement les conditions suivantes
sont vérifiées:
traceg(αR(X,∇X)∗) = 0 (2.86)
et

traceg

(
∇2X+

2α′

α
g(∇X,X)∇X

+
[ β − α′

α + ||X||2β
g(∇X,∇X) +

αβ′ − 2α′β

α(α + ||X||2β)
g(∇X,X)2

]
X
)
= 0 (2.87)

Preuve:
Le résultat est une conséquence directe du Théorème 2.8.1.

Corollaire 2.8.1
Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m et (TM, g̃) le fibré
tangent munie de la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée.
Si X ∈ Γ(TM) est parallèle (i.e ∇X = 0), alors X est harmonique.

Exemple 2.8.1 Soit Rn muni de la métrique canonique et soit le champ de
vecteurs:

X : Rn −→ TRn

x = (x1, ..., xn) 7−→ Xx = (X1
x, ...,X

n
x)

on obtient:

τ(X) =
n∑
i=1

(
∂2X1

∂x2i
, ...,

∂2Xn

∂x2i
)

1. Si X est constant , alors X est harmonique.

2. Si Xi = aixi avec = ai ̸= 0, alors X est harmonique. (τ(X = 0)), mais

∇X =
∑
i

ai
∂

∂xi
⊗ dxi ̸= 0

En effet:

∇X(∂xj) = ∇∂xjX =
∑
i

ai∇∂xj(xi
∂

∂xi
) =

∑
i

aiδij
∂

∂xi
= aj

∂

∂xj
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Exemple 2.8.2 Soit S1 le cercle unité munie de la métrique

gS1 =
4

(1 + x2)2
dx2.

Comme S1 est compact alors:
Le champ de vecteurs X = a(x) ∂

∂x
, a ∈ C∞(S1) est harmonique si et seule-

ment s’il est parallèle. De plus on a

∇X = 0 ⇔ ∇ ∂
∂x
a
∂

∂x
= 0

⇔ ∂a

∂x
+ aΓ = 0

⇔ ∂a

∂x
− 2x

1 + x2
a = 0

⇔ a(x) = k(1 + x2), k ∈ R

⇔ X = k(1 + x2)
∂

∂x
, k ∈ R

Théorème 2.8.3 Soit (Rm, g0) l’espace euclidien réel et (TRm, g̃0) le fibré
tangent munie de la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée.
Si X = (X1, ...,Xm) ∈ Γ(TRm), alors X est harmonique si et seulement si X
vérifie le système d’équations suivant:

m∑
i=1

∂2Xk

∂(xi)2
+

m∑
i=1

(
2α′

α
Xj ∂X

j

∂xi
∂Xk

∂xi
+

β − α′

α + ||X||2β
Xk(

∂Xj

∂xi
)2
)

+
αβ′ − 2α′β

α(α + ||X||2β)
Xk

m∑
i=1

(
m∑
j=1

Xj ∂X
j

∂xi

)2

= 0

Preuve:
Soit

{
∂
∂xi

}
i=1...m

une base orthonormée locale sur Rm. Utilisant le Théoreme
2.8.2, on obtient:
τ(X) = 0 i.e les équations (2.86) et (2.87) sont vérifiés.
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comme Rm est plat, alors l’équation (2.86) est évidente. par conséquent:

τ(X) = 0 ⇔ traceg(∇2X+
2α′

α
g(∇X,X)∇X

+ [
β − α′

α + ||X||2β
g(∇X,∇X) +

αβ′ − 2α′β

α(α + ||X||2β)
g(∇X,X)2]X) = 0

⇔
m∑
i=1

(∇ ∂

∂xi
∇ ∂

∂xi
X+

2α′

α
g(∇ ∂

∂xi
X,X)(∇ ∂

∂xi
X)

+ [
β − α′

α + ||X||2β
g(∇ ∂

∂xi
X,∇ ∂

∂xi
X) +

αβ′ − 2α′β

α(α + ||X||2β)
g(∇ ∂

∂xi
X,X)2]X) = 0

⇔
m∑
i=1

(
m∑
k=1

(
∂2Xk

∂(xi)2
∂

∂xk
) +

2α′

α

m∑
j=1

(
∂Xj

∂xi
Xj)

m∑
k=1

(
∂Xk

∂xi
∂

∂xk
)

+ [
β − α′

α + ||X||2β

m∑
j=1

(
∂Xj

∂xi
)2 +

αβ′ − 2α′β

α(α + ||X||2β)
(
m∑
j=1

Xj ∂X
j

∂xi
)2]

k∑
i=1

(Xk ∂

∂xk
)) = 0

⇔
m∑
i=1

∂2Xk

∂(xi)2
+

m∑
i,j=1

(
2α′

α
Xj ∂X

j

∂xi
∂Xk

∂xi
+

β − α′

α + ||X||2β
Xk(

∂Xj

∂xi
)2)

+
αβ′ − 2α′β

α(α + ||X||2β)
Xk

m∑
i=1

(
m∑
j=1

Xj ∂X
j

∂xi
)2 = 0,

pour tout k = 1, ...,m.

Corollaire 2.8.2 Soit (Rm, g0) l’espace euclidien réel et (TRm, g̃0) le fibré
tangent munie de la métrique de Cheeger-Gromoll généralisée.
Si X = (X1, ...,Xm) ∈ Γ(TRm), Si α et β sont des fonctions constantes, alors
X est harmonique si et seulement si pour tout k = 1, ...,m :

m∑
i=1

∂2Xk

∂(xi)2
+

β

α + ||X||2β
Xk

m∑
i,j=1

(
∂Xj

∂xi

)2

= 0 (2.88)

Remarque 2.8.1 En utilisant le corollaire 2.8.2 nous pouvons construire de
nombreux exemples de champs de vecteurs harmoniques non triviaux.

Exemple 2.8.3 Si Rn muni de la métrique canonique et TRm son fibré tan-
gent équipé de la métrique de cheeger-gromoll généralisée . Du corollaire
2.8.2, on en déduit que:

1. X = (y(x1), 0, ..., 0) ∈ Γ(TRm) est un champ de vecteurs harmonique
si et seulement la fonction y est solution de l’équation différentielle:
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y
′′
+

βy′y

α + βy2
y′ = 0 (2.89)

2. X = (y(x1, x2), 0, ..., 0) ∈ Γ(TRm) est un champ de vecteurs harmonique
si et seulement la fonction y est solution de l’équation aux dérivées par-
tielles:

∂2y

∂x21
+
∂2y

∂x22
+

βy

α + βy2
(
∂y

∂x1
+

∂y

∂x2
) = 0 (2.90)

où α, β ∈ R+.

2.8.2 Harmonicité de l’application σ : (M, g) → (TN, h̃)

Lemme 2.8.3 .
Soit (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes et (TN, h̃) le fibré tan-
gent de N équipé de la métrique de cheeger-gromoll généralisée. Soit l’appliation

σ : (M, g) −→ (TN, h̃)

x 7−→ (φ(x), v)

tel que φ = πTN ◦σ, v = Yφ(x) ∈ Tφ(x)N où Y ∈ Γ(TN), et πTN : TN → N
est la projection canonique. Alors, pour tout X ∈ Γ(TM):

dσ(X) = (dφ(X))H + (∇φ
Xσ)

V (2.91).

Preuve:
En utilisant le Lemme 2.8.1, on obtient:

dxσ(Xx) = dx(Y ◦ φ)(Xx)

= dφ(x)Y(dφ(Xx))

= (dφ(X))H(φ(x),v) + (∇dφ(X)Y)
V
(φ(x),v)

= (dφ(X))H(φ(x),v) + (∇φ
Xσ)

V
(φ(x),v).

Théorème 2.8.4 Soit (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes et
(TN, h̃) le fibré tangent de N équipé de la métrique de cheeger-gromoll généralisée.
Le champ de tension de l’application

σ : (M, g) −→ (TN, h̃)
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x 7−→ (φ(x), v)

tel que φ = πTN ◦ σ, est donnée par:

τ(σ) = [τ(φ) + traceg(αR
N(σ,∇φσ)dφ(∗))]H + [traceg(A(σ))]

V (2.92).

où (A(σ)) est une application bilinéaire définie par

A(σ) = (∇φ)2σ +
2α′

α
h(∇φσ, σ)∇φσ + [

β − α′

α + ||σ||2β
h(∇φσ,∇φσ) +

αβ′ − 2α′β

α(α + ||σ||2β)
h(∇φσ, σ)2]σ.

avec ||σ||2 = h(σ, σ) = r.

Preuve:
Soit x ∈ M et {Ei}i=1..m une base orthonormée locale sur M tel que (∇M

Ei
Ei)x =

0 et σ(x) = Uφ(x) = v. Du Lemme 2.8.3 et Théorème 2.7.1, on obtient:
τ(σ)x = traceg(∇dσ)x

=
m∑
i=1

{
∇̃dσ(Ei)dσ(Ei)

}
(φ(x),v)

=
m∑
i=1

{
∇̃[(dφ(Ei))H+(∇φEiσ)

V ][(dφ(Ei))
H + (∇φ

Ei
σ)V ]

}
(φ(x),v)

=
m∑
i=1

(∇̃(dφ(Ei))H (dφ(Ei))
H + ∇̃(dφ(Ei))H (∇

φ
Ei
σ)V + ∇̃(∇φEiσ)

V (dφ(Ei))
H

+∇̃(∇φEiσ)
V (∇φ

Ei
σ)V )(φ(x),v)

=
m∑
i=1

((∇N
dφ(Ei)

dφ(Ei))
H − 1

2
(RN(dφ(Ei), dφ(Ei))σ)

V + (∇N
dφ(Ei)

∇φ
Ei
σ)V

+
α

2
(RN(v,∇φ

Ei
σ)dφ(Ei))

H +
α

2
(RN(v,∇φ

Ei
σ)dφ(Ei))

H

+
α′

α
[h(∇φ

Ei
σ, v)(∇φ

Ei
σ)V + h(∇φ

Ei
σ, v)(∇φ

Ei
σ)V ]+

(
β − α′

α + rβ
h(∇φ

Ei
σ,∇φ

Ei
σ) +

αβ′ − 2α′β

α(α + rβ)
h(∇φ

Ei
σ, v)2)UV )(φ(x),v).

Après compensation des valeurs de r = h(σ, σ) = ||σ||2 et σ(x) = Uφ(x) = v,
on obtient:

τ(σ) =
m∑
i=1

((∇φ
Ei
dφ(Ei))

H + α(RN(σ,∇φ
Ei
σ)dφ(Ei))

H

+(∇φ
Ei
∇φ
Ei
σ)V +

2α′

α
h(∇φ

Ei
σ, σ)(∇φ

Ei
σ)V+

(
β − α′

α + ||σ||2β
h(∇φ

Ei
σ,∇φ

Ei
σ) +

αβ′ − 2α′β

α(α + ||σ||2β)
h(∇φσ, σ)2)σV ).
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τ(σ) =
[
τ(φ) + traceg(αR

N(σ,∇φσ)dφ(∗))
]H

+[traceg((∇φ)2 +
2α′

α
h(∇φσ, σ)∇φσ

+(
β − α′

α + ||σ||2β
h(∇φσ,∇φσ) +

αβ′ − 2α′β

α(α + ||σ||2β)
h(∇φσ, σ)2)σ)]V .

Théorème 2.8.5 Soit (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes et
(TN, h̃) le fibré tangent de N équipé de la métrique de cheeger-gromoll généralisée.
L’application

σ : (M, g) −→ (TN, h̃)

x 7−→ (φ(x), v)

tel que φ = πTN◦σ, est harmonique si et seulement si les conditions suivantes
sont vérifiées:
τ(φ) = − traceg(αR

N(σ,∇φσ)dφ(∗)) (2.93)

et 0 = traceg

[
(∇φ)2 +

2α′

α
h(∇φσ, σ)∇φσ

+
( β − α′

α + ||σ||2β
h(∇φσ,∇φσ) +

αβ′ − 2α′β

α(α + ||σ||2β)
h(∇φσ, σ)2

)
σ
]

(2.94)

2.8.3 Harmonicité de l’application ϕ : (TM, g̃) → (N, h)

Lemme 2.8.4 Soit (Mm, g) une variété riemannienne de dimension m et
(TM, g̃) le fibré tangent de N équipé de la métrique de cheeger-gromoll généralisée.
La projection canonique:

π : (TM, g̃) −→ (M, g)

(x, u) 7−→ x

est harmonique i.e τ(π) = 0.

Preuve:
Soit (x, u) ∈ TM et {Ei}i=1..m tel que E1 = u

||u|| est une base orthonormale
sur M en x, alors :{

EH
i ,

1√
α + rβ

EV
1 ,

1√
α
EV
j

}
i=1..m,j=2..m
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est une base orthonormale sur TM en (x, u).
τ(π) = traceg̃∇dπ

=
m∑
i=1

{
∇π
EHi
dπ(EH

i )− dπ(∇TM
EHi
EH
i )
}

+∇π

(
1√

α + rβ
EV1 )

dπ(
1√

α + rβ
EV

1 )− dπ∇TM

(
1√

α + rβ
EV1 )

(
1√

α + rβ
EV

1 ))

+
m∑
j=2

∇π

(
1√
α
EVj )

dπ(
1√
α
EV
j )− dπ(∇TM

(
1√
α
EVj )

(
1√
α
EV
j ))

,

comme dπ(EV
i ) = 0 et dπ(EH

i ) = Ei ◦ π alors :

τ(π) =
m∑
i=1

{
(∇M

Ei
Ei) ◦ π − dπ(∇M

Ei
Ei)

H
}

− 1√
α + rβ

dπ[EV
1 (

1√
α + rβ

)EV
1 +

1√
α + rβ

∇TM
EV1
EV

1 ]

−
m∑
j=2

{
1√
α
dπ[EV

j (
1√
α
)EV

j +
1√
α
∇TM
EVj
EV
j ]

}
= − 1

α + rβ
dπ(∇TM

EV1
EV

1 )−
m∑
j=2

{
1

α
dπ(∇TM

EVj
EV
j )

}
= 0.

Théorème 2.8.6 Soit (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes et
(TMm, g̃) le fibré tangent de M équipé de la métrique de cheeger-gromoll
généralisée.
Soit φ : (M, g) −→ (N, h) une application lisse. Le champ de tension de
l’application:

ϕ : (TM, g̃) −→ (N, h)

(x, y) 7−→ φ(x)

est donné par :

τ(ϕ) = τ(φ) ◦ π

Preuve:
Soit (x, u) ∈ TM et {Ei}i=1..m tel que E1 = u

||u|| est une base orthonormale
sur M en x, alors:{

EH
i ,

1√
α + rβ

EV
1 ,

1√
α
EV
j

}
i=1..m,j=2..m
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est une base orthonormale sur TM en (x, u).
Comme ϕ est défini par:

ϕ : (TM, g̃) π−→ (M, g) φ−→ (N, h)

(x, y) 7−→ x 7−→ φ(x)

i.e ϕ = φ ◦ π, on obtient:
τ(ϕ) = τ(φ ◦ π) = dφ(τ(π)) + traceg̃∇dφ(dπ, dπ).
Nous avons:

traceg̃∇dφ(dπ, dπ) =
m∑
i=1

{
∇φ

dπ(EHi )
dφ(dπ(EH

i ))− dφ(∇M
dπ(EHi )dπ(E

H
i ))
}

+
m∑
j=2

{
∇φ

dπ( 1√
α
EVj )

dφ(dπ(
1√
α
EV
j ))

}
−

m∑
j=2

{
dφ(∇M

dπ( 1√
α
EVj )

dπ(
1√
α
EV
j ))

}
+∇φ

dπ( 1√
α+rβ

EV1 )
dφ(dπ( 1√

α+rβ
EV

1 ))

−dφ(∇M
dπ( 1√

α+rβ
EV1 )

dπ( 1√
α+rβ

EV
1 ))

=
m∑
i=1

{
(∇φ

Ei
dφ(Ei)) ◦ π − dφ(∇M

Ei
Ei) ◦ π

}
=

m∑
i=1

{
∇φ
Ei
dφ(Ei)− dφ(∇M

Ei
Ei)
}
◦ π

= τ(φ) ◦ π.
En utilisant le Lemme 2.7.4, on obtient:

τ(ϕ) = τ(φ) ◦ π

Corollaire 2.8.3 Soit (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes et
(TM, g̃) le fibré tangent de M équipé de la métrique de cheeger-gromoll généralisée.
Alors l’application

ϕ : (TM, g̃) −→ (N, h)

(x, y) 7−→ φ(x)

est harmonique si et seulement si φ est harmonique.

Les résultats précédents sont publiés dans l’article:
ON GENERALIZED CHEEGER-GROMOLLMETRIC AND HARMONIC-
ITY,
Commun. Fac. Sci. Univ. Ank. Ser. A1 Math. Stat.
Vol 69, Nº 1, 629-645. (2020).
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Chapter 3

Géometrie de la Métrique
Mus-gradient et Harmonicité

3.1 Géometrie de la Métrique Mus-gradient

3.1.1 Métrique Mus-gradient

Definition 3.1.1 Soient (Mm, g) une variété Riemannienne et f : M −→ R
une fonction de classe C∞(M) telle que grad f ̸= 0. Sur M, nous définissons
une nouvelle métrique appelée Mus-gradient notée g̃ par:

g̃(X,Y) = (g + df ⊗ df)(X,Y) = g(X,Y) + X(f)Y(f) (3.1)

où X,Y ∈ Γ(TM), f est appelé fonction Mus-gradient déformation.
Dans la suite, ||.|| désigne la norme par rapport à g.

Notons que g̃ est une métrique conforme à g sur la distribution orthogonale
à grad f , ou si M est une variété riemannienne unidimensionnelle.

Remarque 3.1.1 .

Soit (Ei)i=1,...,m avec E1 =
grad f

|| grad f ||
, une base orthonormale de champs de

vecteurs associée à g, on a:
g̃(E1, E1) = 1 + || grad f ||2,
g̃(Ei, E1) = 0 i = 2, ...,m,
g̃(Ei, Ej) = δij i, j = 2, ...,m,.

On pose : Ẽ1 =
1√

1 + || grad f ||2
E1, Ẽi = Ei i = 2, ...,m.

Alors (Ẽi)i=1,...,m est une base orthonormale de champ de vecteurs associée à
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g̃. Relativement à la base (Ẽi)i=1,...,m, la matrice associée à g̃ est la matrice
unitaire.

Dans la suite, on pose α = 1 + || grad f ||2.

Remarque 3.1.2 Soient X ∈ Γ(TM) et grad (resp g̃rad) désigne le gradient
associée à g (resp g̃), alors:

g̃rad f =
1

α
grad f (3.2)

En effet:
X(f) = g̃(X, g̃rad f),
d’autre part
X(f) = g(X, grad f) = g̃(X, grad f)− X(f)(grad f)(f).
Donc

g̃(X, g̃rad f) = g̃(X, grad f)− X(f)(grad f)(f).

⇐⇒

g̃(X, g̃rad f) = g̃(X, grad f)− g̃(X, g̃rad f)|| grad f ||2

⇐⇒

g̃(X, g̃rad f(1 + || grad f ||2)) = g̃(X, grad f).

d’où

g̃rad f =
1

1 + || grad f ||2
grad f =

1

α
grad f

3.1.2 Connexion de Levi-Civita

Théorème 3.1.1 Soient (Mm, g) une variété Riemannienne et g̃ une métrique
Mus-gradient définie sur M.
Si ∇ (rsp ∇̃) désigne la connexion de Levi-Civita associée à g (resp g̃), Alors
pour tout X,Y ∈ Γ(TM), nous avons:

∇̃XY = ∇XY + 1
α
Hessf (X, Y ) grad f, (3.3)

∀X, Y ∈ Γ(TM).

où α = 1 + || grad f ||2.
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Preuve: Soient X,Y,Z ∈ Γ(TM). En utilisant la formule de Kozul, on ob-
tient:

2g̃(∇̃XY,Z) = Xg̃(Y,Z)+Yg̃(Z,X)−Zg̃(X,Y)+ g̃(Z, [X,Y])+ g̃(Y, [Z,X])

−g̃(X, [Y,Z])

= X[g(Y,Z) + Y(f)Z(f)] + Y[g(Z,X) + Z(f)X(f)]

−Z[g(X,Y)+X(f)Y(f)]+g(Z, [X,Y])+Z(f)[X,Y](f)+g(Y, [Z,X])

+Y(f)[Z,X](f)− g(X, [Y,Z])− X(f)[Y,Z](f)

= Xg(Y,Z)+X(Y(f))Z(f)+Y(f)X(Z(f))+Yg(Z,X)+Y(Z(f))X(f)

+Z(f)Y(X(f))− Zg(X,Y)− Z(X(f))Y(f)− X(f)Z(Y(f))

+g(Z, [X,Y]) + Z(f)[X(Y(f))− Y(X(f))] + g(Y, [Z,X])

+Y(f)[Z(X(f))−X(Z(f))]−g(X, [Y,Z])−X(f)[Y(Z(f))−Z(Y(f))]

= Xg(Y,Z) + Yg(Z,X)− Zg(X,Y) + g(Z, [X,Y])

+g(Y, [Z,X])− g(X, [Y,Z]) + 2X(Y(f))Z(f)

= 2g(∇XY,Z) + 2X(Y(f))Z(f)

= 2g̃(∇XY,Z)− 2(∇XY)(f)Z(f) + 2X(Y(f))Z(f)

= 2g̃(∇XY,Z) + 2[X(Y(f))− (∇XY)(f)]g̃(g̃rad f,Z)

= 2g̃(∇XY+ [X(Y(f))− (∇XY)(f)]g̃rad f,Z)

= 2g̃(∇XY+ g(∇X grad f,Y)g̃rad f,Z)

donc ∇̃XY = ∇XY+ g(∇X grad f,Y)g̃rad f .
De la formule (3.2), on obtient:

∇̃XY = ∇XY+
1

α
Hessf (X, Y ) grad f

où α = 1 + || grad f ||2.
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Corollaire 3.1.1 Soient (Mm, g) une variété Riemannienne et g̃ une métrique
Musgradient définie sur M.
Si ∇ (rsp ∇̃) désigne la connexion de Levi-Civita associée à g (resp g̃), Alors
pour tout X,Y ∈ Γ(TM), nous avons:

∇̃X grad f = ∇X grad f +
1

2α
X(α) grad f. (3.4)

où α = 1 + || grad f ||2.

Preuve: De la formule (3.2), on a

∇̃X grad f = ∇X grad f +
1

α
g(∇X grad f, grad f) grad f

D’autre part

g(∇X grad f, grad f) =
1

2
Xg(grad f, grad f) =

1

2
X(|| grad f ||2)

=
1

2
X(α− 1)

=
1

2
X(α)

d’où

∇̃X grad f = ∇X grad f +
1

2α
X(α) grad f

3.2 Tenseur de Courbure de la métrique Mus-

gradient

3.2.1 Tenseur de Courbure

Théorème 3.2.1 Soient (Mm, g) une variété Riemannienne et g̃ la métrique
Mus-gradient définie sur M.
Si R (rsp R̃) désigne le tenseur de courbure associée à g (resp g̃), Alors pour
tout X,Y,Z ∈ Γ(TM), nous avons:

R̃(X, Y )Z = R(X, Y )Z − 1

α
g
(
R(X, Y )Z, grad f

)
grad f

+
1

2α2

[
Y (α)Hessf (X,Z)−X(α)Hessf (Y, Z)

]
grad f

+
1

α

[
Hessf (Y, Z)∇X grad f − Hessf (X,Z)∇Y grad f

]
. (3.5)
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Preuve: Pour tous X,Y,Z ∈ Γ(TM)

R̃(X,Y)Z = ∇̃X∇̃YZ− ∇̃Y∇̃XZ− ∇̃[X,Y]Z.

i)∇̃X∇̃YZ = ∇̃X(∇YZ +
1

α
g(∇Y grad f,Z) grad f)

= ∇̃X(∇YZ) + ∇̃X(
1

α
g(∇Y grad f,Z) grad f)

= ∇X∇YZ +
1

α
g(∇X grad f,∇YZ) grad f

+X[
1

α
g(∇Y grad f,Z)] grad f +

1

α
g(∇Y grad f,Z)∇̃X grad f

= ∇X∇YZ+
1

α
g(∇X grad f,∇YZ) grad f− 1

α2
X(α)

1

α
g(∇Y grad f,Z) grad f

+
1

α
[g(∇X∇Y grad f,Z)+g(∇Y grad f,∇XZ)] grad f+

1

α
g(∇Y grad f,Z)∇X grad f

+
1

2α2
X(α)g(∇Y grad f,Z) grad f

= ∇X∇YZ+
1

α
g(∇X grad f,∇YZ) grad f− 1

2α2
X(α)g(∇Y grad f,Z) grad f

+
1

α
[g(∇X∇Y grad f,Z)+g(∇Y grad f,∇XZ)] grad f+

1

α
g(∇Y grad f,Z)∇X grad f .

ii)∇̃Y∇̃XZ = ∇Y∇XZ+
1

α
g(∇Y grad f,∇XZ) grad f− 1

2α2
Y(α)g(∇X grad f,Z) grad f

+
1

α
[g(∇Y∇X grad f,Z)+g(∇X grad f,∇YZ)] grad f+

1

α
g(∇X grad f,Z)∇Y grad f .

iii)∇̃[X,Y]Z = ∇[X,Y]Z +
1

α
g(∇[X,Y] grad f,Z) grad f .

D’où, pour tous X,Y,Z ∈ Γ(TM),

R̃(X,Y)Z = R(X,Y)Z− 1

α
g(R(X,Y)Z, grad f) grad f

+
1

2α2
[Y(f)g(∇X grad f,Z)− X(α)g(∇Y grad f,Z)] grad f

+
1

α
g(∇Y grad f,Z)∇X grad f − 1

α
g(∇X grad f,Z)∇Y grad f .
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3.2.2 Courbure sectionnelle

Proposition 3.2.1 Soient (Mm, g) une variété Riemannienne et g̃ une métrique
Musgradient définie sur M.
Si K (rsp K̃) désigne la courbure sectionnelle associée à g (resp g̃) du plan
engendrée par {X,Y}, où X,Y ∈ Γ(TM) deux champs de vecteurs orthonormés
par rapport à g, alors on a:

K̃ =
1

1 + X(f)2 +Y(f)2

[
K +

1

α
[g(∇X grad f,X)g(∇Y grad f,Y)− g(∇X grad f,X)2]

]
oû α = 1 + || grad f ||2

Preuve: La courbure sectionnelle définie par:

K̃ =
g̃(R̃(X,Y)Y,X)

g̃(X,X)g̃(Y,Y)− g̃(X,Y)2

g̃(R̃(X,Y)Y,X) = g(R̃(X,Y)Y,X) + g(R̃(X,Y)Y, grad f)X(f)

= g(R(X,Y)Y,X)− 1

α
g(R(X,Y)Z, grad f)X(f)

+
1

2α2
[Y(α)g(∇X grad f,Y)−X(α)g(∇Y grad f,Y)]X(f)

+
1

α
g(∇Y grad f,Y)g(∇X grad f,X)− 1

α
g(∇X grad f,Y)g(∇Y grad f,X)

+g(R(X,Y)Y, grad f)X(f)− 1

α
g(R(X,Y)Z, grad f)X(f) (α− 1)

+
1

2α2
[Y(α)g(∇X grad f,Y)−X(α)g(∇Y grad f,Y)]X(f) (α− 1)

+
1

α
g(∇Y grad f,Y)g(∇X grad f, grad f)X(f)

− 1

α
g(∇X grad f,Y)g(∇Y grad f, grad f)X(f)

= g(R(X,Y)Y,X) +
1

α
[g(∇X grad f,X)g(∇Y grad f,Y) −

g(∇X grad f,X)2].

g̃(X,X)g̃(Y,Y)−g̃(X,Y)2 = [g(X,X) + X(f)2] [g(Y,Y) + Y(f)2]−[g(X,Y) + X(f)Y(f)]

= 1 + X(f)2 +Y(f)2.
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d’où, la division de g̃(R̃(X,Y)Y,X) par g̃(X,X)g̃(Y,Y)− g̃(X,Y)2 donne
le résultat.

3.2.3 Tenseur de courbure Ricci

Proposition 3.2.2 Soient (Mm, g) une variété Riemannienne et g̃ une métrique
Musgradient définie sur M.

Si Ricci (resp R̃icci) désigne le tenseure de courbure de Ricci associée à
g (resp g̃). Alors pour tout X ∈ Γ(TM), nous avons:

R̃icci(X) = Ricci(X)− 1

α
R(X, grad f) grad f − 1

α
g(Ricci(X), grad f) grad f

+
1

2α2
[g(∇X grad f, grad α)− X(α)△(f)] grad f

+
1

α

[
△(f)− 1

2α
g(grad f, grad α)

]
∇X grad f (3.6)

+
1

4α2
X(α) grad α− 1

α
∇(∇X grad f) grad f .

où α = 1 + || grad f ||2.

Preuve:.

Soit (Ei)i=1,...,m tel que E1 =
1√
α− 1

|| grad f || une base orthonormale de

champs de vecteurs associée à g, alors (Ẽi)i=1,...,m est une base orthonormale
de champs de vecteurs associée à g̃

où Ẽ1 =
1√
α
E1 =

1√
α(α− 1)

grad f, Ẽi = Ei i = 2, ...,m.

De la définition du tenseur de Ricci, nous avons:

R̃icci(X) = R̃(X, Ẽ1)Ẽ1 +
m∑
i=2

R̃(X, Ei)Ẽi

=
1

α(α− 1)
[R(X, grad f) grad f− 1

α
g(R(X, grad f) grad f, grad f) grad f

+
1

2α2
[(grad f)(α)g(∇X grad f, grad f)−X(α)g(∇grad f grad f, grad f)] grad f

+
1

α
g(∇grad f grad f, grad f)∇X grad f− 1

α
g(∇X grad f, grad f)∇grad f grad f ]
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+
m∑
i=2

[R(X, Ei)Ei −
1

α
g(R(X, Ei)Ei, grad f) grad f

+
1

2α2
[Ei(α)g(∇X grad f, Ei)− X(α)g(∇Ei grad f, Ei)] grad f

+
1

α
g(∇Ei grad f, Ei)∇X grad f − 1

α
g(∇X grad f, Ei)∇Ei grad f ]

=
1

α(α− 1)
R(X, grad f) grad f+

1

2α2(α− 1)
g(grad f, grad α)∇X grad f

− 1

4α2(α− 1)
X(α) grad α +Ricci(X)− 1

α− 1
R(X, grad f)grad f

− 1

α
g(Ricci(X), grad f) grad f +

1

2α2
g(∇Xgrad f, grad α) grad f

− 1

2α2
X(α)△(f)+

1

α
△(f)∇X grad f− 1

2α(α− 1)
g(grad f, grad α)∇X grad f

− 1

α
∇(∇X grad f) grad f +

1

4α(α− 1)
X(α) grad α

R̃icci(X) = Ricci(X)− 1

α
R(X, grad f) grad f− 1

α
g(Ricci(X), grad f) grad f

+
1

2α2
[g(∇X grad f, grad α)− X(α)△(f)] grad f

+
1

α

[
△(f)− 1

2α
g(grad f, grad α)

]
∇X grad f

+
1

4α2
X(α) grad α− 1

α
∇(∇X grad f) grad f .
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3.2.4 La courbure scalaire

Proposition 3.2.3 Soient (Mm, g) une variété Riemannienne et g̃ une métrique
Musgradient définie sur M.
Si σ (rsp σ̃) désigne la courbure scalaire associée à g (resp g̃). Alors

σ̃ = σ − 2

α
g(Ricci(grad f), grad f) +

1

α
△(f)2 − 1

α
||∇ grad f ||2

+
1

α2
g(grad f, grad α)△(f). (3.7)

Preuve:.

Soit (Ei)i=1,...,m tel que E1 =
1√
α− 1

|| grad f || une base orthonormale de

champs de vecteurs associée à g, alors (Ẽi)i=1,...,m est une base orthonormale
de champs de vecteurs associée à g̃

où Ẽ1 =
1√
α
E1 =

1√
α(α− 1)

grad f, Ẽi = Ei i = 2, ...,m.

De la définition de la courbure scalaire, nous avons:

σ̃ = g̃(R̃icci(Ẽ1), Ẽ1) +
m∑
i=2

g̃(R̃icci(Ei), Ei)

= g(R̃icci(Ẽ1), Ẽ1)+R̃icci(Ẽ1)(f)Ẽ1(f)+
m∑
i=2

[g(R̃icci(Ei), Ei)+R̃icci(Ei)(f)Ei(f)]

g(R̃icci(Ẽ1), Ẽ1) =
1

α(α− 1)
g(Ricci(grad f)− 1

α
R(grad f, grad f) grad f

− 1

α
g(Ricci(grad f), grad f) grad f

+
1

2α2
[g(∇grad f grad f, grad α)− (grad f)(α)△(f)] grad f

+
1

α
[△(f)− 1

2α
g(grad f, grad α)]∇grad f grad f

+
1

4α2
(grad f)(α) grad α− 1

α
∇(∇grad f grad f), grad f)

=
1

α(α− 1)
[
1

α
g(Ricci(grad f), grad f)− 1

4α2
|| grad f ||2

+
1

2α2
g(grad f, grad α)△(f)]
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=
1

α2(α− 1)
g(Ricci(grad f), grad f)− 1

4α3(α− 1)
|| grad f ||2

+
1

2α3(α− 1)
g(grad f, grad α)△(f).

R̃icci(Ẽ1)(f)Ẽ1(f) = g(R̃icci(Ẽ1), grad f)

√
α− 1

α

=
1√

α(α− 1)

√
α− 1

α
[
1

α
g(Ricci(grad f), grad f)− 1

4α2
|| grad f ||2

+
1

2α2
g(grad f, grad α)△(f)]

=
1

α2
g(Ricci(grad f), grad f)− 1

4α3
|| grad f ||2

+
1

2α3
g(grad f, grad α)△(f).

m∑
i=2

g(R̃icci(Ei), Ei) =
m∑
i=2

g(Ricci(Ei)−
1

α
R(Ei, grad f) grad f

− 1

α
g(Ricci(Ei), grad f) grad f

+
1

2α2
[g(∇Ei grad f, grad α)− Ei(α)△(f)] grad f

+
1

α
[△(f)− 1

2α
g(grad f, grad α)]∇Ei grad f

+
1

4α2
Ei(α) grad α− 1

α
∇(∇Ei grad f), Ei).

= σ − 2α− 1

α(α− 1)
g(Ricci(grad f), grad f) +

1

α
△(f)2

− 1

α
||∇ grad f ||2 − 2α− 1

2α2(α− 1)
g(grad f, grad α)△(f)

+
1

4α2(α− 1)
|| grad α||2.

R̃icci(Ei)(f)Ei(f) = 0.

La somme de g(R̃icci(Ẽ1), Ẽ1), R̃icci(Ẽ1)(f)Ẽ1(f) et
m∑
i=2

g(R̃icci(Ei), Ei)
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donne le résultat.

3.3 Harmonicité et métrique Mus-gradient

Soient (Mm, g), (Nn, h) deux variétés Riemanniennes et g̃ (resp h̃) désigne la
métrique Mus-gradient définie sur M (resp N).

3.3.1 L’harmonicité d’une app φ : (M, g̃) −→ (N, h)

Proposition 3.3.1 Soit φ : (Mm, g̃) −→ (Nn, h) une application de clasee
C∞ et f une fonction lisse non constante sur M. Alors le champs de tension
de φ associé à g̃ est donné par:

τ̃(φ) = τ(φ)− 1

α

[
∇φ

grad fdφ(grad f)−
1

2α
dφ(gradα)

+
( 1

2α
grad f(α) +△(f)

)
dφ(grad f)

]
. (3.8)

Preuve:.

Soit (Ei)i=1,...,m tel que E1 =
1√
α− 1

|| grad f || une base orthonormale de

champs de vecteurs associée à g, alors (Ẽi)i=1,...,m est une base orthonormale
de champs de vecteurs associée à g̃

où Ẽ1 =
1√
α
E1 =

1√
α(α− 1)

grad f, Ẽi = Ei i = 2, ...,m.

Par définition du champs de tension, nous avons:

τ̃(φ) =
∑m

i=1

[
∇φ

Ẽi
dφ(Ẽi)− dφ(∇̃M

Ẽi
Ẽi)
]

= ∇φ

Ẽ1
dφ(Ẽ1)− dφ(∇̃M

Ẽ1
Ẽ1) +

∑m
i=2[∇

φ
Ei
dφ(Ei)− dφ(∇̃M

Ei
Ei)]

T1 = ∇φ
1√

α(α−1)
grad f

dφ(
1√

α(α− 1)
grad f)

−dφ(∇̃M
1√

α(α−1)
grad f

1√
α(α− 1)

grad f)

=
1√

α(α− 1)
grad f(

1√
α(α− 1)

)dφ(grad f)+
1

α(α− 1)
∇φ

grad fdφ(grad f)

−dφ( 1√
α(α− 1)

grad f(
1√

α(α− 1)
) grad f +

1

α(α− 1)
∇̃M

grad f grad f)

=
1

α(α− 1)

[
∇φ

grad fdφ(grad f)− dφ

(
∇M

grad f grad f +
1

2α
g(grad f, grad α) grad f

)]
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=
1

α(α− 1)

[
∇φ

grad fdφ(grad f)−
1

2
dφ(grad α)− 1

2α
g(grad f, grad α)dφ(grad f)

]
.

T2 =
∑m

i=2[∇
φ
Ei
dφ(Ei)− dφ(∇̃M

Ei
Ei)]

=
∑m

i=2[∇
φ
Ei
dφ(Ei)− dφ(∇M

Ei
Ei)−

1

α
g(∇Ei grad f, Ei)dφ(grad f)]

= τ(φ)−[∇φ
E1
dφ(E1)−dφ(∇M

E1
E1)]−

1

α
[△(f)−g(∇E1 grad f, E1)]dφ(grad f)

= τ(φ)− 1√
α− 1

grad f(
1√
α− 1

)dφ(grad f)− 1

α− 1
∇φ

grad fdφ(grad f)

+dφ(
1√
α− 1

grad f(
1√
α− 1

) grad f +
1

α− 1
∇M

grad f grad f)

− 1

α
[△(f)− 1

α(α− 1)
g(∇grad f grad f, grad f)]dφ(grad f)

= τ(φ)− 1

α
△(f)dφ(grad f)− 1

α− 1
[∇φ

grad fdφ(grad f)−
1

2
dφ(grad α)

− 1

2α
g(grad f, grad α)dφ(grad f)].

La somme de T1 et T2 donne le résultat.

Corollaire 3.3.1 L’application φ : (Mm, g̃) −→ (Nn, h) est harmonique si
et seulement si

τ(φ)− 1

α

[
∇φ

grad fdφ(grad f)−
1

2α
dφ(gradα)+

( 1

2α
grad f(α)+∆(f)

)
dφ(grad f)

]
= 0.

Corollaire 3.3.2 Soit φ : (Mm, g̃) −→ (Nn, h) une application de clasee
C∞. Si ∥ grad f∥ est constant alors, φ est harmonique si et seulement si

τ(φ)− 1

α

(
∆(f)dφ(grad f) +∇φ

grad fdφ(grad f)
)
= 0

Remarque 3.3.1 1) L’application identité φ = IdM : (Mm, g̃) −→ (Mm, g)
est harmonique si et seulement si

α− 1

2α
grad(α) +

[ 1

2α
grad f(α) + ∆(f)

]
grad f = 0.

2) Si ∥ grad f∥ est constant, alors L’application identité
φ = IdM : (Mm, g̃) −→ (Mm, g) est harmonique si et seulement si , f est
une fonction harmonique.
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Exemple 3.3.1 Soit M = H2 × R munie de la métrique riemannienne

g =
1

y2
(dx2 + dy2) + dt2,

où H2 = {(x, y) ∈ R2/y > 0} est l’espace hyperbolique à 2 dimensions et soit

f(x, y, t) = at+ b, for (a, b) ∈ R∗ × R.

Selon les remarques 3.3.1, L’application identité
φ = IdM : (Mm, g̃) −→ (Mm, g) est harmonique, avec

g̃ =
1

y2
(dx2 + dy2) + (1 + a2)dt2.

3.3.2 L’harmonicité d’une app φ : (M, g) −→ (N, h̃)

Lemme 3.3.1 Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h̃) une application de clasee C∞

sur M. Alors:

∇̃φ
XV = ∇φ

XV +
1

α
h(∇φ

X(grad
N f) ◦ φ, V )(gradN f) ◦ φ. (3.9)

où α = 1 + || grad f ||2h et f ∈ C∞(M).

Preuve:.
Soient X̃, Ỹ ∈ Γ(TM) tels que Ṽ ◦ φ = dφ(X) et X̃ ◦ φ = V , alors

∇̃φ
XV = (∇̃N

X̃
Ṽ ) ◦ φ

= [∇N
X̃
Ṽ +

1

α
h(∇N

X̃
(gradN f), Ṽ )(gradN f)] ◦ φ

= ∇φ
XV +

1

α
h(∇φ

X(grad
N f) ◦ φ, V )(gradN f) ◦ φ.

Proposition 3.3.2 Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h̃) une application de clasee
C∞. Alors le champs de tension de φ associé à h̃ est donné par:

τ̃(φ) = τ(φ) +
1

α
tracegh(∇φ(gradN f) ◦ φ, dφ)(gradN f) ◦ φ.

Preuve:.
Soit (Ei)i=1,...,m une base orthonormale de champs de vecteurs associé à g̃.

τ̃(φ) =
∑m

i=1[∇̃
φ
Ei
dφ(Ei)− dφ(∇M

Ei
Ei)]
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=
∑m

i=1[∇
φ
Ei
dφ(Ei)+

1

α
h(∇φ

Ei
(gradN f)◦φ, dφ(Ei))(gradN f)◦φ−dφ(∇M

Ei
Ei)]

=
∑m

i=1[∇
φ
Ei
dφ(Ei)− dφ(∇M

Ei
Ei)]

+
∑m

i=1

1

α
h(∇φ

Ei
(gradN f) ◦ φ, dφ(Ei))(gradN f) ◦ φ

= τ(φ) +
1

α
tracegh(∇φ(gradN f) ◦ φ, dφ)(gradN f) ◦ φ.

3.4 Harmonique morphisme

Soit (Mm, g), (Nn, h) deux variétés riemanniennes, g̃ = g+df⊗df la métrique
Mus-gradiant, où f :M −→ R est une fonction lisse non constante.

Proposition 3.4.1 Soit φ : (Mm, g̃) −→ (Nn, h) une application de classe
C∞, pour toute fonction harmonique u : V −→ R défini sur un sous-ensemble
ouvert V du N avec φ−1(V ) non vide, nous avons

∆̃M(u ◦ φ) = ∆M(u ◦ φ)− 1

α
Hessu◦φ(grad f, grad f)

− 1

α

[
∆(f)− 1

2α
grad f(α)

]
grad f(u ◦ φ).

Preuve:.
Rappelons que {ei}i=1,..,m telle que e1 =

1√
α−1

grad f est une base orthonor-

male sur M par rapport à g et {ẽi}i=1,..,m, telle que
ẽ1 = 1√

α
e1 = 1√

α(α−1)
grad f et ẽi = ei pour i = 2, ..,m est un base

orthonormé sur M par rapport à g̃. Nous avons

∆̃M(u ◦ φ) =
m∑
i=1

[
ẽi(ẽi(u ◦ φ))−

(
∇̃M
ẽi
ẽi
)
(u ◦ φ)

]
= ẽ1(ẽ1(u ◦ φ))−

(
∇̃M
ẽ1
ẽ1
)
(u ◦ φ)

+
m∑
i=2

[
ei(ei(u ◦ φ))−

(
∇̃M
ei
ei
)
(u ◦ φ)

]
=

1√
α
e1(

1√
α
e1(u ◦ φ))−

1√
α

(
∇̃M
e1

1√
α
e1
)
(u ◦ φ)

+
m∑
i=1

[
ei(ei(u ◦ φ))−

(
∇̃M
ei
ei
)
(u ◦ φ)

]
− e1(e1(u ◦ φ)) +

(
∇̃M
e1
e1
)
(u ◦ φ)

= (
1

α
− 1)e1(e1(u ◦ φ)) + (1− 1

α
)
(
∇̃M
e1
e1
)
(u ◦ φ)
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+
m∑
i=1

[
ei(ei(u ◦ φ))−

(
∇̃M
ei
ei
)
(u ◦ φ)

]
.

En utilisant le Théoreme 3.1.1, nous obtenons

∆̃M(u ◦ φ) =
α− 1

α

[
− e1(e1(u ◦ φ)) + (∇M

e1
e1)(u ◦ φ) +

1

α
g(∇e1 grad f, e1) grad f(u ◦ φ)

]
+

m∑
i=1

[
ei(ei(u ◦ φ))−

(
∇M
ei
ei
)
(u ◦ φ)− 1

α
g(∇ei grad f, ei) grad f(u ◦ φ)

]
= −α− 1

α

[ 1

α− 1
grad f(grad f(u ◦ φ))

− 1

α− 1
(∇M

grad f grad f)(u ◦ φ)−
1

α(α− 1)
g(∇grad f grad f, grad f) grad f(u ◦ φ)

]
− 1

α
∆(f) grad f(u ◦ φ) + ∆M(u ◦ φ)

= ∆M(u ◦ φ)− 1

α

[
grad f

(
g(grad f, grad(u ◦ φ))

)
− g(∇grad f grad f, grad(u ◦ φ))

]
+

1

2α2
grad f(α) grad f(u ◦ φ)− 1

α
∆(f) grad f(u ◦ φ)

= ∆M(u ◦ φ)− 1

α
Hessu◦φ(grad f, grad f)

− 1

α

[
∆(f)− 1

2α
grad f(α)

]
grad f(u ◦ φ)

Corollaire 3.4.1 Soit (Mm, g), (Nn, h) deux variétés riemanniennes,
φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) un morphisme harmonique et g̃ = g + df ⊗ df , où
f est une fonction lisse non constante sur M , alors
φ : (Mm, g̃) −→ (Nn, h) est un morphisme harmonique si et seulement si

Hessu◦φ(grad f, grad f) +
[
∆(f)− 1

2α
grad f(α)

]
grad f(u ◦ φ) = 0,

pour toute fonction harmonique u : V −→ R défini sur un sous-ensemble
ouvert V de N avec φ−1(V ) non vide.

Corollaire 3.4.2 Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) un morphisme harmonique
et g̃ = g + df ⊗ df , où f est une fonction lisse non constante sur M . Si
∥ grad f∥ est constant, alors φ : (Mm, g̃) −→ (Nn, h) est un morphisme
harmonique si et seulement si

Hessu◦φ(grad f, grad f) + ∆(f) grad f(u ◦ φ) = 0,

pour toute fonction harmonique u : V −→ R défini sur un sous-ensemble
ouvert V de N avec φ−1(V ) non vide.
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Du Corollaire 3.4.2, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 3.4.3 Soit φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) un morphisme harmonique
et g̃ = g + df ⊗ df , où f est une fonction lisse non constante sur M , telle
que ∥ grad f∥ est constant, alors l’application identité

φ = IdM : (Mm, g̃) −→ (Mm, g)

est un morphisme harmonique si et seulement si

Hessu(grad f, grad f) + ∆(f) grad f(u) = 0,

pour toute fonction u : V −→ R défini sur un sous-ensemble ouvert V (non
vide) de N .

3.5 Bi-harmonicité et la métrique Mus-gradient

Théorème 3.5.1 Soient φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de clasee
C∞, f : M −→ R une fonction telle que ||grad f || = 1 et

g̃ = g + df ⊗ df ,

alors le champ de bi-tension de φ est donné par:

τ̃2(φ) = τ2(φ) +
1

2
∇φ
grad f∇

φ
grad fτ(φ) +

1

2
RN(τ(φ), dφ(grad f))dφ(grad f)

+
1

2
△(f)∇φ

grad fτ(φ) +
1

2
[△(△(f))− 1

2
grad f(grad f(△(f)))

−1

2
△(f)grad f(△(f))]dφ(grad f)−1

2
△(f)Jφ(dφ(grad f))−

1

2
Jφ(∇φ

grad fdφ(grad f))

−1

4
RN(∇φ

grad fdφ(grad f), dφ(grad f))dφ(grad f) +∇φ
grad f(△(f))dφ(grad f)

−1

2

[
grad f(△(f)) +

1

2
(△(f))2

]
∇φ
grad fdφ(grad f).

où Jφ(V ) = △φ(V )+tracegR
N(V, dφ)dφ, pour tout V ∈ φ−1(TN) est l’opérateur

de jacobi de φ.

Preuve:.
Soit {ei}i=1,...,m tel que e1 = grad f une base locale orthonormale sur M as-

sociée à g et {ẽi}i=1,...,m tel que ẽ1 =
grad f√

2
une base locale orthonormale

sur M associée à g̃. le champ de bi-tension de φ est donné par:
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τ̃2(φ) = −
[
∇φ
ẽi
∇φ
ẽi
τ̃(φ)−∇φ

∇̃M
ẽi
ẽi
τ̃(φ)

]
−RN(τ̃(φ), dφ(ẽi))dφ(ẽi)

(3.10) = −∇φ
ẽi
∇φ
ẽi
τ̃(φ) +∇φ

∇̃M
ẽi
ẽi
τ̃(φ)−RN(τ̃(φ), dφ(ẽi))dφ(ẽi).

pour le premier terme du côté droit de (3.10), nous avons

−∇φ
ẽi
∇φ
ẽi
τ̃(φ) = −∇φ

ẽ1
∇φ
ẽ1
τ̃(φ)−∇φ

ei
∇φ
ei
τ̃(φ)

(3.11) = −1

2
∇φ
grad f∇

φ
grad f τ̃(φ)−∇φ

ei
∇φ
ei
τ̃(φ).

Rappelons que τ̃(φ) = τ(φ)− 1

2
△(f)dφ(grad f)− 1

2
∇φ
grad fdφ(grad f),

alors,

∇φ
grad f τ̃(φ) = ∇φ

grad fτ(φ)−
1

2
grad f(△(f))dφ(grad f)−1

2
△(f)∇φ

grad fdφ(grad f)

−1

2
∇φ
grad f∇

φ
grad fdφ(grad f),

donc,

−1

2
∇φ
grad f∇

φ
grad f τ̃(φ) = −1

2
∇φ
grad f∇

φ
grad fτ(φ)+

1

4
grad f(grad f(△(f)))dφ(grad f)

+
1

2
grad f(△(f))∇φ

grad fdφ(grad f)+
1

4
(△(f))∇φ

grad f∇
φ
grad fdφ(grad f)

+
1

4
∇φ
grad f∇

φ
grad f∇

φ
grad fdφ(grad f). (3.12)

D’autre part

∇φ
ei
τ̃(φ) = ∇φ

ei
τ(φ)− 1

2
ei(△(f))dφ(grad f)− 1

2
△(f)∇φ

ei
dφ(grad f)

−1

2
∇φ
ei
∇φ
grad fdφ(grad f).

alors

−∇φ
ei
∇φ
ei
τ̃(φ) = −∇φ

ei
∇φ
ei
τ(φ)+

1

2
ei(ei(△(f)))dφ(grad f)+ei(△(f))∇φ

ei
dφ(grad f)

(3.13) +
1

2
△(f)∇φ

ei
∇φ
ei
dφ(grad f)+

1

2
△(f)∇φ

ei
∇φ
ei
∇φ
grad fdφ(grad f).
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Remplaçons (3.12) et (3.13) dans (3.11), alors

−∇φ
ẽi
∇φ
ẽi
τ̃(φ) = −1

2
∇φ
grad f∇

φ
grad fτ(φ)−∇φ

ei
∇φ
ei
τ(φ)+

1

4
△(f)∇φ

grad f∇
φ
grad fdφ(grad f)

+

[
1

4
grad f(grad f(△(f))) +

1

2
ei(ei(△(f)))

]
dφ(grad f)

+
1

2
grad f(△(f))∇φ

grad fdφ(grad f) + ei(△(f))∇φ
ei
dφ(grad f)

+
1

4
∇φ
grad f∇

φ
grad f∇

φ
grad fdφ(grad f)+

1

2
△(f)∇φ

ei
∇φ
ei
dφ(grad f)

+
1

2
∇φ
ei
∇φ
ei
∇φ
grad fdφ(grad f). (3.14)

pour le deuxième terme du côté droit de (3.10), nous avons

∇̃M
ẽi
ẽi =

1

2
∇̃M
grad fgrad f + ∇̃M

ei
ei

= ∇̃M
ei
ei

= ∇M
ei
ei +

1

2
△(f)grad f

alors,

∇φ

∇̃M
ẽi
ẽi
τ̃(φ) = ∇φ

∇M
ei
ei
τ̃(φ) +

1

2
△(f)∇φ

grad f τ̃(φ)

= ∇φ
∇M
ei
ei
τ(φ)−1

2
(∇M

ei
ei)(△(f))dφ(grad f)−1

2
△(f)∇φ

∇M
ei
ei
dφ(grad f)

−1

2
∇φ

∇M
ei
ei
∇φ
grad fdφ(grad f)+

1

2
△(f)[∇φ

grad fτ(φ)−
1

2
grad f(△(f))dφ(grad f)

−1

2
△(f)∇φ

grad fdφ(grad f)−
1

2
∇φ
grad f∇

φ
grad fdφ(grad f)]. (3.15)

maintenant, nous calculons le troisième terme du côté droit de (3.10)

−RN(τ̃(φ), dφ(ẽi))dφ(ẽi) = −1

2
RN(τ̃(φ), dφ(grad f))dφ(grad f)−RN(τ̃(φ), dφ(ei))dφ(ei)

= −1

2
RN(τ(φ), dφ(grad f))dφ(grad f)−RN(τ(φ), dφ(ei))dφ(ei)

+
1

4
RN(∇φ

grad fdφ(grad f), dφ(grad f))dφ(grad f)
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+
1

2
△(f)RN(dφ(grad f), dφ(ei))dφ(ei)

+
1

2
RN(∇φ

grad fdφ(grad f), dφ(ei))dφ(ei). (3.16)

Rappelons que

τ2(φ) = −
[
∇φ
grad f∇

φ
grad fτ(φ) +∇φ

ei
∇φ
ei
τ(φ)−∇φ

∇M
ei
ei
τ(φ)

]
−RN(τ(φ), dφ(grad f))dφ(grad f)−RN(τ(φ), dφ(ei))dφ(ei),

l’opérateur de Jacobi est défini par

Jφ(V ) = △φ(V )− tracegR
N(V, dφ)dφ.

et

△(△(f)) =
[
grad f(grad f(△(f))) + ei(ei(△(f)))− (∇M

ei
ei)(△(f))

]
.

alors, en substituant (3.16), (3.15) et (3.14) dans (3.10), on obtient le résultat
de Théoreme (3.5.1).
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3.6 Applications bi-harmoniques propres

de Théoreme (3.5.1), en déduit les resultats suivants

Corollaire 3.6.1 Soient (Mm, g), (Nn, h) deux variétés riemanniennes, avec
M connexe, φ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application harmonique, f : M −→
R une fonction lisse non constante telle que ||(grad f || = 1 et g̃ = g+df⊗df
la métrique Mus-gradient. Alors φ : (Mm, g̃) −→ (Nn, g) est bi-harmonique
si et seulement si

1

2
[△(△(f))− 1

2
grad f(grad f(△(f)))− 1

2
△(f)grad f(△(f))]dφ(grad f)

−1

2
△(f)Jφ(dφ(grad f))−

1

2
Jφ(∇φ

grad fdφ(grad f))

−1

4
RN(∇φ

grad fdφ(grad f), dφ(grad f))dφ(grad f)+∇φ
grad f(△(f))dφ(grad f)

−1

2

[
grad f(△(f)) +

1

2
(△(f))2

]
∇φ
grad fdφ(grad f) = 0.

Exemple 3.6.1 Soit n ≥ 2, M = Rn muni de la métrique cannonique
g = dx21 + dx22 + ... + dx2n et N = H = {(y1, y2, .., yn) /yn > 0} est l’espace
hyperbolique à n dimensions, équipé de la métrique

h = y2n(dy
2
1 + dy22 + ..+ dy2n).

on considère l’application harmonique

φ : (M, g) −→ (N, h),

φ(x1, x2, .., xn) =
(
x1, x2, .., xn−1,

√
n− 1

√
x2n + 1

)
,

et soit la fonction f(x1, x2, .., xn) = xn. Ainsi, par rapport à la métrique
riemannienne

g̃ = g + df ⊗ df = g + dx21 + dx22 + ...+ 2dx2n.

Alors, l’application φ : (M, g̃) −→ (N, h) est bi-harmonique propre.

D’après le corollaire (3.6.1) et la remarque (3.3.1), nous obtenons le résultat
suivant:

Exemple 3.6.2 Soit (Mm, g) une variété riemannienne, f : M −→ R une
fonction lisse non constante telle que ||(grad f || = 1 , et g̃ = g + df ⊗ df .
alors l’application d’identité φ = IdM : (M, g̃) −→ (M, g) est bi-harmonique
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si et seulement si

[△(△(f))− 1

2
grad f(grad f(△(f)))− 1

2
△(f)grad f(△(f))]grad f

−△(f)JIdM(grad f) + 2∇M
grad f(△(f))grad f = 0.

Remarque 3.6.1 Si f :M −→ R est une fonction non harmonique (∆(f) =
k ̸= 0), telle que ||(grad f || = 1, alors l’application identité
φ = IdM : (M, g̃) −→ (M, g) est bi-harmonique propre si et seulement si

∆(grad f) + R̃ic(grad f) = 0.

Les résultats précédents sont publiés dans l’article:
THE GEOMETRY OF A NON-CONFORMAL DEFORMATION OF A
METRIC AND BI-HARMONICITY,
Palestine Journal of Mathematics
Vol 13(4), 1397-1405. (2024).
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