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RÉSUMÉ

Dans ce travail, nous visons la classification jusqu’à une conjugaison par automor-
phisme des groupes de Lie des homomorphismes harmoniques entre deux groupes de
Lie non abéliens connexes, et simplement connexes, de dimension trois unimodulaires
différents φ : (G, g)→ (H, h), où g et h sont deux métriques riemanniennes invariantes
à gauche sur G et H respectivement.



ABSTRACT

In this work we aim the classification up to a conjugation by automorphism of Lie
groups of harmonic homomorphism, between two different non abelian connected, and
simply connected three dimensional unimodular Lie groups φ : (G, g) −→ (H, h), where
g and h are two left invariant riemannian metrics on G and H respectively.
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INTRODUCTION

La théorie des applications harmoniques, riche et a suscité un intérêt croissant
au cours de la dernière décennie (voir [1] ,[2] ). La théorie des applications harmoniques
dans les groupes de Lie a été largement étudiée en relation avec les homomorphismes
dans les groupes de Lie compacts par de nombreux mathématiciens (voir par exemple
[6], en particulier, les applications harmoniques dans les groupes de Lie [24] et les auto-
morphismes intérieurs harmoniques des groupes de Lie semi-simples compacts connexes
dans [22] et étudie intensivement les homomorphismes harmoniques et biharmoniques
entre les groupes de Lie riemanniens munis d’une métrique riemannienne invariante à
gauche dans [4].

Dans [3], (S.Boubekour et M.Boucetta) ont étudiés la classification, jusqu’à une
conjugaison par un automorphisme des groupes de Lie, des applications harmoniques
et biharmoniques f : (G, g1)→ (G, g2) où G est un groupe de Lie non abélien connexe
et simplement connexe, unimodulaire de dimension trois, f est un homomorphisme de
groupe de Lie et g1, g2 sont deux métriques riemanniennes invariantes à gauche. Le
groupe de Lie est unimodulaire si chaque mesure de Haar à gauche est une mesure
de Haar à droite et vice versa. Il est connu que G est unimodulaire si et seulement si
| det Adx | = 1 pour tout x dans G, d’autre part g est unimodulaire si et seulement si
la trace de ad(X) = 0 pour tout X dans g .

En dimension trois Il existe cinq groupes de Lie connexes , simplement connexes
unimodulaires non abéliens : le groupe de Lie nilpotent (ou le groupe de Heisenberg),
le groupe spécial unitaire SU(2), le groupe de recouvrement universel P̃SL(2,R) du
groupe linéaire spécial, les groupes de Lie résolubles Sol et le groupe de recouvrement
universel Ẽ0(2) de la composante connexe du groupe euclidien, pour plus de détails voir
[12].

Dans ce travail, nous visons la classification jusqu’à une conjugaison par un auto-
morphisme des groupes de Lie des homomorphismes harmoniques entre deux groupes
de Lie non abéliens connexes, et simplement connexes, de dimension trois unimodulaires
différents φ : (G, g)→ (H, h), où g et h sont deux métriques riemanniennes invariantes
à gauche sur G et H respectivement.
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La thèse se compose de quatre chapitres :
Le premier chapitre est consacré à revisiter les outils fondamentaux de la géométrie
riemannienne. On a commencé par introduire la notion de variétés différentiables, En-
suite, nous explorerons la métrique riemannienne, une structure cruciale définissant les
notions de longueur et d’angle sur une variété différentielle. Nous aborderons également
la connexion de Levi-Civita, qui capture les propriétés de parallélisme et de transport
parallèle des vecteurs sur une variété, ainsi que les tenseurs de courbure, fournissant des
informations sur la courbure intrinsèque de l’espace. De plus, nous étudierons différents
opérateurs géométriques tels que le gradient, la divergence, la Hessienne et le Laplacien,
qui jouent un rôle central dans l’analyse et la manipulation des champs scalaires, vec-
toriels et tensoriels sur une variété différentiable.Dans le deuxième chapitre, on propose
un rappel sur les applications harmoniques (et également biharmoniques), en présen-
tant la première variation de la fonctionnelle énergie (et de la fonctionnelle bi-énergie).
Dans le troisième chapitre, on a rappelé les définitions et les propriétés nécéssaires pour
les groupes de Lie et les algèbres de Lie, en particulier les groupes de Lie non abéliens
connexes, et simplement connexes, de dimension trois unimodulaires et leurs algèbres
de Lie munis des métriques riemannienne invariantes à gauche.
Dans le quaterième chapitre, on a présenté les cinq groupes de Lie non abéliens connexes
et simplement connexes de dimension trois unimodulaires et leurs algèbres de Lie munies
de leures métriques invariantes à gauches. Ensuite on a reuissi à classifier les homomor-
phismes harmoniques entre deux groupes de Lie non abéliens connexes, et simplement
connexes, de dimension trois unimodulaires différents φ : (G, g) → (H, h), où g et h
sont deux métriques riemanniennes invariantes à gauche sur G et H respectivement.



CHAPITRE 1

RAPPELS DE GÉOMÉTRIE RIEMANNIENNE

1.1 Variétés différentiables
Définition 1.1.1.
Une variété différentiable de dimension m est un espace topologique séparé, muni d’un
atlas différentiable de dimension m.

Exemple 1.1.1 (La sphère standard).
La sphère standard Sn est l’ensemble :

Sn = {u ∈ Rn+1/‖u‖ = 1}

En tant que sous-ensemble de Rn+1, elle est munie de la topologie induite par celle de
Rn+1. Afin d’obtenir un atlas différentiable, nous considérons les projections stéréogra-
phiques :

φN : UN = Sn \ {N} −→ Rn, φS : US = Sn \ {S} −→ Rn,

de centres de projection N = (0, . . . , 0, 1) et S = (0, . . . , 0,−1) respectivement, où
l’espace Rn est identifié avec l’ensemble :

{x = (x1, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 | xn+1 = 0}.

Les équations pour x = φN(u) et y = φS(u) sont :

xi = ui
1− un+1

, yi = ui
1 + un+1

, (i = 1, n)

Les applications φN : UN −→ Rn et φS : US −→ Rn sont des homéomorphismes. Pour
u = φ−1

N (x) et u = φ−1
S (y) on a :

un+1 =
‖x‖2 − 1
‖x‖2 + 1

= −‖y‖
2 − 1

‖y‖2 + 1

ui = 2xi
‖x‖2 + 1

=
2yi

‖y‖2 + 1
, (i = 1, n).
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Les applications de changement de cartes sont données par :

φS ◦ φN−1(x) = 1
‖x‖2 x, φN ◦ φS−1(y) = 1

‖y‖2 y, x, y ∈ Rn \ {0}.

L’atlas ASn formé par les deux cartes (φN , UN) et (φS, US) est donc différentiable.

1.1.1 Espace tangent

Définition 1.1.2 (Vecteur tangent).
Soient M une variété différentiable, α : (−ε, ε) −→M une courbe différentiable tel que
α(0) = p, on note par Dp(M,R) à l’espace des fonctions de M dans R différentiables
en point p.
Le vecteur tangent de α en t = 0 est l’application :

α′(0) : D −→ R

f 7−→ df ◦ α
dt
|t=0.

Par suite un Vecteur tangent au point p est un vecteur tangent en t = 0 d’une certaine
courbe
α : (−ε, ε) −→M) tel que α(0) = p.
On note par TpM l’ensemble des vecteurs tangents de M en p.

1.1.2 Fibré tangent

Définition 1.1.3.
Soit M une variété différentiable, l’union de tous les espaces tangents de M est appelé
le fibré tangent de M noté TM c’est à dire TM = ∪p∈MTpM.
L’application :

π : TM −→M

est appelée la projection canonique.

1.1.3 Champs de vecteurs

Définition 1.1.4.
Soit M est variété différentiable, un champ de vecteurs sur M est une application :

X : M −→ TM
p 7−→ Xp ∈ TpM

telle que π(Xp) = p, pour tout p ∈ M . Autrement dit, X associe à tout p ∈ M un
vecteur Xp ∈ TpM . L’espace vectoriel des champs de vecteurs sur M est noté Γ(TM).
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Remarque 1.1.1.
Soit M une variété différentiable et C∞(M) l’espace des fonctions de classe C∞ de M .
On peut identifier par X ∈ Γ(TM) la dérivatrion sur C∞(M) par :

X : C∞(M) −→ C∞(M)

f 7−→ X(f),

avec
X(f) =

df ◦ φX(t)

dt
|t=0

φX :]− ε, ε[ −→ M

t 7−→ φX(t),

où
dφX(t)

dt
|t=0= X et φX(0) = p.

Définition 1.1.5.
Soit M une variété différentiable de dimension m. Le crochet de Lie noté [, ] est défini
par :

[X, Y ] = XY − Y X,

pour tous X, Y ∈ Γ(TM).

Propriétés 1.1.1.
Les crochets de Lie vérifie les propriétés suivantes :

1. [., .] est R-bilinéaire et antisymétrique,
2. [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0,
3. [fX, gY ] = fg [X, Y ] + fX(g)Y − gY (f)X,

pour tous X, Y, Z ∈ Γ(TM) et f, g ∈ C∞(M).

1.2 Métriques riemanniennes
Définition 1.2.1.
Une métrique riemannienne g sur une variété M est une application,

g : Γ(TM)× Γ(TM) −→ C∞(M),

C∞(M)-bilinéaire, symétrique et définie positive.

Où Γ(TM) désigne l’espace des champs de vecteurs sur la variété M .
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Définition 1.2.2.
Une variété riemannienne est un couple (M, g), où M est une variété différentiable et
g une métrique riemannienne .

Exemple 1.2.1.

1. (L’espace Euclidien) : Rn muni du produit scalaire standard :

g0(v, w) =
n∑
i=1

viwi

où v = (v1, . . . , vn)x, w = (w1, . . . , wn)x ∈ TxRn, x ∈ Rn,
(Rn, g0) est une variété riemannienne.

2. (Métrique Hyperbolique) dans la boule :

Dn = {x ∈ Rn / ‖x‖ < 1}.

On considère la métrique suivante :

gH(X, Y ) = 4
(1− ‖x‖2)

2 g0(X, Y ), X, Y ∈ TxRn x ∈ Dn.

Cette métrique est une métrique riemannienne est appelée la métrique hyperbo-
lique sur Dn.

Exemple 1.2.2.
L’epace (Rn, g0) muni d’une métrique euclidienne , M une sous-variété de Rn, pour tout
x ∈M , on a TxM ⊂ TxRn.
En posant

gM(v, w) = g0(v, w) v, w ∈ TxM

on obtient la métrique riemannienne induite par g0 sur M.

1.2.1 Image inverse d’une métrique

Définition 1.2.3.
Soit (Nn, h) une variété riemannienne, M une variété différentiable de dimension m et
f : M −→ N une application de classe C∞, si f est une immersion en tout point de
M , alors f ∗h est une métrique sur M , appelé image inverse de h par f , où :

(f ∗h)(X, Y ) = h(df(X), df(Y )), X, Y ∈ Γ(TM).

Expression locale de la métrique f ∗h.
Soit (U,ϕ) une carte sur M de base associée ( ∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xm
) et (V, ψ) carte sur N de
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base associée ( ∂
∂y1
, . . . , ∂

∂yn
), alors :

(f ∗h)ij = (f ∗h)(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
)

= h(df(
∂

∂xi
), df(

∂

∂xi
))

=
n∑

α,β=1

∂fα
∂xi

∂fβ
∂xj

h(
∂

∂yα
,
∂

∂yβ
) ◦ f

=
n∑

α,β=1

∂fα
∂xi

∂fβ
∂xj

(hαβ ◦ f) ∀i, j ∈ {1, ...,m} (1.1)

1.2.2 Métrique riemannienne induite

Définition 1.2.4.
Soient (N, h) une variété de dimension n et M une partie non vide de N , si l’inclusion
canonique

i : M −→ N

x 7−→ x.

est un plongement régulier, alors M est une sous-variété de N.
On appelle la métrique induite la métrique g définie par :

g(X, Y ) = h(df(X), df(Y )) ∀X, Y ∈ Γ(TM), (1.2)

dans ce cas (M, g) est dite sous-variété riemannienne .

Exemple 1.2.3 (Le tore dans R3).
Sur un repère (Oxyz), soit le tore paramétré par

f : [−bπ, bπ]× [−π, π] −→ R3

(r, θ) 7−→ f(r, θ) = (R(r) cos θ, R(r) sin θ, Z(r)).

avec

R(r) = a+ b cos(
r

b
)

Z(r) = b sin(
r

b
)

La différentielle de f :

Df(r, θ) =

cos(θ)R′(r) − sin(θ)R(r)
sin(θ)R′(r) cos(θ)R(r)
Z ′(r) 0

 =


− cos(θ) sin(

r

b
) − sin(θ)(a+ b cos(

r

b
)

sin(θ) sin(
r

b
) cos(θ)(a+ b cos(

r

b
)

cos(
r

b
) 0


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D’aprés (1.1) et (1.2), alors la métrique riemannienne induite sur le tore est donnée
par :

g(r,θ) =

(
1 0
0 R(r)2

)
Définition 1.2.5.
Etant donnée une métrique riemannienne sur M , on définit la norme ‖V ‖g d’un champ
de vecteur V ∈ Γ(TM) par

‖V ‖g =
√
g(V, V ) (1.3)

Localement, si V = V i∂i , alors

‖V ‖2
g = gijV

iV j

1.2.3 Connexion de Levi-Civita

Définition 1.2.6.
Une connexion linéaire sur une variété M est une application

∇ : Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γ(TM)

(X, V ) 7−→ ∇XV

vérifiant :
1. ∇X(V +W ) = ∇XV +∇XW

2. ∇X(fV ) = X(f)V + f∇XV

3. ∇X+fY V = ∇XV + f∇Y V ,
pour tout V,W,X, Y ∈ Γ(TM) et f ∈ C∞(M).

Définition 1.2.7.
Soit g une métrique riemannienne sur M . On dit que la métrique g est compatible avec
laconnexion ∇ (où parallèle), si

∇g = 0

c’est-à-dire
(∇Xg)(Y, Z) = 0

donc
X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

pour tout X, Y, Z ∈ Γ(TM).
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Définition 1.2.8.
Soient M une variété différentiable et ∇ une connexion linéaire sur M. Le tenseur de
torsion associé à ∇ est une application vectorielle C∞(M)-bilinéaire définie par

T : Γ(TM)× Γ(TM) −→ Γ(TM)

(X, Y ) 7−→ T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

pour tout X, Y ∈ Γ(TM).

La connexion ∇ est dite sans torsion si T ≡ 0.

Remarque 1.2.1.

1. T (X, Y ) = −T (Y,X) pour tout X, Y ∈ Γ(TM) (T est antisymétrique )

2. La connexion ∇ est sans torsion ssi pour tout X, Y ∈ Γ(TM) on a :

[X, Y ] = ∇XY −∇YX

3. Pour tout x ∈ M , le tenseur de tortion T induit une application bilinéaire vec-
toriel

Tx : Γ(TxM)× Γ(TxM) −→ Γ(TxM)

(v, ω) 7−→ Tx(v, ω) = (∇XY )x − (∇YX)x − [X, Y ]x

où X, Y ∈ Γ(TM), telque Xx = v Yx = ω (indépendament du choix de X et Y ).

Définition 1.2.9. Soient (M, g) une variété riemannienne et ∇ connexion linéaire
définie sur M est dite connexion de Levi-Civita si vérifier la formule de Koszul i.e

2g(∇XY, Z) = X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X, Y ))

+ g(Z, [X, Y ]) + g(Y, [Z,X])− g(X, [Y, Z]), ∀X, Y, Z ∈ Γ(TM).



CHAPITRE 2

APPLICATIONS HARMONIQUES

2.1 Connexion induite sur le fibré tangent inverse
Définition 2.1.1 (Fibré tangent inverse). Soit ϕ : M −→ N une application de classe
C∞ entre deux variétés différentiables. Le fibré tangent inverse est défini par :

ϕ−1TN = {(x, v)/x ∈M, v ∈ Tϕ(x)N}.

Une section sur ϕ−1TN une application de classe C∞ , V : M −→ TN tel que V (x) ∈
Tϕ(x)N ∀x ∈M.
Notons par Γ(ϕ−1TN) l’ensemble des sections sur ϕ−1TN.

Définition 2.1.2. Soient Mm et Nn deux variétés différentiables, ϕ : M −→ N une
application de classe C∞ et ∇N une connexion linéaire sur N. On définit la connexion
de Pull-back sur le fibré tangent inverse ϕ−1TN par :

∇ϕ : Γ(TM)× Γ(ϕ−1TN) −→ Γ(ϕ−1TN)

(X, V ) 7−→ ∇ϕ
XV = ∇N

dϕ(X)Ṽ . (2.1)

où Ṽ ∈ Γ(TN) tel que Ṽ ◦ ϕ = V.

Remarque 2.1.1. (Connexion de Pull-back en coordonnées locales)

∇ϕ
XV = ∇ϕ

Xi
∂
∂xi

Vα(
∂

∂yα
◦ ϕ)

= Xi

{
∂Vα
∂xi

(
∂

∂yα
◦ ϕ) + Vα∇ϕ

∂
∂xi

(
∂

∂yα
◦ ϕ).

}
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Remarquons que :

∇ϕ
∂
∂xi

(
∂

∂yα
◦ ϕ) = ∇N

dϕ( ∂
∂xi

)

∂

∂yα

=
∂ϕβ
∂xi

(
∇N

∂
∂yβ

∂

∂yα

)
◦ ϕ

=
∂ϕβ
∂xi

(
Γγαβ

∂

∂yγ

)
◦ ϕ

ainsi :

∇ϕ
XV = Xi

{
∂Vγ
∂xi

+ Vα
∂ϕβ
∂xi

(
Γγαβ ◦ ϕ

)}( ∂

∂yγ
◦ ϕ
)
. ∀i ∈ {1, ...,m} et α, β, γ ∈ {1, ..., n}

Donc la relation (2.1) est n’est pas dépend du choix de Ṽ i.e cette connexion est bien
définie.

Remarque 2.1.2. Soient M,N deux variétés différentiables
X, Y ∈ Γ(TM), V,W ∈ Γ(TN) et ϕ ∈ C∞(M,N), si X et V (resp. Y et W ) sont
ϕ-conjugés i.e. dϕ(X) = V ◦ ϕ (resp. dϕ(Y ) = W ◦ ϕ), alors :

∇ϕ
Xdϕ(Y ) = (∇N

VW ) ◦ ϕ.

Proposition 2.1.1. Soient ϕ : Mm −→ Nn une application différentiable, ∇N une
connexion linéaire compatible avec une métrique h sur N , alors la connexion linéaire
∇ϕ est compatible avec la métrique induite sur ϕ−1TN . C’est à dire :

X(h(V,W )) = h(∇ϕ
XV,W ) + h(V,∇ϕ

XW )

pour tous X ∈ Γ(TM) et V,W ∈ Γ(ϕ−1TN).

Preuve Soient X ∈ Γ(TM), V,W ∈ Γ(ϕ−1TN) et X̃, Ṽ , W̃ ∈ Γ(TN), tels que
dϕ(X) = X̃ ◦ ϕ, Ṽ ◦ ϕ = V et W̃ ◦ ϕ = W , alors :

X(h(V,W )) = X(h(Ṽ ◦ ϕ, W̃ ◦ ϕ))

= X(h(Ṽ , W̃ ) ◦ ϕ)

= d(h(Ṽ , W̃ ) ◦ ϕ)(X)

= dh(Ṽ , W̃ )(dϕ(X))

= dϕ(X)(h(Ṽ , W̃ ))

= X̃(h(Ṽ , W̃ )) ◦ ϕ
= h(∇N

X̃
Ṽ , W̃ ) ◦ ϕ+ h(Ṽ ,∇N

X̃
W̃ ) ◦ ϕ

= h(∇N
X̃◦ϕṼ , W̃ ◦ ϕ) + h(Ṽ ◦ ϕ,∇N

X̃◦ϕW̃ )

= h(∇ϕ
XV,W ) + h(V,∇ϕ

XW ).
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Proposition 2.1.2. Soit ∇N une connexion sans torsion sur N , alors :

∇ϕ
Xdϕ(Y ) = ∇ϕ

Y dϕ(X) + dϕ([X, Y ]),

pour tous X, Y ∈ Γ(TM).

Preuve Soient V,W ∈ Γ(TN) deux champs de vecteurs ϕ−conjugués avec X et Y
respectivement, alors :

[V,W ] ◦ ϕ = dϕ ◦ [X, Y ]

∇N
VW = ∇N

WV + [V,W ],

d’où :

∇ϕ
Xdϕ(Y ) = ∇ϕ

XW ◦ ϕ
= ∇N

dϕ(X)W

=
(
∇N
VW

)
◦ ϕ

=
(
∇N
WV + [V,W ]

)
◦ ϕ

= ∇ϕ
Y dϕ(X) + dϕ([X, Y ]).

2.2 Deuxième forme fondamentale
Définition 2.2.1.
Soient (Mm, g), (Nn, h) deux variétés riemanniennes, ϕ ∈ C∞(M,N). La seconde
forme fondamentale de l’application ϕ est la dérivée covariante de la 1−forme vec-
toriel dϕ, définie par :

∇dϕ(X, Y ) = ∇ϕ
Xdϕ(Y )− dϕ(∇M

X Y ),

pour tous X, Y ∈ Γ(TM).

Localement :
Si ( ∂

∂xi
) ( resp. ( ∂

∂yα
)) est une base locale de champs de vecteurs sur M ( resp. sur N),

pour tout X = Xi
∂
∂xi
∈ Γ(TM) et ϕβ = yβ ◦ ϕ, on a :

dϕ(X) = Xi
∂ϕβ
∂xi

∂

∂yβ
◦ ϕ ∈ Γ(ϕ−1TN),

et :

(∇dϕ)(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
) =

(
∂2ϕγ
∂xi∂xj

+
∂ϕα
∂xi

∂ϕβ
∂xj

NΓγαβ ◦ ϕ−
∂ϕγ
∂xk

MΓkij

)
∂

∂yγ
◦ ϕ
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(∇dϕ)(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
) = ∇ϕ

∂
∂xi

dϕ(
∂

∂xj
)− dϕ(∇M

∂
∂xi

∂

∂xj
)

= ∇ϕ
∂
∂xi

∂ϕβ
∂xj

∂

∂yβ
◦ ϕ− ∂ϕγ

∂xk
MΓkij(

∂

∂yγ
◦ ϕ)

=
∂2ϕβ
∂xi∂xj

∂

∂yβ
◦ ϕ+

∂ϕβ
∂xj
∇ϕ

∂
∂xi

∂

∂yβ
◦ ϕ− ∂ϕγ

∂xk
MΓkij(

∂

∂yγ
◦ ϕ)

=
∂2ϕβ
∂xi∂xj

∂

∂yβ
◦ ϕ+

∂ϕβ
∂xj

∂ϕα
∂xi

(
∇N

∂
∂yα

∂

∂yβ

)
◦ ϕ− ∂ϕγ

∂xk
MΓkij(

∂

∂yγ
◦ ϕ)

=

(
∂2ϕγ
∂xi∂xj

+
∂ϕα
∂xi

∂ϕβ
∂xj

NΓγαβ ◦ ϕ−
∂ϕγ
∂xk

MΓkij

)
∂

∂yγ
◦ ϕ. ∀ α, β, γ ∈ {1, ..., n}

Proposition 2.2.1.
Soit ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application différentiable, la seconde forme fondamentale
de l’application ϕ est symétrique, C’est à dire :

∇dϕ(X, Y ) = ∇dϕ(Y,X),

pour tous X, Y ∈ Γ(TM).

Preuve En utilisant la proposition (2.1.2, on a :

∇dϕ(X, Y ) = ∇ϕ
Xdϕ(Y )− dϕ(∇M

X Y )

= ∇ϕ
Y dϕ(X) + dϕ([X, Y ])− dϕ(∇M

X Y )

= ∇ϕ
Y dϕ(X)− dϕ(∇M

Y X)

= ∇dϕ(Y,X)

pour tous X, Y ∈ Γ(TM).

Proposition 2.2.2.
Soient ϕ : (M, g) −→ (N, h) et ψ : N −→ P deux applications différentiables entre des
variétés Riemanniennes, alors :

∇d(ψ ◦ ϕ) = dψ(∇dϕ) +∇dψ(dϕ, dϕ).

Preuve Soient X, Y ∈ Γ(TM), alors :

∇d(ψ ◦ ϕ)(X, Y ) = ∇ψ◦ϕ
X d(ψ ◦ ϕ)(Y )− d(ψ ◦ ϕ)(∇M

X Y )

= ∇ψ◦ϕ
X dψ(dϕ(Y ))− dψ(dϕ(∇M

X Y ))

= ∇P
dψ(dϕ(X))dψ(dϕ(Y ))− dψ(dϕ(∇M

X Y ))

= ∇ψ
dϕ(X)dψ(dϕ(Y ))− dψ(dϕ(∇M

X Y ))

= ∇dψ(dϕ(X), dϕ(Y )) + dψ(∇N
dϕ(X)dϕ(Y ))− dψ(dϕ(∇M

X Y ))

= ∇dψ(dϕ(X), dϕ(Y )) + dψ(∇dϕ(X, Y )).
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Définition 2.2.2.
Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes. Une application ϕ : (M, g) −→
(N, h) est dite totalement géodésique si ∇dϕ = 0.

Définition 2.2.3.
Soit ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application de classe C∞. La trace de la seconde forme
fonadamentale de l’application ϕ est appelée champ de tension de l’application ϕ, noté
par :

τ(ϕ) = traceg∇dϕ,

relativement à une base orthonormée {ei}ni=1 sur M on a :

τ(ϕ) = ∇ϕ
ei
dϕ(ei)− dϕ(∇M

ei
ei).

Si ( ∂
∂xi

) ( resp. ( ∂
∂yα

)) est une base locale de champs de vecteurs sur M ( resp. sur N),
on a :

τ(ϕ) = gij
(
∂2ϕγ
∂xi∂xj

+
∂ϕα
∂xi

∂ϕβ
∂xj

NΓγαβ ◦ ϕ−
∂ϕγ
∂xk

MΓkij

)
∂

∂yγ
◦ ϕ. ∀ i, j,∈ {1, ...,m}(2.2)

α, β, γ ∈ {1, ..., n} (2.3)

Proposition 2.2.3. [17] Soient ϕ : M −→ N et ψ : N −→ P deux applications
différentiables entre des variétés riemanniennes, alors :

τ(ψ ◦ ϕ) = dψ(τ(ϕ)) + trace∇dψ(dϕ, dϕ).

2.3 Cas des sous-variétés
Soient (N, h) est une variété Riemannienne et M est une sous-variété de N , alors le

champ de tenseur g : Γ(TM)× Γ(TM) −→ C∞(M) défini pour tous X, Y ∈ Γ(TM) et
p ∈M par :

g(X, Y )p = hp(Xp, Yp),

est une métrique Riemannienne sur M , appelé la métrique induite sur M par h.
Pour tout p ∈M on a TpN = TpM ⊕ TpM⊥, où :

TpM
⊥ = {v ∈ TpN |hp(v, w) = 0 ,∀w ∈ TpM}.

D’où pour tout v ∈ TpN :

∃!v> ∈ TpM, ∃!v⊥ ∈ TpM⊥ | v = v> + v⊥.

Si ∇N (resp. ∇M) désigne la connexion de Levi-Civita associée à la métrique h sur N
(resp. g sur M), alors :

∇M
X Y = (∇N

XY )>, X, Y ∈ Γ(TM).
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La deuxième forme fondamentale de M sur N est donnée par :

B(X, Y ) = (∇N
XY )⊥

= ∇N
XY − (∇N

XY )>

= ∇N
di(X)di(Y )− di(∇M

X Y )

= (∇di)(X, Y ),

et la courbure moyenne est donnée par :

H =
1

m
traceB,

où m = dimM . M est dite minimale si sa courbure moyenne est nulle.

Exemple 2.3.1. Soit M = Sn désigne la sphère unité et N = Rn+1, alors :

1. Le champ de vecteur normal à la sphère N =
n+1∑
i=1

xi
∂

∂xi
,

2. B(X, Y ) = −g(X, Y )N , X, Y ∈ Γ(TM)

2.4 Equation d’Euler-Lagrange
Définition 2.4.1. Soit U un ouvert de Rn. Le lagrangien sur U est une fonction de
classe C∞ :

L : (x, y, t) ∈ U × Rn × [t1, t2] −→ L(x, y, t) ∈ R.
étant donné deux points x1, x2 ∈ U , le problème variationnel associé consiste à chercher
les courbes ϕ : [t1, t2] −→ U tracées dans U , telles que ϕ(t1) = x1 et ϕ(t2) = x2, qui
minimisent la fonctionnelle d’énergie :

E(ϕ) =

∫ t2

t1

L
(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)
dt. (2.4)

Pour caractériser la fonction ϕ : [t1, t2] −→ U , on considère la variation ϕs(t) =
ϕ(t) + s v(t) où s ∈ (−ε, ε) et v(t) une vecteur de Rn depend de t, non nul sauf aux
bornes t1 et t2, on a alors :

v(t1) = v(t2) = 0 , ϕs(t1) = ϕ(t1) = x1 et ϕs(t2) = ϕ(t2) = x2.

Théorème 2.4.1.
Sous les hypotheses de la définition précédente

d

ds
E(ϕs)

∣∣∣
s=0

=

∫ t2

t1

〈
v(t),

∂L

∂x

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)
− ∂

∂t

(∂L
∂y

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

))〉
dt.

Où <,> désigne le produit scalaire standard sur Rn et
∂L

∂x
=
( ∂L
∂x1

, ...,
∂L

∂xn

)
,

∂L

∂y
=
( ∂L
∂y1

, ...,
∂L

∂yn

)
.
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Preuve On considère l’application φ : (−ε, ε)× [t1, t2] −→ Rn définie par :

φ(s, t) = ϕs(t) = ϕ(t) + s v(t). (2.5)

D’aprés (2.4) et (2.5), on a :

d

ds
E(ϕs)

∣∣∣
s=0

=

∫ t2

t1

∂

∂s
L
(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)∣∣∣
s=0

dt. (2.6)

Comme

∂

∂s
L
(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)
=

n∑
i=1

∂φi

∂s
(s, t)

∂L

∂xi

(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)
+

n∑
i=1

∂

∂s

(∂φi
∂t

)
(s, t)

∂L

∂yi

(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)
. (2.7)

En intégrant par parties, on trouve :∫ t2

t1

n∑
i=1

∂

∂s

(∂φi
∂t

)
(s, t)

∂L

∂yi

(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)
dt

=
n∑
i=1

∫ t2

t1

∂

∂t

(∂φi
∂s

)
(s, t)

∂L

∂yi

(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)
dt

=
n∑
i=1

∂φi

∂s
(s, t)

∂L

∂yi

(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

)∣∣∣t2
t1

−
n∑
i=1

∫ t2

t1

∂φi

∂s
(s, t)

∂

∂t

( ∂L
∂yi

(
φ(s, t),

∂φ

∂t
(s, t), t

))
dt. (2.8)

D’aprés les formules (2.5), (2.6), (2.7) et (2.8), on obtient :

d

ds
E(ϕs)

∣∣∣
s=0

=

∫ t2

t1

〈
v(t),

∂L

∂x

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)〉
dt

+
〈
v(t),

∂L

∂y

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)〉∣∣∣t2
t1

−
∫ t2

t1

〈
v(t),

∂

∂t

(∂L
∂y

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

))〉
dt.

Comme v(t1) = v(t2) = 0, alors

d

ds
E(ϕs)

∣∣∣
s=0

=

∫ t2

t1

〈
v(t),

∂L

∂x

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)〉
dt

−
∫ t2

t1

〈
v(t),

∂

∂t

(∂L
∂y

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

))〉
dt.
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Théorème 2.4.2.
La courbe ϕ : [t1, t2] −→ U est un point critique pour la fonctionnelle d’ énergie E(ϕ)
si et seulement si :

∂L

∂x

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

)
− ∂

∂t

(∂L
∂y

(
ϕ(t),

dϕ

dt
(t), t

))
= 0. (2.9)

Ce système de n équations différentielles du second ordre s’appelle système d’équations
d’Euler-Lagrange.

Exemple 2.4.1. Soient U un ouvert de R, L : U × R× [t1, t2] −→ R définie par :

L(x, y, t) =
y2

2
,

donc le lagrangian représente l’énergie cinétique.

E(ϕ) =
1

2

∫ t2

t1

(dϕ
dt

)2

dt

le système (2.9) est réduit à l’équation

−d
2ϕ

dt2
= 0

les solutions des équations d’Euler-Lagrange sont les droites affines (géodésiques) :

ϕ(t) = a t+ b, a, b ∈ R.

2.5 Les applications harmoniques

2.5.1 Première variation de l’énergie

Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés Riemanniennes, D un domaine compact de M
et ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞.

On définit l’énergie de ϕ sur D par :

E(ϕ;D) =
1

2

∫
D

|dϕ|2 vg, (2.10)

où |dϕ| est la norme de Hilbert-Schmidt de la différentielle dϕ définie par :

|dϕ|2 =
m∑
i=1

h(dϕ(ei), dϕ(ei)), (2.11)

{e1, ..., em} étant une base orthonormée sur M et vg =
√

det g dx1...dxm est l’élément
de volume Riemannien de (Mm, g).
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Définition 2.5.1. Une application ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) de classe C∞, entre deux
variétés Riemanniennes est dite harmonique si elle est point critique de la fonctionnelle
d’énergie E(ϕ;D) pour tout domaine compact D ⊂M , i.e :

d

dt
E(ϕt;D)

∣∣∣
t=0

= 0, (2.12)

{ϕt} étant une variation (de classe C∞) de ϕ à support dans D.

Remarque 2.5.1. Une variation de ϕ à support dans un domaine compact D ⊂ M ,
est une famille d’ applications (ϕt)t∈(−ε,ε) ⊂ C∞(M,N), telles que ϕ0 = ϕ et ϕt = ϕ sur
M\ int(D).

Théorème 2.5.1.
Soit ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) une application de classe C∞ entre deux variétés Rie-
manniennes et soit {ϕt} une variation de classe C∞ de ϕ à support dans un domaine
compact D, alors :

d

dt
E(ϕt;D)

∣∣∣
t=0

= −
∫
D

h(v, τ(ϕ)) vg,

où v =
dϕt
dt

∣∣∣
t=0

dénote le champ de vecteur de variation de {ϕt},

τ(ϕ) = traceg∇dϕ =
m∑
i=1

{∇ϕ
ei
dϕ(ei)− dϕ(∇M

ei
ei)}

où {e1, ..., em} est une base orthonormée sur (Mm, g). τ(ϕ) est appelé champ de tension
de ϕ.

Preuve Soient D un domaine compacte de M, {ϕt} une variation de ϕ à support
dans D et v ∈ Γ(ϕ−1TN) le champ de vecteur de variation. Soit φ : M × (−ε, ε) −→ N
l’application définie par φ(x, t) = ϕt(x). Si {e1, ..., em} base orthonormée sur M , alors :

d

dt
E(ϕ;D)

∣∣∣
t=0

=

∫
D

m∑
i=1

h(∇φ

(0, d
dt

)
dφ(ei, 0), dφ(ei, 0)) vg

∣∣∣
t=0

=

∫
D

m∑
i=1

h(∇φ
(ei,0)dφ(0,

d

dt
), dφ(ei, 0)) vg

∣∣∣
t=0

=

∫
D

m∑
i=1

h(∇ϕ
ei
v, dϕ(ei)) vg. (2.13)

Soit ω la 1−forme différentielle à support dans D, définie par :

ω(X) = h(v, dϕ(X)), X ∈ Γ(TM).
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On a :

divM ω =
m∑
i=1

{
ei
(
ω(ei)

)
− ω

(
∇M
ei
ei
)}

=
m∑
i=1

{
h(∇ϕ

ei
v, dϕ(ei)) + h(v,∇ϕ

ei
dϕ(ei))− h(v, dϕ(∇M

ei
ei))
}
. (2.14)

D’aprés les formules (2.13), (2.14) et le théorème de Stokes, on obtient :

d

dt
E(ϕ;D)

∣∣∣
t=0

= −
∫
D

m∑
i=1

{
h
(
v,∇ϕ

ei
dϕ(ei)− dϕ(∇M

ei
ei)
)}
vg.

Corollaire 2.5.1. Une application ϕ : (Mm, g) −→ (Nn, h) de classe C∞ entre deux
variétés Riemanniennes est harmonique si et seulement si :

τ(ϕ) = traceg∇dϕ = 0. (2.15)

Remarque 2.5.2.

1. L’équation (2.15) est l’équation d’Euler-Lagrange associée à l’énergie fonction-
nelle.

2. Localement, si (xi) et (yα) désignent les coordonnées locales sur M et N respec-
tivement, alors :

τ(ϕ) = gij
( ∂2ϕγ

∂xi∂xj
+
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj
NΓγαβ ◦ ϕ−

∂ϕγ

∂xk
MΓkij

) ∂

∂yγ
◦ ϕ.

Proposition 2.5.1.
Soient ϕ : M −→ N et ψ : N −→ P deux applications différentiables entre des variétés
riemanniennes, alors

τ(ψ ◦ ϕ) = dψ(τ(ϕ)) + trg∇dψ(dϕ, dϕ) .

2.5.2 Exemples des applications harmoniques

• L’application identité Id : (Mm, g) −→ (Mm, g) est harmonique.
• Une application ϕ : (Mm, g) −→ (Rn, <,>Rn) de classe C∞, est harmonique si et

seulement si, pour tout γ = 1, ..., n :

∆Mϕγ ≡
m∑

i,j,k=1

gij
( ∂2ϕγ

∂xi∂xj
− ∂ϕγ

∂xk
MΓkij

)
= 0.
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• Une courbe ϕ : (R, <,>R) −→ (Nn, h) est harmonique si et seulement si :

d2ϕγ

dx2
+

n∑
α,β=1

dϕα

dx

dϕβ

dx
NΓγαβ ◦ ϕ = 0,

pour tout γ = 1, ..., n. On retrouve l’équation des géodésiques de la variété
(Nn, h).

• Soit S une surface dans l’espace euclidien R3, et soit :

ϕ : (Ω, <,>R2) −→ (R3, <,>R3),

une paramétrisation locale de S, où Ω un ouvert de R2. Supposons que :∣∣∣∂ϕ
∂x

∣∣∣2 =
∣∣∣∂ϕ
∂y

∣∣∣2, 〈∂ϕ
∂x
,
∂ϕ

∂y

〉
R3

= 0.

Alors, S est minimale si et seulement si ϕ est harmonique. En effet, notons :

N =

∂ϕ
∂x
∧ ∂ϕ

∂y∣∣∣∂ϕ∂x ∧ ∂ϕ
∂y

∣∣∣
le vecteur unitaire normal,

E =
∣∣∣∂ϕ
∂x

∣∣∣2, F =
〈∂ϕ
∂x
,
∂ϕ

∂y

〉
R3
, G =

∣∣∣∂ϕ
∂y

∣∣∣2,
e =

〈
N,

∂2ϕ

∂x2

〉
R3
, f =

〈
N,

∂2ϕ

∂x∂y

〉
R3
, g =

〈
N,

∂2ϕ

∂y2

〉
R3
.

on obtient :
H =

1

2

eG+ g E − 2f F

E G− F 2

la courbure moyenne de S. D’autre part :〈∂ϕ
∂x
, τ(ϕ)

〉
R3

=
〈∂ϕ
∂x
,
∂2ϕ

∂x2

〉
R3

+
〈∂ϕ
∂x
,
∂2ϕ

∂y2

〉
R3

=
〈∂ϕ
∂x
,
∂2ϕ

∂x2

〉
R3
−
〈 ∂2ϕ

∂x∂y
,
∂ϕ

∂y

〉
R3

=
1

2

∂

∂x

∣∣∣∂ϕ
∂x

∣∣∣2 − 1

2

∂

∂x

∣∣∣∂ϕ
∂y

∣∣∣2
= 0,〈∂ϕ

∂y
, τ(ϕ)

〉
R3

= 0.

Par conséquent τ(ϕ) est normal à la surface S et on a :

H =
e+ g

2E
=

〈
N, τ(ϕ)

〉
R3

2E
.
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• Soit l’application de Hopf

φ : S3 −→ S2

(s, a, b) 7−→ (α(s), ψ(a, b))

où ψ(a, b) = ka+ lb et α : [0, π
2
] −→ [0, π] telle que α(0) = 0 et α(π

2
) = π.

Soient,
gS3 = ds2 + cos2s da2 + sin2s db2 ,

la métrique riemannienne sur S3 et

hS2 = dα2 + sin2α dψ2 ,

une métrique riemannienne sur S2. On a

{ e1 = ∂
∂s
, e2 = 1

cos s
∂
∂a
, e3 = 1

sins
∂
∂b
} est une base orthonormée sur S3.

{ f1 = ∂
∂α
, f2 = 1

sinα
∂
∂ψ
} est une base orthonormée sur S2.

Remarque 2.5.3. La composé de deux applications harmoniques n’est pas en générale
une application harmonique. En particulier si φ est harmonique et si ψ et totalement
géodésique c’est à dire (∇dψ = 0), alors ψ ◦ φ est harmonique.

Exemple 2.5.1. Soit l’application,

ϕ : (R, dt2) −→ (R2, dx2 + dy2)

t 7−→ (t, 0) ,

on a,

τ(ϕ) = (
∂2x

dt2
,
∂20

dt2
)

= (0, 0) ,

et soit l’application,

ψ : (R2, dx2 + dy2) −→ (R, dz2)

(x, y) 7−→ x2 − y2 ,

on a,

τ(ψ) = ∆(ψ)

=
∂2ψ

dx2
+
∂2ψ

dy2

= 2− 2 = 0 ,
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alors les deux applications ϕ et ψ sont harmoniques, mais remarquons que la com-
posée,

ψ ◦ ϕ : (R, dx2) −→ (R, dz2)

t 7−→ t2 ,

est non harmonique, τ(ψ ◦ ϕ) = 2.



CHAPITRE 3

GROUPES DE LIE ET ALGÈBRES DE LIE

3.1 Groupe de Lie

3.1.1 Définition et exemples

Définition 3.1.1.
Un groupe de Lie est un groupe G muni d’une structure d’une variété différentielle telle
que les applications

m : G×G −→ G, (x, y) −→ xy

et
inv : G −→ G, x −→ x−1

sont de classe C∞.

Exemple 3.1.1.
(Rn,+) est un groupe de Lie abélien de dimension n.

Exemple 3.1.2.
(V,+) un espce vectoriel de dimension finie n est un groupe de Lie abélien dimension n.
En particulier (M(n,R),+) espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n à coefficients
réels, donc (M(n,R),+) est un groupe de Lie de dimension n2.

Exemple 3.1.3.
Soit Gl(n,R) = {A ∈ M(n,R)/detA 6= 0} ; le groupe de Lie (Gl(n,R), ·) est un groupe
de dimension n2.

Exemple 3.1.4.
(R∗,×) est un groupe de Lie de dimension 1.

Exemple 3.1.5.
S1, S3 sont des groupes de Lie ;
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3.1.2 Sous groupe de Lie

Définition 3.1.2.
Soit (G, ·) un groupe de Lie et H une partie non vide de G .
H est dit un sous groupe de Lie si :
• (H, ·) est un sous groupe de (G, ·).

• H est une sous variété de G.

Exemple 3.1.6.
Le groupe des matrices orthogonales On(R) = {A ∈ (GLn(R)/ AtA = Id} est un sous
groupe de Lie de GL(n,R) de dimension n(n+1)

2
.

Proposition 3.1.1.
Tout sous-groupe de Lie d’un groupe linéaire est fermé .

Preuve ( Voir [9])

3.1.3 Homomorphisme de groupe de Lie

Définition 3.1.3.
Soient (G, ·) , (H, ∗) deux groupes de Lie f : G −→ H une application est dite homo-
morphisme de groupe de Lie si :
• ∀x, y ∈ G ona : f(x · y) = f(x) ∗ f(y).

• f est de classe C∞.

Exemple 3.1.7.
Soit l’application f : (R,+) −→ (R∗+, ·) , x 7−→ ex alors f est un homomorphisme de
groupe de Lie .

Preuve
1) f est de classe C∞.
2) ∀x, y ∈ R on a :

f(x+ y) = ex+y

= ex · ey

= f(x) · f(y)

Exemple 3.1.8.
L’application det : (Gl(n,R), ·) −→ (R∗,×), A 7−→ detA est un homomorphisme de
groupe de Lie.
Puisque :
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• det application polynomial alors est de classe C∞.

• det(A ·B) = detA× detB.

Proposition 3.1.2.
Soient G, H deux groupe de Lie et f : G −→ H un homomorphisme de groupe de Lie,
alors Kerf = {x ∈ G/f(x) = 0H} est un sous groupe de Lie tel que 0H l’élément neutre
de H.

Exemple 3.1.9.
Soit l’application f : GL(n,R), ·) −→ (R∗,×), A 7−→ detA.
Le noyau de f :

Kerf = {A ∈ GL(n,R)/ detA = 1}
= SL(n,R).

Donc (SL(n,R), ·) est un sous groupe de Lie de GL(n,R) de dimension (n2 − 1).

Exemple 3.1.10.
Soient G un groupe de Lie et g ∈ G,

adg : G −→ G

x 7−→ gxg−1,

est un homomorphisme de groupe de Lie.

Preuve
Soient x, y ∈ G alors :

adg(xy) = gxyg−1

= gxg−1gyg−1

adg(xy) = adg(x)adg(y).

3.2 Algèbre de Lie

3.2.1 Définition et exemples

Soit g un K-espace vectoriel de dimension finie.

Définition 3.2.1.
g est dite une algèbre de Lie si g muni d’une application

[, ] : g× g −→ g

(x, y) 7−→ [x, y].

Tels que
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• [, ] est antisymétrique : ∀x, y ∈ g [x, y] = −[y, x].

• [, ] est K-bilinéaire ∀x, y, z ∈ g ∀α, β ∈ K [αx+ βy, z] = α[x, z] + β[y, z].

• [, ] vérifier l’identité de Jcobi ∀x, y, z ∈ g [x, [y, z]] + [z, [x, y]] + [y, [z, x]] = 0.

Remarque 3.2.1.
La dimension d’algèbre de Lie est la dimension de l’espace vectoriel.

Exemple 3.2.1.
Tout espace vectoriel V de dimension finie est une algébre de Lie par les crochets nuls
i.e : [X, Y ] = 0 ∀X, Y ∈ V .

Exemple 3.2.2.
L’espace M(n,K) avec K = R ou C est une algèbre de Lie définie par les crochets :

[A,B] = AB −BA ∀A,B ∈M(n,K).

Remarque 3.2.2.
Dons la suite,on note gln(K) l’espace M(n,K).

3.2.2 Sous-algèbre de Lie, idéal

Définition 3.2.2.
Un sous espace vectoriel h d’une algèbre de Lie g est dit une sous algèbre de Lie si :
∀x, y ∈ h on a [x, y] ∈ h i.e [h, h] ⊂ h.

Exemple 3.2.3. L’espace sln(R) = {A ∈ gln(R)/ trA = 0} est une sous-algèbre de
Lie de dimension (n2 − 1).

Preuve
1) sln(R) sous espace vectoriel de gln(R) :
soient A,B ∈ sln(R) et α, β ∈ R

tr(αA+ βB) = αtr(A) + βtr(B)

= 0.

2) Stabilité par les crochets :
soient A, B ∈ sln(R)

tr([A,B]) = tr(AB −BA)

= tr(AB)− tr(BA)

= 0.

Alors [A,B] ∈ sln(R).
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Définition 3.2.3.
Soit I un sous-espace vectoriel d’une algèbre de Lie g est dit un idéal si :

∀x ∈ g ∀y ∈ I [x, y] ∈ I or [I, g] ⊂ I.

Exemple 3.2.4. sln(R) est un ideal de gln(R).

Preuve
Soient A ∈ gln(R) , B ∈ sln(R)

tr([A,B]) = tr(AB −BA)

= tr(AB)− tr(BA)

= 0.

Donc [A,B] ∈ sln(R).

Remarque 3.2.3.
Tout idéal d’une algèbre de Lie est une sous algèbre de Lie.

Exemple 3.2.5. Soient h = Aff(R) =

{(
a b
0 0

)
∈M(2,R)/a, b ∈ R}

}
alors h est

une sous-algèbre de Lie de gl2(K) mais n’est pas un idéal.

3.2.3 Morphisme d’ algèbre de Lie

Définition 3.2.4.
Soient (g, [, ]g) , (h, [, ]h) deux algèbres de Lie .
Une application linéaire f : g −→ h , est dite morphisme d’algèbre de Lie si : ∀X, Y ∈ g
on a :

f([X, Y ])g = [f(X), f(Y )]h.

Exemple 3.2.6.
Représentation adjointe d’une algèbre de Lie g est l’application definie par :

ad : g −→ gl(g)

X 7−→ adX .

tel que ;

adX : g −→ g

Y 7−→ adX(Y ) = [X, Y ],

est un morphisme d’algèbre de Lie entre (g, [, ]) et (gl(g), [, ]) tel que

[A,B]gl(g) = A ◦B −B ◦ A, ∀A,B ∈ g
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Preuve
Soient X, Y, Z ∈ g

[adX , adY ](Z) = (adX ◦ adY − adY ◦ adX)(Z)

= adX ◦ adY (Z)− adY ◦ adX(Z)

= adX([Y, Z])− adY ([X,Z])

= [X, [Y, Z]]− [Y, [X,Z]]

= [[X, Y ], Z]

= ad[X,Y ](Z).

Proposition 3.2.1.
Soit φ : g −→ h un morphisme d’algèbre de Lie alors :
1) Le noyau de φ est un idéal de g .
2)L’image de φ est une sous-algèbre de Lie de h.

Preuve

En effet :
Soit φ : g −→ h morphisme d’algèbre de Lie .

Kerφ = {X ∈ g/ φ(X) = 0h}
.
Soient X1, X2 ∈ Kerφ alors :

φ(X1) = 0h

φ(X2) = 0h

et

φ([X1, X2]) = [φ(X1), φ(X2)]

= [0h, 0h]

= 0h;

donc [X1, X2] ∈ Kerφ.
Ainsi Le noyau de φ est un idéal.

Soient X ∈ Kerφ Y ∈ g.

φ([X, Y ]) = [φ(X), φ(Y )]

= [0h, φ(Y )]

= 0h;
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donc [X, Y ] ∈ Kerφ.
Ainsi L’image de φ est une sous-algèbre de Lie de h
En effet :

Imφ = {φ(X)/ X ∈ g}

Soient Y1, Y2 ∈ Imφ c’est-à-dire Y1 = φ(X1), Y2 = φ(X2); ∃X1, X2 ∈ g

[Y1, Y2] = [φ(X1), φ(X2)]

= φ[X1, X2].

Alors Imφ est une sous-algèbre de Lie de h.

3.3 Dérivation
Définition 3.3.1.
Soient g une algèbre de Lie. On appelle une dérivatition sur g, toute application linéaire
D : g −→ g qui vérifier :

D([a, b]) = [a,D(b)] + [D(a), b], ∀a, b ∈ g.

On note par Der(g) l’ensemble de toute les dérivations de g.

Proposition 3.3.1.
Soit g une algèbre de Lie, soient aussi D1 et D2 deux dérivations de g, et λ un élément
de K, alors, les applications linéaires suivantes sont des dérivations de g.

D1 +D2, λD1 et [D1, D2] = D1 ◦D2 −D2 ◦D1.

Remarque 3.3.1.
D’aprés la proposition précédente, si D1 et D2 sont deux dérivations de g
(D1, D2 ∈ Der(g)), alors [D1, D2] ∈ Der(g).
Donc, Der(g) est une sous-algèbre de gl(g).

3.4 Algèbre de Lie d’un groupe de Lie
Définition 3.4.1.
Soient f : M −→ N un morphisme de variétés, X un champ de vecteurs sur M et Y
un champ de vecteurs sur N . On dit que X et Y sont f -liés si Tf ◦X = Y ◦ f .
Si f est un isomorphisme, pour tout champ de vecteurs X sur M , il existe un unique
champ de vecteurs Y sur N qui lui est f -lié. Il est donné par Y = Tf ◦X ◦ f−1.on note
f∗X.
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Définition 3.4.2.
Soit G un groupe de Lie, g ∈ G et la translation à gauche on définie par :

Lg : G −→ G

x 7−→ Lg(x) = gx.

Un champ de vecteurs X est dite invariant à gauche si (Lg)∗(X) = X ◦Lg pour tout
g ∈ G.

L’espace des champs invariants à gauche de G noté Hl(G).

Remarque 3.4.1.
On peut définit un champ invariant à droite par :

∀g ∈ G (Rg)∗(X) = X ◦Rg

telle que Rg est la translation à droite par g.

Proposition 3.4.1.
Soit G un groupe de Lie, pour tout v ∈ TeG, il existe un unique e champ de vecteurs
invariant à gauche X sur G, tel que X(e) = v. Il est donné par X : g 7−→ (TLg)ev.

3.5 Forme de Killing
Définition 3.5.1.
Soit g une K-algèbre de Lie de dimension finie , on appele forme de Killing de l’algèbre
de Lie g l’application notée κ par κ : g× g −→ K, (X, Y ) 7−→ Tr(ad(X) ◦ ad(Y )).

Définition 3.5.2.
La forme de Killing est dite non dégénérée si le déterminant de la matrice associée à
cette forme est non nul. Elle est dite dégénérée s’il s’annule.
ie

ker(κ) 6= {0}.

Définition 3.5.3.
Le radicale de la forme de Killing est défini par :

rad(κ) = {X ∈ g/ κ(X, Y ) = 0,∀Y ∈ g}.

Remarque 3.5.1.
Forme de Killing κ est non dégénérée si rad(κ) = {0g}.

Proposition 3.5.1.

1)κ est une forme bilinéaire symétrique .

2)κ ad-invariante i.e κ(adX , Y ) = −κ(X, adY ) pour tout X, Y dans g.
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Preuve (Voir [15])

Remarque 3.5.2.
Ker(κ) = {X ∈ g/κ(X, Y ) = 0, ∀Y ∈ g} est un idéal de g.

Preuve
Posons X ∈ Ker(κ) et Y, Z ∈ g et montrons que [X, Y ] ∈ Ker(κ).
Comme X ∈ Ker(κ), alors

κ(X, [Y, Z]) = 0.

Et par l’associativité de la forme de Killing, on trouve que

κ([X, Y ], Z) = 0.

D’où, [X, Y ] ∈ Ker(κ).

Exemple 3.5.1.
Soit l’algèbre de Lie su(2) et {X, Y, Z} une base de su(2) telle que

[X, Y ] = Z, [Y, Z] = X, [Z,X] = Y.

On a

adX =

0 0 0
0 0 −1
0 −1 0

, adY =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

, adZ =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 .

La matrice associée à la forme de Killing est

Mκ(X, Y, Z) =

−2 0 0
0 −2 0
0 0 −2

 , est κ(su(2)) est non dégénérée .

Exemple 3.5.2.
Soit l’algèbre de Lie Aff(R) des transfomations affines de la droite réell et {X, Y } une
base de Aff(R) telle que [X, Y ] = Y.
On a
adX =

(
0 0
0 1

)
, adY =

(
0 0
−1 0

)
.

La matrice associée à la forme de Killing est

Mκ(X, Y ) =

(
1 0
0 0

)
, est κ(Aff(R)) est dégénérée.

3.6 Algèbre de Lie nilpotente, résoluble, semi simple

3.6.1 Algèbre de Lie nilpotente

Définition 3.6.1.
Soit g une K-algèbre de Lie, on définit la suite des ideaux suivantes :

g(0) = g, g(1) = [g, g(0)], ..., g(j+1) = [g, g(j)] ∀j ∈ N

est appelée la suite centrale descendante de g.
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Définition 3.6.2.
Une algèbre de Lie g est nilpotente si la suite centrale descendante s’annule à partir
d’un certain n ≥ 0.
Autrement dit, ∃n ≥ 0 tel que g(n) = {0}.
Exemple 3.6.1. Le groupe nilpotent Nil, également connu sous le nom de groupe de
Heisenberg, dont l’algèbre de Lie sera notée n. On a

Nil =


1 a c

0 1 b
0 0 1

 , avec a, b, c ∈ R


et

n =


0 x z

0 0 y
0 0 0

 , avec x, y, z ∈ R

 .

L’algèbre de Lie n possède une base {X, Y, Z} où

X =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

, Y =

0 0 0
0 0 1
0 0 0

 et Z =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 ,

où le crochet de Lie non nul est [X, Y ] = Z.

par un calcul simple on obtient :

g(1) = < Z >

g(2) = {0}

alors l’algèbre de Lie de Hiesenberg est nilpotente de cran 2.

Proposition 3.6.1.
Soit g une K-algèbre de Lie.

1) Si g est nilpotente , alors le centre de g n’est pas trivial.

2) Si g est nilpotente , alors tout élément X de g est ad-nilpotent ,i.e ad(X) est un
endomorphisme nilpotent .

3) Toute sous-algèbre ou tout quotient d’une algèbre de Lie nilpotente est nilpotent.

Preuve (Voir [15])

Proposition 3.6.2 (Théorème de Engel).

Soit g une K-algèbre de Lie, si ad(X) est un endomorphisme nilpotent de g pour
tout X appartient à g , alors g est nilpotente.

Preuve (Voir [15])
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3.6.2 Algèbre de Lie résoluble

Définition 3.6.3.
Soit g une K−algèbre de Lie, on définie la suite des idéaux suivantes : g(0) = g, g(1) =
[g(0), g(0)],..., g(j+1) = [g(j), g(j)] ; ∀j ∈ N cette suite est appelée la suite dérivée de g.

Définition 3.6.4.
Une algèbre de Lie g est résolubles, si la suite dérivée s’annule à partir d’un certain
rang, i.e s’il existe un entier n ≥ 1 tel que g(n) = {0}.

Exemple 3.6.2. Le groupe de Lie soluble Sol, dont l’algèbre de Lie sera désignée par

sol, est défini par sol = R2 oι R où ι(t) =

(
t 0
0 −t

)
.

Nous pouvons choisir une base X, Y, Z de sol telle que

X =

((
1
0

)
, 0

)
, Y =

((
0
1

)
, 0

)
et Z =

((
0
0

)
, 1

)
et les crochets de Lie non nuls sont [Z,X] = X et [Y, Z] = Y ;

d’aprés des calcules on trouve :

g(0) = g

g(1) = < X, Y >

g(2) = {0};

alors l’algèbre de Lie sol est résoluble .

Proposition 3.6.3.
Soit g une K-algèbre de Lie.

1) Si g est résoluble alors g 6= [g, g].

2) Si g est résoluble alors g contient un idéal de codimension 1.

3) Si g est résoluble ,toute sous-algèbre de g est résoluble .En particulier un idéal
dans une algèbre de Lie résoluble est résoluble.

Preuve (Voir [15])

Proposition 3.6.4.
Soit g une algèbre de Lie , pour tout n ∈ N alors : g(n) ⊆ g(n)

En effet :
g(0) = g(0) = g.
g(1) = g(1) = [g, g].
g(2) = [[g, g], [g, g]] ⊂ [g, [g, g]] = g(2), par récurence
pour tout n ∈ N , g(n) ⊆ g(n).
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Corollaire 3.6.1.
Toute algèbre de Lie nilpotente est résoluble .

Remarque 3.6.1.
Une algèbre de Lie résoluble n’est pas nécessairement une algèbre de Lie nilpotente.

Exemple 3.6.3. L’algèbre de Lie des transformations affines de la droite Aff(R) est
résoluble mais n’est pas nilpotente .
Pour l’algèbre de Lie Aff(R) , nous avons :

X =

(
1 0
0 0

)

Y =

(
0 1
0 0

)
les crochets non nuls sont [X, Y ] = Y

par calcule simple on obtient :
g(0) = g
g(1) =< Y >
g(2) = {0}
alors Aff(R) est résoluble non nilpotente puisque : g(n) =< Y > 6= {0} ∀n ∈ N∗

3.6.3 Algèbres de Lie semi-simples

Définition 3.6.5.
Une algèbre de Lie est simple si elle est non abéliènne et si elle ne contient pas d’ideaux
propres non triviaux.

Définition 3.6.6.
Une algèbre de Lie est semi-simple si elle ne contient pas d’ideaux résolubles non triviaux
.

Théorème 3.6.1 (Critère de Cartan).
Soient g une K-algèbre de Lie et κ la forme de Killing de g. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1) κ est non-dégénérée.

2) g est semi simple.

Preuve (Voir [15])

Proposition 3.6.5.
Soit g une algèbre de Lie sur K.
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1) Si g est simple alors g est semi-simple.

2) Si g est semi-simple , alors le centre de g est trivial.

3) Si g est semi-simple , alors tout idéal de g est semi-simple.

4) Si g est semi-simple , alors g est la somme directe de deux ideaux semi-simple.

Preuve (Voir [15])

Proposition 3.6.6.
Soit g une algèbre de Lie sur K.
1) g résoluble ⇒ g n’est pas simple .
2) g résoluble ⇒ g n’est pas semi simple .

Preuve 1) Supposons que g est résoluble, alors il existe un entier n tel que g(n) = 0.
On sait que pour tout entier n, g(n) est un idéal de g et que

g(i) & g, i = 0, ..., n.

Donc, g(i), i = 0, ..., n sont des idéaux propres de g. Par conséquence, g n’est pas
simple.

2) Comme g est résoluble, g(n) = [g(n−1), g(n−1)] = 0. Donc, g(n−1) est un idéal
abélienne de g. Ceci implique que g n’est pas semi simple.

3.7 Groupes de Lie riemanniens unimodulaires

3.7.1 Mesure de Radon sur un groupe de Lie

Définition 3.7.1.
Soit G un groupe localement compact. Une mesure de Radon µ ≥ 0 sur G est dite
invariante à gauche si ∫

G

f(gx)dµ(x) =

∫
G

f(x)dµ(x),

pour toute f ∈ Cc(G), espace des fonctions continues sur G de support compact. Cela
est équivalent à dire que, pour tout ensemble borélien E ⊂ G, et pour tout g ∈ G,

µ(gE) = µ(E).

Exemple 3.7.1.
On considère le groupe réel (R,+) et la mesure µ avec dµ = dx, alors
∀f ∈ Cc(G) on a :

µ(f) =

∫
R
f(x)dx.

est mesure de Radon.
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3.7.2 Mesure de Haar

Définition 3.7.2.
Soit G un groupe de Lie localement compact, une mesure de Radon est dite de Haar si
µ est invariante à gauche, i.e ∀g ∈ G, ∀f ∈ Cc(G)∫

G

f(gx)dµ(x) =

∫
G

f(x)dµ(x).

Pour l’existence et l’unicité de mesure de Haar on a le théorème suivant :

Théorème 3.7.1.
Il existe une mesure invariante à gauche. Elle est unique à un facteur positif près.

Preuve (Voir [9])

Remarque 3.7.1.
Si G est compact, la mesure de Haar µ est dite normalisée si∫

G

dµ = 1.

3.7.3 Fonction unimodulaire

Soit G un groupe de Lie localement compact, et µ mesure de Haar à gauche, pour
g fixé dans G la forme linéaire

f 7−→
∫
G

f(gxg−1)dµ(x).

définit une mesure invariante à gauche. Il existe donc un nombre réel positif ∆(g) tel
que ∫

G

f(gxg−1)dµ(x) = ∆(g)

∫
G

f(x)dµ(x).

Notons qu’également ∫
G

f(xg−1)dµ(x) = ∆(g)

∫
G

f(x)dµ(x).

Proposition 3.7.1.
La fonction ∆ est un homomorphisme continu

∆ : G −→]0,∞[.

Preuve
Pour montrer que ∆ est un homomorphisme considérons une fonction f ∈ Cc(G).
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Soient g1, g2 ∈ G.
D’une part : ∫

G

f(xg1g2)dµ(x) = ∆(g2)

∫
G

f(xg1)dµ(x)

= ∆(g2) ·∆(g1)

∫
G

f(x)dµ(x).

D’autre part : ∫
G

f(x(g1g2))dµ(x) = ∆(g1g2)

∫
G

f(x)dµ(x).

Alors
∆(g1g2) = ∆(g2) ·∆(g1),

∆ est un homomorphisme de groupe.
Pour montrer que ∆ est continue considérons une fonction f ∈ Cc(G) telle que∫

G

f(x)dµ(x) = 1.

Alors
∆(g) =

∫
G

f(xg−1)dµ(x),

et par suite ∆ est continue.

Définition 3.7.3.
Soit G un groupe de Lie est dit unimodulaire si la fonction module ∆ égale 1 pour tout
g ∈ G, i.e ∆(G) = 1.

Proposition 3.7.2.
Tout groupe de Lie abelien est unimodulaire.
Tout groupe de Lie discrèt est unimodulaire.
Tout groupe de Lie compact est unimodulaire.

Preuve (Voir [9])

Proposition 3.7.3.
La mesure ∆(x−1)dµ(x) est une mesure de Haar à droite. De plus, pour f ∈ Cc(G),∫

G

f(x−1)dµ(x) =

∫
G

f(x)∆(x−1)dµ(x).

Preuve
Considérons la forme linéare

f 7−→
∫
G

f(x−1)∆(x−1)dµ(x).
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Pour y ∈ G, ∫
G

f(yx−1)∆(x−1)dµ(x) =

∫
G

f((xy−1)−1)∆(x−1)dµ(x).

En posant z = xy−1 nous obtenons∫
G

f(yx−1)∆(x−1)dµ(x) = ∆(y)

∫
G

f(z−1)∆(y−1z−1)dµ(z)

=

∫
G

f(z−1)∆(z−1)dµ(z).

Cette forme linéaire définit donc une mesure de Haar invariante à gauche. Par suite il
existe une constante C > 0 telle que∫

G

f(x−1)∆(x−1)dµ(x) = C
∫
G

f(x)dµ(x).

En appliquant cette relation à la fonction f1(x) = f(x−1)∆(x−1) on obtient C2 = 1,
donc C = 1.

Exemple 3.7.2.
1) Soit G le groupe ′ax+b′, c’est à dire le groupe des transformations affines de la droite
réelle. Il est isomorphe au sous-groupe de GL(2,R) des matrices

g =

{(
a b
0 1

)
, avec a, b ∈ R, a 6= 0

}
.

La mesure µl définie par ∫
G

f(g)dµl(g) =

∫
f(a, b)

dadb

a2

est une mesure de Haar à gauche. La mesure µr définie par∫
G

f(g)dµr(g) =

∫
f(a, b)

dadb

|a|

est une mesure de Haar à droite.La fonction module est donnée par

∆(g) =
1

|a|
.

2) On considère la mesure dµ(x) = |detx|−ndλ(x), définit sur le groupe linéaire GL(n,R),
alors GL(n,R, dµ(x)) est unimodulaire.
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Proposition 3.7.4.
Soit ω une forme différentielle de degré m = G sur G invariante à gauche telle que
ωe(X1, ..., Xm) > 0
si {X1, ..., Xm} est une base d’orientation positive de g. Alors la forme linéaire sur
Cc(G),

f 7−→
∫
G

fω

définit une mesure de Haar à gauche sur G.

Preuve
En effet, si ϕ = Lg, alors ϕ∗ω = ω,∫

G

fω = (f ◦ ϕ)ω.

Proposition 3.7.5.

∆(g) = |det Ad(g−1)|

Preuve
Soit ω une forme différentielle de degré m sur G invariante à gauche. Pour g ∈ G
l’automorphisme intérieure

x 7−→ ϕ(x) = gxg−1

est un difféomorphisme de G. Montrons que

ϕ∗ω = det Ad(g)ω.

Pour X1, ..., Xm ∈ g,

(ϕ∗ω)x(xX1, ...xXm) = ωgxg−1(g(xX1)g−1, ..., g(xXm)g−1)

= ωgxg−1(gxg−1Ad(g)X1, ..., gxg
−1Ad(g)Xm)

= ωe(Ad(g)X1, ...,Ad(g)Xm)

= det Ad(g)ωe(X1, ..., Xm)

= det Ad(g)ωx(xX1, ..., xXm).

Ilen resulte que, si µ désigne la mesure de Haar à gauche associée à ω,∫
G

f(gxg−1)dµ(x) = |det Ad(g)|−1

∫
G

f(x)dµ(x),

et que
∆(g) = |det Ad(g)|−1.



3.7 Groupes de Lie riemanniens unimodulaires 47

Corollaire 3.7.1.
Dans les trois cas suivants le groupe G est unimodulaire :
1) Ad(G) est compact,
2) g = Lie(G) est semi simple,
3) g = Lie(G) est nilpotente, et G est connexe.

Preuve
1) L’application

g 7−→ |det Ad(g)|

est un homomorphismre continu à valeurs positives. Si Ad(G) est compact il est borné
et par suite constant égale à 1.
2) Soit B la forme de Killing de g. De la relation

ad(Ad(g)X) = Ad(g) adX Ad(g−1) (g ∈ G,X ∈ g),

il resulte que
B(Ad(g)X,Ad(g)Y ) = B(X, Y ), (X, Y ∈ g),

c’est à dire que Ad(g) appartient au groupe orthogonal de B. Par suite

|det Ad(g)| = 1.

3) Pour tout X ∈ g, adX est nilpotent et

det Ad(expX) = det Exp adX = etr(adX) = 1.

Par suite, pour tout g dans un voisinage de e,

det Ad(g) = 1.

Ainsi le sous-groupe
H = {g ∈ G | det Ad(g) = 1}

est ouvert et fermé, et, puisque G est connexe, H = G.
Soit ϕ le difféomorphisme de G définit par

x 7−→ ϕ(x) = x−1.

On montre que, si ω est une forme différentielle invariante à gauche , alors

ϕ∗ω = det(−Ad(g))ω.

Notons que l’application ϕ ne respecte pas l’orientation de G si m = dimG est impaire.



CHAPITRE 4

CLASSIFICATION DES HOMOMORPHISMES
HARMONIQUES ENTRE DES GROUPES DE LIE

RIEMANNIENS UNIMODULAIRES TRIDIMENSIONNELS.

Soit ϕ : (M, g) −→ (N, h) une application lisse entre deux variétés riemanniennes
avec m = dim M et n = dim N . Nous désignons par ∇M et ∇N les connexions de Levi-
Civita associées à g et h respectivement, et par TϕN le fibré vectoriel sur M pull-back
de TN par ϕ. C’est un fibré vectoriel euclidien et l’application tangente de ϕ est un
homomorphisme de fibrés dϕ : TM −→ TϕN . De plus, TϕN porte une connexion ∇ϕ

pull-back de ∇N par ϕ, et il existe une connexion sur le fibré vectoriel End(TM, TϕN)
donnée par :

(∇XA)(Y ) = ∇φ
XA(Y )− A(∇M

X Y ), X, Y ∈ Γ(TM), A ∈ Γ(End(TM, TϕN)).

L’application ϕ est dite harmonique si c’est un point critique de l’énergie

E(ϕ) =
1

2

∫
M

| dϕ2 | vg.

L’équation d’Euler-Lagrange correspondante pour l’énergie est donnée par l’annulation
du champ de tension.

τ(ϕ) = tr∇dϕ =
m∑
i=1

(∇eidϕ)ei,

où {ei}mi=1 est un repère local de champs de vecteurs orthonormaux.

Soit (G, g) un groupe de Lie riemannien, c’est-à -dire un groupe de Lie muni d’une
métrique riemannienne invariante à gauche. Si g = TeG est son algèbre de Lie et <,>g=
g(e), alors il existe une unique application bilinéaire A : g× g −→ g appelée produit de
Levi-Civita associé à (g, <,>g) donnée par la formule :

2 < Auv, w >g=< [u, v]g, w >g + < [w, u]g, v >g + < [w, v]g, u >g .
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La transformation A est entièrement déterminée par les propriétés suivantes :

Propriété 4.0.1.
1) Pour tout u, v ∈ g, Auv − Avu = [u, v]g.
2) Pour tout u, v, w ∈ g, < Auv, w >g + < v,Auw >g= 0.

Si l’on note u` le champ de vecteurs invariant à gauche sur G associé à u ∈ g, alors
la connexion de Levi-Civita associée à (G, g) satisfait

∇u`v
` = (Auv)`.

Le couple (g, <,>g) définit un vecteur noté U g tel que

< U g, v >g= tr(adv), pour tout v ∈ g.

Remarque 4.0.1. Pour toute base orthonormale {ei}mi=1 de g, on a

U g =
m∑
i=1

Aeiei.

En effet :
Soit {ei}mi=1 une base orthonormale de g. Notons U g =

∑m
i=1 Uiei et Aeiei =

∑m
j=1Aijej.

Alors, par définition de U g,

< U g, ek >g = tr(adek)

= tr(adek ej)ej

= tr(ekej)ej

= δkjej,

où δkj est le symbole de Kronecker. D’autre part, par la formule pour Aek , on a

< Aek , ei >g =<
m∑
j=1

Akjej, ei >g

= Aki.

En utilisant la relation donnée pour U g, on a alors
m∑
j=1

Ujδkjej = Aki.

Cela montre que Uk = Aki pour tout k, ce qui équivaut à U g =
∑m

i=1 Aeiei. Ainsi, pour
toute base orthonormale {ei}mi=1 de g, on a bien montré que U g =

∑m
i=1Aeiei. Remar-

quons que g est unimodulaire si et seulement si U g = 0.
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Proposition 4.0.1.
Soit ϕ : (G, g) −→ (H, h) un homomorphisme entre deux groupes de Lie riemanniens.
Alors la différentielle ξ : g −→ h de ϕ en e ( élément neutre de G) est un homomor-
phisme d’algèbres de Lie.

Preuve Pour démontrer que la différentielle ξ : g −→ h de l’homomorphisme
ϕ : (G, g) −→ (H, h) entre deux groupes de Lie riemanniens est un homomorphisme d’al-
gèbres de Lie, nous devons montrer que pour toutX, Y ∈ g, la différentielle vérifie la pro-
priété d’homomorphisme d’algèbres de Lie, c’est-à -dire que ξ([X, Y ]g) = [ξ(X), ξ(Y )]h.
Soit X, Y ∈ g, alors [X, Y ]g est le crochet de Lie de X et Y dans g. En utilisant la dé-
finition du crochet de Lie et les propriétés des groupes de Lie, on a :

ξ([X, Y ]g) = ξ(adX(Y )) = [ξ(X), ξ(Y )]h,

où adX(Y ) est l’action adjointe de X sur Y . Ainsi, la différentielle ξ préserve la structure
d’algèbre de Lie en respectant le crochet de Lie. Par conséquent, ξ : g −→ h est bien
un homomorphisme d’algèbres de Lie.

Il existe une action à gauche de G sur Γ(TϕH) donnée par

(a.X)(b) = Tϕ(ab)Lϕ(a−1)X(ab), a, b ∈ G, X ∈ Γ(TϕH).

Une section X de TϕH est dite invariante à gauche si :
pour tout a ∈ G,

a.X = X.

Pour toute section invariante à gauche X de TϕH, on a :
pour tout a ∈ G,

X(a) = (X(e))`(ϕ(a)).

Ainsi, l’espace des sections invariantes à gauche est isomorphe à l’algèbre de Lie h.
Comme ϕ est un homomorphisme de groupes de Lie, g et h sont invariantes à gauche.
On peut facilement voir que τ(ϕ) est également invariant à gauche et donc

ϕ est harmonique si et seulement si τ(ϕ)(e) = 0.

De plus, on peut facilement voir que

τ(ξ) := τ(ϕ)(e) = U ξ − ξ(U g),

où

U ξ =
m∑
i=1

Bξ(ei)ξ(ei),

B est le produit de Levi-Civita associé à (h, <,>h) et {ei}mi=1 est une base orthonormale
de g. Ainsi, nous obtenons la proposition suivante.

Proposition 4.0.2. [4]
Soit φ : G → H un homomorphisme entre deux groupes de Lie riemanniens. Alors φ
est harmonique si et seulement si τ(ξ) = 0, où ξ : g→ h est la différentielle de φ en e.
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La classification des homomorphismes harmoniques sera réalisée jusqu’à une conju-
gaison près.

Définition 4.0.1. [3]
Deux homomorphismes entre deux algèbres de Lie euclidiennes :

ξ1 : (g, <,>g)→ (h, <,>h) and ξ2 : (g, <,>g)→ (h, <,>h),

sont conjugués s’il existe deux automorphismes isométriques

ϕ1 : (g, <,>g)→ (g, <,>g) et ϕ2 : (h, <,>h)→ (h, <,>h)

tels que
ϕ2 ◦ ξ1 = ξ2 ◦ ϕ1. (4.1)

Proposition 4.0.3. [4]
Soit ξ : (g, <,>g) → (h, <,>h) un homomorphisme entre deux algèbres de Lie eucli-
diennes unimodulaires. Alors

< τ(ξ), X >h= trg(ξ
∗ ◦ adX ◦ξ), ∀X ∈ h (4.2)

où, ξ∗ : h→ g est donnée par

< ξ∗U, V >g=< U, ξV >h, pour tous V ∈ g et U ∈ h. (4.3)

4.1 Groupes de Lie riemanniens unimodulaires tridi-
mensionnels

Définition 4.1.1 (Groupe de Lie nilpotent Nil).
Le groupe nilpotent Nil, également connu sous le nom de groupe de Heisenberg, est défini
comme suit :
Le groupe Nil est l’ensemble des matrices de la forme :

Nil =


1 a c

0 1 b
0 0 1

 , avec a, b, c ∈ R

 .

Son algèbre de Lie, notée n, est l’ensemble des matrices de la forme :

n =


0 x z

0 0 y
0 0 0

 avec x, y, z ∈ R

 .

Cette algère de Lie n possède une base {X, Y, Z} où les matrices sont définies par :

X =

0 1 0
0 0 0
0 0 0

 , Y =

0 0 0
0 0 1
0 0 0

 , Z =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 .

Dans cette base, le crochet de Lie non nul est donné par [X, Y ] = Z.
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Proposition 4.1.1. [12]
Toute métrique invariante à gauche sur Nil est équivalente jusqu’à automorphisme à
une métrique dont la matrice associée dans l’algèbre de Lie n est de la forme :

<,>n=

ρ 0 0
0 ρ 0
0 0 1

 , avec ρ > 0. (4.4)

Définition 4.1.2 (Groupe de Lie résoluble Sol). .
Le groupe de Lie soluble Sol, dont l’algèbre de Lie sera désignée par sol, est défini par
sol = R2 oι R où

ι(t) =

(
t 0
0 −t

)
.

Nous pouvons choisir une base X, Y, Z de sol telle que

X =

((
1
0

)
, 0

)
, Y =

((
0
1

)
, 0

)
et Z =

((
0
0

)
, 1

)
.

et les crochets de Lie non nuls sont

[Z,X] = X et[Y, Z] = Y.

Le groupe de Lie de l’algèbre de Lie soluble sol = R2 oι R est le groupe de Lie soluble
Sol, qui est le produit semi-direct R2 oΘ R, agit sur R2 par

Θ(t) =

(
et 0
0 e−t

)
, t ∈ R.

Proposition 4.1.2. [12]
Toute métrique invariante à gauche sur Sol = R2 oΘ R est équivalente, jusqu’à au-
tomorphisme, à une métrique dont la matrice associée présente l’une des deux formes
suivantes :

<,>sol=

1 0 0
0 1 0
0 0 ν

 , avec ν > 0, (4.5)

ou

<,>sol=

1 1 0
1 µ 0
0 0 ν

 , avec ν > 0 et µ > 1. (4.6)

Définition 4.1.3 (Groupe de Lie résoluble Ẽ0(2)).
Le groupe de Lie soluble Ẽ0(2), dont l’algèbre de Lie sera notée

e0(2) = R2 o so(2).
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On peut choisir une base X, Y, Z de e0(2) telle que

X =

((
1
0

)
,

(
0 0
0 0

))
, Y =

((
0
1

)
,

(
0 0
0 0

))
, Z =

((
0
0

)
,

(
0 −1
1 0

))
,

et les crochets de Lie non nuls sont

[Z,X] = Y et [Y, Z] = X.

L’algèbre de Lie e0(2) = R2 o so(2) est l’algèbre de Lie du groupe de Lie
E0(2) = R2 o SO(2), qui n’est pas simplement connexe.
L’unique groupe de Lie simplement connexe correspondant à l’algèbre de Lie
e0 = R2oso(2) est le groupe de recouvrement universel Ẽ0(2) de E0(2). Le groupe Ẽ0(2)
est le produit semi-direct Co R , où

(z, t).(z′, t′) = (z + z′e2iπt, t+ t′).

Il possède une représentation matricielle dans GL(3,C) donnée par

(z, t) 7→

e2iπt z 0
0 1 0
0 0 et

 , z ∈ C et t ∈ R.

Proposition 4.1.3. [12] Toute métrique invariante à gauche sur Ẽ0(2) est équivalente,
jusqu’à automorphisme près, à une métrique dont la matrice associée est de la forme :1 0 0

0 % 0
0 0 σ

 , avec σ > 0 et 0 < % ≤ 1. (4.7)

Définition 4.1.4. Groupe de Lie simple SU(2)
Le groupe de Lie simple, simplement connexe tridimensionnel SU(2), dont l’algèbre de
Lie sera désignée par su(2), est isomorphe à l’algèbre de Lie so(3) de toutes les matrices
antisymétriques 3× 3. Nous pouvons choisir une base X, Y, Z de so(3), où

X =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 , Y =

 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

 , Z =

0 0 0
0 0 1
0 −1 0

 .

so(3) est l’algèbre de Lie du groupe de Lie SO(3), les crochets de Lie non nuls sont

[X, Y ] = Z, [Z,X] = Y et [Y, Z] = X.

Mais, le groupe SO(3) n’est pas simplement connexe. Le groupe de Lie simplement
connexe unique correspondant à l’algèbre de Lie so(3) est le groupe de recouvrement
universel SU(2) de so(3).
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Proposition 4.1.4. [12] Toute métrique invariante à gauche sur SU(2) est équivalente
jusqu’à automorphisme à une métrique dont la matrice associée est de la forme :

<,>su(2)=

λ 0 0
0 η 0
0 0 θ

 , avec 0 < θ ≤ η ≤ λ (4.8)

Définition 4.1.5. Groupe de Lie simple P̃SL(2,R)

Le groupe de Lie simple simplement connexe P̃SL(2,R) est le groupe de recouvrement
universel de SL(2,R). Son algèbre de Lie, notée sl(2,R), possède une base X, Y, Z, où :

X =
1

2

(
0 1
1 0

)
, Y =

1

2

(
1 0
0 −1

)
et Z =

1

2

(
0 1
−1 0

)
,

Ainsi, les crochets de Lie non nuls sont

[X, Y ] = −Z, [Z,X] = Y, et [Y, Z] = X.

Proposition 4.1.5. [12] Toute métrique invariante à gauche sur P̃SL(2,R) est équiva-
lente jusqu’à automorphisme à une métrique dont la matrice associée est de la forme :α 0 0

0 β 0
0 0 ζ

 , avec ζ > 0 et 0 < α ≤ β. (4.9)

4.2 Homomorphismes Harmoniques entre groupes de
Lie riemanniens unimodulaires tridimensionnels

4.2.1 Homomorphismes harmoniques entre Sol et Nil

Le résultat suivant donne une classification complète des homomorphismes harmo-
niques entre sol (munie de la métrique invariante à gauche définie dans (4.5) ou (4.6))
et n (munie de la métrique invariante à gauche définie dans (4.4)).

Théorème 4.2.1. Tout homomorphisme de sol dans n est conjugué à l’homomorphisme

ξ : sol −→ n,

défini par la matrice

ξ =

0 0 a
0 0 b
0 0 c

 , avec a, b, c ∈ R.
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Preuve
Rappelant que sol admet une base X, Y, Z où les relations de Lie sont données par

[Z,X] = X et [Y, Z] = Y,

et n admet une base E,F,H avec la relation de Lie [E,F ] = H. Nous définissons
l’homomorphisme ξ : sol −→ n comme suit :

ξ : X 7→ a1E + b1F + c1H

Y 7→ a2E + b2F + c2H

Z 7→ a3E + b3F + c3H.

Nous devons vérifier que cette définition respecte les relations de Lie. Pour ce faire, nous
calculons :

[ξX, ξY ] = ξ[X, Y ] = 0
[ξX, ξZ] = ξ[X,Z] = −ξX
[ξY, ξZ] = ξ[Y, Z] = ξY

⇐⇒ a1 = b1 = c1 = a2 = b2 = c2 = 0.

Ainsi, l’homomorphisme ξ est entièrement déterminé par les coefficients a3, b3, et c3.

Théorème 4.2.2. Soit ξ : sol→ n un homomorphisme, où

ξ =

0 0 a
0 0 b
0 0 c

 , (4.10)

où l’algèbre de Lie sol est munie de la métrique invariante à gauche définie dans (4.5)
ou (4.6) et n est munie de la métrique invariante à gauche définie dans (4.4). Alors

τ(ξ) =
bc

ν
E − ac

ν
F. (4.11)

Preuve Nous avons

adE =

0 0 0
0 0 0
0 1 0

 , adF =

 0 0 0
0 0 0
−1 0 0

 et adH =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 .

En utilisant la formule (4.3) où U ∈ n et V ∈ sol, nous obtenons :

ξ∗ =

 0 0 0
0 0 0
ρa ρb c

 .

En utilisant la formule (4.2), un calcul simple nous donne

< τ(ξ), E >n= tr(ξ∗ ◦ adE ◦ξ) =
bc

ν
,
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< τ(ξ), F >n= tr(ξ∗ ◦ adF ◦ξ) =
−ac
ν

et
< τ(ξ), H >n= tr(ξ∗ ◦ adH ◦ξ) = 0

Corollaire 4.2.1.
ξ : (sol, <,>sol),→ (n, <,>sol) est harmonique si et seulement si (a = b = 0 ou c = 0).

Théorème 4.2.3.
Un homomorphisme de n à sol est conjugué à ξi=1,2 : n→ sol, où

ξ1 =

0 0 a
0 0 b
0 0 0

 avec a, b ∈ R, (4.12)

et

ξ2 =

a1 a2 0
b1 b2 0
0 0 0

 avec ai, bi ∈ R pour i = 1, 2. (4.13)

Preuve sol est munie de la base X, Y, Z où [Z,X] = X et [Y, Z] = Y , et n est
munie de la base E,F,H avec [E,F ] = H, donc nous pouvons supposer

E 7−→ a1X + b1Y + c1Z,

F 7−→ a2X + b2Y + c2Z

et
H 7−→ a3X + b3Y + c3Z.

Ainsi, nous obtenons 
ξ[E,F ] = [ξE, ξF ] = ξH
ξ[E,H] = [ξE, ξH] = 0
ξ[F,H] = [ξE, ξH] = 0

ce qui est équivalent à

(c3 = a1 = b1 = c1 = a2 = b2 = c2 = 0 ou a3 = b3 = c3 = c1 = c2 = 0).

Théorème 4.2.4. Soient ξ1, ξ2 : n −→ sol deux homomorphismes, où ξ1 et ξ2 sont
définis par les formules (4.12) et (4.13), et l’algèbre de Lie sol est munie de la métrique
invariante à gauche définie par la formule (4.5). Alors

τ(ξ1) = (a2 − b2)Z (4.14)

et
τ(ξ2) =

((a2
1 − b2

1) + (a2
2 − b2

2))

ρ
Z. (4.15)
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Preuve Nous avons

adX =

0 0 −1
0 0 0
0 0 0

 , adY =

0 0 0
0 0 1
0 0 0

 et adZ =

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 .

Pour l’homomorphisme ξ1,
en utilisant la formule (4.3) où V ∈ n et U ∈ sol, nous obtenons :

ξ∗1 =

0 0 0
0 0 0
a b 0

 .

En utilisant la formule (4.2), un calcul simple nous donne

< τ(ξ1), X >sol= tr(ξ∗1 ◦ adX ◦ξ1) = 0,

< τ(ξ1), Y >sol= tr(ξ∗1 ◦ adY ◦ξ1) = 0

et
< τ(ξ1), Z > sol = tr(ξ∗1 ◦ adZ ◦ξ1) = a2 − b2.

Pour l’homomorphisme ξ2, nous avons

ξ∗2 =

a1 b1 0
a2 b2 0
0 0 0

 .

En utilisant la formule (4.2), nous obtenons

< τ(ξ2), X >sol= tr(ξ∗2 ◦ adX ◦ξ2) = 0,

< τ(ξ2), Y >sol= tr(ξ∗2 ◦ adY ◦ξ2) = 0

et
< τ(ξ2), Z >sol= tr(ξ∗2 ◦ adZ ◦ξ2) =

((a2
1 − b2

1) + (a2
2 − b2

2))

ρ
.

Corollaire 4.2.2.
ξ1 : (n, <,>n)→ (sol, <,>sol) est harmonique si et seulement si

a = b ou a = −b.

ξ2 : (n, <,>n)→ (sol, <,>sol) est harmonique si et seulement si

a2
1 + a2

2 = b2
1 + b2

2.



4.2 Homomorphismes Harmoniques entre groupes de Lie riemanniens
unimodulaires tridimensionnels 58

Théorème 4.2.5. Soient ξ1, ξ2 : n → sol deux homomorphismes, où ξ1 et ξ2 sont
définis par les formules (4.12), (4.13), et l’algèbre de Lie sol est munie de la métrique
invariante à gauche définie par la formule (4.6). Alors

τ(ξ1) = (a2 − µb2)Z, (4.16)

τ(ξ2) =
((a2

1 − µb2
1) + (a2

2 − µb2
2))

ρ
Z. (4.17)

Preuve En utilisant la formule (4.3) où V ∈ n et U ∈ sol, nous obtenons :
Pour ξ1,

ξ∗1 =

 0 0 0
0 0 0

a+ b a+ µb 0

 .

En utilisant la formule (4.2), nous obtenons

< τ(ξ1), X >sol= tr(ξ∗1 ◦ adX ◦ξ1) = 0,

< τ(ξ1), Y >sol= tr(ξ∗1 ◦ adY ◦ξ1) = 0

et
< τ(ξ1), Z >sol= tr(ξ∗1 ◦ adZ ◦ξ1) = a2 − µb2.

Pour ξ2, nous avons

ξ∗2 =

a1 + b1 a1 + µb1 0
a2 + b2 a2 + µb2 0

0 0 0

 ,

de plus
< τ(ξ2), X >sol= tr(ξ∗2 ◦ adX ◦ξ2) = 0,

< τ(ξ2), Y >sol= tr(ξ2∗ ◦ adY ◦ξ2) = 0

et
< τ(ξ2), Z >sol= tr(ξ∗2 ◦ adZ ◦ξ2) =

((a2
1 − µb2

1) + (a2
2 − µb2

2))

ρ
.

Corollaire 4.2.3.
ξ1 : (n <,>n) −→ (sol, <,>sol) est harmonique si et seulement si :

a = b
√
µ ou a = −b√µ.

ξ2 : (n <,>n) −→ (sol, <,>sol) est harmonique si et seulement si :

a2
1 + a2

2 = (b2
1 + b2

2)
√
µ.
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4.2.2 Homomorphismes harmoniques entre Sol et Ẽ0(2)

Les résultats suivants donnent une classification complète des homomorphismes har-
moniques entre l’algebre de Lie sol, (munie de la métrique invariante à gauche définie
dans (4.5), (4.6)) et l’algebre de Lie e0(2) (munie de la métrique invariante à gauche
définie dans (4.7)).

Théorème 4.2.6.
Tout homomorphisme de l’algèbre de Lie sol dans l’algèbre de Lie e(2) est conjugué à
l’homomorphisme ξ : sol→ e(2) caractérisé par :

ξ =

0 0 a
0 0 b
0 0 c

 .

où a, b, et c sont des réels.

Preuve La base de l’algèbre de Lie sol estX, Y, Z avec les relations de commutation

[Z,X] = X et [Y, Z] = Y,

et la base de l’algèbre de Lie e0(2) est A,B,C avec les relations de commutation

[A,B] = 0, [C,A] = B et [B,C] = A.

Supposons que l’homomorphisme ξ : sol −→ e0(2) est donné par :

ξ(X) = a1A+ b1B + c1C,

ξ(Y ) = a2A+ b2B + c2C

et
ξ(Z) = a3A+ b3B + c3C.

Nous obtenons ainsi les relations suivantes :
[ξX, ξY ] = ξ[X, Y ] = 0
[ξX, ξZ] = ξ[X,Z] = −ξX
[ξY, ξZ] = ξ[Y, Z] = ξY

ce qui est équivalent à (a1 = a2 = b1 = b2 = c1 = c2 = 0).

Théorème 4.2.7.
Soit ξ : sol −→ e0(2) un homomorphisme, où sol est équipé de la métrique invariante
à gauche définie par (4.5) ou (4.6), alors ;

τ(ξ) =
1

ν
(−%bcA+ acB + (%− 1)abC). (4.18)
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Preuve Nous avons les actions adjointes suivantes :

adA =

0 0 0
0 0 −1
0 0 0

 , adB =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , adC =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 .

En utilisant la formule (4.3), où U ∈ e0(2) et V ∈ sol, nous obtenons :

ξ∗ =

0 0 0
0 0 0
a %b σc

 .

En utilisant la formule (4.2), nous obtenons :

< τ(ξ), A >n= tr(ξ∗ ◦ adA ◦ ξ) =
−%bc
ν

,

< τ(ξ), B >n= tr(ξ∗ ◦ adB ◦ ξ) =
ac

ν
et

< τ(ξ), C >n= tr(ξ∗ ◦ adC ◦ ξ) =
(%− 1)ab

ν
.

Corollaire 4.2.4.
ξ : (sol, <,>sol) −→ (e0(2), <,>e0(2)) est harmonique si et seulement si % = 1 et c = 0
ou a = b = 0.

Théorème 4.2.8. Tout homomorphisme de l’algèbre de Lie e0(2) dans l’algèbre de Lie
sol est conjugué à l’homomorphisme ξ : e0(2) −→ sol donné par :

ξ =

0 0 a
0 0 b
0 0 c

 ,

où a, b, et c sont des réels.

Preuve Soit ξ : e0(2) −→ sol. Les actions de ξ sur les générateurs de e0(2) sont
données par :

A 7−→ a1X + b1Y + c1Z,

B 7−→ a2X + b2Y + c2Z,

C 7−→ a3X + b3Y + c3Z.

Ainsi, nous obtenons les relations suivantes :
[ξA, ξB] = ξ[A,B] = 0
[ξA, ξC] = ξ[A,C] = −ξB
[ξB, ξC] = ξ[B,C] = ξA

ce qui est équivalent à (a1 = b1 = c1 = a2 = b2 = c2 = 0).
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Théorème 4.2.9.
Soit ξ : e0(2) −→ sol un homomorphisme, où sol est équipé de la métrique invariante à
gauche définie dans (4.5). Alors

τ(ξ) =
1

σ

(
− acX + bcY + (a2 − b2)Z

)
. (4.19)

Preuve En utilisant la formule (4.3) où V ∈ e0(2) et U ∈ sol, nous obtenons :

ξ∗ =

0 0 0
0 0 0
a b νc

 .

En effectuant des calculs directs et en utilisant la formule (4.2), nous obtenons :

< τ(ξ), X >n= tr(ξ∗ ◦ adX ◦ξ) =
−ac
σ
,

< τ(ξ), Y >n= tr(ξ∗ ◦ adY ◦ξ) =
bc

σ
,

et
< τ(ξ), Z >n= tr(ξ∗ ◦ adZ ◦ξ) =

(a2 − b2)

σ
.

Corollaire 4.2.5.
ξ : (e0(2), <,>e0(2)) −→ (sol, <,>sol) est harmonique si et seulement si :

c = 0 et a = ±b ou a = b = 0.

Théorème 4.2.10. Soit ξ : e0(2) −→ sol un homomorphisme, où sol est équipé de la
métrique invariante à gauche définie par (4.6). Alors

τ(ξ) =
1

σ
(−(a+ b)cX + µbcY + (a2 − µb2 + ab)Z). (4.20)

Preuve Par un calcul similaire, nous obtenons

ξ∗ =

 0 0 0
0 0 0

a+ b µb νc

 .

En utilisant la formule (4.2), un calcul direct nous donne

< τ(ξ), X >n= tr(ξ∗ ◦ adX ◦ξ) = −(a+ b)c

σ
,

< τ(ξ), Y >n= tr(ξ∗ ◦ adY ◦ξ) =
µbc

σ
,

< τ(ξ), Z >n= tr(ξ∗ ◦ adZ ◦ξ) =
a2 − µb2 + ab

σ
.
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Corollaire 4.2.6.
Un homomorphisme ξ : (e0(2), <,>e0(2)) −→ (sol, <,>sol) est harmonique si et seule-
ment si :

a = b = 0 ou b = c = 0.

4.2.3 Homomorphismes harmoniques entre Nil et Ẽ0(2)

Les résultats suivants donnent une classification complète des homomorphismes har-
moniques entre l’algebre de Lie n (équipé de la métrique invariante à gauche définie dans
(4.4)), et l’algebre de Lie e0(2) (équipé de la métrique invariante à gauche définie dans
(4.7)).

Théorème 4.2.11. Tout homomorphisme de l’algèbre de Lie e0(2) dans l’algèbre de
Lie n est conjugué à l’homomorphisme ξ : e0(2) −→ n donné par :

ξ =

0 0 a
0 0 b
0 0 c

 ,

où a, b et c sont des réels.

Preuve La base de l’algèbre de Lie e0(2) est A,B,C avec les relations de commu-
tation

[A,B] = 0, [C,A] = B et [B,C] = A.

La base de l’algèbre de Lie n est E,F,H avec la relation de commutation [E,F ] = H.
Supposons que l’homomorphisme ξ : e0(2) −→ n soit donné par :

A 7−→ a1E + b1F + c1H,

B 7−→ a2E + b2F + c2H,

C 7−→ a3E + b3F + c3H.

Ainsi, nous obtenons les relations suivantes :
[ξE, ξF ] = ξ[E,F ] = ξH
[ξE, ξH] = 0
[ξF, ξH] = ξ[F,H] = 0

ce qui est équivalent à : {
a3 = b3 = c3 = 0,

c1 = c2 = 0,
,

ou {
a3 = b3 = c3 = 0,

a1 = b1 = c1 = 0,
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ou 
a3 = b3 = c3 = 0,

c1 × a2 = b2 × a1,

b1 × a2 = c2 × a1.

Proposition 4.2.1. Tout homomorphisme de l’algèbre de Lie n dans l’algèbre de Lie
e0(2) est conjugué à l’un des homomorphismes suivants

ξ1 =

a b 0
c d 0
0 0 0

 , où a, b, c, d ∈ R,

ξ2 =

0 a 0
0 b 0
0 c 0

 , où a, b, c ∈ R,

ξ3 =

a d 0
b cd

a
0

c bd
a

0

 , où a ∈ R∗, et b, c, d ∈ R.

Théorème 4.2.12. Soient ξi : n −→ e0(2) des homomorphismes, où ξi sont définis
comme dans la Proposition 4.2.1. Alors :

τ(ξ1) = (%− 1)
ac+ bd

ρ
C,

τ(ξ2) =
1

ρ
(−%bcA+ acB + ab(%− 1)C) ,

τ(ξ3) =
−%bc
ρ

(1 +
d2

a2
)A+

1

ρ
(ac+

b2d

a
)B +

1

ρ

(
cd

a
(%d− 1) + ab(%− 1)

)
C,

où A,B,C désignent la base de l’algèbre de Lie e0(2).

Preuve Nous avons les actions adjointes suivantes :

adA =

0 0 0
0 0 −1
0 0 0

 , adB =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , et adC =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 .

En utilisant la formule (4.3), où U ∈ e0(2) et V ∈ n, nous obtenons :

ξ∗1 =

a %c 0
b %d 0
0 0 0

 .
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En utilisant la formule (4.2), nous obtenons :

< τ(ξ1), A >e0(2)= tr(ξ∗ ◦ adA ◦ ξ1) = 0,

< τ(ξ1), B >e0(2)= tr(ξ∗ ◦ adB ◦ ξ) = 0,

< τ(ξ1), C >e0(2)= tr(ξ∗ ◦ adC ◦ ξ) = (%− 1)
ad+ bd

ρ
.

Pour ξ = ξ2, nous avons : ξ∗2 =

0 0 0
a %b σc
0 0 0

 .

< τ(ξ2), A >e0(2) = tr(ξ∗2 ◦ adA ◦ξ2) = −1

ρ
%bc,

< τ(ξ2), B >e0(2) = tr(ξ∗2 ◦ adB ◦ξ2) =
1

ρ
ac,

< τ(ξ2), C >e0(2) = tr(ξ∗2 ◦ adC ◦ξ2) =
1

ρ
ab(%− 1).

De mème pour ξ = ξ3, on a :

ξ∗3 =

a b% cσ

d %
cd

a
σ
bd

a
0 0 0

 . (4.21)

< τ(ξ3), A >e0(2) = tr(ξ∗3 ◦ adA ◦ξ3) =
−%bc
ρ

(1 +
d2

a2
),

< τ(ξ3), B >e0(2) = tr(ξ∗3 ◦ adB ◦ξ3) =
1

ρ
(ac+

bd2

a
),

< τ(ξ3), C >e0(2) = tr(ξ∗3 ◦ adC ◦ξ3) =
%− 1

ρ

(
cd2

a
+ ab

)
.

Corollaire 4.2.7.
ξ1 : (n, <,>n)→ (e0(2), <,>e0(2)) est harmonique si et seulement si ;

% = 1 ou ac+ bd = 0.

ξ2 : (n, <,>n)→ (e0(2), <,>e0(2)) est harmonique si et seulement si :

b = c = 0 ou % = 1, et c = 0.

ξ3 : (n, <,>n)→ (e0(2), <,>e0(2)) est harmonique si et seulement si :

b = c = 0 ou c = d = 0 et % = 1.
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4.2.4 Homomorphismes harmoniques entre SU(2) et Nil

Les résultat suivants donnent une classification complète des homomorphismes har-
moniques entre n (équipé de la métrique invariante à gauche définie dans (4.4) ), et
su(2) (équipé de la métrique invariante à gauche définie dans (4.8) ).

Proposition 4.2.2. Un homomorphisme de n vers su(2) est conjugué à
ξ : n −→ su(2), défini par :

ξ =

a1 a2 d1

b1 b2 d2

c1 c2 d3

 , avec ai, bi ∈ R

et
d1 = det

(
b1 b2

c1 c2

)
, d2 = − det

(
a1 a2

c1 c2

)
, d3 = det

(
a1 a2

b1 b2

)
.

Preuve Rappelons que n est basé sur {A,B,C}, où

[A,B] = C,

et que su(2) est basé sur {X, Y, Z}, avec

[X, Y ] = Z, [X,Z] = −Y, et [Y, Z] = X.

Supposons que 
ξ(A) = a1X + b1Y + c1Z,
ξ(B) = a2X + b2Y + c2Z,
ξ(C) = a3X + b3Y + c3Z.

Ainsi, nous obtenons{
[ξA, ξC] = ξ[A,C] = [ξB, ξC] = ξ[B,C] = 0
[ξA, ξB] = ξ[A,B] = ξC.

si et seulement si 
a3 = b1c2 − b2c1

b3 = c1a2 − a1c2

c3 = a1b2 − a2b1

a1c3 − a3c1 = a1b3 − a3b1 = c1b3 − c3b1 = 0
a2c3 − a3c2 = a2b3 − a3b2 = c2b3 − c3b2 = 0.

Théorème 4.2.13. Soit ξ : n −→ su(2) un homomorphisme de l’algèbre de Lie n, munie
de la métrique invariante à gauche définie dans (4.4), vers l’algèbre de Lie su(2). Si
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ξ =

a1 a2 d1

b1 b2 d2

c1 c2 d3

 ,

alors
τ(ξ) = ∆1X + ∆2Y + ∆3Z, (4.22)

où
∆1 =

θ − η
ρ

(ρd2d3 + b1c1 + b2c2) ,

∆2 =
λ− θ
ρ

(ρd1d3 + a1c1 + a2c2)

et
∆3 =

η − λ
ρ

(ρd1d2 + a1b1 + a2b2).

Preuve Nous avons

adX =

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 , adY =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 and adZ =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 .

En utilisant la formule (4.3), où U ∈ su(2) et V ∈ n, nous obtenons

ξ∗ =

λa1 ηb1 θc1

λa1 ηb2 θc2

λd1 ηd2 θd3

 .

En utilisant la formule (4.2), un calcul simple nous donne

< τ(ξ), X >su(2)= tr(ξ∗ ◦ adX ◦ξ) =
θ − η
ρ

(ρd2d3 + b1c1 + b2c2) ,

< τ(ξ), Y >su(2)= tr(ξ∗ ◦ adY ◦ξ) =
λ− θ
ρ

(ρd1d3 + a1c1 + a2c2)

et
< τ(ξ), Z >su(2)= tr(ξ∗ ◦ adZ ◦ξ) =

η − λ
ρ

(ρd1d2 + a1b1 + a2b2).

Corollaire 4.2.8.
1) Si λ = η = θ, tout homomorphisme
ξ : (n, <,>n) −→ (su(2), <,>su(2)) est harmonique.
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2) Si λ = η 6= θ, alors tout homomorphisme

ξ : (n, <,>n) −→ (su(2), <,>su(2)) de la forme ξ =

a c 0
b d 0
0 0 ad− bc

, où a, b, c, d ∈ R,

est harmonique.

3) Si λ = θ 6= η, alors tout homomorphisme
ξ : (n, <,>n) −→ (su(2), <,>su(2)) de la forme

ξ =

a c 0
0 0 bc− ad
b d 0

 , avec a, b, c, d ∈ R

est harmonique.

4) Si η = θ 6= λ, alors tout homomorphisme
ξ : (n, <,>n) −→ (su(2), <,>su(2)) de la forme

ξ =

0 0 ad− bc
a b 0
c d 0

 , avec a, b, c, d ∈ R

est harmonique.

5) Si λ 6= η 6= θ, alors tout homomorphisme
ξ : (n, <,>n) −→ (su(2), <,>su(2)) de la forme

ξ1 =

0 0 0
a b 0
0 0 0

 , ou ξ2 =

a b 0
0 0 0
0 0 0

 , avec a, b ∈ R

est harmonique.

Proposition 4.2.3.
Le seul homomorphisme de su(2) vers n est l’homomorphisme nul.

Preuve Rappelons que n est basé sur {A,B,C}, où

[A,B] = C,

et que su(2) est basé sur {X, Y, Z}, avec

[X, Y ] = Z, [X,Z] = −Y, et [Y, Z] = X,

posons 
ξ(X) = a1A+ b1B + c1C
ξ(Y ) = a2B + b2B + c2C
ξ(Z) = a3A+ b3B + c3C.
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Ainsi, nous obtenons 
[ξX, ξY ] = ξ[X, Y ] = ξZ
[ξY, ξZ] = ξ[Y, Z] = ξX
[ξZ, ξX] = ξ[Z,X] = ξY

si et seulement si 

a1 = b1 = 0
c1 = a2b3 − a3b2

a2 = b2 = 0,
c2 = a3b1 − a1b3,
a3 = b3 = 0
c3 = a1b2 − a2b1.

4.2.5 Homomorphismes harmoniques entre SU(2) et Ẽ0(2)

Les résultats suivants donnent une classification complète des homomorphismes har-
moniques entre e0(2) (muni de la métrique invariante à gauche définie dans (4.7)) et
su(2).

Proposition 4.2.4.
Le seul homomorphisme de su(2) vers e0(2) est l’homomorphisme nul.

Preuve
La même méthode utilisée dans la preuve de la Proposition (4.2.3) s’applique ici.

La même méthode utilisée pour la preuve de la Proposition (4.2.2) nous donne la
suivante :

Proposition 4.2.5.
Un homomorphisme de e0(2) vers su(2) est conjugué à :

ξ : e0(2) −→ su(2)

défini par :

ξ =

a1 d1 a3

b1 d2 b3

c1 d3 c3

 ,

où ai, bi ∈ R, d1 = − det

(
b1 b3

c1 c3

)
, d2 = det

(
a1 a3

c1 c3

)
et d3 = − det

(
a1 a3

b1 b3

)
.

Théorème 4.2.14.
Soit ξ : e0(2) −→ su(2) donné par

ξ =

a1 d1 a3

b1 d2 b3

c1 d3 c3

 (4.23)
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un homomorphisme de l’algèbre de Lie e0(2) (munie de la métrique invariante à gauche
définie dans (4.7)) vers su(2). Alors,

τ(ξ) = ∆1X + ∆2Y + ∆3Z, (4.24)

où
∆1 = (θ − η)

(
b1c1 +

d2d3

%
+
b3c3

σ

)
,

∆2 = (λ− θ)
(
a1c1 +

d1d3

%
+
a3c3

σ

)
,

∆3 = (η − λ)

(
a1b1 +

d1d2

%
+
a3b3

σ

)
.

Preuve Nous avons :

ξ∗ =

λa1 ηb1 θc1

λd1 ηd2 θd3

λa3 ηb3 θc3

 .

En utilisant la formule (4.2), un calcul simple nous donne,

< τ(ξ), X >su(2)= tr(ξ∗ ◦ adX ◦ξ) = (θ − η)

(
b1c1 +

d2d3

%
+
b3c3

σ

)
,

< τ(ξ), Y >su(2)= tr(ξ∗ ◦ adY ◦ξ) = (λ− θ)
(
a1c1 +

d1d3

%
+
a3c3

σ

)
et

< τ(ξ), Z >su(2)= tr(ξ∗ ◦ adZ ◦ξ) = (η − λ)

(
a1b1 +

d1d2

%
+
a3b3

σ

)
.

Corollaire 4.2.9.
1) Si λ = η = θ, alors tout homomorphisme

ξ : (e0(2), <,>e0(2)) −→ (su(2), <,>su(2))

est harmonique.

2) Si λ = η 6= θ, alors tout homomorphisme

ξ : (e0(2), <,>e0(2)) −→ (su(2), <,>su(2))

de la forme

ξ =

a 0 c
b 0 d
0 bc− ad 0

 ,
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où a, b, c, d ∈ R, est harmonique.
3) Si λ = θ 6= η, alors tout homomorphisme

ξ : (e0(2), <,>e0(2)) −→ (su(2), <,>su(2))

de la forme

ξ =

a 0 c
0 ad− bc 0
b 0 d

 ,

où a, b, c, d ∈ R, est harmonique. 4) Si η = θ 6= λ, alors tout homomorphisme

ξ : (e0(2), <,>e0(2)) −→ (su(2), <,>su(2))

de la forme

ξ =

0 bc− ad 0
a 0 c
b 0 d

 ,

où a, b, c, d ∈ R, est harmonique.
5) Si λ 6= θ 6= η, alors tout homomorphisme

ξ : (e0(2), <,>e0(2)) −→ (su(2), <,>su(2))

de la forme

ξ =

0 0 0
0 0 0
a 0 b

 , ou ξ =

0 0 0
a 0 b
0 0 0

 , ou ξ =

a 0 b
0 0 0
0 0 0

 ,

où a, b ∈ R, est harmonique.ê

4.2.6 Homomorphismes harmoniques entre SU(2) et Sol

Les résultats suivants donnent une classification complète des homomorphismes har-
moniques entre su(2) équipé d’une métrique invariante à gauche définie dans (4.8), et
sol équipé d’une métrique invariante à gauche définie dans (4.5 ou 4.6).

La même méthode utilisée dans la preuve de la Proposition (4.2.2) nous donne le
résultat suivant :

Proposition 4.2.6.
Un homomorphisme de sol vers su(2) est conjugué à ξi : sol −→ su(2) pour (i = 1, 2),
où

ξ1 =

0 a2 a3

0 b2 b3

0 c2 c3

 , ξ2 =

a1 0 a3

b1 0 b3

c1 0 c3

 ,

et aj, bj, cj ∈ R pour j = 1, 2, 3.
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Théorème 4.2.15.
Soient ξi : sol −→ su(2), (i = 1, 2) les homomorphismes définis dans la Proposition
(4.2.6). Alors,

τ(ξ1) = ∆1X + ∆2Y + ∆3Z, (4.25)

où
∆1 =

θ − η
ν

(νb2c2 + b3c3) ,

∆2 =
λ− θ
ν

(νa2c2 + a3c3) ,

∆3 =
η − λ
ν

(νa2b2 + a3b3) .

De plus,
τ(ξ2) = ∆1X + ∆2Y + ∆3Z, (4.26)

où
∆1 =

θ − η
ν

(νb1c1 + b3c3) ,

∆2 =
λ− θ
ν

(νa1c1 + a3c3) ,

∆3 =
η − λ
ν

(νa1b1 + a3b3) .

Preuve
En utilisant la formule (4.3), nous avons :

ξ∗1 =

 0 0 0
λa2 ηb2 θc2

λa3 ηb3 θc3


et

ξ∗2 =

λa1 ηb1 θc1

0 0 0
λa3 ηb3 θc3

 .

Alors,

< τ(ξ1), X >su(2) = tr(ξ∗1 ◦ adX ◦ξ1) =
θ − η
ν

(νb2c2 + b3c3) ,

< τ(ξ1), Y >su(2) = tr(ξ∗1 ◦ adY ◦ξ1) =
λ− θ
ν

(νa2c2 + a3c3) ,

< τ(ξ1), Z >su(2) = tr(ξ∗1 ◦ adZ ◦ξ1) =
η − λ
ν

(νa2b2 + a3b3) .
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Pour le deuxième cas, nous avons

< τ(ξ2), X >su(2) = tr(ξ∗2 ◦ adX ◦ξ2) =
θ − η
ν

(νb1c1 + b3c3) ,

< τ(ξ2), Y >su(2) = tr(ξ∗2 ◦ adY ◦ξ2) =
λ− θ
ν

(νa1c1 + a3c3) ,

< τ(ξ2), Z >su(2) = tr(ξ∗2 ◦ adZ ◦ξ2) =
η − λ
ν

(νa1b1 + a3b3) .

Corollaire 4.2.10.
1) Si λ = η = θ, alors tout homomorphisme ξi : sol −→ su(2) pour (i = 1, 2), défini
dans la Proposition (4.2.6), est harmonique.
2) Si η = θ 6= λ, alors les homomorphismes ξi : sol −→ su(2) pour (i = 1, 2), définis
dans la Proposition (4.2.6), de la forme :

ξ1 =

0 0 0
0 a b
0 c d

 ou ξ1 =

0 a b
0 0 0
0 0 0

 ,

et

ξ2 =

0 0 0
a 0 b
c 0 d

 ou ξ2 =

a 0 b
0 0 0
0 0 0

 ,

sont harmoniques.
3) Si λ = θ 6= η, alors les homomorphismes ξi : sol −→ su(2) pour (i = 1, 2), définis
dans la Proposition (4.2.6), de la forme :

ξ1 =

0 a b
0 0 0
0 c d

 ou ξ1 =

0 a b
0 0 0
0 0 0

 ,

et

ξ2 =

a 0 b
0 0 0
c 0 d

 ou ξ2 =

0 0 0
a 0 b
0 0 0

 ,

sont harmoniques.
4) Si λ = η 6= θ, alors les homomorphismes ξi : sol −→ su(2) pour (i = 1, 2), définis
dans la Proposition (4.2.6), de la forme :

ξ1 =

0 a b
0 c d
0 0 0

 ou ξ1 =

0 0 0
0 0 0
0 a b

 ,
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et

ξ2 =

a 0 b
c 0 d
0 0 0

 ou ξ2 =

0 0 0
0 0 0
a 0 b

 ,

sont harmoniques.

Proposition 4.2.7.
Un homomorphisme de sol vers su(2) est conjugué à ξ : su(2) −→ sol, caractérisé par :

ξ =

0 a 0
0 b 0
0 0 0

 a, b ∈ R.

Théorème 4.2.16.
Soit ξ : su(2) −→ sol, un homomorphisme, où :

ξ =

0 a 0
0 b 0
0 0 0

 .

1) Si l’algèbre de Lie sol est munie de la métrique invariante à gauche définie dans
(4.5), alors

τ(ξ) = (a2 − b2)C (4.27)

2) Si sol est munie de la métrique invariante à gauche définie dans (4.6), alors

τ(ξ) = (a2 − µb2)C (4.28)

Preuve
1) Si l’algèbre de Lie sol est munie de la métrique invariante à gauche définie dans
(4.5), alors :

ξ∗ =

0 0 0
a b 0
0 0 0

 ,

donc
< τ(ξ), A >sol= tr(ξ∗ ◦ adA ◦ξ) = 0,

< τ(ξ), B >sol= tr(ξ∗ ◦ adB ◦ξ) = 0,

< τ(ξ), C >sol= tr(ξ∗ ◦ adC ◦ξ) = a2 − b2.

2) Pour le cas où sol est munie de la métrique invariante à gauche définie dans (4.6),
on a

ξ∗ =

 0 0 0
a+ b a+ µb 0

0 0 0

 ,
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Donc,
< τ(ξ), A >sol= tr(ξ∗ ◦ adA ◦ξ) = 0,

< τ(ξ), B >sol= tr(ξ∗ ◦ adB ◦ξ) = 0,

< τ(ξ), C >sol= tr(ξ∗ ◦ adC ◦ξ) = a2 − µb2.

Corollaire 4.2.11.
1) Si l’algèbre de Lie sol est munie de la métrique invariante à gauche définie dans
(4.5), alors ξ : su(2) −→ sol est harmonique si et seulement s’ il est de la forme :

ξ =

0 b 0
0 b 0
0 0 0

 ou ξ =

0 −a 0
0 a 0
0 0 0

 ,

où a, b ∈ R.
2) Si l’algèbre de Lie sol est munie de la métrique invariante à gauche définie dans
(4.6), alors ξ : su(2) −→ sol est harmonique si et seulement s’il est de la forme :

ξ =

0 b
√
µ 0

0 b 0
0 0 0

 ou ξ =

0 −b√µ 0
0 b 0
0 0 0

 ,

où b ∈ R.

4.2.7 Homomorphismes harmoniques entre P̃SL(2,R) et Nil

Les résultats suivant donnent une classification complète des homomorphismes har-
moniques entre n et sl(2,R) équipés de la métrique invariante à gauche définie dans
(4.9).

Proposition 4.2.8.
Le seul homomorphisme de sl(2,R) vers n est l’homomorphisme nul.

Proposition 4.2.9.
Un homomorphisme de n vers sl(2,R) est conjugué à ξ : n −→ sl(2,R), défini par

ξ =

a1 a2 d1

b1 b2 d2

c1 c2 d3

 , où ai, bi ∈ R,

d1 = det

(
b1 b2

c1 c2

)
, d2 = − det

(
a1 a2

c1 c2

)
, et d3 = − det

(
a1 a2

b1 b2

)
.
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Théorème 4.2.17.
Soit ξ : n −→ sl(2,R) un homomorphisme. Alors,

τ(ξ) = ∆1X + ∆2Y + ∆3Z, (4.29)

où :
∆1 = −β + ζ

ρ
(b1c1 + b2c2 + ρd2d3),

∆2 =
α + ζ

ρ
(a1c1 + a2c2 + ρd1d3),

∆3 =
β − α
ρ

(a1b1 + a2b2 + ρd1d2).

Preuve Nous avons les opérateurs adjoints suivants :

adX =

0 0 0
0 0 −1
0 −1 0

 , adY =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , adZ =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0


et la forme matricielle de l’homomorphisme ξ∗ est donnée par :

ξ∗ =

αa1 βb2 ζc1

αa2 βb2 ζc2

αd1 βd2 ζd3


Ainsi, nous obtenons les produits scalaires suivants :

< τ(ξ), X >sl(2,R) = tr(ξ∗ ◦ adX ◦ξ)

= −β + ζ

ρ
(b1c1 + b2c2 + ρd2d3),

< τ(ξ), Y >sl(2,R) = tr(ξ∗ ◦ adY ◦ξ)

=
α + ζ

ρ
(a1c1 + a2c2 + ρd1d3),

et

< τ(ξ), Z >sl(2,R) = tr(ξ∗ ◦ adZ ◦ξ)

=
β − α
ρ

(a1b1 + a2b2 + ρd1d2).
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Corollaire 4.2.12.
Un homomorphisme ξ : n −→ sl(2,R) est harmonique si et seulement si l’une des
conditions suivantes est vérifiée :

1) α = β et c1 = c2 = 0

2) a1 = b1 = a2 = b2 = 0

3) a1 = a2 = c1 = c2 = 0

4) b1 = b2 = c1 = c2 = 0

5) b1c1 + b2c2 + ρd2d3 = a1c1 + a2c2 + ρd1d3 = a1b1 + a2b2 + ρd1d2 = 0

6) ξ est l′homomorphisme nul.

4.2.8 Homomorphismes harmoniques entre P̃SL(2,R) et Sol

Les résultats suivants donnent une classification complète des homomorphismes har-
moniques entre sol équipé de la métrique invariante à gauche définie dans (4.5 ou 4.6)
vers sl(2,R)munide la métrique invariante à gauche définie dans (4.9).

Théorème 4.2.18. Le seul homomorphisme de sl(2,R) vers sol est l’homomorphisme
nul.

Proposition 4.2.10.
Un homomorphisme de sol vers sl(2,R) est conjugué à ξ : sol −→ sl(2,R) tel que

ξ =

a1 a2 a3

b1 b2 b3

d1 d2 c3

 , avec ai, bi ∈ R

et
d1 = det

(
a1 a3

b1 b3

)
, d2 = det

(
a2 a3

b2 b3

)
Théorème 4.2.19.
Soit ξ : sol −→ sl(2,R) un homomorphisme, alors :

τ(ξ) = ∆1X + ∆2Y + ∆3Z, (4.30)

où :
∆1 = −β + ζ

ν
(νb1d1 + νb2d2 + b3c3),

∆2 =
α + ζ

ν
(νa1d1 + νa2d2 + a3c3),

∆3 =
β − α
ν

(νa1b1 + νa2b2 + a3b3).
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Preuve Nous avons :

adX =

0 0 0
0 0 −1
0 −1 0

 , adY =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , adZ =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 ,

et ξ∗ =

αa1 βb1 ζd1

αa2 βd2 ζd2

αa3 βb3 ζc3

 . Ainsi,

< τ(ξ), X >sl(2,R)= tr(ξ∗ ◦ adX ◦ξ) = −β + ζ

ν
(νb1d1 + νb2d2 + b3c3),

< τ(ξ), Y > sl(2,R) = tr(ξ∗ ◦ adY ◦ ξ) =
α + ζ

ν
(νa1d1 + νa2d2 + a3c3),

< τ(ξ), Z >sl(2,R)= tr(ξ∗ ◦ adZ ◦ξ) =
β − α
ν

(νa1b1 + νa2b2 + a3b3).

Corollaire 4.2.13. Un homomorphisme ξ : sol −→ sl(2,R) est harmonique si l’une
des conditions suivantes est vérifiée :

1) α = β et a1 = a2 = a3 = 0 et b1 6= 0, donc c3 = d1 = d2 = 0.

2) α = β et b1 = b2 = b3 = 0 et a1 6= 0, donc c3 = d1 = d2 = 0.

3) νb1d1 + νb2d2 + b3c3 = νa1d1 + νa2d2 + a3c3 = νa1b1 + νa2b2 + a3b3 = 0.

4.2.9 Homomorphismes harmoniques entre P̃SL(2,R) et Ẽ0(2)

Les résultats suivants fournissent une classification complète des homomorphismes
harmoniques entre e0(2)munide la métrique invariante à gauche définie dans (4.7) et
sl(2,R)munide la métrique invariante à gauche définie dans (4.9).

Proposition 4.2.11.
Le seul homomorphisme de sl(2,R) vers e0(2) est l’homomorphisme nul.

Proposition 4.2.12.
Un homomorphisme de e0(2) vers sl(2,R) est conjugué à ξ : e0(2) −→ sl(2,R), où

ξ =

a1 d1 a3

b1 d2 b3

c1 d3 c3

 ,

avec ai, bi ∈ R et

d1 = − det

(
b1 b3

c1 c3

)
, d2 = det

(
a1 a3

c1 c3

)
et d3 = − det

(
a1 a3

b1 b3

)
.
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Théorème 4.2.20.
Soit ξ : e0(2) −→ sl(2,R) un homomorphisme, alors :

τ(ξ) = ∆1X + ∆2Y + ∆3Z, (4.31)

où :
∆1 = −(β + ζ)(b1c1 +

d2d3

%
+
b3c3

σ
),

∆2 = (α + ζ)(a1c1 +
d1d3

%
+
a3c3

σ
),

∆3 = (β − α)(a1b1 +
d1d2

%
+
a3b3

σ
).

Preuve Nous avons :

adX =

0 0 0
0 0 −1
0 −1 0

 , adY =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , adZ =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 ,

et :

ξ∗ =

αa1 βb1 ζc1

αd1 βd2 ζd3

αa3 βb3 ζc3

 .

Ainsi,

< τ(ξ), X >sl(2,R)= tr(ξ∗ ◦ adX ◦ξ) = −(β + ζ)(b1c1 +
d2d3

%
+
b3c3

σ
),

< τ(ξ), Y > sl(2,R) = tr(ξ∗ ◦ adY ◦ ξ) = (α + ζ)(a1c1 +
d1d3

%
+
a3c3

σ
),

< τ(ξ), Z >sl(2,R)= tr(ξ∗ ◦ adZ ◦ξ) = (β − α)(a1b1 +
d1d2

%
+
a3b3

σ
).

Corollaire 4.2.14. Soit ξ : e0(2) −→ sl(2,R) un homomorphisme, alors :

1) Si α = β et c1 = c3 = 0, alors
tout homomorphisme ξ : e0(2) −→ sl(2,R) de la forme :

ξ =

a 0 b
c 0
0 bc− ad 0

 , est harmonique.
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2) Si α = β et a1 = a3 = b1 = b3 = 0, alors
tout homomorphisme ξ : e0(2) −→ sl(2,R) de la forme :

ξ =

0 0 0
0 0 0
a 0 b

 , est harmonique.

3) Si α 6= β et a1 = a3 = b1 = b3 = 0, alors
tout homomorphisme ξ : e0(2) −→ sl(2,R) de la forme :

ξ =

0 0 0
0 0 0
a 0 b

 , est harmonique.

4) Si α 6= β et a1 = a3 = c1 = c3 = 0, alors
tout homomorphisme ξ : e0(2) −→ sl(2,R) de la forme :

ξ =

0 0 0
a 0 b
0 0 0

 , est harmonique.

5) Si α 6= β et b1 = b3 = c1 = c3 = 0, alors
tout homomorphisme ξ : e0(2) −→ sl(2,R) de la forme :

ξ =

a 0 b
0 0 0
0 0 0

 , estharmonique.

Corollaire 4.2.15. Tout homomorphisme ξ : e0(2) −→ sl(2,R) est harmonique si et
seulement si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

1) b1c1 +
d2d3

%
+
b3c3

σ
= a1c1 +

d1d3

%
+
a3c3

σ
= a1b1 +

d1d2

%
+
a3b3

σ
= 0.

2) ξ est l′homomorphisme nul.

4.2.10 Homomorphismes harmoniques entre P̃SL(2,R) et SU(2)

Le résultat suivant donne une classification complète des homomorphismes har-
moniques entre su(2)munide la métrique invariante à gauche définie dans (4.8) et
sl(2,R)munide la métrique invariante à gauche définie dans (4.9).

Proposition 4.2.13.
Un homomorphisme de su(2) vers sl(2,R) est conjugué à ξ : su(2) −→ sl(2,R), tel que :

ξ =

a1 a2 d1

b1 b2 d2

c1 c2 d3

 , avec ai, bi ∈ R,
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et
d1 = det

(
b1 b2

c1 c2

)
, d2 = − det

(
a1 a2

c1 c2

)
, d3 = det

(
a1 a2

b1 b2

)
.

Théorème 4.2.21.
Soit ξ : su(2) −→ sl(2,R) un homomorphisme, alors

τ(ξ) = ∆1X + ∆2Y + ∆3Z, (4.32)

avec
∆1 = (β + ζ)(

d2d3

θ
− b1c1

λ
− b2c2

η
),

∆2 = (α + ζ)(
a1c1

λ
+
d1d3

θ
+
a2c2

η
),

∆3 = (β − α)(
a1b1

λ
+
a2b2

η
− d1d2

θ
).

Preuve Nous avons :

adX =

0 0 0
0 0 −1
0 −1 0

 , adY =

0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , adZ =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 ,

et

ξ∗ =

αa1 βb1 ζc1

αa2 βb2 ζc2

αd1 βd2 ζd3

 .

Ainsi,

< τ(ξ), X >sl(2,R)= tr(ξ∗ ◦ adX ◦ξ) = (β + ζ)(
d2d3

θ
− b2c2

η
− b1c1

λ
),

< τ(ξ), Y >sl(2,R)= tr(ξ∗ ◦ adY ◦ξ) = (α + ζ)(
a1c1

λ
+
a2c2

η
+
d1d3

θ
),

< τ(ξ), Z >sl(2,R)= tr(ξ∗ ◦ adZ ◦ξ) = (β − α)(
a1b1

λ
+
a2b2

η
− d1d2

θ
).

Corollaire 4.2.16.
1) Si α = β et c1 = c2 = 0, alors :
tout homomorphisme ξ : su(2) −→ sl(2,R) de la forme

ξ =

a b 0
c d 0
0 ad− cb 0

 , est harmonique.
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2) Si α = β et a1 = a3 = b1 = b3 = 0, alors :
tout homomorphisme ξ : su(2) −→ sl(2,R) de la forme

ξ =

0 0 0
0 0 0
a b 0

 , est harmonique.

3) Si α 6= β et a1 = a3 = b1 = b3 = 0, alors :
tout homomorphisme ξ : su(2) −→ sl(2,R) de la forme

ξ =

0 0 0
0 0 0
a b 0

 , est harmonique.

4) Si α 6= β et a1 = a3 = c1 = c3 = 0, alors :
tout homomorphisme ξ : su(2) −→ sl(2,R) de la forme

ξ =

0 0 0
a b 0
0 0 0

 , est harmonique.

5) Si α 6= β et b1 = b3 = c1 = c3 = 0, alors :
tout homomorphisme ξ : su(2) −→ sl(2,R) de la forme

ξ =

a b 0
0 0 0
0 0 0

 , est harmonique.

Corollaire 4.2.17.
Tout homomorphisme ξ : su(2) −→ sl(2,R) est harmonique si et seulement si l’une des
conditions suivantes est vérifiée :

1)
d2d3

θ
− b2c2

η
− b1c1

λ
=
a1c1

λ
+
a2c2

η
+
d1d3

θ
=
a1b1

λ
+
a2b2

η
− d1d2

θ
= 0

2) ξ est l′homomorphisme nul.

Proposition 4.2.14.
Un homomorphisme de sl(2,R) vers su(2) est conjugué à ξ : sl(2,R) −→ su(2), tel que

ξ =

a1 a2 d1

b1 b2 d2

c1 c2 d3

 , avec ai, bi ∈ R

et
d1 = − det

(
b1 b2

c1 c2

)
, d2 = det

(
a1 a2

c1 c2

)
et d3 = − det

(
a1 a2

b1 b2

)
.
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Théorème 4.2.22. Soient ξ : sl(2,R) −→ su(2) un homomorphisme. Alors, on a :

τ(ξ) = ∆1E + ∆2F + ∆3H, (4.33)

où
∆1 = (θ − η)(

b1c1

α
+
b2c2

β
+
d2d3

ζ
),

∆2 = (λ− θ)(a1c1

α
+
a2c2

β
+
d1d3

ζ
),

∆3 = (η − λ)(
a1b1

α
+
a2b2

β
+
d1d2

ζ
).

Preuve Nous avons

adE =

0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 , adF =

 0 0 −1
0 0 0
−1 0 0

 , adH =

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 ,

et

ξ∗ =

λa1 ηb1 θc1

λa2 ηb2 θc2

λd1 ηd2 θd3

 .

Ainsi,

< τ(ξ), X >sl(2,R)= tr(ξ∗ ◦ adX ◦ξ) = (β + ζ)(
d2d3

θ
− b2c2

η
− b1c1

λ
),

< τ(ξ), Y >sl(2,R)= tr(ξ∗ ◦ adY ◦ξ) = (α + ζ)(
a1c1

λ
+
a2c2

η
+
d1d3

θ
),

< τ(ξ), Z > sl(2,R) = tr(ξ∗ ◦ adZ ◦ ξ) = (β − α)(
a1b1

λ
+
a2b2

η
− d1d2

θ
).
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Corollaire 4.2.18.
ξ : sl(2,R) −→ su(2) is harmonic if and only if, one of the following conditions hold :
1) λ = θ = η
2) θ = η et a1 = a2 = 0, donc :

ξ =

 0 0 b1c2 − b2c1

b1 b2 0
c1 c2 0


3) θ = η et a1 = b2 = c1 = a2 = 0, donc :

ξ =

a1 a2 0
0 0 0
0 0 0


4) θ = η et

a1c1

α
+
a2c2

β
+
d1d3

ζ
=
a1b1

α
+
a2b2

β
+
d1d2

ζ
= 0.

5) θ = λ, et b1 = b2 = 0, donc :

ξ =

a1 a2 0
0 0 a1c2 − a2c1

c1 c2 0

 .

6) θ = λ et b1 = b2 = c1 = c2 = 0, donc :

ξ =

 0 0 0
b1 b2 0
0 0 0

 .

7) θ = λ et
b1c1

α
+
b2c2

β
+
d2d3

ζ
=
a1b1

α
+
a2b2

β
+
d1d2

ζ
= 0.

8) η = λ et c1 = c2 = 0, donc :

ξ =

a1 a2 0
b1 b2 0
0 0 a2b1 − b2a1

 .

9) η = λ et a1 = a2 = b1 = b2 = 0, donc :

ξ =

 0 0 0
0 0 0
c1 c2 0

 .

10) θ = η et
a1c1

α
+
a2c2

β
+
d1d3

ζ
=
b1c1

α
+
b2c2

β
+
d2d3

ζ
= 0.

11)
a1b1

α
+
a2b2

β
+
d1d2

ζ
=
a1c1

α
+
a2c2

β
+
d1d3

ζ
=
b1c1

α
+
b2c2

β
+
d2d3

ζ
= 0.
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