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RESUME

Dans ce travail, nous visons la classification jusqu’a une conjugaison par automor-
phisme des groupes de Lie des homomorphismes harmoniques entre deux groupes de
Lie non abéliens connexes, et simplement connexes, de dimension trois unimodulaires
différents ¢ : (G,g) — (H, h), ot g et h sont deux métriques riemanniennes invariantes
a gauche sur G et H respectivement.



ABSTRACT

In this work we aim the classification up to a conjugation by automorphism of Lie
groups of harmonic homomorphism, between two different non abelian connected, and
simply connected three dimensional unimodular Lie groups ¢ : (G, g) — (H, h), where
g and h are two left invariant riemannian metrics on G and H respectively.
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INTRODUCTION

La théorie des applications harmoniques, riche et a suscité un intérét croissant
au cours de la derniére décennie (voir [I] ,[2] ). La théorie des applications harmoniques
dans les groupes de Lie a été largement étudiée en relation avec les homomorphismes
dans les groupes de Lie compacts par de nombreux mathématiciens (voir par exemple
[6], en particulier, les applications harmoniques dans les groupes de Lie [24] et les auto-
morphismes intérieurs harmoniques des groupes de Lie semi-simples compacts connexes
dans [22] et étudie intensivement les homomorphismes harmoniques et biharmoniques
entre les groupes de Lie riemanniens munis d’une métrique riemannienne invariante a
gauche dans [4].

Dans [3], (S.Boubekour et M.Boucetta) ont étudiés la classification, jusqu’a une
conjugaison par un automorphisme des groupes de Lie, des applications harmoniques
et biharmoniques f : (G, g1) — (G, g2) ou G est un groupe de Lie non abélien connexe
et simplement connexe, unimodulaire de dimension trois, f est un homomorphisme de
groupe de Lie et g1, gs sont deux métriques riemanniennes invariantes & gauche. Le
groupe de Lie est unimodulaire si chaque mesure de Haar a gauche est une mesure
de Haar a droite et vice versa. Il est connu que G est unimodulaire si et seulement si
|det Ad, | = 1 pour tout z dans G, d’autre part g est unimodulaire si et seulement si
la trace de ad(X) = 0 pour tout X dans g .

En dimension trois Il existe cinq groupes de Lie connexes , simplement connexes
unimodulaires non abéliens : le groupe de Lie nilpotent (ou le groupe de Heisenberg),

le groupe spécial unitaire SU(2), le groupe de recouvrement universel PSL(2,R) du
groupe linéaire spécial, les groupes de Lie résolubles Sol et le groupe de recouvrement
universel Fy(2) de la composante connexe du groupe euclidien, pour plus de détails voir
[12].

Dans ce travail, nous visons la classification jusqu’a une conjugaison par un auto-
morphisme des groupes de Lie des homomorphismes harmoniques entre deux groupes
de Lie non abéliens connexes, et simplement connexes, de dimension trois unimodulaires
différents ¢ : (G, g) — (H, h), ou g et h sont deux métriques riemanniennes invariantes
a gauche sur G et H respectivement.
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La thése se compose de quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré a revisiter les outils fondamentaux de la géométrie
riemannienne. On a commencé par introduire la notion de variétés différentiables, En-
suite, nous explorerons la métrique riemannienne, une structure cruciale définissant les
notions de longueur et d’angle sur une variété différentielle. Nous aborderons également
la connexion de Levi-Civita, qui capture les propriétés de parallélisme et de transport
paralléle des vecteurs sur une variété, ainsi que les tenseurs de courbure, fournissant des
informations sur la courbure intrinséque de I’espace. De plus, nous étudierons différents
opérateurs géométriques tels que le gradient, la divergence, la Hessienne et le Laplacien,
qui jouent un role central dans I’analyse et la manipulation des champs scalaires, vec-
toriels et tensoriels sur une variété différentiable.Dans le deuxiéme chapitre, on propose
un rappel sur les applications harmoniques (et également biharmoniques), en présen-
tant la premiére variation de la fonctionnelle énergie (et de la fonctionnelle bi-énergie).
Dans le troisiéme chapitre, on a rappelé les définitions et les propriétés nécéssaires pour
les groupes de Lie et les algébres de Lie, en particulier les groupes de Lie non abéliens
connexes, et simplement connexes, de dimension trois unimodulaires et leurs algébres
de Lie munis des métriques riemannienne invariantes a gauche.

Dans le quateriéme chapitre, on a présenté les cinq groupes de Lie non abéliens connexes
et simplement connexes de dimension trois unimodulaires et leurs algébres de Lie munies
de leures métriques invariantes a gauches. Ensuite on a reuissi a classifier les homomor-
phismes harmoniques entre deux groupes de Lie non abéliens connexes, et simplement
connexes, de dimension trois unimodulaires différents ¢ : (G,g) — (H,h), ou g et h
sont deux métriques riemanniennes invariantes a gauche sur G et H respectivement.



CHAPITRE 1

RAPPELS DE GEOMETRIE RIEMANNIENNE

1.1  Variétés différentiables

Définition 1.1.1.
Une variété différentiable de dimension m est un espace topologique séparé, muni d’un
atlas différentiable de dimension m.

Exemple 1.1.1 (La sphére standard).
La sphére standard S™ est l’ensemble :

§" ={u e R"/|[u] =1}

En tant que sous-ensemble de R™*!, elle est munie de la topologie induite par celle de
R Afin d’obtenir un atlas différentiable, nous considérons les projections stéréogra-
phiques :

on Uy =S"\{N} — R", ¢s5:Us=S"\{S} — R",

de centres de projection N = (0,...,0,1) et S = (0,...,0,—1) respectivement, ot
l’espace R™ est identifié avec ’ensemble :

{.T = (ml, c. ,.CIZ‘n+1) € RnJrl ’ Tnt1 = O}
Les équations pour x = ¢n(u) et y = ¢ps(u) sont :

_ Uy L U; S T
T; = T—upq’ Yi = TF tner? (Z—l,n)

Les applications ¢n : Uy —> R™ et ¢pg : Us —> R"™ sont des homéomorphismes. Pour
u= ¢y (z) et u= g (y) on a:

wy =l =1 21
[z +12 lylI”+ 1
wp= 2= 2 (=T p).

l[I* + 1 Jlyl* + 17
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Les applications de changement de cartes sont données par :

¢SO¢N71(1”>: 1H2xﬁ ¢NO¢Sl(y):W?J7 J],yERn\{O}

L’atlas Asn formé par les deux cartes (pn,Un) et (¢s,Us) est donc différentiable.

1.1.1 Espace tangent

Définition 1.1.2 (Vecteur tangent).

Soient M une variété différentiable, o : (—e, €) — M une courbe différentiable tel que
a(0) = p, on note par D,(M,R) a l’espace des fonctions de M dans R différentiables
en point p.

Le vecteur tangent de v en t = 0 est ['application :

d0):D — R

df o«
/ fdt e=o-

Par suite un Vecteur tangent au point p est un vecteur tangent en t =0 d’une certaine
courbe

a:(—ee) — M) tel que a(0) = p.

On note par T,M [l’ensemble des vecteurs tangents de M en p.

1.1.2 Fibré tangent

Définition 1.1.3.
Soit M une variété différentiable, ['union de tous les espaces tangents de M est appelé
le fibré tangent de M noté TM c’est a dire TM = Upen/T,M.
L’application :
m:TM — M

est appelée la projection canonique.

1.1.3 Champs de vecteurs

Définition 1.1.4.
Soit M est variété différentiable, un champ de vecteurs sur M est une application :

X: M — TM
p — X, €T ,M

telle que m(X,) = p, pour tout p € M. Autrement dit, X associe a tout p € M un
vecteur X, € T,M. L’espace vectoriel des champs de vecteurs sur M est noté I'(T'M).
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Remarque 1.1.1.
Soit M une variété différentiable et C(M) l’espace des fonctions de classe C* de M.
On peut identifier par X € T(TM) la dérivatrion sur C*(M) par :

avec

d¢§t(t) o= X et dx(0) = p.

Définition 1.1.5.
Soit M une variété différentiable de dimension m. Le crochet de Lie noté [,] est défini
par :

X,Y] = XY - YX,
pour tous X,Y € I'(T'M).

Propriétés 1.1.1.
Les crochets de Lie vérifie les propriétés suivantes :

1. [, .] est R-bilinéaire et antisymétrique,

2. [X,Y], Z]+ [IY, Z], X]|+ [[Z, X],Y] =0,

3. [fX,gY] = fg[X, Y]+ fX(9)Y — gY ()X,
pour tous X, Y, Z € (TM) et f,g € C*(M).

1.2  Meétriques riemanniennes

Définition 1.2.1.
Une métrique riemannienne g sur une variété M est une application,

g: D(TM) x T(TM) —s C=(M),
C®(M)-bilinéaire, symétrique et définie positive.

Ou T'(TM) désigne l’espace des champs de vecteurs sur la variété M.
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Définition 1.2.2.
Une variété riemannienne est un couple (M, g), ou M est une variété différentiable et
g une métrique riemannienne .

Exemple 1.2.1.

1. (L’espace Euclidien) : R"™ muni du produit scalaire standard :

go(v, w) = Z ViWi
i=1

ouv=(V1,...,0)s w=(wy,...,w,)s € T,R", x€R",
(R™, go) est une variété riemannienne.

2. (Métrique Hyperbolique) dans la boule :
D" ={z eR"/ |z] < 1}.
On considere la métrique suivante :

A (X.Y), XY ETR" zeD"
(1= [J]")

Cette métrique est une métrique riemannienne est appelée la métrique hyperbo-
lique sur D".

gH(va) =

Exemple 1.2.2.
L’epace (R™, go) muni d’une métrique euclidienne , M une sous-variété de R", pour tout
xe M, onal,MCT,R".
En posant
gu(v,w) = go(v,w) v,we T, M

on obtient la métrique riemannienne induite par gy sur M.

1.2.1 Image inverse d’une métrique

Définition 1.2.3.

Soit (N™, h) une variété riemannienne, M une variété différentiable de dimension m et
f M — N une application de classe C™°, si f est une immersion en tout point de
M, alors f*h est une métrique sur M, appelé image inverse de h par f, ou :

(f*R)(X,Y) = h(df(X),df(Y)), X, Y eD(TM).

Expression locale de la métrique f*h.
Soit (U, ¢) une carte sur M de base associée (8%1, e ,%) et (V,9) carte sur N de
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0 0

a—ylw..,@), alors :

base associée (

(Fhy = (f*h)(a%,a%)

= hldf(5 - ) df( ))
afaﬁfﬁ 0
a%; Du: Oz, 8ya 995 °
0fa 0 .
Z a:i fﬁ aﬁof> VZ,j S {Lam} (11)
a,f=1 v

1.2.2 Meétrique riemannienne induite

Définition 1.2.4.
Soient (N, h) une variété de dimension n et M une partie non vide de N, si l'inclusion
canonique

M — N
T —> .

est un plongement régulier, alors M est une sous-variété de N.
On appelle la métrique induite la métrique g définie par :

9(X,Y) = h(df(X),df(Y)) VXY € T(TM), (1.2)
dans ce cas (M, g) est dite sous-variété riemannienne .

Exemple 1.2.3 (Le tore dans R?).
Sur un repére (Oxyz), soit le tore paramétré par

f:[=brbr] x [, 7] — R?
(r,0) — f(r,0) = (R(r)cos@, R(r)sinf, Z(r)).
R(r) = a+ bcos(%)

Z(r) = b Sin(g)
La différentielle de f :
cos(O)R/(r) — sin(0) R(r) —cos(0) 81n£5) —sin(f)(a + bcosg,g)
Df(r,0) = |sin(@)R'(r) cos(6)R(r) | = | sin(d) sm(g) cos(f)(a + bcos(g)
Z(r) 0 COS(Z) 0
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D’aprés et , alors la métrique riemannienne induite sur le tore est donnée

par :
1 0
9o =0 R(r)?
Définition 1.2.5.

Etant donnée une métrique riemannienne sur M, on définit la norme ||V, d’un champ
de vecteur V€ I'(T'M) par

Vg =vg(V,V) (1.3)
Localement, si V = V'0; , alors

VI = gi V'V’

1.2.3 Connexion de Levi-Civita

Définition 1.2.6.
Une connexion linéaire sur une variété M est une application

V:T(TM) x T(TM) — T(TM)
(X, V) — ViV

vérifiant :
1. Vx(V4+W)=VxV+VxW

2. Vx(fV)=X(f)V + fVxV

3. VX+ny = VXV + fVYV;
pour tout V,\W, XY e I'(TM) et feC®M).
Définition 1.2.7.
Soit g une métrique riemannienne sur M. On dit que la métrique g est compatible avec

laconnezion ¥V (ou paralléle), si

Vg=20

c’est-a-dire
(Vxg)(Y,Z) =0

donc

X(9(Y,2)) = g(VxY, Z) + g(Y,VxZ)
pour tout X, Y, Z € T'(TM).



1.2 Meétriques riemanniennes 16

Définition 1.2.8.
Soient M une variété différentiable et V une connexion linéaire sur M. Le tenseur de
torsion associé a V est une application vectorielle C°(M)-bilinéaire définie par

T:D(TM) x T(TM) —s T(TM)
(X,Y) — T(X,Y)=VxY —VyX —[X,Y]

pour tout X,Y € I'(TM).

La connexion V est dite sans torsion si T = 0.

Remarque 1.2.1.
1. T(X,Y)=-T(Y,X) pour tout X,Y € I'(TM) (T est antisymétrique )

2. La connezion V est sans torsion ssi pour tout X, Y € I'(TM) on a :
(X,Y] =VyxY - VyX

3. Pour tout x € M, le tenseur de tortion T induit une application bilinéaire vec-
toriel

T, : D(T,M) x D(T,M) —s T(T,M)
(v,w) — Ty(v,w)=(VxY),— (VyX), —[X,Y],

ou X,Y € I'(TM), telque X, =v Y, = w (indépendament du choiz de X etY ).

Définition 1.2.9. Soient (M, g) une variété riemannienne et V connexion linéaire
définie sur M est dite connexion de Levi-Civita si vérifier la formule de Koszul i.e

29(VxY,2) = X(9(Y,2)) +Y(9(Z, X)) = Z(9(X,Y))
+ 9(Z,[X,Y]) +9(Y,[Z,X]) —g(X, [V, Z]), VX,Y,Z e D(TM).



CHAPITRE 2

APPLICATIONS HARMONIQUES

2.1 Connexion induite sur le fibré tangent inverse

Définition 2.1.1 (Fibré tangent inverse). Soit ¢ : M — N une application de classe
C™> entre deuzr variétés différentiables. Le fibré tangent inverse est défini par :

¢ 'TN = {(z,v)/x € M,v € Ty, N}.

Une section sur o~ *T'N une application de classe C*° , V : M — T'N tel que V(z) €
T¢(I)N Vo e M.
Notons par T'(o 'T'N) U'ensemble des sections sur ¢~ 'TN.

Définition 2.1.2. Soient M™ et N" deux variétés différentiables, ¢ : M — N une
application de classe C™ et VV une connexion linéaire sur N. On définit la connexion
de Pull-back sur le fibré tangent inverse ¢ 'TN par :

V?:T(TM) xT(¢7'TN) — T(¢ 'TN)
(X,V) +— V4V =V V. (2.1)

ou V e T(TN) tel que Vogp=V.

Remarque 2.1.1. (Connezion de Pull-back en coordonnées locales)

0
VRV = foia%va(ﬁ_yaow)
B Xi{ﬁva 9

0
_ Yo
oz; (aya ° 90) N Vavagi (aya ° Sp)}
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Remarquons que :

anst :

oV. 0 0
V?}V:Xi{ SRR Ve 09;5 (F“Yﬁ 90)} (@oap>. Vie{l,...,m}leta,B,v€{l,....,n}

8% y

Donc la relation est n’est pas dépend du choiz de V i.e cette connezion est bien
définie.

Remarque 2.1.2. Soient M, N deux variétés différentiables
XY e (TM), VVW € T(TN) et ¢p € C*°(M,N), si X et V (resp. Y et W) sont
p-conjugés i.e. dp(X) =V oy (resp. dp(Y) =W o), alors :

VEdp(Y) = (VyW) o .

Proposition 2.1.1. Soient ¢ : M™ — N™ une application différentiable, VY une
connezion linéaire compatible avec une métrique h sur N, alors la connexion linéaire
V¢ est compatible avec la métrique induite sur o *TN. C’est a dire :

X(MV,W)) = M(VZV, W) + h(V, VEW)
pour tous X € T(TM) et V,W € T'(¢"'TN).

Preuve Soient X € I'(TM),V,W € T(¢ 'TN) et X,V,W € I(TN), tels que
dp(X) = Xop,Vop=Vet Woyp=W, alors :

X(h(V,W)) = X(h(Vop,Wop))

(h(V,W) o)

(h(V, W) 0 0)(X)

h(V, W)(dw(X )

lp(X)(h (V. W)

X (h VJ@) o

(V V, )ogo—i-h(VV W)m,o

= (VY VWo<p)+h(Vogo,VN W)
= h(v%”vvv)+h(v VEW).

Il
&&&N

I
Sy

|
>
2
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Proposition 2.1.2. Soit V¥ une connexion sans torsion sur N, alors :

Videp(Y) = Vide(X) + de([X, Y]),

pour tous X, Y € I'(TM).

Preuve Soient V,W € I'(T'N) deux champs de vecteurs p—conjugués avec X et Y
respectivement, alors :

[V.W]oyp = dpo|X,Y]
VW = VYV 4+ [V, W],

d’ou :
V&de(Y) = VEWoop
N
Vds@(X)W
(ViW)ogp
(VJV\(/V + [V, W]) o
= Vidp(X) +de([X,Y]).

2.2 Deuxiéme forme fondamentale

Définition 2.2.1.

Soient (M™,g), (N", h) deux variétés riemanniennes, ¢ € C*(M,N). La seconde
forme fondamentale de ’application ¢ est la dérivée covariante de la 1—forme vec-
toriel dy, définie par :

Vdp(X,Y) = Vidp(Y) — dp(VXY),
pour tous X,Y € I'(T'M).

Localement :
Si (a%i) ( resp. (%)) est une base locale de champs de vecteurs sur M ( resp. sur N),
pour tout X = Xi% e '(TM) et ¢ =ysop,ona:

890/5 0 -1
X) =X, (o TN
dep(X) “D: Dy opel(p ),

et :

o 0 0Py | 0a Ops O 4
d _ — Y (&3 NP’Y 7 Mrk _
v gp)(a$i, 8xj) (83320%- * Ox; Ox; P °P ou ”) Y- °¥
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(Vi) G 5r) = Vo del) — el 50)
= Vi gﬁf ajgo gi,: Mrk(aiw)
S T ds S Rl SR R
2
= G 0 o (Via) 2P o TGy o
— (aii§;]+aai?gif NF7 op— giz MFZ)%O‘P' Va,B,ve{l,..,n}

Proposition 2.2.1.
Soit  : (M, g) — (N, h) une application différentiable, la seconde forme fondamentale
de l'application ¢ est symétrique, C’est a dire :

Vdp(X,Y) = Vde(Y, X),
pour tous X,Y € I'(T'M).
Preuve En utilisant la proposition (2.1.2 on a :

Vdp(X,Y) = Vide(Y) - dp(VYY)
= Vidp(X) +dp([X,Y]) — dp(VXY)
= Vidp(X) — dp(Vy X)
— Vdg(Y, X)
pour tous X,Y € I'(T'M).

Proposition 2.2.2.
Soient v : (M, g) — (N,h) et ) : N — P deux applications différentiables entre des
variétés Riemanniennes, alors :

Vd( o p) = dip(Vdp) + Vdip(dy, dp).
Preuve Soient X,Y € I'(T'M), alors :
Vd(po@)(X,Y) = VAo p)(Y) —d(i o ) (VYY)
= VFdy(de(Y)) — di(de(VYY))
= V5¢(d¢(X))d¢(d90(Y)) - dw(dso(VﬁﬁY))
= Vi dd(de(Y)) — dp(dp(VYY))

= Vdy(dp(X),dp(Y)) + d(Va,de(Y)) — di(dp(VY))
= Vdy(dp(X),dp(Y)) + dib(Vdp(X,Y)).
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Définition 2.2.2.
Soient (M™, g) et (N", h) deux variétés riemanniennes. Une application ¢ : (M, g) —
(N, h) est dite totalement géodésique si Vdyp = 0.

Définition 2.2.3.
Soit ¢ : (M,g) — (N, h) une application de classe C*. La trace de la seconde forme
fonadamentale de ’application ¢ est appelée champ de tension de 'application ¢, noté
par :

T(p) = trace,Vdep,

relativement a une base orthonormée {e;}'_; sur M on a :
7(p) = Vidp(es) — dp(Veles).

Si ((%) ( resp. (%)) est une base locale de champs de vecteurs sur M ( resp. sur N ),
on a :

i 0% 0pa 00 Oy %) o
0] Y a N1y _ Y Mk
() =g (axiaxj T O e, L% o Fm) 5y, ° ¢V ind: € {L (2
a,fB,v€{l,...,n} (2.

Proposition 2.2.3. [I7] Soient ¢ : M — N ety : N — P deux applications
différentiables entre des variétés riemanniennes, alors :

T(Y o) = di(r(p)) + trace Vdy (dy, dp).

2.3 Cas des sous-variétés

Soient (N, h) est une variété Riemannienne et M est une sous-variété de N, alors le
champ de tenseur g : ['(TM) x T'(TM) — C*(M) défini pour tous X,Y € I'(T'M) et
p € M par :

9(X.Y), = hyp(X,, V),

est une métrique Riemannienne sur M, appelé la métrique induite sur M par h.
Pour tout p € M on a T,N = T,M & T,M~, ou :

T,M* = {v € T,N|h,(v,w) =0 ,Yw € T,M}.
D’ou pour tout v € T,N :
v e T,M, Ivt e T,M- | v=0" +vt.

Si V¥ (resp. VM) désigne la connexion de Levi-Civita associée a la métrique h sur N
(resp. g sur M), alors :

VY = (VEY)T, XY e T(TM).
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La deuxiéme forme fondamentale de M sur N est donnée par :
B(X,Y) = (VEY)*
= VYV - (VxY)'
= Vixdi(Y) —di(VYY)
= (Vdi)(X,Y),

et la courbure moyenne est donnée par :
1
H = —traceB,
m

ou m = dim M. M est dite minimale si sa courbure moyenne est nulle.

Exemple 2.3.1. Soit M = S™ désigne la sphére unité et N = R, alors :

n+1
0
1. Le champ de vecteur normal a la sphére N = E xia—,
Z;
i=1

2. B(X,Y)=—g(X,Y)N, X,Y eT(TM)

2.4 Equation d’Euler-Lagrange

Définition 2.4.1. Soit U un ouvert de R". Le lagrangien sur U est une fonction de
classe C'*° :
L:(z,y,t) € UXR" x [ty,ts] — L(x,y,t) € R.

étant donné deux points x1,xo € U, le probleme variationnel associé consiste a chercher
les courbes ¢ : [t1,ta] —> U tracées dans U, telles que ¢(t1) = x1 et @(ta) = x2, qui
minimisent la fonctionnelle d’énergie :

E(p) = /t 52 L(e(t) C;—f(t>, t) d. (2.4)

Pour caractériser la fonction ¢ : [t1,ts] — U, on considére la variation ¢s(t) =
o(t) + sv(t) ou s € (—e,€) et v(t) une vecteur de R™ depend de t, non nul sauf auz
bornes t1 et ty, on a alors :

v(t) =o(te) =0, ws(ti) =@(t1) =21 et ps(ta) = p(t2) = 2.
Théoréme 2.4.1.
Sous les hypotheses de la définition précédente

550, = [ 0.5 (e g0 -5 (5 (0. F00)) @

Ou <, > désigne le produit scalaire standard sur R™ et
oL _ (8_L 8_L) oL _ (8_L 8_L>
oxr  \ozt’ "7 oxn/) T oy \oyl' " oyn/’

d
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Preuve On considére application ¢ : (—e, €) X [t1, ts] — R™ définie par :

d(s,1) = @s(t) = (t) + sv(?). (2.5)
D’aprés ([2.4)) et (2.5)), on a :

L], = [ (ot G0

dt. 2.
s (2.6)

—E(ps)

Comme

0
0s

r(s6s. t),%(s,t),t) _ Z%‘f(s ) gfi (6(s.1). g‘f(s 0).1)

+Z Ds <6¢>’> gLi (cb(s,t), %(S,t),t) (2.7)

En intégrant par parties, on trouve :

/tl Zas@a(f)( 1) 2; (a(s.0). gf(s,t),t) dt

_ Z/:%(%f>(s,t)g—;<¢(s 1), g(f(s ), t) dt

=1

"L 0 oL L0
_ 2:: (s,1) .<gb(s,t) S (s0) t)

to

ds 0y’ t1
2 9 o /0L 96
>/ == (s )(‘%(8 <¢(s,t),§( ,t),t))dt. (2.8)

D’aprés les formules . . et (| . on obtient :
d b2 oL dy
o =, (0 G (0. F00))a

. E(es)
{0250, 0.
[ (0 220 )
Comme v(t1) = v(t2) = 0, alors
o = 0 g (0. G 00)
[ 0 8@ o)

d




2.5 Les applications harmoniques 24

Théoréme 2.4.2.
La courbe ¢ : [t1,t3] —> U est un point critique pour la fonctionnelle d’ énergie E(p)
st et seulement si :

oL dy 0 (0L dy

—(pt), —({),t) — = =—1p(t), —(),t) | =0. 2.

5 (20 G 0.1) = 5 (5, (w0 G 0.1) ) =0 (2:9)
Ce systeme de n équations différentielles du second ordre s’appelle systéme d’équations
d’Euler-Lagrange.
Exemple 2.4.1. Soient U un ouvert de R, L : U x R X [t1,t5] — R définie par :

2
Yy
L(I7y7t) = 77

donc le lagrangian représente [’énergie cinétique.

s =3 [ ()

le systeme est réduit a l’équation

d%p

e

les solutions des équations d’Euler-Lagrange sont les droites affines (géodésiques) :

e(t)=at+0b, abeR.

2.5 Les applications harmoniques

2.5.1 Premiére variation de 1’énergie

Soient (M™, g) et (N™, h) deux variétés Riemanniennes, D un domaine compact de M
et ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C*°.

On définit ’énergie de ¢ sur D par :
1
B(¢:D) =5 [ ldoPu, (210)
D

ol |dep| est la norme de Hilbert-Schmidt de la différentielle de définie par :

el =) hldp(es), dp(es), (2.11)

i=1

{€e1, ..., e, } étant une base orthonormée sur M et v, = y/det g dz'...dz™ est 'élément
de volume Riemannien de (M™, g).
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Définition 2.5.1. Une application ¢ : (M™,g) — (N™, h) de classe C*, entre deux
variétés Riemanniennes est dite harmonique si elle est point critique de la fonctionnelle
d’énergie E(p; D) pour tout domaine compact D C M, i.e :

d
D = 2.12
dt (gptv ) =0 Oa ( )

{1} étant une variation (de classe C*°) de ¢ a support dans D.

Remarque 2.5.1. Une variation de ¢ a support dans un domaine compact D C M,
est une famille d’ applications (¢y)ie(—e.ep C C(M, N), telles que po = ¢ et o, = @ sur
M\ int(D).

Théoréme 2.5.1.
Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C™ entre deux variétés Rie-
manniennes et soit {¢:} une variation de classe C* de ¢ a support dans un domaine
compact D, alors :

d
GBD)| == [ norev,
N dyy . o
o v =—o dénote le champ de vecteur de variation de {p,;},
=0

7(p) = tracey, Vdp = Z{Védgp(ei) - dgp(Vi‘fei)}

i=1
ot {e1,...,em} est une base orthonormée sur (M™, g). T(p) est appelé champ de tension

de .

Preuve Soient D un domaine compacte de M, {¢;} une variation de ¢ a support
dans D et v € ['(o T N) le champ de vecteur de variation. Soit ¢ : M x (—¢,¢) — N
lapplication définie par ¢(z,t) = p,(x). Si {ey, ..., &, } base orthonormée sur M, alors :

d
EE(SO’ D) o - / Zh v¢ d 62,0),d¢(61‘,0)) ’Ug o
d
- /D ; h(vg(z)ei,o)dgb((), %), d¢(€i, O)) Vg -0

= /[)Zh(vgf’iv,dgo(ei)) Vg (2.13)

Soit w la 1—forme différentielle a support dans D, définie par :

w(X) =h(v,dp(X)), X eDl(TM).
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On a:
divMw = Z {ei(w(e) —w(Viie)}

= D {n(VEv,de(es) + h(v, VEdp(e:) — hiv, dp(VYe)) ). (2.14)

i=1
D’aprés les formules (2.13]), (2.14]) et le théoréme de Stokes, on obtient :
d

ZE(e:D
o (¢; D)

— /D Z {h(v, v;dW(ei) - d@(vé\fei))}vg.

Corollaire 2.5.1. Une application ¢ : (M™,g) — (N", h) de classe C* entre deux
variétés Riemanniennes est harmonique si et seulement si :

7(p) = trace, Vdyp = 0. (2.15)

Remarque 2.5.2.
1. L’équation est I’équation d’Euler-Lagrange associée a l’énergie fonction-
nelle.

2. Localement, si (z) et (y*) désignent les coordonnées locales sur M et N respec-
tivement, alors :

0% O 9P D 0
= g" T TN — L Mpk) _—_ 5.
7(¢) g (8:618:69 + Ozt 0z BT Pk ”) oy oY

Proposition 2.5.1.
Soient p: M — N ety : N — P deux applications différentiables entre des variétés
riemanniennes, alors

T(Y o p) = d(7(p)) + tryVdy(dp, dp) .

2.5.2 Exemples des applications harmoniques

e L’application identité Id : (M™, g) — (M™, g) est harmonique.
e Une application ¢ : (M™, g) — (R", <, >gn) de classe C™, est harmonique si et

seulement si, pour tout y=1,....,n:

m

i 0207 O

1,7,k=1
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e Une courbe ¢ : (R, <, >g) — (N™, h) est harmonique si et seulement si :

o7~ dp d?
W NP =0
dz? + 21 dr dx ap ¥ ’

a,p=

pour tout v = 1,...,n. On retrouve I'équation des géodésiques de la variété
(N™ h).
e Soit S une surface dans I’espace euclidien R?, et soit :

2 (Q7 < >R2) — (Rgv <, >R3)7

une paramétrisation locale de S, ot € un ouvert de R2. Supposons que :

o _ ’390 2 <090 390> _
oxl oy ox’ Oy /rs
Alors, S est minimale si et seulement si ¢ est harmonique. En effet, notons :
9p A 9o
=l
3 "\ 3y

le vecteur unitaire normal,

el P (5 -l

2

ox’ Oy
= <N’ %%W’ /= <N’ %>R3’ 9= <N’Ziyf>ﬂx3'

on obtient :
_leG+gE-2fF

2 EG—F?
la courbure moyenne de S. D’autre part :

2 2
<g—i,7(<p)>R3 - <g_i’%>m+<g_i’g_yf>u@

2 2
<g_i’ %>R3 B <8ax§y’ g_§>R3
1 010p12 10 |0p)2
20xl0z1 20z a_y‘

— 0,

<g—§,7(¢)> = 0.

Par conséquent 7(¢) est normal a la surface S et on a :

e+g _ <N77—(90)>R3

H =
2F 2F
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e Soit 'application de Hopf

$:SP — §?
(s,a,0) — (a(s),¥(a,d))

ot ¥(a,b) = ka +1bet a:[0,5] — [0, 7] telle que a(0) = 0 et a(F) = 7.

Soient,
gss = ds* + cos®sda® + sin*s db?,
la métrique riemannienne sur S® et

hs: = da® + sin*a dy?

une métrique riemannienne sur S?. On a

0 1 9 1 0 2 3

{e1 = 550 €2 = =s5a €3 = Srsdn } est une base orthonormée sur S°.
__ 0 _ 1 9 Z 2
{fi =295 2= a5y } est une base orthonormée sur S*.

Remarque 2.5.3. La composé de deux applications harmoniques n’est pas en générale
une application harmonique. En particulier si ¢ est harmonique et si 1 et totalement
géodésique c’est a dire (Vdiyp = 0), alors ¢ o ¢ est harmonique.

Exemple 2.5.1. Soit l’application,

¢ (R,dt*) — (R? dz®+ dy?)
t — (t,0),
on a,
0%z 0%0
T(p) = W’ﬁ>
= (0,0),
et soit l'application,
Y (R de? + dy?) — (R, dz?)
(z,y) — a®—y?,
on a,
() = A({Y)
0? 0?
v o
dz?  dy?

= 2-2=0,
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alors les deux applications ¢ et 1 sont harmoniques, mais remarquons que la com-
posée,

(R, dz?%)

Yoy: (R,dr*) —
t — 12,

est non harmonique, T(1) o @) = 2.



CHAPITRE 3

GROUPES DE LIE ET ALGEBRES DE LIE

3.1 Groupe de Lie

3.1.1 Définition et exemples

Définition 3.1.1.
Un groupe de Lie est un groupe G muni d’une structure d’une variété différentielle telle
que les applications

m:GxG— G, (v,y) — zy

et

inv:G— G, © — z*

sont de classe C°.

Exemple 3.1.1.
(R™, +) est un groupe de Lie abélien de dimension n.

Exemple 3.1.2.

(V,+) un espce vectoriel de dimension finie n est un groupe de Lie abélien dimension n.
En particulier (M (n,R), +) espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients
réels, donc (M (n,R),+) est un groupe de Lie de dimension n?.

Exemple 3.1.3.
Soit Gl(n,R) = {A € M(n,R)/detA # 0} ; le groupe de Lie (Gl(n,R),-) est un groupe
de dimension n?.

Exemple 3.1.4.
(R*, x) est un groupe de Lie de dimension 1.

Exemple 3.1.5.
St S? sont des groupes de Lie ;
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3.1.2 Sous groupe de Lie

Définition 3.1.2.
Soit (G,-) un groupe de Lie et H une partie non vide de G .
H est dit un sous groupe de Lie si :

e (H,-) est un sous groupe de (G,-).

e [ est une sous variété de G.

Exemple 3.1.6.
Le groupe des matrices orthogonales O,(R) = {A € (GL,(R)/ A'A = Id} est un sous

groupe de Lie de GL(n,R) de dimension @

Proposition 3.1.1.
Tout sous-groupe de Lie d’un groupe linéaire est fermé .

Preuve ( Voir [9]) ]

3.1.3 Homomorphisme de groupe de Lie

Définition 3.1.3.
Soient (G,-) , (H,*) deuz groupes de Lie f : G — H wune application est dite homo-
morphisme de groupe de Lie si :

e Vr,ye G ona: f(z-y) = f(z)* fy).

o f est de classe C™.

Exemple 3.1.7.
Soit Uapplication f : (R,+) — (R%,:) , © — €” alors [ est un homomorphisme de
groupe de Lie .

Preuve

1) f est de classe C*°.
2)Vz,y€Rona:

Exemple 3.1.8.

L’application det : (Gl(n,R),-) — (R*, x), A — detA est un homomorphisme de
groupe de Lie.

Puisque :
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e det application polynomial alors est de classe C*°.

e det(A- B) = detA x detB.

Proposition 3.1.2.

Sotent G, H deux groupe de Lie et f : G —> H un homomorphisme de groupe de Lie,
alors Kerf = {x € G/f(x) = 0n} est un sous groupe de Lie tel que Oy [’élément neutre
de H.

Exemple 3.1.9.
Soit Uapplication f: GL(n,R),-) — (R*, x), A +—— detA.
Le noyau de f :

Kerf = {AeGL(n,R)/ detA=1}
= SL(n,R).
Donc (SL(n,R), ) est un sous groupe de Lie de GL(n,R) de dimension (n®> —1).

Exemple 3.1.10.
Sotent G un groupe de Lie et g € G,

adg : G — G
r o grg,
est un homomorphisme de groupe de Lie.

Preuve
Soient x,y € G alors :

adg(zy) = gwyg™
= grg 'gyg”
adg(zy) = ady(z)ady(y).

3.2 Algébre de Lie

3.2.1 Deéfinition et exemples

Soit g un K-espace vectoriel de dimension finie.

Définition 3.2.1.
g est dite une algebre de Lie si g muni d’une application

[l:gxg — ¢
(z,y) — [z,y].

Tels que
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o [,| est antisymétrique :Vz,y €g [x,y] = —[y, z].
o [,]| est K-bilinéaire Vx,y,z € gVo,B € K [ax+ By, z] = alz, z] + By, 2].

o [,] vérifier Uidentité de JeobiVx,y,z €g |[z,[y,z]] + [z, [z, y]] + [y, [z, z]] = O.

Remarque 3.2.1.
La dimension d’algébre de Lie est la dimension de [’espace vectoriel.

Exemple 3.2.1.
Tout espace vectoriel V' de dimension finie est une algébre de Lie par les crochets nuls
ie: [ X,)Y]=0 VXY eV.

Exemple 3.2.2.
L’espace M (n,K) avec K =R ou C est une algébre de Lie définie par les crochets :
[A,B] = AB— BA VA,B € M(n,K).

Remarque 3.2.2.
Dons la suite,on note gl,(K) lespace M (n,K).

3.2.2 Sous-algébre de Lie, idéal

Définition 3.2.2.
Un sous espace vectoriel b d’une algébre de Lie g est dit une sous algébre de Lie si :

Vo,yeb ona [,y €h ielhb] Ch.
Exemple 3.2.3. L’espace sl,(R) = {A € gl,(R)/ trA = 0} est une sous-algébre de

Lie de dimension (n? —1).

Preuve
1) sl,(R) sous espace vectoriel de gl,,(R) :
soient A, B € sl,(R) et a, f € R

tr(aA+ pBB) = atr(A)+ ftr(B)

2) Stabilité par les crochets :
soient A, B € sl,(R)

tr([A,B]) = tr(AB — BA)
tr(AB) — tr(BA)
0.

Alors [A, B] € sl,(R). =



3.2 Algeébre de Lie 34

Définition 3.2.3.
Soit I un sous-espace vectoriel d’une algébre de Lie g est dit un idéal si :

Veeg VYyel [zylel or [I,g]CI.
Exemple 3.2.4. sl,(R) est un ideal de gl,,(R).

Preuve
Soient A € gl,(R), B € sl,(R)

tr([A,B]) = tr(AB — BA)
tr(AB) —tr(BA)
0.

Donc [A, B] € sl,(R). n

Remarque 3.2.3.
Tout idéal d’une algébre de Lie est une sous algebre de Lie.

a b
00

une sous-algebre de Lie de gls(K) mais n'est pas un idéal.

Exemple 3.2.5. Soient h = Aff(R) = {( € M(2,R)/a,be R}} alors b est

3.2.3 Morphisme d’ algébre de Lie

Définition 3.2.4.

Soient (g,[,1g) , (b, [,]s) deux algébres de Lie .

Une application linéaire f : g — b, est dite morphisme d’algebre de Lie si : VX, Y € g
on a :

FUXY])g = [F(X), F(Y)]o-

Exemple 3.2.6.
Représentation adjointe d’une algébre de Lie g est l'application definie par :

ad:g — gl(g)
X — adX.

tel que;

adx :g — ¢
Y — adx(Y)=[X,Y],

est un morphisme d’algébre de Lie entre (g,],]) et (gl(g),[,]) tel que

[A,B]g[(g):AOB—BOA, VA,Beg



3.2 Algeébre de Lie 35

Preuve
Soient X,Y,Z € g
ladx,ady|(Z) = (adx oady — ady o adx)(Z)
= adxoady(Z)— ady oadx(Z)
— adx([Y, Z]) — ady([X, Z))
= X[V, Z]] - [V, [X, Z]]
= [[Xv Y],Z]
adix y|(Z).

Proposition 3.2.1.

Soit ¢ : g — b un morphisme d’algébre de Lie alors :
1) Le noyau de ¢ est un idéal de g .

2)L’image de ¢ est une sous-algébre de Lie de b.

Preuve

En effet :
Soit ¢ : g — b morphisme d’algébre de Lie .

Kerg={X €g/ ¢(X)=0,}

Soient X1, Xy € Kerg alors :

et

o([X1, Xa]) = [6(X1), d(Xy)]
= [Ohvoh]

donc [ X1, Xy € Kero.
Ainsi Le noyau de ¢ est un idéal.
Soient X € Ker¢p Y € g.

(X, Y]) = [o(X),0(Y)]
= [0g, 6(Y)]
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donc [X,Y] € Ker¢.
Ainsi L’image de ¢ est une sous-algebre de Lie de b
En effet :

Im¢ ={¢(X)/ X € g}
Soient Y1, Y, € Im¢ cest-a-dire Y] = ¢(X;), Yo =0(X2); IX1,Xo € g

[YhYQ] = [¢(X1)7¢(X2)]
= (b[leX?]'

Alors Img est une sous-algébre de Lie de b.

3.3 Dérivation

Définition 3.3.1.
Soient g une algébre de Lie. On appelle une dérivatition sur g, toute application linéaire
D :g— g qui vérifier :

D([a,b]) = [a, D(b)] + [D(a), b],Va,b € g.
On note par Der(g) l'ensemble de toute les dérivations de g.

Proposition 3.3.1.
Soit g une algébre de Lie, sotent aussi Dy et Dy deux dérivations de g, et A un élément
de K, alors, les applications linéaires suivantes sont des dérivations de g.

D1 + DQ, )\Dl et [D17D2] = D1 e} D2 - DQ @) Dl.

Remarque 3.3.1.

D’aprés la proposition précédente, si Dy et Dy sont deux dérivations de g
(D1, Dy € Der(g)), alors [Dy, Ds] € Der(g).

Done, Der(g) est une sous-algébre de gl(g).

3.4 Algébre de Lie d’un groupe de Lie

Définition 3.4.1.

Soient f : M — N un morphisme de variétés, X un champ de vecteurs sur M et'Y
un champ de vecteurs sur N. On dit que X et'Y sont f-lies si TfoX =Y o f.

St f est un isomorphisme, pour tout champ de vecteurs X sur M, il existe un unique

champ de vecteurs Y sur N qui lui est f-lié. Il est donné par Y =T fo X o f~t.on note
f.X.



3.5 Forme de Killing 37

Définition 3.4.2.
Soit G un groupe de Lie, g € G et la translation a gauche on définie par :

Ly:G — G
r +— Ly(z) = gu.

Un champ de vecteurs X est dite invariant a gauche si (Ly).(X) = X o L, pour tout
g€ G.

L’espace des champs invariants a gauche de G noté H'(G).

Remarque 3.4.1.
On peut définit un champ invariant a droite par :

Vge G (Ry)«(X)=XoR,
telle que R, est la translation a droite par g.

Proposition 3.4.1.
Soit G un groupe de Lie, pour tout v € T,G, il existe un unique e champ de vecteurs
invariant & gauche X sur G, tel que X(e) = v. Il est donné par X : g — (T'L,).v.

3.5 Forme de Killing

Définition 3.5.1.
Soit g une K-algébre de Lie de dimension finie , on appele forme de Killing de [’algébre
de Lie g Uapplication notée k par k: g x g — K, (X,Y) — Tr(ad(X) o ad(Y)).

Définition 3.5.2.

La forme de Killing est dite non dégénérée si le déterminant de la matrice associée a
cette forme est non nul. Elle est dite dégénérée s’il s’annule.

e

ker(r) # {0}.
Définition 3.5.3.
Le radicale de la forme de Killing est défini par :

rad(k) ={X €g/ r(X,Y)=0,YY € g}.

Remarque 3.5.1.
Forme de Killing k est non dégénérée si  rad(r) = {0,}.

Proposition 3.5.1.
1)k est une forme bilinéaire symétrique .

2)k ad-invariante i.e k(adx,Y) = —k(X,ady)  pour tout X, Y dans g.
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Preuve (Voir [15]) m
Remarque 3.5.2.
Ker(k) ={X € g/k(X,Y) =0,VY € g} est un idéal de g.

Preuve
Posons X € Ker(k) et Y,Z € g et montrons que [X,Y] € Ker(k).
Comme X € Ker(k), alors

(X, Y, Z]) = 0.
Et par I'associativité de la forme de Killing, on trouve que
k([X,Y],Z)=0.
D’ou, [X,Y] € Ker(k). m

Exemple 3.5.1.
Soit Ualgebre de Lie su(2) et {X,Y, Z} une base de su(2) telle que

X,Y]=Z,[Y.Z] = X,[Z,X] =Y.

On a
0 0 0 0 01 0 -1 0
ady =10 0 —1],ady=[0 0 O0),adz=1|1 0 O
0 -1 0 -1 0 0 0 0 0
La matrice associée a la forme de Killing est
-2 0 0
M(X,)Y,Z)=| 0 =2 0 |, estr(su(2)) est non dégénérée .
0 0 -2

Exemple 3.5.2.

Soit Ualgébre de Lie Af f(R) des transfomations affines de la droite réell et {X,Y} une
base de Af f(R) telle que [X,Y] =Y.

On a

0 0 0 O
adx—(o 1),ady—(_1 O>

La matrice associée a la forme de Killing est

M.(X,Y) = <(1) 8) , est k(Aff(R)) est dégénérée.

3.6 Algeébre de Lie nilpotente, résoluble, semi simple

3.6.1 Algeéebre de Lie nilpotente

Définition 3.6.1.
Soit g une K-algébre de Lie, on définit la suite des ideaux suivantes :

g0) =90, 8 = 8,90, 06+ = [8,9)] VieN

est appelée la suite centrale descendante de g.
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Définition 3.6.2.

Une algebre de Lie g est nilpotente si la suite centrale descendante s’annule a partir
d’un certain n > 0.

Autrement dit, In > 0 tel que gy = {0}.

Exemple 3.6.1. Le groupe mlpotent Nil, également connu sous le nom de groupe de
Heisenberg, dont ’algébre de Lie sera notée n. On a

1 a c
Nil = 0 1 b], aveca,b,c e R
0 0 1
et
0 =z 2
n= 0 0 y avec z,y,z € R
000
L’algébre de Lie n posséde une base {X,Y,Z} ou
010 000 0 01
X=10 00}, Y=(00T1) eeZz=|0 0 0],
0 00 000 000
ot le crochet de Lie non nul est [X,Y] = Z.
par un calcul stmple on obtient :
ga) = < Z >
92 = {0}

alors l'algebre de Lie de Hiesenberg est nilpotente de cran 2.

Proposition 3.6.1.
Soit g une K-algébre de Lie.

1) Si g est nilpotente , alors le centre de g n’est pas trivial.

2) Si g est nilpotente , alors tout élément X de g est ad-nilpotent ji.e ad(X) est un
endomorphisme nilpotent .

3) Toute sous-algebre ou tout quotient d’une algébre de Lie nilpotente est nilpotent.
Preuve (Voir [15]) ]
Proposition 3.6.2 (Théoréme de Engel).

Soit g une K-algebre de Lie, si ad(X) est un endomorphisme nilpotent de g pour
tout X appartient a g , alors g est nilpotente.

Preuve (Voir [15]) ]
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3.6.2 Algeébre de Lie résoluble

Définition 3.6.3.
Soit g une K—algebre de Lie, on définie la suite des idéaux suivantes : g» =g, gV =
(9@, g@],..., gttt =[g) gl)]; Vj €N cette suite est appelée la suite dérivée de g.

Définition 3.6.4.
Une algebre de Lie g est résolubles, si la suite dériwée s’annule a partir d’un certain
rang, i.e s’il existe un entier n > 1 tel que g™ = {0}.

Exemple 3.6.2. Le groupe de Lie soluble Sol, dont l’algébre de Lie sera désignée par
t 0

0 —t

Nous pouvons choisir une base X,Y, Z de sol telle que

TS

et les crochets de Lie non nuls sont [Z,X] =X et [Y,Z]| =Y ;

sol, est défini par sol = R? x, R ou 1(t) =

d’aprés des calcules on trouve :

doy = 9
gy = < XY >
g2 = {0k

alors l'algebre de Lie sol est résoluble .

Proposition 3.6.3.
Soit g une K-algébre de Lie.

1) Si g est résoluble alors g # [g, g].
2) Si g est résoluble alors g contient un idéal de codimension 1.

3) Si g est résoluble ,toute sous-algébre de g est résoluble .En particulier un idéal
dans une algébre de Lie résoluble est résoluble.

Preuve (Voir [15]) m

Proposition 3.6.4.
Soit g une algébre de Lie , pour tout n € N alors : g™ C 9(n)

En effet :
9(0) = 9(0) g.
gV =g =99

=
g® = [[g gl. lg,g]] C g, [g,
€

g0l = g(2), par récurence
pour tout n € N | g(n) Cyg
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Corollaire 3.6.1.
Toute algébre de Lie nilpotente est résoluble .

Remarque 3.6.1.
Une algebre de Lie résoluble n’est pas nécessairement une algébre de Lie nilpotente.

Exemple 3.6.3. L’algébre de Lie des transformations affines de la droite Af f(R) est
résoluble mais n’est pas nilpotente .
Pour lalgébre de Lie Af f(R) , nous avons :

)
(0

les crochets non nuls sont [X,Y] =Y

par calcule simple on obtient :

g(o) — g
g =<V >
g = {0}

alors Af f(R) est résoluble non nilpotente puisque : gy =< Y ># {0} Vn € N*

3.6.3 Algeébres de Lie semi-simples

Définition 3.6.5.
Une algebre de Lie est simple si elle est non abélienne et si elle ne contient pas d’ideaux
propres non triviaul.

Définition 3.6.6.
Une algébre de Lie est semi-simple si elle ne contient pas d’ideaux résolubles non triviaux

Théoréme 3.6.1 (Critére de Cartan).
Soient g une K-algebre de Lie et k la forme de Killing de g. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1) k est non-dégénérée.

2) g est semi simple.
Preuve (Voir [15]) n

Proposition 3.6.5.
Soit g une algébre de Lie sur K.
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1) Si g est simple alors g est semi-simple.
2) Si g est semi-simple , alors le centre de g est trivial.
3) Si g est semi-simple , alors tout idéal de g est semi-simple.

4) St g est semi-simple , alors g est la somme directe de deuz ideauzr semi-simple.
Preuve (Voir [15]) ]

Proposition 3.6.6.

Soit g une algebre de Lie sur K.

1) g résoluble = g n’est pas simple .

2) g résoluble = g n’est pas semi simple .

Preuve 1) Supposons que g est résoluble, alors il existe un entier n tel que g™ = 0.
On sait que pour tout entier n, g™ est un idéal de g et que

g9 Gg i=0,..,n
Done, g?,i = 0,...,n sont des idéaux propres de g. Par conséquence, g n’est pas

simple.

2) Comme g est résoluble, g™ = [g»~1) g»=V] = 0. Donc, g™ est un idéal

abélienne de g. Ceci implique que g n’est pas semi simple. |

3.7 Groupes de Lie riemanniens unimodulaires

3.7.1 Mesure de Radon sur un groupe de Lie

Définition 3.7.1.
Soit G un groupe localement compact. Une mesure de Radon p > 0 sur G est dite
mvariante a gauche si

/G flgz)dp(z) = /G f(z)dp(z),

pour toute f € C.(G), espace des fonctions continues sur G de support compact. Cela
est équivalent a dire que, pour tout ensemble borélien E C G, et pour tout g € G,

u(gE) = n(E).

Exemple 3.7.1.
On considere le groupe réel (R, +) et la mesure p avec du = dz, alors

VfeClC(G) ona :

n(h = [ swye

est mesure de Radon.
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3.7.2 Mesure de Haar

Définition 3.7.2.
Soit G un groupe de Lie localement compact, une mesure de Radon est dite de Haar si
w est invariante a gauche, i.e Vg € G, Vf € C.(G)

/fg:rdu /f Jdpu(a

Pour 'existence et 'unicité de mesure de Haar on a le théoréme suivant :

Théoréme 3.7.1.
1l existe une mesure invariante a gauche. Elle est unique a un facteur positif pres.

Preuve (Voir [9]) m

Remarque 3.7.1.
Si G est compact, la mesure de Haar p est dite normalisée si

/d,uzl.
e

3.7.3 Fonction unimodulaire

Soit G un groupe de Lie localement compact, et © mesure de Haar a gauche, pour
g fixé dans G la forme linéaire

fH/Gf(gxg‘l)du(x)-

définit une mesure invariante a gauche. Il existe donc un nombre réel positif A(g) tel

que
/ flgzg™")dp(x / f(z)dp(x

/ fleg™Y)du(x / f(@)dp(z
Proposition 3.7.1.

La fonction A est un homomorphisme continu

Notons qu’également

A G —]0, 0.

Preuve
Pour montrer que A est un homomorphisme considérons une fonction f € C.(G).
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Soient g1, 9, € G.
D’une part :

/ fagg)dnz) = Algs) / F(agn)du(z)
G G

= Alg) - Alg) /G F(@)du(2).
D’autre part :

/ F((9192))dn(z) = Agr2) / F(@)du(z).
G G

Alors
A(g192) = Alg2) - Algr),

A est un homomorphisme de groupe.
Pour montrer que A est continue considérons une fonction f € C.(G) telle que

| #a)dutz) =1
G
Alors
M) = [ Jlag i)
et par suite A est continue. n

Définition 3.7.3.

Soit G un groupe de Lie est dit unimodulaire si la fonction module A égale 1 pour tout
g€ G, ielAG)=1.

Proposition 3.7.2.

Tout groupe de Lie abelien est unimodulaire.
Tout groupe de Lie discrét est unimodulaire.
Tout groupe de Lie compact est unimodulaire.

Preuve (Voir [9]) ]

Proposition 3.7.3.
La mesure A(x™1)du(z) est une mesure de Haar & droite. De plus, pour f € C.(G),

/G Fe () = /G (@A@Y du(z).

Preuve
Considérons la forme linéare

fro / e INC )
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Pour y € G,

/G flyr YA () = [ F(ay™) ) AE ) du().

G

En posant z = xy~! nous obtenons

/G fpr YA Y da(@) = Aw) [ FEHAG =Y du(z)

Cette forme linéaire définit donc une mesure de Haar invariante a gauche. Par suite il
existe une constante C > 0 telle que

/G A duz) = C / F)du(

En appliquant cette relation a la fonction fi(z) = f(z7')A(z™') on obtient C? = 1,
donc C = 1. [

Exemple 3.7.2.
1) Soit G le groupe'ax+V', c’est a dire le groupe des transformations affines de la droite
réelle. Il est isomorphe au sous-groupe de GL(2,R) des matrices

g:{(g 117)7 aveca,beR,a%O}.

La mesure p; définie par
dadb
| 1@auto) = [ st

est une mesure de Haar a gauche. La mesure p, définie par

/f Jijir(g /fabd“db

est une mesure de Haar a droite.La fonction module est donnée par

1
Alg) = —
lal
2) On consideére la mesure du(zx) = |det x| ~"d(z), définit sur le groupe linéaire GL(n,R),
alors GL(n, R, du(z)) est unimodulaire.
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Proposition 3.7.4.

Soit w une forme différentielle de degré m = G sur G invariante a gauche telle que
We(X1, .y Xpn) >0

si {X1, ..., X;n} est une base d’orientation positive de g. Alors la forme linéaire sur

C.(G),
f /G fo

définit une mesure de Haar a gauche sur G.

Preuve
En effet, si ¢ = Ly, alors p*w = w,

/waZ(foso)w

Proposition 3.7.5.

A(g) = |det Ad(g™")]

Preuve
Soit w une forme différentielle de degré m sur G invariante & gauche. Pour g € G
I’automorphisme intérieure

v — p(z) = gug™
est un difféomorphisme de G. Montrons que

©'w = det Ad(g)w.

Pour X4, ..., X,, € g,

(W) (@ Xy, X)) = worg1(g(xX1)g™", s g(2Xn)g ™)
= W1 (grg ' Ad(9) X1, ..., grg Ad(9) X )
= we(Ad(g9)X1,...,Ad(g)Xm)
= det Ad(g)we(X1, ..., X )
= det Ad(g)wy(z X7, ..., 2X).

Ilen resulte que, si v désigne la mesure de Haar a gauche associée a w,

/G flgzg Vdu(z) = |det Ad(g)|"! / f(@)dp(z)

et que
A(g) = |det Ad(g)|™
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Corollaire 3.7.1.

Dans les trois cas suivants le groupe G est unimodulaire :
1) Ad(G) est compact,

2) g = Lie(G) est semi simple,

3) g = Lie(G) est nilpotente, et G est conneze.

Preuve
1) L’application
gr— |det Ad(g)|

est un homomorphismre continu & valeurs positives. Si Ad(G) est compact il est borné
et par suite constant égale a 1.
2) Soit B la forme de Killing de g. De la relation

ad(Ad(g) X) = Ad(g)ad X Ad(¢g™") (g€ G, X €g),

il resulte que
B(Ad(g)X,Ad(g9)Y) = B(X,Y), (XY €g),

c’est & dire que Ad(g) appartient au groupe orthogonal de B. Par suite
|det Ad(g)| = 1.
3) Pour tout X € g, adX est nilpotent et

det Ad(exp X) = det ExpadX = (24X — 1,

Par suite, pour tout g dans un voisinage de e,
det Ad(g) = 1.

Ainsi le sous-groupe
H={geG | detAd(g) =1}

est ouvert et fermé, et, puisque G est connexe, H = G.
Soit ¢ le difféeomorphisme de G définit par

x— o) =27
On montre que, si w est une forme différentielle invariante a gauche , alors

v*'w = det(—Ad(g))w.

Notons que ’application ¢ ne respecte pas 'orientation de G si m = dim G est impaire.
]



CHAPITRE 4

CLASSIFICATION DES HOMOMORPHISMES
HARMONIQUES ENTRE DES GROUPES DE LIE
RIEMANNIENS UNIMODULAIRES TRIDIMENSIONNELS.

Soit ¢ : (M,g) — (N, h) une application lisse entre deux variétés riemanniennes
avec m = dim M et n = dim N. Nous désignons par V¥ et V¥ les connexions de Levi-
Civita associées a g et h respectivement, et par TN le fibré vectoriel sur M pull-back
de T'N par . C’est un fibré vectoriel euclidien et I'application tangente de ¢ est un
homomorphisme de fibrés dyp : TM — T%N. De plus, T¥ N porte une connexion V¥
pull-back de V¥ par ¢, et il existe une connexion sur le fibré vectoriel End(TM,T?N)
donnée par :

(VxA)(Y) = VEA®Y) — AVMY), X,Y € I(TM), A€ D(End(TM,T*N)).

L’application ¢ est dite harmonique si ¢’est un point critique de 1’énergie

1
E(¢)=§/M|d902|vg-

L’équation d’Euler-Lagrange correspondante pour ’énergie est donnée par I’annulation

du champ de tension.
m

7(p) = tr Vdp = Y (Ve dp)e;,
=1

ou {e;}", est un repére local de champs de vecteurs orthonormaux.

Soit (G, g) un groupe de Lie riemannien, c’est-a -dire un groupe de Lie muni d’une
métrique riemannienne invariante & gauche. Si g = T, G est son algeébre de Lie et <, >;=
g(e), alors il existe une unique application bilinéaire A : g x g — g appelée produit de
Levi-Civita associé a (g, <, >,) donnée par la formule :

2 < Ayv,w >=<[u,v]®,w >; + < [w,ul?, v >; + < [w,v]*,u >, .
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La transformation A est entiérement déterminée par les propriétés suivantes :

Propriété 4.0.1.
1) Pour tout u,v € g, Ayv — Ayu = [u,v]°.
2) Pour tout u,v,w € g, < Ayv,w >4 + < v, Auw >;= 0.

Si I'on note u’ le champ de vecteurs invariant a gauche sur G associé a u € g, alors
la connexion de Levi-Civita associée a (G, g) satisfait

Vvt = (Auw).
Le couple (g, <, >,) définit un vecteur noté U? tel que
< U% v >4=tr(ad,), pour tout v € g.

Remarque 4.0.1. Pour toute base orthonormale {e;}, de g, on a

US = zm: Aeiei.
i=1

En effet :
Soit {e;}i2; une base orthonormale de g. Notons U? = 3| Uje; et Ac.e; = Y00 Ajze;.
Alors, par définition de U9,
< U e, >4 = tr(ade,)
= tr(ade, e;)e;
= tr(exe;)e;

= 5kj€j7
ol dy; est le symbole de Kronecker. D’autre part, par la formule pour A, , on a

m
< Aek,ei >g =< ZAkjej,ei >g
j=1

= Ap;.

En utilisant la relation donnée pour U®, on a alors
m
Z Ujdkjej = Ak"L
j=1

Cela montre que Uy = Ay; pour tout k, ce qui équivaut a U% =" | A..e;. Ainsi, pour
toute base orthonormale {e;}", de g, on a bien montré que U? = Y~ A, e;. Remar-
quons que g est unimodulaire si et seulement si U® = 0.
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Proposition 4.0.1.

Soit ¢ : (G,g9) — (H, h) un homomorphisme entre deuz groupes de Lie riemanniens.
Alors la différentielle & : g — b de v en e ( €lément neutre de G) est un homomor-
phisme d’algébres de Lie.

Preuve Pour démontrer que la différentielle £ : g — h de 'homomorphisme
¢ : (G, g) — (H, h) entre deux groupes de Lie riemanniens est un homomorphisme d’al-
gébres de Lie, nous devons montrer que pour tout X, Y € g, la différentielle vérifie la pro-
priété d’homomorphisme d’algebres de Lie, c’est-a -dire que £([X, Y]g) = [£(X),£(Y)]b.
Soit X,Y € g, alors [X, Y], est le crochet de Lie de X et Y dans g. En utilisant la dé-
finition du crochet de Lie et les propriétés des groupes de Lie, on a :

(X, Y]g) = €(adx (V) = [€(X), £(Y)]s,

ot adx (Y') est 'action adjointe de X sur Y. Ainsi, la différentielle £ préserve la structure

d’algébre de Lie en respectant le crochet de Lie. Par conséquent, & : ¢ — b est bien

un homomorphisme d’algebres de Lie. [
Il existe une action a gauche de G sur I'(T¥ H) donnée par

(CLX)(b) = T@(ab)Lv(a—l)X(ab), a,be G, X € F(T@H>

Une section X de T¥H est dite invariante a gauche si :
pour tout a € G,
a.X =X.

Pour toute section invariante a gauche X de T¥H, on a :

pour tout a € G,
X(a) = (X(e)"(¢(a)).

Ainsi, I'espace des sections invariantes & gauche est isomorphe a l'algebre de Lie bh.
Comme ¢ est un homomorphisme de groupes de Lie, g et h sont invariantes a gauche.
On peut facilement voir que 7(¢) est également invariant a gauche et donc

@ est harmonique si et seulement si 7(¢)(e) = 0.

De plus, on peut facilement voir que

ou .
U= Beeoler),
=1

B est le produit de Levi-Civita associé a (b, <, >p) et {e;}7, est une base orthonormale
de g. Ainsi, nous obtenons la proposition suivante.

Proposition 4.0.2. []/
Soit ¢ : G — H un homomorphisme entre deux groupes de Lie riemanniens. Alors ¢
est harmonique si et seulement si T(§) =0, ot & : g — b est la différentielle de ¢ en e.
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La classification des homomorphismes harmoniques sera réalisée jusqu’a une conju-
gaison pres.

Définition 4.0.1. [3/
Deux homomorphismes entre deux algébres de Lie euclidiennes :
§1:(9,<,>g) = (b, <,>p) and & :(9,<,>g) = (b, <, >p),

sont conjugués s’il existe deux automorphismes isométriques

011 (9, <,>g) = (9,<,>4) et pa: (h,<,>p) = (b, <,>yp)
tels que
208 =& 0 1. (4.1)
Proposition 4.0.3. [}/

Soit € 1 (g,<,>4) — (b, <,>y) un homomorphisme entre deux algébres de Lie eucli-
diennes unimodulaires. Alors

<7(€), X >p=1trg({" oadx o), VX €h (4.2)
ou, &*:bh— g est donnée par

<EUV >=<UEV >y, pourtous Veg et Ueb. (4.3)

4.1 Groupes de Lie riemanniens unimodulaires tridi-
mensionnels

Définition 4.1.1 (Groupe de Lie nilpotent Nil).

Le groupe nilpotent Nil, également connu sous le nom de groupe de Heisenberg, est défini
comme Suit :

Le groupe Nil est l’ensemble des matrices de la forme :

1 a c
Nil = 0 1 b)), aveca,bceR
0 01

Son algebre de Lie, notée n, est [’ensemble des matrices de la forme :

0
n= 0 avec x,y,z € R
0

o O 8
o W

Cette algeére de Lie n posséde une base {X,Y,Z} ou les matrices sont définies par :

010 000 001

X=1000]), Y=(0O01|, Z={(0 00

000 000 000

Dans cette base, le crochet de Lie non nul est donné par [X,Y] = Z.
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Proposition 4.1.1. [72/
Toute métrique invariante a gauche sur Nil est équivalente jusqu’a automorphisme a
une métrique dont la matrice associée dans l'algébre de Lie n est de la forme :

< = , avec p > 0. (4.4)

O O
o O
_ o O

Définition 4.1.2 (Groupe de Lie résoluble Sol). .
Le groupe de Lie soluble Sol, dont l’algebre de Lie sera désignée par sol, est défini par

sol =R? %, R ou
t 0
u(t) = (O —t) .

Nous pouvons choisir une base X,Y, Z de sol telle que

(9 (0 = (0))

et les crochets de Lie non nuls sont
[Z,X]=X et]Y,Z]=Y.

Le groupe de Lie de l’algebre de Lie soluble sol = R? x1, R est le groupe de Lie soluble
Sol, qui est le produit semi-direct R? xg R, agit sur R* par

Proposition 4.1.2. [12]

Toute métrique invariante & gauche sur Sol = R? xg R est équivalente, jusqu’a au-
tomorphisme, a une métrique dont la matrice associée présente l'une des deux formes
sutvantes :

<, S0l = , avec v > 0, (4.5)

O O =
R OO

0
1
0
ou

<, Zgol=

O = =

10
pw 0], avecv >0 et p>1. (4.6)
0 v

Définition 4.1.3 (Groupe de Lie résoluble Ey(2)).
Le groupe de Lie soluble Ey(2), dont ’algébre de Lie sera notée

¢0(2) = R? x 50(2).
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On peut choisir une base X,Y, Z de ¢y(2) telle que

OG- (OC) @6

et les crochets de Lie non nuls sont
[Z, X]=Y et [Y,Z] = X.

L’algebre de Lie ¢g(2) = R? x s50(2) est l'algebre de Lie du groupe de Lie

FEo(2) = R? x SO(2), qui n'est pas simplement conneze.

L’unique groupe de Lie simplement connexe correspondant a l’algebre de Lie B

¢o = R? x150(2) est le groupe de recouvrement universel Eo(2) de Ey(2). Le groupe Eo(2)
est le produit semi-direct C xR |, ou

(2,1).(Z, ) = (z + ¥t + 1).

Il posséde une représentation matricielle dans GL(3,C) donnée par

e2i7rt 2 0
(z,t)—» | 0 1 0], ze€Cet teR.
0 0 €

Proposition 4.1.3. [I2] Toute métrique invariante a gauche sur EO(Q) est équivalente,
Jusqu’a automorphisme prés, a une métrique dont la matrice associée est de la forme :

1
0 ,avec 0>0 et 0<p<l (4.7)
0

o O
q oo

Définition 4.1.4. Groupe de Lie simple SU(2)

Le groupe de Lie simple, simplement connexe tridimensionnel SU(2), dont l'algébre de
Lie sera désignée par su(2), est isomorphe a l’algébre de Lie s0(3) de toutes les matrices
antisymétriques 3 X 3. Nous pouvons choisir une base X,Y,Z de s0(3), ot

1 0 1
0], Y=1[1-10
0 0 0

0
0
-1

0
0
-1

X =

o O O
o = O

50(3) est U'algébre de Lie du groupe de Lie SO(3), les crochets de Lie non nuls sont
X,Y]=2, [ZX]=Y et [V,Z]=X.

Mais, le groupe SO(3) n'est pas simplement connexe. Le groupe de Lie simplement

connexe unique correspondant & [’algébre de Lie s0(3) est le groupe de recouvrement
universel SU(2) de so(3).
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Proposition 4.1.4. [12] Toute métrique invariante a gauche sur SU(2) est équivalente
Jusqu’a automorphisme a une métrique dont la matrice associée est de la forme :

A 00
<Sa= |00 0, avee 0<O0<n<A (4.8)
0 0 6

Définition 4.1.5. Groupe de Lie simple PSL(2,R)

2,
Le groupe de Lie simple simplement connexe 153*/L( ,R) est le groupe de recouvrement
universel de SL(2,R). Son algebre de Lie, notée sl(2,R), posséde une base X,Y,Z, o :

1/0 1 1/1 0 1L/0 1
X‘§(1 0)’ Y‘ﬁ(o —1) o Z‘§<—1 0)’
Ainsi, les crochets de Lie non nuls sont

X,Y]=-Z, [Z.X]=Y, e [V,Z]=X.

Proposition 4.1.5. [12] Toute métrique invariante & gauche sur ]/DTQYL(Q, R) est équiva-
lente jusqu’a automorphisme a une métrique dont la matrice associée est de la forme :

0
0
¢

,avec (>0 et 0<a<pf. (4.9)

o o R
o ™ O

4.2 Homomorphismes Harmoniques entre groupes de
Lie riemanniens unimodulaires tridimensionnels

4.2.1 Homomorphismes harmoniques entre Sol et Nil

Le résultat suivant donne une classification compléte des homomorphismes harmo-
niques entre sol (munie de la métrique invariante a gauche définie dans (4.5)) ou (4.6))
et n (munie de la métrique invariante & gauche définie dans (4.4))).

Théoréme 4.2.1. Tout homomorphisme de sol dans n est conjugué a I’homomorphisme
¢ sol — n,
défini par la matrice

,avec a,b,c € R.

S

Il
coo
coo
o o8



4.2 Homomorphismes Harmoniques entre groupes de Lie riemanniens
unimodulaires tridimensionnels 55

Preuve
Rappelant que sol admet une base X, Y, Z ou les relations de Lie sont données par

2, X]=X et [V, Z]=Y,

et n admet une base E,F,H avec la relation de Lie [E, F] = H. Nous définissons
I’homomorphisme & : sol — n comme suit :

f:X'-)alE—i'blF‘{’ClH
Y'—>CL2E+b2F+CgH
Z— asE + b3l + c3H.

Nous devons vérifier que cette définition respecte les relations de Lie. Pour ce faire, nous
calculons :

[€X, Y] =¢[X,Y]=0
[5X,§Z]:§[X,Z]:—£X e alzblzclzagszZCQZO.
(€Y, 2] =Y, Z] =&Y

Ainsi, ’homomorphisme £ est entiérement déterminé par les coefficients as, b3, et c3. =

Théoréme 4.2.2. Soit £ : sol — n un homomorphisme, ot

(4.10)

T

I
coo
coo
o o8

ot algébre de Lie sol est munie de la métrique invariante a gauche définie dans
ou @ et n est munie de la métrique invariante a gauche définie dans . Alors

be ac
=—F—-—F 411
e =—E-1 (111)
Preuve Nous avons
0 00 0 0O 000
adg=[(0 0 0, adpg=| 0 0 O et adg=1(10 0 O
010 -1 00 000

En utilisant la formule (4.3)) ot U € n et V' € sol, nous obtenons :

0 0 0
=10 0 0
pa pb c

En utilisant la formule (4.2]), un calcul simple nous donne

<7(&),FE >=tr({ oadgof) = % ,
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< 71(§), F >y=tr(" oadpof) = _TQC

et
< 7(&), H >y=tr(¢* o ady of) =0

Corollaire 4.2.1.
€ (s0l, <, >501), = (N, <, >401) est harmonique si et seulement si (a =b =0 ou c=0).

Théoréme 4.2.3.
Un homomorphisme de n a sol est conjugué a &i—12 : n — sol, ou

0 0 a
& =10 0 b avec a,beR, (4.12)
0 0O
et
ap az O
Sa= b1 by 0] aveca;b; €R pouri=1,2. (4.13)
0 0 O

Preuve sol est munie de la base X, Y, Z ou [Z,X]| =X et [YV,Z] =Y, et nest
munie de la base E, F, H avec [E,F| = H, donc nous pouvons supposer

Er— CL1X + bly + ch,

F+— a/2X+b2Y+CQZ

et
Hr— agX + ng + CgZ.

Ainsi, nous obtenons
(B, F) =[S, §F| =¢H
(B, H]=[§E,EH] =0
¢[F H] = [¢E,EH] =0

ce qui est équivalent a
(03:a1261201:a2:b2202:0 ou a3263203:01202:0).
[ |

Théoréme 4.2.4. Soient £1,& : n —> sol deuzr homomorphismes, ot & et & sont
définis par les formules et , et l'algebre de Lie sol est munie de la métrique

mvariante a gauche définie par la formule . Alors
(&) = (a* = b*)Z (4.14)

et 2 _ 32 2 _ 32

((af = b7) + (a3 — b3))

7(&2) = P

Z. (4.15)
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Preuve Nous avons

00 -1 0 00 1 0 0
ady =10 0 O ,ady =10 0 1 et adz=[0 -1 O
00 O 0 0O 0 0 O

Pour ’homomorphisme &;,
en utilisant la formule (4.3)) ot V' € n et U € sol, nous obtenons :

I
=%
Il
2 oo
-~ o o
oo o

En utilisant la formule (4.2)), un calcul simple nous donne
< 7(&), X >so=tr(§ ocadx o&y) =0,

< T(fl)a Y >o0= tr(f; o ady Ofl) =0

et
< 7(&),Z > sol = tr(&} oady of)) = a® — b7,

Pour ’homomorphisme &,, nous avons

aq b1 0
&= 1|a by O
0 0 O

En utilisant la formule (4.2), nous obtenons
< 7(&), X >so=tr(& oadx o&y) =0,

< 7(&),Y >s=tr(& oady o) =0
et

(a3 — ) + (3 — 13))

< 7(52)7 Z >s01= tl"(g; oady 052) — p

Corollaire 4.2.2.
& (n, <, >n) = (s0l, <, >400) est harmonique si et seulement si

a=b ou a=—b.
& (n, <, >n) = (501, <, >400) est harmonique si et seulement si

a2 + a5 = bj + b3.
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Théoréme 4.2.5. Soient &,& @ n — sol deur homomorphismes, ou & et & sont
définis par les formules , , et l'algébre de Lie sol est munie de la métrique
mvariante a gauche définie par la formule (@) Alors

(&) = (a® — pb?)Z, (4.16)

((af — pb?) + (a3 — pub3))
p

Preuve En utilisant la formule (4.3) ou V € net U € sol, nous obtenons :
Pour &1,

(&) = Z. (4.17)

0 0 0
& = 0 0 0
a+b a+pub 0

En utilisant la formule (4.2)), nous obtenons
< T(€1)7 X > g0l tr(ff o adX O£1> = 07

< T(fl)» Y > s0l= tl"(fik o adY Ofl) =0
et
< 7(&1), Z >eo= tr(& 0 adz oy) = a* — ub®,

Pour &, nous avons
a1 + b1 a; + ,ubl 0
& =\1ar+0by ag+puby 0],

0 0 0
de plus
< 7(&), X >s0=tr(& o adx 0&y) =0,
< 7(&),Y >s0=tr(£2" o ady 0&3) =0
et

< 7(62), Z > e tr(E] 0 ady ogy) = LA HH) ; (a3 — b))

Corollaire 4.2.3.
& (n <, >y) — (s0l, <, >401) est harmonique si et seulement si :

a=0by/p ou a=—by/p.

& i (n <, >y) — (s0l, <, >401) est harmonique si et seulement si :

a; + a3 = (b + 03) /1.
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4.2.2 Homomorphismes harmoniques entre Sol et Ey(2)

Les résultats suivants donnent une classification compléte des homomorphismes har-
moniques entre I'algebre de Lie sol, (munie de la métrique invariante a gauche définie
dans (4.5), ([4.6)) et l'algebre de Lie ¢g(2) (munie de la métrique invariante & gauche
définie dans (4.7)).

Théoréme 4.2.6.
Tout homomorphisme de l'algébre de Lie sol dans l'algébre de Lie ¢(2) est conjugué a
I’homomorphisme & : sol — ¢(2) caractérisé par :

0 0 a
E=10 0 0
0 0 ¢

ou a, b, et ¢ sont des réels.

Preuve La base de I’algebre de Lie sol est X, Y, Z avec les relations de commutation
Z, X]=X et [V, Z]=Y,
et la base de l'algébre de Lie ¢y(2) est A, B, C avec les relations de commutation
[A,B]=0, [C,A]=DB et [B,C]=A.
Supposons que '’homomorphisme & : sol — ¢y(2) est donné par :
E(X)=a1A+bB+,C,

f(Y) = (ZQA + bgB + CQC
et
g(Z) = (I3A + b3B + CgC.
Nous obtenons ainsi les relations suivantes :
[EX, Y] =¢[X, Y] =0
X, 6Z] =¢[X, Z] = —§X
Y, EZ] =¢€[Y, Z] = €Y

ce qui est équivalent & (a; =ay =by =by =c¢; = o =0). m

Théoréme 4.2.7.
Soit & : sol —> ¢¢(2) un homomorphisme, ot sol est équipé de la métrique invariante

a gauche définie par ou , alors ;

T(§) = %(—gbcA + acB + (o — 1)abC). (4.18)
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Preuve Nous avons les actions adjointes suivantes :

00 O 0 0 1 0 -1 0
ada=[0 0 1], adg={0 0 0], ade={1 0 o0
0 0 O 0 00 0 0 O
En utilisant la formule (4.3)), ot U € ¢¢(2) et V' € sol, nous obtenons :
0 0 O
=10 0 0
a ob oc
En utilisant la formule (4.2]), nous obtenons :
—ob
<7(€),A>=tr("oadyo &) = 0 C,
§ ac
<71(§),B >=1tr({ oadpo &) = —
et
(o —1)ab

<7(8),C >=tr(E" oadgo &) =

14

Corollaire 4.2.4.
€1 (s0l, <, >01) —> (e0(2), <, >e0(2)) st harmonique si et seulement si o =1 et ¢ =0
ou a=b=0.

Théoréme 4.2.8. Tout homomorphisme de l'algébre de Lie ¢y(2) dans l’algébre de Lie

sol est conjugué a I’homomorphisme & : ¢o(2) — sol donné par :
0 0 a
E=10 0 0,
0 0 ¢

ou a, b, et ¢ sont des réels.

Preuve Soit & : ¢g(2) — sol. Les actions de £ sur les générateurs de eq(2) sont
données par :
Ar— alX + b1Y + CIZ,

B+— CLQX + sz + CQZ7
Cr— azX + b3Y + c3 2.

Ainsi, nous obtenons les relations suivantes :

[€A,EB] = £[A, B]
[€A,6CT = ¢[A,C] = —éB
[€B,£C] =¢[B,C] = €A

ce qui est équivalent a (a3 = by = ¢ = ag = by = ¢ = 0). n
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Théoréme 4.2.9.
Soit £ : ¢g(2) — sol un homomorphisme, ot sol est équipé de la métrique invariante a

gauche définie dans . Alors

1
T(§) = —<—acX+ch+(a2 —bz)Z>. (4.19)
o
Preuve En utilisant la formule (4.3)) ou V' € ¢¢(2) et U € sol, nous obtenons :
00 O
e=[00 0
a b vc

En effectuant des calculs directs et en utilisant la formule (4.2)), nous obtenons :

<7(£),X >=tr({ oadx of) = —Tac’

<7(8),Y >=tr({ oady of) = %,

et

<7(€),Z >y=tr({ cadyz of) = M.

Corollaire 4.2.5.
£ (e0(2), <, >(2)) — (801, <, >501) est harmonique si et seulement si :

c=0eta==xb oua=0b=0.

Théoréme 4.2.10. Soit € : ¢g(2) — sol un homomorphisme, ou sol est équipé de la
métrique invariante a gauche définie par (@) Alors

(€)= %(—(a +0)eX + pbeY + (a® — pb? + ab) 7). (4.20)

Preuve Par un calcul similaire, nous obtenons

0 0 0
&= 0 0 0
a+b pb vc
En utilisant la formule (4.2)), un calcul direct nous donne
b
< 7(6), X Sum tr(€* o ady of) = — ATV
o
. pube
<7(£),Y >p=tr({ oady of) = —,
o
2 — ub®+ab
<T1(€),Z >p=tr({" oady of) = it
o
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Corollaire 4.2.6.
Un homomorphisme £ : (¢0(2), <, >¢2)) — (s0[, <, >e01) est harmonique si et seule-
ment si :

a=b=0 ou b=c=0.

4.2.3 Homomorphismes harmoniques entre Nil et 50(2)

Les résultats suivants donnent une classification compléte des homomorphismes har-
moniques entre Ialgebre de Lie n (équipé de la métrique invariante a gauche définie dans
(4.4))), et I'algebre de Lie eq(2) (équipé de la métrique invariante & gauche définie dans

(1.7))-

Théoréme 4.2.11.  Tout homomorphisme de l'algébre de Lie ¢y(2) dans ’algébre de
Lie n est conjugué a I’homomorphisme & : ¢g(2) — n donné par :

"

Il
coo
coo
o o8

o a, b et ¢ sont des réels.

Preuve La base de 'algebre de Lie ¢y(2) est A, B, C avec les relations de commu-
tation

[A,B]=0, [C,A]=B et[B,C]=A.

La base de l'algebre de Lie n est E, F, H avec la relation de commutation [E,F]= H.
Supposons que ’homomorphisme ¢ : ¢g(2) — n soit donné par :

Ar— CL1E+61F+01H,

B — CLQE"—bQF"—CQH,
Cr— CL3E+b3F+CgH.

Ainsi, nous obtenons les relations suivantes :

[EE,EF) =¢[E, F] = {H
[€E,EH] =0
[EF,EH] = E[F, H] = 0

a3:b320320,
)
CIZCQIO,

az = b3 = c3 =0,
alzblzclzo,

ce qui est équivalent a :

ou
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ou
az = bz =c3 =0,

clxagzngal,
b1XGQZCQ><CL1.
|

Proposition 4.2.1. Tout homomorphisme de l’algebre de Lie n dans l’algebre de Lie
e0(2) est conjugué a l'un des homomorphismes suivants

a b 0
&=1c d 0], ovabcdeR,
0 00
0 a O
=10 b 0], ouna,bceR,
0 c O
a d 0
=10 %d 0], otaeR" etbcdeR.
c Y o9

Théoréme 4.2.12. Soient & : n — ¢o(2) des homomorphismes, ot & sont définis
comme dans la Proposition[{.2.1 Alors :

&) = e~ )* e,
T(&) = % (—obcA + acB + ab(p — 1)C),
(&) =~ 4 Z—i)A + %(ac + b%d)B + % (%d(gd — 1)+ ab(o — 1)) C,

ot A, B,C désignent la base de l'algébre de Lie ey(2).

Preuve Nous avons les actions adjointes suivantes :

00 O 0 01 0 -1 0
ady =10 0 -1}, adg=|(0 0 0|, e adeg=1[1 0 O
00 O 0 00 0 0 O
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En utilisant la formule (4.2), nous obtenons :
<7(&1), A >q@)=tr({" oads 0 &) =0,
< 7_(61)7 B >eo(2): t?"(g* o adB o f) = 07

. ad + bd

<7(&),C >q@=tr(§" cadc o) = (0 — 1) P
0 0 0
Pour £ = &, nous avons : & = [ a b oc
0 0 O

1
< 7-(52)7 A >eo(2) = tr(g; o adA 052) — _;ch,
1
< 7(52)7 B Ze0(2) = tr(f; oadp 052) — ;aC’

1
<71(&),C Ze0(2) = tr(&§5 o adg oy) = ;ab(g —1).

De méme pour & = &3, on a :

a bo co

G=1d o2 2| (4.21)
a a
0 0 0
—obc d?
< 7(€5), A >z = tr(& o ady of3) = —2 (1+5),

1 bd?
< 7(€3), B >¢o(2) = tr(€3 0 adp os) = ;(GC + 7)’

—1 (cd?
<7(€3),C >ep(2) = tr(&3 0 ade o&3) = QT (7 + ab) :

Corollaire 4.2.7.
&0 (n, <, >0) = (e0(2), <, >e0(2)) est harmonique si et seulement si;

o=1 ou ac+bd=0.
& (n, <, >0) = (e0(2), <, >e0(2)) est harmonique si et seulement si :
b=c=0 ou o=1, et c=0.
E3:(n, <, >0) = (0(2), <, >e0(2)) est harmonique si et seulement si :

b=c=0 ou c=d=0et p=1.
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4.2.4 Homomorphismes harmoniques entre SU(2) et Nil

Les résultat suivants donnent une classification compléte des homomorphismes har-
moniques entre n (équipé de la métrique invariante a gauche définie dans (4.4) ), et
su(2) (équipé de la métrique invariante a gauche définie dans (4.8)) ).

Proposition 4.2.2. Un homomorphisme de n vers su(2) est conjugué a
€ :n — su(2), défini par :

a1 Qa9 dl
E= b by do|, avec a;,b; €R
C1 Co dg

_ bl b2 _ a; as - a; as
d1 = det <C1 62) s d2 = det <C1 02) s d3 = det (bl b2> .

Preuve Rappelons que n est basé sur {A, B,C'}, ou
4,8 =C,
et que su(2) est basé sur {X,Y, Z}, avec
X,Y]=2, [X,Z]=-Y, et [V,Z]=X.

Supposons que
f(A) = alX + b1Y + ch,
f(B) = (IQX + b2Y + CQZ,
g(C) = a3X + b3Y + C3Z.

Ainsi, nous obtenons

{ [€A,£C) = €[A,C) = [€B,£C) = €[B,C] =0
[€A,¢B] = ¢[A, B] = £C.

si et seulement si

az = bicy — bacy

bg = C1Q9 — A1C2

c3 = a1by — asb

a1C3 — azcCy = a1b3 - (lgbl = Clbg - C3b1 =0
A9C3 — A3Cy — &2[)3 - a3b2 = Cgbg - Cgbg =0.

Théoréme 4.2.13. Soit £ : n — su(2) un homomorphisme de l’algébre de Lie n, munie
de la métrique invariante & gauche définie dans ({.4), vers lalgébre de Lie su(2). Si
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a; as dl
5 = bl b2 d2 )
C1 Co d3
alors
ot
0—n
Al = — (pdgdg + b161 + bQCQ) s
A—06
Ag = T(pdldg +acqy + (ZQCQ)
et
n—A
Ag = T(pdldQ + albl + agbg).
Preuve Nous avons
00 O 0 01 0 -1 0
ady =0 0 —-1},ady=[ 0 0 O} and adz=|1 0 O
01 0 -1 0 0 0 0 O
En utilisant la formule (4.3)), ot U € su(2) et V € n, nous obtenons
)\a1 7]b1 (901
g* = )\CLl 77b2 902
)\dl ndQ ng
En utilisant la formule (4.2)), un calcul simple nous donne
H—
< T(S), X >5u(2): tI‘(g* e} adX O{) = Tn (pdgdg + b101 + bQCQ) s
. A—06
< T(f), Y >5u(2): tl‘(g e} ady Og) = T(pdldg +ajc; + CLQCQ)
et N
< T(f), A4 >5u(2): tr(f’* o adz O€> - UT(pdwlg + a161 + agbg).
]

Corollaire 4.2.8.
1) Si A =mn =20, tout homomorphisme
£:(n, <, >n) — (5u(2), <, >qu(2)) est harmonique.
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2) Si A=n+#0, alors tout homomorphisme

a c 0
§:(n, <, >n) — (5u(2), <, >su2)) dela forme &= b d 0 , 0w a,b,c,d € R,
0 0 ad-—bc
est harmonique.
3) SiA=0+#mn, alors tout homomorphisme
£:(n, <, >n) — (5u(2), <, >a2) de la forme
a c 0
E=10 0 bc—ad] ,aveca,b,c,d e R
b d 0
est harmonique.
4) Sin=460%M\, alors tout homomorphisme
£:(n, <, >n) — (5u(2), <, > ) de la forme
0 0 ad-—bc
E=1a b 0 ,avec a,b,c,d € R
c d 0
est harmonique.
5) SiA#mn+#0, alors tout homomorphisme
£:(n, <, >n) — (5u(2), <, >2) de la forme
0 00 a b 0
S=1la b 0], ou &L=[0 0 0], aveca,be R
0 00 000

est harmonique.

Proposition 4.2.3.
Le seul homomorphisme de su(2) vers n est I’homomorphisme nul.

Preuve Rappelons que n est basé sur {A, B,C}, ou
[A,B] =C,
et que su(2) est basé sur {X,Y, Z}, avec
X,Y]=2 [X.Z]=-Y, et [V,Z]=X,

posons
f(X) = (llA + blB + 010
g(Y) = CLQB + bgB + CQC
S(Z) = CL3A + bgB + 030.
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Ainsi, nous obtenons
[EX. Y] =¢[X,)Y]=¢Z2
(€Y, 2] =¢[Y, Z] = X
[€2.X]=¢[Z, X] =&Y

si et seulement si

( a1 = b1 =0
CcC1 = a2b3 — agbg
a9 = b2 = 0,
cy = agby — apbs,
a3 = bg =0
C3 — a1b2 — a2b1.

4.2.5 Homomorphismes harmoniques entre SU(2) et Ey(2)

Les résultats suivants donnent une classification compléte des homomorphismes har-
moniques entre ¢0(2) (muni de la métrique invariante & gauche définie dans (4.7))) et
su(2).

Proposition 4.2.4.
Le seul homomorphisme de su(2) vers ¢y(2) est I’lhomomorphisme nul.

Preuve
La méme méthode utilisée dans la preuve de la Proposition 14.2.3: s’applique ici. [
La méme méthode utilisée pour la preuve de la Proposition :4.2.2# nous donne la
suivante :

Proposition 4.2.5.
Un homomorphisme de ey(2) vers su(2) est conjugué a :

€ :e(2) — su(2)

défini par :
aq dl as
f = bl d2 b3 9
C1 d3 C3
o an b €R, = —det (0 B, dy—det (T ) et dy——det (M ).
1 C3 1 C3 by bs
Théoréme 4.2.14.
Soit € : ¢g(2) —> su(2) donné par
a; dy ag
E=|b dy b3 (4.23)

¢ ds c3
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un homomorphisme de ’algébre de Lie eg(2) (munie de la métrique invariante a gauche

définie dans ([4.7)) vers su(2). Alors,
T(f) = AlX + AQY + AgZ,

ou

dods b

Ay =(0—n) <5101+—2 3+—303>7
0 o
dyd

Ay = (A —6) (alcl+¥+%),
0 o
dyd b

A3:(7]—)\) (a1b1+1—2+m>.
0 o

Preuve Nous avons :

)\a1 77b1 061
= | Adi ndy 0ds
)\CLg 77b3 903

En utilisant la formule (4.2)), un calcul simple nous donne,

dods

<7(£), X >qu=tr({ oadx o) = (6 —n) (b101 + T +

drds

< T(£)7 Y > u(2) = tr(f* oady Of) = ()\ — 0) (G1C1 + T +

et
dyds

< 7(), Z >au)y=tr(§" oadz of) = (n — A) <a1b1 + Y +

Corollaire 4.2.9.
1) Si A=mn=20, alors tout homomorphisme

f : (20(2), <, >¢0(2)) — (511(2), <, >5u(2))

est harmonique.
2) Si A=mn+#0, alors tout homomorphisme

€1 (20(2), <, >e(2) — (5U(2), <, >au2)

de la forme
a 0 c
E=1|0 0 d],
0 bc—ad 0O

(4.24)
bacs

o Y
asCy

g
a3bs

).

]
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ou a,b,c,d € R, est harmonique.
3) Si A =0 #mn, alors tout homomorphisme

f : (60(2), <, >eo(2)> — (5u(2), <, >5u(2))

de la forme
a 0 c
E=10 ad—bc 0],
b 0 d

ot a,b,c,d € R, est harmonique. /) Sin =0 # A, alors tout homomorphisme

£ (e0(2), <, >2) — (5U(2), <, >au(2))

de la forme

0 bc—ad O
E=1a 0 cl,
b 0 d

ou a,b,c,d € R, est harmonique.
5) Si A # 0 #mn, alors tout homomorphisme

§: (60(2), < >20(2)> — (5u(2), < >5u(2)>

de la forme
0 00 0 00 a 0 b
E=10 0 0, ou &E=|a 0 0], ou £E=10 0 0],
a 0 b 0 00 000

ou a,b € R, est harmonique.é

4.2.6 Homomorphismes harmoniques entre SU(2) et Sol

Les résultats suivants donnent une classification compléte des homomorphismes har-
moniques entre su(2) équipé d’une métrique invariante a gauche définie dans (4.8)), et
sol équipé d’une métrique invariante a gauche définie dans (4.5 ou [4.6)).

La méme méthode utilisée dans la preuve de la Proposition (4.2.2) nous donne le
résultat suivant :

Proposition 4.2.6.
Un homomorphisme de sol vers su(2) est conjugué a &; : sol — su(2) pour (i = 1,2),
ot

0 ay as ap 0 as
S=1|0 by D3], &=1|b0 0 b3],
0 Cy C3 C1 0 C3

et aj,bj,c; € R pour 3 =1,2,3.
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Théoréme 4.2.15.
Soient & : sol — su(2), (i = 1,2) les homomorphismes définis dans la Proposition

. Alors,

T(fl) = A1X + AQY + AgZ, (425)
ot 9
Ay = » d (vbycy + bscs)
A—06
AQ = y (I/CLQCQ + CL303> s
_n-
Ag = (l/agbg + &3b3) .
De plus,
T(&) = At X + MY + A7, (4.26)
ot 9
Al = y " (VblCl + bgCg) s
A—0
Ag = (1/0401 + CL363) s
- A
A3 = il y (l/Clel + a3b3) .
Preuve

En utilisant la formule (4.3]), nous avons :

0 0 0
fik = )\(12 7’]b2 902
)\ag 77b3 903
et
)\CLl T/bl 961
=0 o0 o
)\CL3 77b3 9C3
Alors,

0
< 7(&), X >au2) = tr(§f cadx 0y) = d (vbaco + bscs) ,

<7(&),Y >ou(2) = tr(&] oady oy) = (vascs + ases) ,

A
< 7(€1), Z Sauz) = tr(& 0 ady ofy) =

(l/agbg + agbg) .
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Pour le deuxiéme cas, nous avons

0 _
< 7(&2), X >au2) = tr(& cadx 0&y) = 7 (vbicr + bses)

< 7(£),Y > = tr(& o ady ofp) =

(vajcy + ascs) ,

Y
< 7(&), Z Sauz) = tr(& 0 ady ofy) =

(Va1b1 + (I3b3) .

Corollaire 4.2.10.

1) Si A =mn =0, alors tout homomorphisme &; : sol — su(2) pour (i = 1,2), défini
dans la Proposition , est harmonique.

2) Sin=0+# X, alors les homomorphismes &; : sol — su(2) pour (i = 1,2), définis
dans la Proposition , de la forme :

000 0 a b
51 = 0 b ou 51 = 0 00 s
0 ¢ d 000
et
0 00 a 0 b
gg = 0 b ou 52 = 0 0O s
c 0 d 000

sont harmoniques.
3) Si X =6 # n, alors les homomorphismes &; : sol — su(2) pour (i = 1,2), définis
dans la Proposition , de la forme :

0 a b 0 a b
&E=10 0 0 ou & =110 0 0],
0 ¢ d 000
et
a 0 b 0 00
& = 0 0 ou &= 1|a 0 b],
0 d 0 00

sont harmoniques.
4) St A =n # 0, alors les homomorphismes &; : sol — su(2) pour (i = 1,2), définis
dans la Proposition , de la forme :

0 a b 0 00
&&=10 ¢ d ou & =100 0},
0 00 0 a b
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et
a 0 b 0 0O
E&=|c 0 d ou &=10 0 0],
0 0O a 0 b

sont harmoniques.

Proposition 4.2.7.
Un homomorphisme de sol vers su(2) est conjugué a & : su(2) — sol, caractérisé par :

a,beR.

e
Il
coo
o -2
coo

Théoréme 4.2.16.
Soit £ : su(2) — sol, un homomorphisme, ot :

A
I
oo o
o o8
oo o

1) Si Ualgébre de Lie sol est munie de la métrique invariante & gauche définie dans

, alors
7(€) = (a® = b*)C (4.27)

2) Si sol est munie de la métrique invariante a gauche définie dans (@, alors
7€) = (a? — pb?)C (4.28)

Preuve
1) Si lalgébre de Lie sol est munie de la métrique invariante & gauche définie dans

(4.5)), alors :
=

o e O
o ot O
o O O

donc
< T7(€), A >s0=tr(£" oady of) =0,

< 7(&), B >5= tr({" oadpg o) = 0,
< 7(€), 0 >go= tr(€* 0 adg of) = a® — b*.

2) Pour le cas ou sol est munie de la métrique invariante & gauche définie dans (4.6)),
on a

0 0 0
E=la+b a+ub 0],
0 0 0
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Donc,
< T(g)a A > g0l= tl"(f* oada Of) =0,
< 7(&), B >5=tr({" oadp o) = 0,
< 7(€), 0 >4= tr(€* 0 adg of) = a® — ub®.

Corollaire 4.2.11.
1) Si lalgébre de Lie sol est munie de la métrique invariante & gauche définie dans
{4-9), alors & : su(2) — sol est harmonique si et seulement s’ il est de la forme :

—a
ou &=

b
b
0

A
|
coo
oo o
coo
coo

a
0
ot a,b e R.

2) Si Ualgébre de Lie sol est munie de la métrique invariante & gauche définie dans
{4-6), alors & : su(2) — sol est harmonique si et seulement s’il est de la forme :

0 by 0 0 —=by/u O
E=10 b O ou £=10 b 0],

0O 0 0 0 0 0
oubeR.

4.2.7 Homomorphismes harmoniques entre ]3:9/[1(2,]1%) et Nil

Les résultats suivant donnent une classification compléte des homomorphismes har-
moniques entre n et sl(2,R) équipés de la métrique invariante a gauche définie dans

E9).

Proposition 4.2.8.
Le seul homomorphisme de sl(2,R) vers n est [’homomorphisme nul.

Proposition 4.2.9.
Un homomorphisme de n vers sl(2,R) est conjugué a & : n — sl(2,R), défini par

ay ay dy
5 = bl b2 d2 s ou a, bl € R,
¢ ¢y ds

. bl bg _ a; Qo _ a; as
d1 = det (Cl 02) y d2 = det <C1 CQ> s et d3 = det <b1 b2) .
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Théoréme 4.2.17.
Soit £ : n — sl(2,R) un homomorphisme. Alors,

ou : B¢
Al = —T(blcl —+ bQCQ + pdgdg),
o+
Ay = C(Cllcl + ascy + pdids),

—«
Ag = b P (a1by + asby + pdids).

Preuve Nous avons les opérateurs adjoints suivants :

0 0 0 001 0 -1 0
ady =0 0 —1],ady=[0 0 0),ad;=]1 0 0
0 -1 0 100 0 0 0

et la forme matricielle de I’homomorphisme £* est donnée par :

aay; pby (o
f* = | aay Bby ¢eo
ad; 5d2 Cd3

Ainsi, nous obtenons les produits scalaires suivants :

<7(£), X >qer) = tr(§" oadx of)

+
= —%(blcl + bQCQ + pd2d3)a

<7(§),Y >aer) = tr(§" oady of)

o+
= ) C(a101 + ages + pdyds),

et

< 7(£), Z >ai2r) = tr(§" 0 adz of)

—
= 5 P (albl + CLQbQ + pdldg)
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Corollaire 4.2.12.
Un homomorphisme £ : n — sl(2,R) est harmonique si et seulement si l'une des
conditions suivantes est vérifiée :

5 b101 + bQCQ + ,Ode?, = a1 + azxce + pd1d3 = (llbl + a2b2 + pdldg =0
6) & est I'homomorphisme nul.

a=pfetcy=c=0
2Q)ar=bi=ays=by=0
ar=ay=c1=c3=0
4) by =by=c1=0c2=0
)
)

4.2.8 Homomorphismes harmoniques entre PSL(2,R) et Sol

Les résultats suivants donnent une classification compléte des homomorphismes har-
moniques entre sol équipé de la métrique invariante & gauche définie dans (4.5 ou [4.6)
vers 6[(2, R)munide la métrique invariante a gauche définie dans (4.9)).

Théoréme 4.2.18. Le seul homomorphisme de sl(2,R) vers sol est ’lhomomorphisme
nul.

Proposition 4.2.10.
Un homomorphisme de sol vers sl(2,R) est conjugué a £ : sol — sl(2,R) tel que

a; ao as
E= b by b3 |, aveca;,b €R
d1 d2 C3

_ a; asg _ Gg Gz
dy = det <b1 bg) , dy = det (b2 bg)
Théoréme 4.2.19.

Soit & : sol — sl(2,R) un homomorphisme, alors :

7(€) = A X + AgY + AsZ, (4.30)
ou : B¢
Al = — y (Vbldl + VdeQ + bgCg),
[0
Ag = (yaldl + Va2d2 + agcg),
—
A3 = (Va1b1 + Vagbg —+ a3b3).
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Preuve Nous avouns :

0 O 0 0 01 0 -1 0
ady = [0 0 —1],ady=[0 0 0],ad;=|1 0 0],
0 -1 0 1 00 0 0 0
aa;  fby (dy
et g*: aas ﬁdg Cdz .AiIlSi,
aaz Bbs (c3
il . B+C
<T(§),X >s[(2,]R)— tr(§ oadX Oé)—— » (l/bldl—l—l/bgdg—i-b303)7

<7(£),Y >sl(2,R) =tr({focadY o &) = a j C(V@Llall + vasds + asces),

—
< T(f), Z >5[(2,R): tl‘(f* (@) adz Of) = 5 (ualbl —|— Vagbg —|— a3b3).

Corollaire 4.2.13. Un homomorphisme £ : sol — sl(2,R) est harmonique si ['une
des conditions suivantes est vérifiée :

l)a=pFeta=ay=a3=0¢et by #0, donccz=d; =dy=0.

2)a=pPetby=by=b3=0eta; #0, donccs=d; =dy=0.
3) Vbldl -+ VdeQ —+ bgCg = Va1d1 -+ I/a2d2 + ascy = VClel —+ VaQbQ —+ CLgb3 =0.

4.2.9 Homomorphismes harmoniques entre PSL(2,R) et Ey(2)

Les résultats suivants fournissent une classification compléte des homomorphismes
harmoniques entre ¢y(2)munide la métrique invariante & gauche définie dans (4.7)) et
s[(2, R)munide la métrique invariante a gauche définie dans (4.9)).

Proposition 4.2.11.
Le seul homomorphisme de sl(2,R) vers ey(2) est [’homomorphisme nul.

Proposition 4.2.12.
Un homomorphisme de ey(2) vers sl(2,R) est conjugué a & : ¢g(2) — sl(2,R), ou

aq dl as
g = bl d2 b3 )
i d3 c3

avec a;,b; € R et

. b1 b3 o a; das _ a; das
dy = —det (Cl 03) , do = det <01 03) et d3 = —det <b1 b3) )
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Théoréme 4.2.20.
Soit £ : ¢g(2) — sl(2,R) un homomorphisme, alors :
ou : dod b
c
Al = —(6 + C)(blcl + ﬂ + ﬂ),
0 o
dyd
Ay = (a+()(ajc + e TR %),
0 o
did asb
Az = (B — a)(arhy + — + =2,
0 o
Preuve Nous avons :
0 0 0 0 01 0 -1 0
ady=(0 0 —-1],ady=110 0 0},adz={1 0 0],
0 -1 0 1 00 0 0 0
et :
aa; Bby (o
&= |ad Bdy (ds
aaz bz (c3
Ainsi,
dod bsc
<7(8), X >qer=tr({ ocadx o) = —(B + () (bic1 + % + %%
* dyds a3C3
< T(f),Y > SI(Q,R) = tr(f ocadY o 5) = (Oz + C)(alcl + T + T),
did asb
< 7€), 2 >uias= e oz 06) = (3~ a)(auby + D2 4 222)
m

Corollaire 4.2.14. Soit £ : ¢g(2) — sl(2,R) un homomorphisme, alors :

1) Si a=p etcy =c3=0, alors
tout homomorphisme & : eg(2) — sl(2,R) de la forme :

a 0 b

E=c 0 , est harmonique.
0 bc—ad 0O
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2) Sia=p eta; =a3=>b =b3=0, alors
tout homomorphisme & : ¢g(2) — sl(2,R) de la forme :

, est harmonique.

A
I

2 oo

oo o

-~ o o

3) Sia# B eta; =a3=>b =by=0, alors
tout homomorphisme £ : ¢o(2) — sl(2,R) de la forme :

, est harmonique.

A
|

2 oo

oo o

>~ o o

4) Sia#p eta=a3=c =c3=0, alors
tout homomorphisme £ : ¢0(2) —» sl(2,R) de la forme :

0 00
0 , est harmonique.
0

b
0

o Q

5) Sia# P etby =bg=c =c3=0, alors
tout homomorphisme £ : ¢0(2) — sl(2,R) de la forme :

a
E=10 0 0|, estharmonique.
0 00

Corollaire 4.2.15. Tout homomorphisme & : ¢g(2) — sl(2,R) est harmonique si et
seulement si l'une des conditions suivantes est vérifiée :
d2d3 i 6303 d1d3 asCs dldg agbg

—— = e+ +—=aby + — +—=0.
o o 0 o

1) b101 +

2) £ est I"homomorphisme nul.

4.2.10 Homomorphismes harmoniques entre PSL(2,R) et SU(2)

Le résultat suivant donne une classification compléte des homomorphismes har-
moniques entre su(2)munide la métrique invariante a gauche définie dans (4.8)) et
s[(2, R)munide la métrique invariante a gauche définie dans (4.9)).

Proposition 4.2.13.
Un homomorphisme de su(2) vers sl(2,R) est conjugué a & : su(2) — sl(2,R), tel que :

a; ay dy
E=1|bi by dy|, aveca;,b; €R,
cr cy ds
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. bl b2 _ a; as . a; as
d1 = det <61 02) s d2 = det <Cl 02) s d3 = det <bl b2> .

Théoréme 4.2.21.
Soit € : su(2) — sl(2,R) un homomorphisme, alors

et

avec dod b b
Ay — 203 1C1 _ 2C9
= B0 - -2,
a1Cy dldg a9 Co
A pr—
2= e+ O+ + 20,
a1b1 Clgbg dldg
As = (8 — - ,
s= B3+ =)
Preuve Nous avons :
0 0 0 0 01 0 -1 0
adx =0 0 —-1],ady=10 0 0],adz=(1 0 0},
0 -1 0 1 00 0O 0 O
et
aay pbr (o
&= |aay Bby (o
ad, 5d2 Cds
Ainsi,

d d b C b C
<O, X uom= (€ oadx of) = (3 + (22 - 2 ety
G161 | GG dldg)

A n g 7’
arby  aghy  didy
A + n N e )

<7(),Y >aemr=tr({ oady of) = (a + ¢)(

<71(£),Z >aer)=tr({" oadz of) = (8 — a)(

Corollaire 4.2.16.
1) Sia=petci=cy=0, alors :
tout homomorphisme £ : su(2) — sl(2,R) de la forme

a b

0
§=|c d 0], estharmonique.
0 ad—cb 0O
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2) Sia=0eta; =a3=>b =b3=0, alors :
tout homomorphisme £ : su(2) — sl(2,R) de la forme

, est harmonique.

A
I

2 oo

o~ oo

o oo

3) Sia# B etag =a3=>b =b3=0, alors :
tout homomorphisme £ : su(2) — sl(2,R) de la forme

, est harmonique.

A
I

2 oo

-~ oo

o oo

4) Sia#petay=a3=c =c3=0, alors :
tout homomorphisme £ : su(2) — sl(2,R) de la forme

, est harmonique.

A
I
oo o
o - o
o oo

5) Sia# P etb =bg=c =c3=0, alors :
tout homomorphisme £ : su(2) — sl(2,R) de la forme

, est harmonique.

S
I
oo e
oo o
o oo

Corollaire 4.2.17.
Tout homomorphisme & : su(2) — sl(2,R) est harmonique si et seulement si ['une des
conditions suivantes est vérifiée :

1) d2d3 _ bQCQ _ b101 _ a1c A92Cy dldg _ albl a262 _ d1d2
0 n A A n 0 A n 0

2) & est I"homomorphisme nul.

=0

Proposition 4.2.14.
Un homomorphisme de sl(2,R) vers su(2) est conjugué a € : sl(2,R) — su(2), tel que

a1 Qa9 d1
E=1b by dy]|, aveca;b;€R
1 Cy d3

et

o bl bz o ap Qa9 _ ay Qa9
di = —det (61 02> , dy = det (01 02) et d3 = —det (b1 62) i
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Théoréme 4.2.22. Soient £ : sl(2,R) — su(2) un homomorphisme. Alors, on a :

7(§) = ALE + AoF + AsH, (4.33)
ou , , y
A= (0 — 14 + 2C2 + 2003 :
1=0-nE S+ =)
aicy | axcy | didy
Ao =(\N—=0 4 n ’
2 ( )( o 3 c )
arby  ashy | didy
Ag=(n—A + ==+ .
3=(n ) o 3 : )
Preuve Nous avons
00 0 0 0 -1 0 —1 0
01 0 10 0 0 0 0
et
Aa; nby ¢
&= |Aaz nby 0cy
)\dl ndg 9d3
Ainsi,
d d b C: b C
< 7(£), X >qer)= tr({" oadx of) = (8 + ()( 203 D2Cp 011

6 ?7 )\)7

aic AsC dd
<7(8),Y >qer=tr({" oady of) = (a + ¢)( 1)\1 + 372 + 19 5,

< 702> (2 R) =t 0ad Zog) = (5- o)t + 222 - D)
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Corollaire 4.2.18.

€ :5l(2,R) — su(2) is harmonic if and only if, one of the following conditions hold :
1) A=0=n

2) O=mneta =ay=0, donc:

0 0 blcg — bgCl
E= (b1 b2 0
C1 Co 0

3) O=net a=by=ci=ay=0, donc:

a; a
E=10 0
0 O

[\

o O O

a;cy [05X6)) dldg (Ilbl CLQbQ dldQ
4) O=mnet + + = + + = 0.
Jomme ST T T T T
5) =X et b =by=0, donc:

a; Qs 0
S = 0 0 a1Cy — A€y
C1 (9 0

6) 0=MNet by=by=c1=co=0, donc:

0 0 O
E=1b by O
0 0 O

bicy baco dads a;by azbs dydsy
7 0=MXet + + = + + =0.
) « VT T T e

8) m=Aet ¢ =c3=0, donc:

a; Qg 0
E= |01 b 0
0 0 a2b1 - b2a1

9) n=2>Xet ar =as =b; =by =0, donc :

0 0 O
c=10 0 0
C1 Co 0
10) 9 — n ot aicq a9Co dlcdg, _ b161 bQCQ d2d3 —0
o
b b did dyd: b b dod
11) G11+Cl22+12:a101+<1202+13:101+202+23:0'

a 15} ¢ « B ¢ o B ¢
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