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4 TABLE DES MATIERES

Avant Propos

Ce cours d’Algebre est destiné surtout aux étudiants de premiere années -Parcours
Ingénieur- sciences et techniques, ainsi qu’aux étudiants de premiere années de premiere
années LMD Sciences et Technologie, Sciences de la matiére et mathématiques et infor-
matique.

Il couvre le programme officiel d’Algebre, a savoir :

> Les ensembles, les relations et les applications.
> Les nombres complexes.
> Espace vectoriel.

Chaque chapitre remet en place les bases indispensables pour aborder des études scienti-
fiques, et introduit quelques notions nouvelles, qui seront pour la plupart traitées au cours
de cette année.

Ce cours est traité en détail avec de nombreux exemples. La plupart des théorémes et
propositions sont démontrés.

A la fin de chaque chapitre nous proposons une liste des exercices avec leurs solutions.

Ainsi que des cours que j’ai enseigné de 2022-2023 pour les étudiants de premiere
années -Parcours Ingénieur- sciences et techniques au sein du Département tronc commun
Sciences et Techniques de la Faculté des Sciences et Technologie.

Enfin, des erreurs peuvent étre relevées, priere de les signaler a ’auteur.

L’auteur



Chapitre

Les ensembles, les relations et les applications

1.1 Théorie des ensembles

Définition 1.1.1. On appelle ensemble E toute collection d’objets satisfaisant une méme
propriété, chaque objet est un éléments de l’ensemble F.

Remarque 1.1.1.

v' Pour définir un ensemble :

(i) Ou bien on connait la liste de tous ses éléments, on dit alors que l’ensemble est
donné par "Extension’.

(17) Ou bien on connait seulement les relations qui lient les éléments et qui nous per-
mettent de les retrouver tous, on dit alors que [’ensemble est donné par "Compréh-
ension".

v’ On met les objets qui forment [’ensemble entre deuzr accolades.

v Si le nombre de ces objets est fini, on l'appelle cardinal de E et on le note card(FE),
si B possede une infinité d’éléments, on dit qu’il est de cardinal infini et on note
Card(F) = cc.

V' Il existe un ensemble, appelé 'ensemble vide et noté O, qui ne contient aucun élé-
ment, alors Card(()) = 0.

v' Un ensemble contenant un seul élément est appelé "Singleton’, donc de cardinal
égal a 1. On écrit A x pour lire "Il existe un unique x".

Exemple 1.1.1.
(i) Soit A = {1,3,a,y,\,2}. A est défini par extension, car on connait tous ses
éléments. Le cardinal de A est égal a 6 (Card(A) = 6).
(17) Soit B l’ensemble des étudiants de premiére année tronc commun Sciences et
Techniques. On ne connait pas tous ces étudiants mais on peut bien les retrouver,

donc B est un ensemble donné par compréhension.
(1ii) Soit E l’ensemble des entiers qui divisent 20, E = {1,2,4,5,10,20}.
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1.1.1 Opérations sur les ensembles

Soient E et F' deux ensembles. On note :

> Appartenance : x € E, veut dire que I’élément x appartient a E. Si x n’est pas
un élément de E, on dit que x n’appartient pas & F et on écrit = ¢ E.

> Intersection : lintersection de deux ensembles F et F' est ’ensemble de leurs
éléments communs et on écrit :

ENF={x/x € EetzecF}.

Si ENF =0, on dit que E et F sont disjoints.

> Réunion : la réunion de deux ensembles F et F' est I’ensemble de leurs éléments
comptés une seule fois et on écrit :

EUF={x/r e Eouxe F}.

> Inclusion : E est inclus dans F' si tout élément de E est un élément de F et on a :
EFECF<«<=Vr,xe E=zx€cPF.

On dit aussi que E est une partie de F' ou que E est un sous ensemble de F'.
> Egalité : E et F sont égaux si F est inclus dans F' et F' est inclus dans E et on
écrit :
E=F < (ECF)AN(FCE)
— Vr,(re E<=ux€cl).

> Complémentaire : Soit £ un ensemble et A une partie de E, (A C E). On appelle
complémentaire de A dans E I'ensemble C des éléments de E qui ne sont pas dans
A et on écrit :

CA=FE\A=F—-A={z/zrcEetxd¢ Al

L’ensemble FF — A est dite différence de deux ensembles.
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> Différence symétrique : On appelle différence symétrique de deux ensembles E
et F' et on note EAF l'ensemble défini par :

EAF =(E—F)U(F —E).

Propriétés 1.1.1. Soient E, F et G trois ensembles, alors les relations suivantes sont
vraies :

(ENF)CEANENF)CF)etEC(EUF)ANFC(EUF).

ENnF=FNEe FUF=FUE. (Commutativité)

(ENF)NG=EN(FNG) et (EUF)UG=EU(FUQG). (Associativité)
(ENF)UG = (EUG)N(FUQG) et (FEUF)NG = (ENG)U(FNG). (Distributivité)
E—(FNG)=(FE-FUE-G)etE—(FUG)=(E—-F)Nn(E-Q).

Si FCE etGCE, alors CE"Y =CEUCS et CEYC =CENCS.

End=0e EUD=E.

EN(FAG)=(ENF)A(ENG).

EAD)=FE et EAE =0).

1.1.2 Parties d’un ensemble

Définition 1.1.2. On dit qu’un ensemble E est inclus dans un ensemble F', ou que E est
une partie de ’ensemble F', ou que E est un sous ensemble de I’ si tout élément de E est
un élément de F. On note E C F et on a :

ECF<<Vr/reE=xzcl).
L’ensemble de toutes les parties d’un ensemble E est noté P(E).
Exemple 1.1.2. Soit E = {a,b,c}, donc P(E) = {0, {a}, {b},{c}, {a, b}, {a,c}, {b,c},{a,b,c}}.

Remarque 1.1.2. L’ensemble vide et E sont des éléments de P(E).

1.1.3 Partition d’un ensemble

Soit E un ensemble et A une famille des parties de E. On dit que A est une partition
de E'si:
(1) Tout élément de A n’est pas vide.
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(77) Les éléments de A sont deux a deux disjoints.
(77i) La réunion des éléments de A est égale a E.

Exemple 1.1.3. Soit E = {1,a,¢,3,b,¢,d,, 5,7}, alors F = {{a,v},{d, o, B}, {c,1},{3,¢},{b}}
est une partition de ’ensemble E.

1.1.4 Ensemble produit (Produit cartésien)

Définition 1.1.3. Soient E et ' deux ensembles non vides,on note £ x I [’ensemble des
couples (x,y) tels que v € E et y € F est appelé produit cartésien' de E et F défini par

ExF={(x,y)/Jr e EetyecF}.
Par définition, on a :
V(z,y), (2" y) € EXF, (z,y) =" y) < (z=2)A(y=1¥).
Exemple 1.1.4. Soit E = {1,500} et F = {a,a,{,/\, &} alors

ExF = {(1,a),(5a),(da),(1,«a), 5, ), «a),(1,0),(5,¢),
(0,0, (1,4),(5,4),(0,4),(1,4), (5, #), (L, &)}

et

FxE = {(a1),(a,1),(£,1),(A,1),(M,1),(a,b),(a,b),(¢5),
(A,5),(#,5), (a,0), (o, 0), (¢,00), (A, 00), (&, 0) }.
Remarque 1.1.3. £ X F = F X E si et seulement si £ = F'.
Propriétés 1.1.2. Soient E, F,G et H quatre ensembles, alors les relations suivantes
sont vraies :

1. EXF=0=FE=0ouF =1.
ExF=FxE<=FE=0ouF=0ouE=F.
Ex(FUG)=(Ex F)U(E x Q).

(FEUG)x F=(ExF)U(GxF).
(ExF)N(Gx H)=(ENG)x (FNH).
(ExFYU(Gx H)#(EUG) x (FUH).

SEEERSATE S TS

1. DESCARTES René : philosophe, physicien et mathématicien francais (La Haye 1596-Stockholm
1650). Il créa lalgebre des polynomes, avec Fermat il fonda la géométrie analytique. Ennonga les propriétés
fondamentales des équations algébriques et simplifia les notations algébriques en adoptant les premieres
lettres de l’alphabet pour désigner les constantes et les dernieres lettres pour désigner les variables.
Publia "Le Discours de la méthode", qui est une référence pour le raisonnement logique. Découvrit aussi
les principes (régles) de l'optique géométrique.
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1.2 Relations binaires dans un ensemble

Définition 1.2.1. Soient E' un ensemble, x et y deux éléments de E. S’il existe un lien
qui relie x et y on dit qu’ils sont reliés par une relation R, on écrit Ry ou R(x,y) et on
lit "v est en relation avec y'.

Exemple 1.2.1. E =R Vz,y € B, 2Ry < |z| — ly| =z —y.

Définition 1.2.2. Etant donnée une relation binaire R entre les éléments d’un ensemble
non vide E, on dit que :

1. R est Reflexive <= Vz € E; (zRx).

2. R est Transitive <= Vx,y,z € E; (zRy) A (yRz) = 2Rz.

3. R est Symétrique < Vz,y € F; 2Ry = yRz.

4. R est Anti-Symétrique <= Vz,y € F; (zRy) A (yRzx) = = = y.

1.2.1 Relation d’équivalence

Définition 1.2.3. On dit qu’une relation binaire R sur un ensemble E est une relation
d’équivalence si elle est réflexive, symétrique et transitive.

Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble E.
e On appelle classe d’équivalence d'un élément x € E notée x,z ou C,, 'ensemble
de des éléments y de E qui sont en relation R avec x. On écrit :

t={y € E,yRi}.

e On définit I’ensemble quotient de E par la relation R I'ensemble des classes
d’équivalence de tous les éléments de E, noté E/r et on a :

E/'R = .I", rekb.
Exemple 1.2.2. Dans R, on définit la relation binaire R par
v,y ER 2Ry <= 2> —y* =2 —y.

e Montrons que R une relation d’équivalence :
(a) Ve eR, 2?2 — 2 =2 — 1 = 0= 2Rx = R est réflexive.
(b) Yo,y € R,

TRy <= 2*—y*=w—y
= (- =-(y-2)
— y2—x2:y—x
<— yRux,

donc R est symétrique.



CHAPITRE 1. LES ENSEMBLES, LES RELATIONS ET LES

10 APPLICATIONS
(c) Vx,y,z € R
TRy <= 2> -y =z —y (1.1)
et
YRz <= > — 2=y —z (1.2)

21)+(12) = 2’y +y’' - =r-y+ty—=z
= - =r-z

— 1Rz,

donc R est transitive.
De (a), (b) et (¢), on a bien R une relation d’équivalence.
e Précisons la classe de a pour tout a de R :

a = {reR,zRa}
= {reR,2*—a
{reR,(x—a)(x+a)=2—a}
{reR,(x—a)(r+a—1)=0}
{reRrz=aoux=1-a}

= {a,1—a}.

=1 —a}

1.2.2 Relation d’ordre

Définition 1.2.4. On dit qu’une relation binaire R sur un ensemble E est une relation
d’ordre si elle est réflexive, transitive et anti-symétrique.

Soit R une relation d’ordre sur un ensemble F.
e On dit que R est d’ordre total si :

Vr,y € E, 2Ry ou yRz.
e On dit qu’elle est d’ordre partiel si elle n’est pas d’ordre total, c’est a dire :
dr,y € B, ni xRy et ni yRx.

Exemple 1.2.3. Soit E = {a,b, c}, on note par P(E) l’ensemble des parties de E. Dans
P(E), on définit la relation binaire R par :

VA, B € P(E),ARB < A C B.

e Montrons que R une relation d’ordre :
(a) Soit A € P(E), alors il est clair que A C A donc ARA c’est a dire que R est
réflezive.
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(b) Soient A, B € P(E),
ARB et BRA <— ACBet BCA
— A=0,
donc R est anti-symétrique.
(¢) Soient A, B,C € P(E)
ARB et BRC <= ACBetBCC
— AcCC,

donc R est transitive.
De (a), (b) et (¢), on a bien R une relation d’ordre.
e (et ordre est-il total ¢
On a E = {a,b,c}, donc P(E) = {0,{a},{b},{c}. {a, b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c}}.
L’ordre de la relation est partiel car 3A = {a} € P(F),3IB = {b} € P(E) : A nlest
pas inclus dans B et B aussi n’est pas inclus dans A.

1.3 Applications et Fonctions

Définition 1.3.1. Soit I, ' deux ensembles.
v On appelle fonction de l’'ensemble E vers I’ensemble F une relation de E vers F
dont a tout élément x de E on lui correspond au plus un élément y de F'. x est
dit antécédant, E [’ensemble de départ ou des antécédants, y est appelé l'image, F
I’ensemble d’arrivée ou des images.
v' On appelle application de E dans F' une relation de E dans F' dont a tout élément
x de E on lui correspond un et un seul élément y de F'.

Exemple 1.3.1.

f*R — R et ¢g:R—{1} — R
x'—>f(x):$$ﬁ ;I:l%g(x):ﬁ
Dans cet exemple g est une application mais [ est une fonction et n’est pas une application
car l’élément 1 n’a pas une image dans R.

1.3.1 Caractéristique d’une application

> En général, on schématise une fonction ou une application f par :
f:F — F
r — y= f(z).
I =A{(z, f(x)),x € E} ={(z,y) € EX F:y= f(x)}.
est appelé graphe de f.

> Deux applications sont égaux si leurs ensembles de départ sont égaux, leurs en-
sembles d’arrivée sont égaux et leurs valeurs également.
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1.3.2 Restriction et prolongement d’une application

Soit E; un sous ensemble de E et f : E — F une application. L’application ¢ :
Ey — F telle que Vo € Ey, g(x) = f(x) est appelée la restriction de f a E; et on écrit
g = f/F; et on dit aussi que f est le prolongement de g a E.

Exemple 1.3.2.

f:R — R et g:[-1I/2;11/2] — R
x +— f(r)=sinzx r +— g(r)=sinz

Dans cet exemple, on a : g est la restriction de f a la partie [—11/2;11/2] ou f est le
prolongement de g sur R. On écrit : g = f/[-11/2;11/2].

1.3.3 Applications injectives, surjectives, bijectives

Définition 1.3.2. Soit f : E — F une application. On dit que :
(a) f est surjective si tout élément de F' posséde au moins un élément de E,

Vye F,3x € E:y = f(x).
(b) f est injective si tout élément de F posséde au plus un élément de F,
Vay, g € E, f(z1) = f(12) = 21 = 29,
ou d’une maniére d’équivalente (la négation logique) :
Vay, w9 € B xy # 9 = f(11) # f(22).

(c) f est bijective si elle est injective et surjective, c’est a dire si tout élément de F
admet un unique élément dans E par f,

Vye F;3lxe E:y= f(x).
Exemple 1.3.3. Soient
f:R — R et ¢g:R — R
r — f(r)=22+1 r — g(x)=2r+1
Etudier l'injectivité, la surjectivité et la bijectivité de f et g :

> f non injective car f(—1) = f(1) = 2 n’implique pas —1 = 1.
> f non surjective car x* +1 = —3 n’admet pas une solution.
> f non bijective car f non injective.

> g est injective car

g(x)=gly) = 2x+1=2y+1
— 2x =2
== x=uy.
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. . o _oy—1 s R . .
> g est surjective car y = 2x + 1 = x = %= c’est a dire Vy € R; 3z € R tel que

_ y—1
="

> g est bijective car g est injective et surjective.
Propriétés 1.3.1. Soient f: E — F et g: F — G deux applicataions, alors on a :
1. (f surjective) N\ (g surjective) = g o f surjective.
2. (f injective) N (g injective) = g o f injective.
3. (f bijective) A (g bijective) = g o f bijective.
Preuve : ona :go f: E — G.

1. Supposons f et g surjectives et montrons que go f est surjective. Soit z € GG, g étant
surjective, il existe y € F' tel que z = g(y), comme y € F et f est surjective alors il
existe x € F tel que y = f(x), donc z = g[f(x)] et on déduit que :

VzeG,d3x € E:z=(go f)(x),

ce qui montre que g o f est surjective.

2. Supposons f et g injectives et montrons que g o f est injective. Soient x1, x5 € F,
alors :

T # 19 = f(r1) # f(x2) car finjective
= glf(x1)] # glf(x2)] car g injective
= (go f)(z1) # (g0 f)(a2),

ce qui montre que g o f est injective.

3. De 1. et 2., on déduit que si f et g sont bijectives alors g o f est bijective.

1.4 Image directe et image réciproque

Définition 1.4.1. Soit f : E — F une application, A C E et B C F.
e On définit 'image directe de A par l'application f le sous ensemble de F' noté

f(A)
J(A)={ye e e Ay = f(2)} = {f(a),x € A} C F
Exemple 1.4.1. Soit
fR — R
r — f(z) = 2?

et A=[-2,1]. On a :
fA) = {f(z),z € A}
= {2%,z€[-2,1]}
= [0,4].
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e On définit 'image réciproque de B par l'application f le sous ensemble de E noté
fUB) -
fY(B)={z€E, f(zx)e B} CE.

Exemple 1.4.2. Soit

f:R — R

r — f(z) =27

et B=10,4]. On a :

fH(B) = {zeR, f(z)€[0,4]}
= {zeR,2*>c0,4]}
= {zeR,0<2* <4}
= {reR,2*-4<0}
= {zeR (zr—2)(z+2) <0}
= [-2,2].

e Soit f une application bijective, alors il existe une application notée f~* définie par
f'F—E,
y=f(z) = z=f"y)

appelée application réciproque de f.

Proposition 1.4.1. Soient [ : E — F,A B C E et M,N C F, alors
1. J(AUB) = f(A)U f(B).
2. f(LANB) C f(A) N f(B).
5. FUMUN) = fH(M)U N,
4o JHMAN) = M)A ),
5 fYUCpM) = Crf*(M).

Preuve :

1. Soit y € F', alors

y € f(AUB) dJr e (AUB):y= f(x)

(Jre Av3ir e B):y= f(x)
(FzeA:y=f(zx))V(EBreB:y= f(x))
ye f(A)Vye f(B)

y € (f(AUf(B)),
) = F(A) U f(B).

11111

S

ce qui montre que f(AU
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2. Soit y € F, alors

ye f(ANB) < dre AnB:y=f(x)

< (GreANTzeB):y=f(z)

< (FreA:y=f(x))AN(FBzxeB:y=f(z)
— ye(f(A) Ay e f(B))

= y € (f(A)N[f(B)),

ce qui montre que f(ANB) C f(A)N f(B).
3. Soit x € F, alors

re fT{(MUN)
(f(z) e M)V (f(x) € N)
(z € fTHM)) Vv (z e fTH(N))
v € (fTHM)U fTHN)),

ce qui montre que f~H{M UN) = f~H(M)U f~YN).
4. Soit x € E, alors

r€f'(MNN) < f(x)e(MNN)

= (f(z) e M)A (f(z) € N)
= (ze[T(M)A(ze [THN))
=

€ (fHM)N ),

ce qui montre que f~HM NN) = f~1(M)N f~YN).
5. Soit x € E, alors

S fﬁl(CFM) f(.%') S CFM
(f(z) € F) A (f(z) & M)
(x€E)A (v ¢ f(M))

xr &€ CEf_l(M),
ce qui montre que f~1(CrM) = Cpf*(M).

1111

Exercice 1. On considére l'application :

f:R-—{2} — F
r+5

p o= o) =1

avec F' un sous ensemble de R.

Déterminer F pour que ['application f soit bijective et donner l'application inverse de

f.
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Solution : montrer que f est bijective revient a examiner 'existence de solution de
I'équation y = f(z), pour tout y € F.

Soit y € F, alors,

y = f(x)

yr —xr =2y +5
z(y—1)=2y+5

2y +5
xr = vt siy #1,
y—1

r1tel

ce qui montre que :

2 5
vyeR— {1}, 3z = yyfl .y = fla).

Pour montrer que f est bijective, il reste a voir si x = @ e R—{2}7
Yy
On a :
2y +5
y—1

=2 <<= 2y+5=2y—2
< 5= —2 ce qui est impossible,
ce qui montre que 25%15 € R — {2} et par suite :

Vye R—{1},3lz = 2y+15 eR—-{2}; y=f(v).

Donc f est bijective si FF' =R — {1} et U'inverse de f est :

fTR=-{1} — R-{2}

. 2 +5
y — [y = yy_ :

1
Exercice 2. Soit l'applications f : R — [5, +o00[ définie par :
f(z) = (2> -8)*+5, VzeR
On définit dans R la relation R par :
Vr,y € R, 2Ry <= f(z)= f(y).

1. Vérifier que R est une relation d’équivalance.
2. Calculer O et 2.
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Solution : soit 'applications f : R — [5, +-00[ définie par :

flx)= (2> —8)*+5, VzeR

On définit dans R la relation R par :

Ve,y e R, 2Ry <= f(x) = f(y).

1. Vérifier que R est une relation d’équivalance :

(a) Vz € R, f(z) = f(x) = 2Rz = R est réflexive.
(b) Vz,y € R,

Ry <= f(z)=f(y)
= [fly)=[f(2)
<— yRux,

donc R est symétrique.
(¢) Vx,y,z € R,
Ry < [f(x) = f(y)
et
yRz = fy) = f(2)

= flo) = f(2)

— 1Rz,

donc R est transitive.
De (a), (b) et (c), on a bien R une relation d’équivalence.

2. Calculer 0 et 2 :

0 = {reR, R0}
{r eR, f(x) = f(0)}

= {r R, (2* —8) =48}
{r eR,2* =0V a2? =16}
= {-4,0,4}.

2 = {zeR,a2R2}
= {zeR, f(z) = f(2)}

= {zeR,(2* —8)*+5=(—4)?+5}

= {reR,(2* —8) = +4}
= {zeR2?=4Vva*=12}

= {+2,+2V3}.

{r eR,(2*—8)°+5=8+5}
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Exercice 3. La relation suivante est-elle réflexive ? Symétrique ¢ Antisymétrique ? Tran-
sitive ? sur R.
TRy <= (cosz)? + (siny)? = 1.

Solution :
> R est une relation réflexive car :

(cosz)* + (sinz)? = 1 = rRa.

> R est une relation symétrique car :

TRy <= (cosz)®+ (siny)® =1
<= 1—(sinz)?+1— (cosy)*=1
<= —(cosy)? — (sinz)* = —1
<= (cosy)®+ (sinz)? =1
— yRx.

> R n’est une relation antisymétrique car :

TRy (cosz)? + (siny)? =1
A\ =49 A
yRx (cosy)? + (sinx)? =1

qui n’implique pas que x = y.
Par contre exemple : si z =0 et y = 211 ;

(cos0)% + (sin2I1)? = 1
A
(cos2IT)? + (sin0)? = 1

qui implique que 0 # 2I1.
> R est une relation transitive car : Vz,y, 2z € R,

TRy (cosz)? + (siny)? =1

A = A

yRz (cosy)? + (sinz)? =1
= (cosz)® + (siny)? + (cosy)? + (sin2)* = 2
= (cosx)’+ (sinz)? =1
= 2Rz.

Exercice 4. Soit l'application :
f:R — R

v — f(z)=(z+2)* -9,
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1. f est-elle surjective ¢ f est-elle injective ?

2. Comment changer l’ensemble de départ et l’ensemble d’arrivée pour que f soit bi-
jective 2 Donner dans ce cas l'application inverse de f.

3. Déterminer f([—1;3]) et f~(] — 4;0]).
Solution : soit I'application :

f*R — R
r — f(z)=(r+2)*-0.

1. f est-elle surjective? f est-elle injective ? :
f est surjective <= Vy € R,Jx e R:y = f(x).

f est injective <= Vri,19 € R, f(x1) = f(22) = 1 = 2.
)

2

> f non surjective car I’équation —10 = (z + 2)* — 9 n’admet pas une solution, ou

y=fz) = y=(x+2)"-9
= r=xVy+9-2, sty>-9.

> f non injective car f(—1) = f(—3) = —8 n’implique pas —1 = —3, ou

fla) = f(z2) <= (11+2°-9=(22+2)* -9
= ($1—|—2)2 = (CE2+2)2
= |1+ 2| = |z + 2
< x1 =29V =—29— 4

2. Comment changer ’ensemble de départ et ’ensemble d’arrivée pour que f soit bi-
jective? Donner dans ce cas 'application inverse de f : f est bijective si elle est
injective et surjective :

fil=2;400] — [-9;400]
r — f(z)=(z+2)* -9,

et I'inverse de f est :

3. Déterminer f([—1;3])
o f([-1;3]) = [-8;16].
o f- 1(]—4;0]):]\/3—2;1]-



Chapitre

Les nombres complexes

2.1

Introduction

Qu’on se rappelle les solutions des équations suivantes.

>

>

Résolution dans N de I’équation z + 7 = 6 : cette équation n’a pas de solution, mais
en créant les entiers relatifs, on obtient alors, x = —1.

Résolution dans Z de I'équation 3z = 1 : cette équation n’a pas de solution, mais
en créant les nombres rationnels, on obtient x = %

Résolution dans Q de I’équation 2? = 2 : cette équation n’a pas de solution, mais
en créant les nombres réels, on obtient = v/2 ou = = —v/2.

Résolution dans R de I’équation 22 +1 = 0 : cette équation n’a pas de solution donc
on va construire un ensemble que I'on appelle C (complexe) dont 1’élément principal
ajouté est le nombre i tel que i> = —1. On obtient donc comme solution z = i et

xr = —1.

La démarche naturelle consiste donc a chercher un ensemble plus grand qui contient
I’ancien, qui vérifie les mémes propriétés et qui puisse étre représenté.

2.2 Définition d’un nombre complexe

Définition 2.2.1. Notons C [’ensemble des couples de réels :

C={(z,y) € R x R}.

Les éléments de C sont appelés des nombres complexes.

2.3 Représentation algébrique

Définition 2.3.1. On appelle [’ensemble des nombre complexes, noté C, ’ensemble des
nombres z de la forme :

z=x+iy avec (v,y)€R® et i*=—1.

20
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v Le nombre réel x s’appelle la partie réelle de z notée : Re(z).
v Le nombre réel y s’appelle la partie imaginaire de z notée : Im(z).
v’ Cette forme z = x + 1y est appelée forme algébrique.

Remarque 2.3.1.
(1) Par conséquent z = Re(z) + iIm(z).
(17) Tout nombre réel appartient a C (faire y = 0).
(13i) Six =0 on dit que z est un imaginaire pur.

Attention! La partie imaginaire d’'un nombre complexe est un nombre réel!!!

Exemple 2.3.1. Re(3 —5i) =3 et Im(3 — 5i) = —5.

2.4 Opérations avec les complexes

Dans I'’ensemble des nombres complexes on définit deux opérations :
e Pour qu’un nombre complexe soit nul, il faut et il suffit que sa partie réelle et sa
partie imaginaire soient nulles :

r+iy=0<=x=0ety=0.
e Egalité entre deux nombres complexes :
r+iy=2+iy <=z =2ety=1y.
e L’addition (+) :siz=a+iyet 2/ =2’ + iy alors, 2+ 2/ = (v +2') +i(y + ¢).
e La multiplication (X) :si z =z + iy et 2/ = 2’ + iy alors, z x 2/ = (z2' — yy') +
i(xy' +2'y).

Exemple 2.4.1.
rH+iy=3—-0i<=xr=3et y=—>.
Soit les opérations suivantes :
21 = 44T —244)=4+Ti—2—4i=2+3i.

o= (249)(3-20)=6—4i+3i+2=8—i.
23 o= (4—30)2=16—24i — 9 =7 — 24i.

Exemple 2.4.2. Soient z1 =34 2i et zo =2 — 1.

Calculer 2y + 29, 21 — 29,21 X 22,21 + 229,221 — 329 et 22.



22 CHAPITRE 2. LES NOMBRES COMPLEXES

2.4.1 Nombre complexe conjugué

Définition 2.4.1. Soit z un nombre complexe dont la forme algébrique est z = x + 1y.
On appelle le nombre conjugué de z, le nombre noté zZ tel que : Z = x — 1y.
Exemple 2.4.3.

1) Le conjugué de 3 — 5i est 3 + 5.

2) Le conjugué de —7 est —7 car —7 = =T + 0i et son conjugué sera —7 — 0i = —T.

Propriétés 2.4.1.

a) z est réel si et seulement si z = Z.

b) z est un imaginaire pur si et seulement si z = —Z.

¢) (z+2)=z+7, (—2) = —7%, (zx2)=7zx7.

d) (2)" = (2") avecn € N, <i> = i, avec z # 0 (ZZ/) = %, avec 2 # 0.
e) z+ 2z =2Re(z) et z est un imaginaire pur équivaut a : z +z = 0.

f) z—z=2Im(z) et z est réel équivaut a : z =Z.

g) z=1x+1y, avec x et y réels, entraine 2z = x® + y*, nombre réel positif.

Remarque 2.4.1. Inverse d’un nombre complexe : soit z = x + iy un complexe non

nul, avec x et y réels.
1

Pour déterminer partie réelle et partie imaginaire de — = i on multiplie le numé-
z  x+iy

rateur et le dénominateur par le conjugué de

1 zZ  x—uy

2 2z a4y?
. 1
La forme algébrique de — est donc
z

I T ]

- x2+y2 —Hx2+y2'
Exemple 2.4.4.

9_
> Trouver la forme algébrique du complexes suivants : - etz = Z,.
3— 51 3+ 2i

On multiplie la fraction en haut et en bas par le complexe conjugué du dénominateur :

1 3+ 51 3+5i  3+5 3 .5

3—5i (3-5i)x (3+5i) 32— (i) 9425 3. '3

_(@-0B-2) 6-4i-3i-2 4-Ti_4 .7

T (3+2)(3-2i) 9+ 4 T 131313
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> Résoudre ’équation suivante : z = (2 —1i)z+ 3 :

z2=2—-9)z+3 <= z(-1+1i)=3

3
— zZ= -
-1+
o 3(=1—4)
DR (S i
3 3.
— 2= 9 22.
r 3
Interprétation géométrique : 5b—————= M (=)
le point M'(z) est le symétrique = :
du point M (z) par rapport =1 !
a l'axe des abscisses. o 2 i =
|
vy ——= I M (=)

2.5 Représentation d’un nombre complexe

Théoréme 2.5.1. A tout nombre complexe z = x + iy, on peut faire correspondre un
point M(x,y) dans un plan orthonormal (O, U, V).
On dit que z est laffize de M. On écrit alors M(z).

Propriétés 2.5.1. Cette application est réciproque (bijective). A tout point M (x,y) d’un
plan muni d’un repere orthonormal, on peut associer un nombre complere z = x + iy.

Conclusion : On peut représenter alors le nombre complexe z = x + iy.

On appelle module de z la distance OM, s 4
c’est a dire la quantité notée |z| telle que : s

‘&b

-8 M(z)

2l = a2 + o2 N BN .

3 N |

Y |

L 0 '
SizeR,onaz=uxet|z| =Va?=|z| qui " I _
n’est autre que la valeur absolue du réel x o] # x axe des réels
(méme réalité donc méme notation.

Propriétés 2.5.2. On a : 2z = |2]* = 2® + y°.
En effet, (x+1y)(xz—iy) = 2®>—izy+izy+y>. Cela permet de rendre réel un dénominateur.
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Et pour z # 0, on appelle argument de z, noté arg(z), toute mesure 6 de 'angle
(i, OM) telle que :
x
cosf = —
|yz| avec 0 = arg(z)[2I1].

sinf = —
2|

Exemple 2.5.1.
1) Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :

2=141, 2 =1—1iV3, 23 = 4 + 3.
= VI = V2 al = VTH3 =2 5] = VIGF9 =5
1 1
C0891 = ﬁ C0892 = 5 COSQ3 — _%
in6 1 sin 6 \/g sin 6 5
= — 1n = - = —
S1n U4 \/§ 2 9 3 5
_ 11
91:% 92—_§ 0, = arccos (—%)%1430

2) Dans chacun des cas suivants, déterminer l’ensemble des points M dont laffize z

vérifie I’égalité proposée :

(a) |z| =3, (b) Re(z) = -2, (¢) Im(z)=1.
(a) |z| =3 : cercle (C) de centre O et A
de rayon 3. (dq1) | — (O)
(b) Re(z) = —2 : droite (dy) paralléle a 1| @2
l'axe des ordonnées d’abscisse —2. \ -

[
(¢) Im(z) =1 : droite (dy) paralléle a Kz =

l'aze des abscisses d’ordonnée 1

2.6 Représentation trigonométrique

Définition 2.6.1. On appelle forme trigonométrique d’un nombre complexe z(z # 0)
dont l’écriture algébrique est x + 1y, [’écriture suivante :

z =r(cosf +isinb),

avec r = |z| et 6 = arg(z)[211].

Exemple 2.6.1. 1. Trouver la forme trigonométrique de z =1 —1 :
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> On détermine le module : |z| = /12 4+ (—1)2 = V/2.
> On determine un argument :

cosf =

Sl

sinfl = —— = —

d’on,

1. Trouver la forme algébrique de

el () (1)

2.6.1 Propriétés des modules et arguments
Pour tout complexe z non nul, on a les relations suivantes :
| —z| = |2| et arg(—z)=arg(z)+ II[211].
Z| = |z| et arg(z) = —arg(z)[21]].
Théoréme 2.6.1. Pour tous complexes z et 2’ non nuls, on a les relations suivantes :
|22'| = |2]|2| et arg(zz') = arg(z) + arg(z")[211].

12" = |z]* et arg(z") = narg(z)[2I1].

2l e

2= et arg (Z) = arg(z) — arg(2")[211].

2.7 Représentation exponentielle

Définition 2.7.1. On appelle forme exponentielle d’un nombre compleze z(z # 0), la
forme :

z=re® avec r=|z| et 6 =arg(z)[21].

Remarque 2.7.1. On peut maintenant admirer lexpression : e +1 = 0.

Cette expression contient les nombres qui ont marqué les mathématiques au cours de
Uhistoire : 0 et 1 pour Uarithmétique, 11 pour la géométrie, i pour les nombres complezxes
et e pour 'analyse.
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Exemple 2.7.1. 1. Déterminer formes trigonométrique et exponentielle du compleze
2 =+/3+4i. Il vient :

1 II
]zlszQ, (:059:\2g et sin&zi donc 926[21_[]’

et par suite :
2 Y Lisin ()| = 20t
z=2|cos | — 1sin | — || = 2e's.
6 6

I1

——

2. Determiner la forme algébrique du compleze 3e 4 :

3¢ =3 [cos (—ID + isin (—g)] =3 (‘f - ff) = 3‘2/5 - 23\2/5

Formules de Moivre et Euler :
> Formules de Moivre : pour tout reel 6 et tout entier relatif n, on a :

(cosf + isin0)™ = cos(nh) + isin(nh)
(cos @ —isinf)™ = cos(nf) — isin(nh).

> Formules d’Euler : pour tout reel 6, on a :

e 4 e~ . e —e
COS 0 = et Sin 9 =
2 2

2.8 Représentation géométrique

Définition 2.8.1. Soit le plan complexe muni du repére orthonormal direct (O, u,v), on
a alors si le point M(z)

2oz =% et OM=|z| et (d,OM) = arg(z).

2.8.1 Affixe d’un vecteur
|
Soit A(z4) et B(zp), on a : AB=0B - 0A = 295 = 2B — ZA-
Reégle : pour tous points A et B du plan complexe, on a :
4B = 2B — %4, AB = |zp — zal, (ﬁ,zﬁ) = arg(zp — z4).
Exemple 2.8.1. On donne : z4 =2+ et zg = —1 — 2i).

Determiner les coordonnees du vecteur ﬁ, la distance AB et l’angle (u, E)
e Ona:zgp=2p—2a=—1-2i—2—i=-3-3i doncf@:(—B,—B).
e Ona:AB=|zp — 24| = V9 + 9 =32 donc AB = 3/2.
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e Ona
cosf) = — 3. = —¥2
3v2 2 II II
3 V2 p=0= —3—[21_[], donc (4, @) = —3—[21'1].
sinf = ——— = ——— 4 4

2.8.2 Ensemble de points

Il s’agit de déterminer un ensemble E de points M qui vérifient une propriété avec
Iaffixe z de M.

> |z —za| =ravecr >0 AM =r & E est le cercle de centre A et de rayon r.
> |z —za| = |2 — 25| & AM = BM < E est la médiatrice du segment [AB].

—

Exemple 2.8.2. Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, V)
1. Déterminer l'ensemble (E,) des points M d’affive z tels que |z + 3 + 2i| = 2 : soit
A le point d’affixe (—3 — 2i) donc de coordonnées (—3,—2).

Me(F) < |z—(-3-2))|=2
— AM =2

<= M est sur le cercle de centre A et de rayon 2.

L’ensemble (E4) est donc le cercle de centre A et de rayon 2.

Autre méthode : cette question peut aussi étre étudiée par une méthode analytique,
c’est-a-dire avec les coordonnées. On pose z = x + iy(x et y réels).

Me(E) < |v+iy+3+2i=2
— |(z+3)+ily+2)| =2
= |(z+3)+ily+2))=2°
— (z+3)°+(y+2)7° =4

La derniére équation permet de reconnaitre que L’ensemble (E,) est le cercle de
centre A et de rayon 2.

2. Déterminer l’ensemble (Ey) des points M d’affize z tels que |z —i| = |z — 1| : soit
A(i) et B(1).

M e (Ey) <= |z—i|=|z—1]
< AM =BM
<= M est sur la médiatrice du segment [AB].

L’ensemble (E5) est donc la médiatrice de [AB].
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Autre méthode : on pose z = x +iy(z et y réels).

M e (B) <= |rv+iy—i|=|z+iy—1|
[z +i(y — D] = |(z — 1) +iy|
jz +i(y = DI =|(z — 1) + iy
Ay -1 = (- 1) +y’
Yy = .

1117

L’ensemble (Es) est donc la droite d’équation y = x, on retrouve ainsi la médiatrice
de [AB].

2.8.3 Somme de deux vecteurs

Théoréme 2.8.1. Soit ui(z1), ub(2) et
w5 (z) tel que :

b = ui + 3,
On en déduit que :

23221+22. ,

et l'inégalité triangulaire :

|21 + 20| < |z1] + |22)-

2.8.4 Angle orienté
Théoréme 2.8.2. Pour tous points A, B,C et D tels que (A # B) et (C # D), on a :

(;@,C@) = arg (ZD — ZC) :

ZB — RA

Preuve : d’apres les regles sur les angles orientés :
(U,%) = —(u,V) et (u,d)=(u,v)+ (V,d),
on a les égalités suivantes :

(AB,CD) = ( )+ uo—ﬁ

= arg( ) arg(zm)

= arg(zp — z¢) — arg(zp — 24)

ZpD — 2C
= arg .
ZB T RA
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2.8.5 Colinéarité et orthogonalité

Propriétés 2.8.1. Alignement de 3 points distincts ou parallélisme de deux droites :

> A, B et C distincts et alignés :

? ? o, 20 — ZA
AB et AC colinéaires non nuls <=

€ R.
ZB — ZA
> Pour A # Bet C # D, (AB) et (CD) paralleles :
1@ et @ colinéaires non nuls < b~ Z¢ € R.
ZB — ZA

Si 1@ et 1@ sont colinéaires alors,
(AB,AC) =0 ou (AB,AC) =1L

On en déduit que :

20 — ZA 2C T %A
arg( ):0 ou arg( )zH,
B — %A B — %A

méme chose avec les vecteurs ﬁ et @ pour deux droite paralleles.
Propriétés 2.8.2. Pour montrer l’orthogonalité de deux droites. Pour A # B et C # D :

(AB) L (CD) <~ AB-CD =0« 2= imaginaire pur.

ZB — ZA

Si 1@ et @ sont orthogonaux alors,
(AB,CD) = 2[ ou (AB,CD) = _r2[‘

On en déduit que :

(zD—zC> 1I (ZD—Zc> I1
arg =— ou arg = ——
ZB — ZA 2 2B — ZA

2.8.6 Nature d’un triangle

Pour montrer qudun triangle ABC est :
e isoceéle en A : AB = AC < |z — z4| = |20 — 24|

i
e équilatéral en A : AB = AC = BC ou AB = AC et (AB, AC) = £
< |z — za| = |zc — za| = |zc — 2zB|

=+—
3

. II
< |zp— ZA| =|zc — za| et arg (ZC ZA)
ZB — ZA

Zo — 2

A . ..
lmaginaire pur.
ZB T ZA

e rectangle isocéle en A : AB = AC et @ . 1@ =0<+=

. rectangleenA:@w@:0<:>

FCTEA oy

ZB — ZA
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2.9 Résolution de I’équation az’ + bz +c =0

Les nombres complexes ont été créés pour que I'équation du second degré ait toujours
des solutions.

Théoreme 2.9.1. Toute équation du second degré dans C admet toujours deux solutions
distinctes ou confondues. Si cette équation est a coefficients réels, c’est a dire,

az’ +bz+c=0, avec ac€R*,beRetceR.

Elle admet comme solutions dans C :
1. §i A >0, deux solutions réelles :

—b— VA —b+ VA
H=— et 2y = —————.

2a 2a

b
2. 51 A =0, une solution réelle double :zg = ——.

a
3. Si A <0, deuz solutions complexes conjuguées avec : A = i|A|,

—b—1,/|A] —b+i\/|A|
7= et Zg = —
2a 2a

Exemple 2.9.1. Résoudre 22 — 2z +2 = 0. On calcule A =4 —8 = —4 = (2i)2. A <0
On obtient deuz solutions complexes conjuguées :

22

2+ 2
21 = =

=1—3 t =
5 i e 2 5

=1+4q.

2.10 Racines n-iémes d’un nombre complexe

2.10.1 Racines carrées d’un nombre complexe

Soit z = x+iy un complexe avec x,y € R. On appelle racines carrées de z, les solutions
w dans C, de I’équation w? = z.
> Méthode de résolution algébrique de w? = z : posons z = = + iy et désignons
par a + b une des racines carrées de z. On a :

a? - =z
W=z (a+ib)=r+iy<{ 2ab=y

@B = VT

La résolution de ce systéme nous donne les racines carrées w de z.
> Méthode de résolution trigonométrique de w? = z : soit z = [r, 0] un com-
plexe, alors, Le nombre complexe [p, o] est solution de w? = z <= [p?, 2a] = [r, 0].

<:>{ SZZZT@DH] <:>{ Zz\g/;m



2.10. RACINES N-IEMES D’UN NOMBRE COMPLEXE 31

2.10.2 Racines n-iemes d’un nombre complexe

Soit z = [r,#] un complexe. On appelle racines n-iemes de z, les solutions w dans C,
de I'équation w™ = z(n € N*).

Posons w = [p, a] une des racines de w” = z. On a :

R R

Conclustion : I’ensemble S des solutions de I’équation w™ = z est S = {wp, w1, * W1}
avec

6 2kII
W = [\7_7 -+

n n

1, 0<k<n-1.

2.10.3 Racines n-iémes de 'unité

Les racines n-iemes de I'unité sont les solutions de I’équation w™ = 1. Les solutions de
cette équation sont :

2]{1’[]

/
S = {w())wl) o 'wn—l} avec Wi = [17 T

Exemple 2.10.1. Trouver les 5-racines de z = v/2(16 — 16i). On a :

2 =V2(16 — 16i) = v2-16(1 — i) = */5'16‘\/5(\}§_i\}§>
()

- non () ()

.o IT
= w=232 "1 = [32,—4].

Cherchons w = [p, o] tel que w® = z :

I I
W’ =2 < [p°,5a] = [32,—4] = p’=32et Ba:—z+2kﬂ

a=—g+2 0<k<5

_ , I 2k (I 2k s
W =12, —— =2expli|—=—=+ — :
R P 20 5 ) V==

5

Donc l'ensemble des solutions de [’équation w®> = z est :

11 2KkIT
S = {wo,wr,wa, w3, wy}  avec wy = [2,— ]

20 75



32 CHAPITRE 2. LES NOMBRES COMPLEXES

2.11 Application aux équations de degré supérieur

Théoréme 2.11.1. Tout polynome de degré n dans C admet n racines distinctes ou
confondues. Si a est une racine alors le polynome peut se factoriser par (z — a).

Exercice 1. Soit I’équation dans C suivante :
23— (441)2* + (13 + 4i)z — 13i = 0. (2.1)

1. Montrer que i est solution de l’équation (2.1).
2. Déterminer les réelsa,b et c tels que :

25— (d+0)22 + (13 + 4d)z — 13i = (2 — i) (az® + bz + ¢).
3. Résoudre alors cette équation.

Solution :
1. On vérifie que i est solution de 'équation (2.1) :
i* — (4+14)i* + (13 +44)i —13i = —i + 4+ + 131 —4 — 13i = 0,

donc i est bien solution de 1'équation. On peut donc factoriser par (z — ).
2. On développe et on identifie a la premiere forme :

(z—i)(az® +bz+c) = az’+bz> +cz —iaz? —ibz —ic

= a2z’ + (b—ia)z*> + (c —ib)z — ic.

On identifie, et 1’on obtient le systeme suivant :

a=1 a=1
b—ia=—-4—1 — b:—4
c—ib=13+ 4 o

) ) c=13.
—ic = —131.

3. L’équation devient donc (2—1i)(22—42+13) = 0. On adonc zy = i ou 22—42+13 = 0.
On calcule A = 16 — 52 = —36 = (67)%. On obtient donc deux solutions complexes
conjuguées :

4—6i _ 4+6i

5 =2-3 et 29 = 5

21 =

=2+ 3.

Conclusion : S = {i,2 — 37,2 + 3i}.

Exercice 2.
3—1
1414

1. Donner la forme algébrique du conjugué z du complexe suivant : z =
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2. Dans le plan compleze, M est le point d’affivze = = x + iy, © et y réels. A tout
Dz — 2
z—1
(a) Exprimer Z + Z en fonction de z et Z.
(b) Démontrer que Z est un imaginaire pur équivaut a M est un point d’un cercle

privé d’un point.

compleze z,z # 1, on associe : Z =

Solution :
( ) —2_3—1—’&.:(3—1-2)(14—2):1_’_22,.
1+2 1—2 1+1
~ 5z—2 [B5z—2\ b5z-2 52-2 (5z—-2)(z—-1)(5z2—2)(z—1)
- (a) 2+ z—1+(z—1> 1z C-D)E-1)

522 — 52 —2Z4+2+522—5Z2—22+2

(z—=1)(z-1)
1022 - 7(2+%) +4

(z—1)(z—-1)

(b) Si Z est un imaginaire pur alors, Z + Z = 0. On en déduit donc que :

3
1022 - T7(z2+2)+4=0 <= 10|z]*> — 14Re(z) + 4 =
= 10(2* +y?) — 4o +4= A
— x2+y2—gx+§:0 e 05 O i
— (x—7>2—49+y2-
10 100

= (o-) == (o)
xr— — =—=(—] .
10/ 7Y T 100 \10

On en déduit que I'ensemble des points M(z) est le cercle de centre (1—70) et de
rayon (%) privé du point A(1).
Exercice 3.

1. Résoudre dans C [’équation suivante :
(z—i)(2> = 2v/32+4) = 0.

2. Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O,Z;)
On considére trois points distincts A, B et C d’affizes z4 = /3 +i,2p = Za et
zZc = 1.

. ZA .
(a) Ecrire — sous la forme exponentielle.
%B
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(b) Déduire la nature du triangle OAB.
3. Déterminer l’ensemble (E1) des points M d’affixe z tels que :

|z — za* + |2 — z¢|* = 5.
4. Déterminer l'ensemble (FEy) des points M d’affize z tels que :
|z — za| = |2 — 2¢].

Solution :
1. Résoudre dans C I’équation suivante :

(z—=i)(22=2V32+4) =0 <= 2—-i=0V22—2/32+4=0
= z=iVz=V3+iVz=V3—i (A=—4=1437).

—,

2. Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, Z, J)
On considere trois points distincts A, B et C' d’affixes z4 = V3+4i,25 =Z4 =31
et zoc = 1.

. RA .
(a) Ecrire — sous la forme exponentielle : on a :
%B

zA_\/§+i_2<§+%>_ 26’6
o VB—i 2(L 1) 2

2 2

ol

) _ g

wl

= ¢l

(b) Déduire la nature du triangle OAB : on a :

j—A =1<= |z4| = |25 <= OA=OB
B
et I 1
arg (ZA> =— — (O§,O—z>4) =
ZB 3 3

alors, OAB est un triangle équilatéral.
3. Déterminer l’ensemble (£;) des points M d’affixe z tels que : on a :

|z — 24P+ |2 —2c) =5 <= AM*+CM?*=5

= \/(IE—\/3)2+(y—1)22+\/w2+(y—1)22=5
= @-V3+y-1)+2"+@y—-1)7=5

— 27— 2/Br+2y—1)* =2
<~
<

> —\V3r+(y—12=1

(:v—?) —i+(y—1)2:1

(x—?>2+(y—1)2:1.

3
Alors, F; est un cercle de centre D (é_, 1) et de rayon r =

!

|
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4. Déterminer 'ensemble (F3) des points M d’affixe z tels que : on a :
|z — za] = |2 — 20| <= AM = CM.

Alors, Fs est une médiatrice du segment [AC]



Chapitre

Espace vectoriel

3.1 Structures algébriques

Les notions qui suivent présentent de I'intérét sur le plan terminologique que structurel
avant d’aborder ’étude des espaces vectoriels.

3.1.1 Lois et copmosition interne

Définition 3.1.1. On appelle loi de composition interne (l.c.i) sur un ensemble E, toute
application :

* ExE — F
(a,b) +—— axb.

Un sous ensemble F' de E est dit stable par rapport a la loi x si :
VYa,b € F,axb € F.

On la note : a*xb ou a/Ab ou alb- -

Exemple 3.1.1. L’addition et la multiplication sont des lois de composition internes sur
N,Z,Q,R et C mais la soustraction n’est pas interne sur N.

Définition 3.1.2. Soit E et Q0 des ensembles. On appelle loi de composition externe
(l.c.e) sur E toute application :

1:OxF — FE
a-r — alx.

Dans ce cadre général, les éléments de ) sont appelés opérateurs et on dit que E est muni
d’une loi de composition externe a opérateurs dans €.

Remarque 3.1.1. La loi peut étre notée multiplicativement a [’aide d’un point.

36
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Définition 3.1.3. Soient x et ® deux lois de composition internes sur E, on dit que :

1.

Commutativité : x est commutative si : Va,b € E,a*b=bxa.

Exemple 3.1.2. L’intersection et la réunion sont des lois de composition internes
commutatives sur ’ensemble des parties d’un ensemble.

Associativité : x est associative si : Va,b,c € E, (axb)*xc=ax (bxc).

Exemple 3.1.3. La composition des applications est une loi de composition interne
associative.
Par contre la loi de composition x définie dans Q par : x xy =
associative.

T+y

)
5~ nest pas

Distributivité : x est distributive par rapport a e si :
Va,b,c € E;ax(bec) = (axb)e(axc) et (bec)xa=(bxa)e(cxa).

Si, on outre, la loi x est commutative, il suffit de montrer 'un des deux égalité.

Exemple 3.1.4. La multiplication est distributive par rapport a l'addition dans C.

. Elément neutre : e € E est un élément neutre de la loi x si :

VYa€e E,axe=exa=a.

Si, on outre, la loi x est commutative, il suffit de montrer que : Va € E;axe = a
ou bien exa = a.

Exemple 3.1.5. 1 est un élément neutre de la multiplication dans R.

Proposition 3.1.1. Si [’élément neutre existe alors il est unique.

Elément symétrique (inverse) : Soit x admettant un élément neutre e. Deux
éléments a et a' sont symétriques pour la loi x si : axa' =a *a = e.

Exemple 3.1.6. Le symétrique de a dans Z muni de ['addition est : —a.

Proposition 3.1.2. Si la loi x est associative, alors si [’élément symétrique existe
il est unique.

Elément régulier : On dit que a est un élément régulier pour la loi * s’il vérifie :
Va;b e Ey(axa=bxa)=a=0>b et Ya;be€ E;(a*a=a*b) = a=0.

Si, on outre, la loi x est commutative, il suffit de vérifier 'un des deux implication.

Exemple 3.1.7. Dans C muni de ’addition, tout élément est réqulier.

Partie stable : Une partie A est dite stable de E pour la loi x, si pour tout a;b €
A;axbe A.

Exemple 3.1.8. L’ensemble des entiers naturels pairs est stable pour ’addition, par
contre ’ensemble des entiers impairs n’est pas stable pour ’addition car : 3+5 =8
qui est pair.
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Exemple 3.1.9. Soit F' un ensemble et E = P(F). On considére sur E les lois de
composition internes N et U, alors il est trés facile de montrer que :

> N et U sont associatives.

> N et U sont commutatives.

> () est I’élément neutre de U.

> F est [’élément neutre de N.

Exemple 3.1.10. Soit E = {a,b,~v}, on définit une l.c.i dans E par :

a2

2D *
Q||
QR ||

C’est a dire :
axa=a, axb=0>b, axy="r,
bxa=b, bxb=r, bxvy=a,
yxa=r, Yy*b=a, yx7y=a.
On remarque que :
(1) a est l’élément neutre de x.
(17) Tous les éléments de E sont inversibles avec :
> a est ['inverse de a.
> v est linverse de b.
> b et v sont des inverses de .

Conventions : étant donnée une loi de composition interne associative dans un en-
semble F :
e Si la loi est notée +, son élément neutre est noté Og ou 0, et on parle du symétrique
de a qu’'on note @’ = —a.
e Si la loi est notée multiplicativement, son élément neutre est noté 1z ou 1, et on
parle de I'inverse de a qu’on note a’ = a™*.

3.1.2 Structure de groupe

Définition 3.1.4. On appelle groupe, tout ensemble non vide G muni d’un loi de com-
position interne x tel que :

(1) * est associative.

(17) * posséde un élément neutre e.

(1ii) Tout élément de G est symétrisable.

Si de plus = est commutative, on dit que (G,*) est un groupe commutatif, ou groupe
Abélien'.

Exemple 3.1.11. (Z;+) est un groupe commutatif.

1. ABEL Niels Henrik : Mathématicien norvégien (ile de Finnoy 1802-Arendal 1829). Algébriste,
il créa la théorie des fonctions elliptiques. Il est mort de tuberculose.
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Exemple 3.1.12. On définit l'opération x par :

r+y
Ve,ye|—1,1|, xxy= )
y €l [ Ul ey
Montrer que (] — 1, 1[, %) est un groupe Abélien.
1. % est une loi de composition interne dans | — 1,1] :

Ve,yel— L1zl < 1Ayl <1 <= |z|ly| = |zy| < 1
— O0<l+aoy <2
Ainsi,
[z +yl
|1+ zy
|z +y| < |1+ xy|
lt+yl <l4+xy car 1+zy>0
—(14+zy)<z+y<l+azy
{x+y—1—xy<0
r+y+1+z2y>0

r(l—y)+y—1<0
r(1+y)+y+1>0

(*){ (z—-1)(1-y) <0

Tty

<l <—
1+ a2y

Ve,y €] —1,1]: |

(AR

(x+1)(14+y) > 0.
Comme —1 < z,y < 1, alors
l1—y>0)A(z—1<0)et (1+y>0)A(z+1>0),

donc
[(1—y)@—1) <0 et [1+y)(z+1)>0]

d’ot on déduit que (%) est vraie pour tous x,y €| — 1,1|, et par suite :

T+y
Ve,y €] — 1,1 e xy| = <1,
vel =1k lens] = |
ce qui montre que x est une loi de composition interne dans | — 1, 1].

2. % est commutative : d’aprés la commutativité de l’addition et de la multiplication
dans R on a :

rT+y Yyt

l+zy 14yx

Ve,y €] — L1z xy = =y*,

ce qui montre que x est commutative.
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3. * est associative : soient x,y,z €] — 1,1, alors

Tty 4
*
(way)as = ErWFE Lty

1+ (x*y)z 14 Y.

1+ a2y
_ @ty +(+ay)  ztyt+zrtayz
1+zy)+(x+y)z 1+azy+azz+yz

et on a :
y+=z
T+
*
vx(yxz) = v+ (yrz) 1+yz

14 x(y*2) 1_'_xy+2

149z
c(l+y2)+(y+2)  x4+y+z+ayz
(1+yz)+x(y+2) 1+zy+azt+yz

en comparant les deux expressions on obtient :
Ve,y,z €] — L1, (xxy)xz=x*(y*2)

d’ot on déduit que x est associative.

4. * admet un élément neutre : soit e € R, alors,
e élément neutre de x <= Vx €] — 1,1[, exrx=z*e=uz,
comme x est commutative et

r+e
Thke=x <+ =z
1+ ze
< £B+6:£B+l‘26
— e(l-2%)=0

<—— e=0Vzx==1.

On déduit que e =0 €] — 1, 1] est I’élément neutre de *.

5. Tout élément de | — 1,1[ est symétrisable : soient x €] — 1,1] et x € R, alors,

, x4 a
14+ x2’
— z+4+2 =0

— 7' =-ux,

comme x est commutative on déduit que tout élément x €] — 1,1] est symétrisable
et son symétrique est v’ = —x €] — 1,1][.

De 1., 2., 3., 4. et 5. on déduit que (] — 1,1[, %) est un groupe Abélien.
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3.1.3 Sous groupes

Définition 3.1.5. Soit (G,*) un groupe, on appelle sous groupe de (G, ) tout sous en-
semble non vide G' de G tel que la restriction de x a G' en fait un groupe.

Comme * est associative dans GG alors sa restriction a G’ est aussi associative, par
suite G’ # ) est un sous groupe de (G, *) s’il est stable par rapport a * et a 'opération
inversion, c’est a dire :

> G' £ (.

> Va,be G axbe G

>Vae€G, ated.

Il est claire que si (G, *) est un groupe, alors (G’, ) est un sous groupe de G.

Propriétés 3.1.1. Soient (G,*) un groupe et G' C G, alors

G #0,

/
G’ est un sous groupe de G <> { Vabe G axbled

Preuve :
1. Soit (G’,*) un sous groupe de (G, *), alors :

(i) * a un élément neutre dans G', donc G’ # 0.

(i) Soient a,b € G, comme G’ muni de la restriction de x est un groupe alors b~

existe dans G’ et comme G’ est stable par rapport a « on déduit que axb=! € G,

G # 0,
Va,b € G', axb~'e .
Montrons que G’ muni de la restriction de x est un groupe.
(i) Comme G’ # () alors il existe a € G’ et d’apres la deuxiéme hypothese :

1

2. Inversement, soit G’ un sous ensemble de G tel que : {

e=axaled,

ce qui montre que la restriction de x admet un élément neutre e dans G'.
(73) Soit a € G, comme e € G’ alors d’apres la deuxiéme hypothese on aura :

al=exated,
ce qui montre que tout élément a de G’ est inversible dans G’ par rapport a la
restriction de x a G'.

(7i7) La restriction de x & G’ est une loi de composition interne, car pour tous a et
b dans G’, d’apres (i) on a : b~! € G’ et en utilisant la deuxiéme hypothése on
déduit que :

axb=ax () ted.

(iv) La restriction de x a G’ est associative, car x est associative dans G.

Exemple 3.1.13. Soit (G,*) un groupe et G' = {x € G;Vy € G,z xy =y*x}, alors G'
est un sous groupe de G.

En effet,
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(1) Sie estl’élément neutre de %, alors e € G' car :
Vee G, exx=x*xe=um.

(11) Soient x,y € G', alors;

VeeG, (zxy xz = (zxy Hx(zH)7!

= zx(y tx(zH)Y)  car * est associative
= ox(z'xy)™!

= zx(yxz)' caryed
= zx((z7) 7 xy™)

= zx(zxy?

-1 car * est associative

= (z*2)xy
= (zx2)xy ! carxz el
zx(xxy™ )  car % est associative,
ce qui montre que v xy~' € G'.
De (i) et (it) on déduit que G' est un sous groupe de G.

3.1.4 Goupes Quotients

Soient (G, *) un groupe et G’ un sous groupe de G. On définit une relation binaire R

sur GG par :
Va,b€ G,aRb <= axb ' € G’

Propriétés 3.1.2. R est une relation d’équivalence sur G.

Preuve :
(i) R est reflexive, car : Vo € G, comme G’ est un sous groupe de G, alors z 271 =
e € G', donc
Ve € G, rRx.

(77) R est symétrique, car : Vz,y € G,
TRy = xxy el

— (zxy Hled
— yxz led
— yRx.

(77i) R est transitive, car : Vz,yz € G,

TRy AN yRz rxy teG@ ANyxzt e
(xxy Hx(yxzt) € G  car G' est un sous groupe

rxzled@

—
_
= ax(y 'xy)x2' €G car x est associative
=
— 7Rz
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De (7), (i) et (#i7) on déduit que R est une relation d’équivalence.

On note G/ 'ensemble quotient G/%. On définit sur G/ x G/ 'opération & par :

V(a,b) S G/Gl X G/G/,d@i):a*b.

3.1.5 Homomorphismes de Groupes

On considere (G, ) et (H,x) deux groupes, avec e et €’ leurs éléments neutres respec-
tifs.

Définition 3.1.6. Une application f : G — H est appelée homomorphisme de groupes
de G dans H si :

Va,b € G, f(aeb) = f(a)x f(b).

> Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme (de groupes) de G sur H. On
dit alors que G est isomorphe a H, ou que G et H sont isomorphes.

> St G = H, on dit que [ est un endomorphisme de G, et si de plus f est bijective,
on dit que f est un automorphisme (de groupe) de G.

Exemple 3.1.14. Etant donnes les groupes (R,+4) et (R*,-), alors les applications :

f:(R,+) — (R*) et g:(R*) — (R,+)
r — f(xr)=expzx x +— g(z)=In|z|

sont des homomorphismes.

Définition 3.1.7. Soit f : G — H un homomorphisme de groupes. On appelle noyau
de f l'ensemble :

ker f = [71(¢') = {a € G; f(a) = ¢'}.

et limage de f [’ensemble :

Jmf = f(G) ={f(a),a € G}.
Propriétés 3.1.3. Soit f : G — H un homomorphisme de groupes, alors,

(i) fle)=¢,
(ii) Ya € G, f~ (a) = f(a™h).

3.1.6 Structure d’anneau
Définition 3.1.8. On appelle anneau, tout ensemble A muni de deux lois de composition
internes x et A\ telles que :

1. (A, %) est un groupe abélien (on notera 0 ou 04 l’élément neutre de x),

2. /\ est associative et distributive par rapport a *.

Si de plus A\ est commutative, on dit que (A, *,/\) est un anneau commutatif.
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Définition 3.1.9. On appelle sous anneau de (A,*, ), tout sous ensemble A" de A tel
que muni des restrictions des lois x et /\ est anneau.
Si A est un anneau unitaire et 14 € A’, on dit que A’ est sous anneau unitaire.

Exemple 3.1.15. Soit (R, +,-) l'anneau des nombres réels. On définit deuz nouvelles loi
* et ® sur R de la maniere suivante :

V(z,y) €ER? axy=x+y—2 rey=xy—2xr— 2y +6.

1. Montrer que (R,*) est un groupe Abélien :
(a) Montrons que x est commutative, Vr,y € R:x*y =y *x.
Soient x,y € R,
rxy=r+y—2=y+r—2=y*x.

Alors x est une loi commutative.
(b) Montrons que % est associative, Vr,y,z € R: (x xy)x 2 =x % (y * 2).
Soient x,y,z € R:

(xxy)kz=(x+y—2)*z=(x+y—2)+2—-2=x+y+2—4,

et
zx(yxz)=axx(y+z—-2)=x+y+2—-2)—2=a+y+z—4

Par identification des deux résultats, on obtient, (x xy) *x z = x % (y * 2).
Alors x est une loi associative.

(¢) Montrons que = admet un élément neutre, Je € R,Vx € Rz xe = exx = x.
Puisque x est commutative alors il suffit de montrer que : x xe = x, en effet,

rTxe=r S rt+te—2=xrxe—2=0&¢e=2.

(d) Montrons que chaque élément x € R admet un élément symétrique noté x=1 tel
que : x %zt Ly o = e = 2. Puisque x est commutative alors il suffit de
résoudre ’équation :

:l‘i

1 1

rxr =2+ t—2=2oa+1" :4<:>3:’1:4—a:,

qui est bien défini car v € R.
Conclusion : (R,x) est un groupe commutatif.

2. Montrer que (R, x, ®) est un anneau commutatif :
(a) Montrons que e est commutative, Vz,y E R:z oy =yex.
Soient x,y € R,

rey=ay—2r—2y+6=yr —2y—2x+06=yex.

Alors e est une loi commutative.
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(b) Montrons que e est associative, Vx,y,z e R: (zoy)ez=ze(yez).
Soient x,y,z € R:

(xoey)ez = (zy—2r—2y+6)ez
(xy —2x — 2y +6)z —2(zy — 20 — 2y +6) — 22+ 6
= xyz —2xz —2xy — 2yz +4x + 4y + 42 — 6,

et
re(yez) = xe(yz—2y—2z+06)
= x(yz—2y—22+46)—2x —2(yz —2y —22+6)+6
= ayz —2xz —2xy — 2yz +4x + 4y + 4z — 6.
Par identification des deux résultats, on obtient, (rey)ez =z e (yez).

Alors e est une loi associative.
(¢) Montrons que e est distributive par rapport a *,

Ve,y,z € Rize(yxz)=(roy)x(rez)et (yxz)ox = (yox)x(z0x).
Soient x,y,z € R :
re(yxz)=xze(y+z—2)=xy+xz—4r — 2y — 22+ 10,
et

(xoy)x(reoz) = (ry—2r—2y+6)*(xz—2x—22+06)
= xy+xz—4xr — 2y — 22 + 10.

Par identification des deux résultats, on obtient, v e (yxz) = (x o y) * (z e 2).
Soient x,y,z € R :

(yxz)ox = (y+z—2)ex
= (y+2z2—2)x—-2@y+2—2)—2x+6
= ay+az—4x — 2y — 22 + 10,

et

(yox)x(zex) = (yr—2y—2x+6)* (20 — 22— 22+ 6)
= (yr—2y—2x+6)+ (220 —22 —22+6) — 2
= yr+zx —4dr —2y—2z+10
= xy+axz—4x -2y — 22+ 10.
Par identification des deux résultats, on obtient, (y * z) @ x = (y @ x) * (z ® x).

Alors, e est distributive par rapport a *.
Conclusion : (R, *, ®) est un anneau commutatif.
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3.1.7 Corps

Définition 3.1.10. Un élément x € K est inversible par rapport a la loi /\ s’il existe un
élément y € K telle que :

Ay =ylAx =c¢€; (€ est 'élément neutre par rapport a N\).

Définition 3.1.11. On dit que (K, %, A\) est un corps si :
1. (K, %, A) est un anneau.
2. Tout élément distinct de e (opération x) est inversible pour la loi A.

Si de plus A\ est commutative, on parle de corps commutatif.

Exemple 3.1.16. (R, +, x) est un corps commutatif, mais (Z,+, xX) n’est pas un corps.

3.2 Espace vectoriel

La structure d’espace vectoriel intervient dans une grande partie des mathématiques :
elle réalise un lien fondamental entre ’algebre et la géométrie. On l'utilisera en algebre
linéaire, en analyse et en géométrie.

Dans cette section, K désignera un corps commutatif, en pratique K = R ou C.

Définition 3.2.1. On appelle K—espace vectoriel tout ensemble & muni d’une loi interne
notée + et d’une loi externe définie par :

KxFE — E

Q, T —> aXT.

telles que :
(i) (E,+) est un groupe Abélien,
(17) V(a, )GKQ‘V’xGE(a+6)x—azp+ﬁx
(i17) Vo € K,V(z,y) € E* alz +y) = az + ay,
(iv) V(o, B) € K2, Vx € E, a(Bz) = (aff)z,
(v) Vx € E, 1z = x.

Remarque 3.2.1.
e On abrégera espace vectoriel en e.v et K—espace vectoriel en K—e.v.
o Les éléments d’'un K—e.v seront appelés vecteurs, les éléments de K seront appelés
scalaires.

Exemple 3.2.1. Soit K=R, E = C, alors (C,+, x) est un R—e.v car :
> (C,+4) est un groupe Abélien.
> Comme (C,+, x) est un corps commutatif, alors x est distributive par rapport d
laddition, on déduit que les conditions (ii) et (iii) sont vraie pour o, € R.
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> De méme, comme (C,+, X) est un corps, alors X est associative. Donc,
Va, € C,Vz € C, (a x f) X z = a(f x x),

d’ou
Va,f e RV € C,(a x f) x z = a(f x x), car R c C.

Enfin, on a :Vr € C,1 X x = x.

Proposition 3.2.1. (Régles de calcul)
Soit (E,+,-) un K—espace vectoriel. Alors;

e VZ € E,0x-7=0; (0 est’élément neutre de + dans (E,+)).
Va € K, a - 0=0.
Va € K,VZ € E, a(—%)
ar =0k a=0oud

g—a) T =—(a-T).
0.

3.2.1 Sous espace vectoriel

Définition 3.2.2. Soit E' un K—espace vectoriel et F' un sous ensemble de E. On dit que
F' est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :

(i) F#0, (0eF),

(i7) Ve,y € Fx +y € F,

(i1i) Va e K,Vx € F,a-x € F.

Exemple 3.2.2. Soit E = R} F = {7 = (z,y,2) € R®: o +y = 1} nest pas un sous
espace vectoriel de E car0 = (0,0,0) = (z,y,2) E R®donc0 € F & z+y =14 0+0 =1,
impossible d’ou on déduit que 0 & F.

Exemple 3.2.3. Soit E = R3 F = {¥ = (v,y,2) € R® : z + 2y — 2 = 0} est un sous
espace vectoriel de E. En effet :
> s0it 0= (0,0,0) et (z,y,2) €R3, alors x4+ 2y —2=0+2-0—-0=0, donc0 € F.
> soient T = (x,y,2) ety = (2/,y,2") € F, alors, T+ 4§ = (r+2",y+y,2+2) =
(u,v,w) et

ﬁGF:>x’+2yg;’—z’:0} (x+a2)+20y+y)—(2+2)=0
u+2v—w=0

rT+yekF.

Il

> soit a € R, alors,
reF=ar+2y—2)=0=arcF.

D’ot, on déduit que F est un sous espace de R3.
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3.2.2 Combinaisons linéaires

Définition 3.2.3. Soit E un K—espace vectoriel et B = {x1,23,---,2,} C E. On appelle
combinaisons linéaires de 17,5, - - -, L, tout vecteur ¥ = 107 + oy + - - + + @, avec
Qay, g, o € K

Exemple 3.2.4. DansR?, on a : (1,2,3) = (1,0,0)+2(0,1,0)+3(0,0,1) = €; +265+ 3¢,
alors ¥ = (1,2,3) est une combinaisons linéaires de €1, €3, €3.

¥ =(5,2,—4) = bej + 2é5 — 4é3 est une combinaisons linéaires de €1, €3, €3.

D’une fagon générale VT = (z,y,2) € R? : ¥ = xzé] + ye3 + ze3, donc tout élément de R?
est combinaisons linéaires des vecteurs é; = (1,0,0),¢é35 = (0,1,0),e3 = (0,0, 1).

3.2.3 Intersection et la réunion de deux sous-espaces

Proposition 3.2.2. Soit E un K—espace vectoriel et F, F' deux sous-espaces vectoriels
de E, alors F'N F' est un sous-espace vectoriel de E, en effet ;

(1) Soit 0 € E, comme F et F' sont des sous-espaces vectoriels de E, alors 0 € F et
0€ F', dou, on déduit que 0 = F N F'.

(17) Soient T,y € FNF', alors (¥,y € F) et (Z,y € F'). Comme F et F' sont des
sous-espaces vectoriels de E, alors [(Z +y) € F| et (¥ + ) € F'], d'ou, on déduit
que (Z+y) € FNF'.

(i7i) Soit a e KetZ € FNF' doncZ € F et ¥ € F'. Comme F et F' sont des sous-
espaces vectoriels de E, alors aZ € F et af € F'], d’ou, on déduit que aX € FNF".

D’aprés (i), (i1) et (1i1), F N F' est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque 3.2.2. La réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est pas toujours un sous-
espace vectoriel.

Par contre exemple : soit E =R* F = {(z,y),x =0}, F' = {(z,y),y=0}. Ona F et
F' sont des sous-espaces vectoriels de R? mais F'U F' nest pas un sous-espace vectoriel
de R? car :

FUF ={(z,y) eR* 2z =0Vy=0}

Z=(10),y=(0,1) e FUF et Z+y=(1,1) ¢ FUF'. D’ou, on déduit que F'U F" n’est
pas un sous-espace vectoriel de R?.

3.2.4 Somme de sous-espaces. Somme directe :

> Somme de sous-espaces : si I’ et GG sont deux sous-espaces vectoriels de E alors
la somme de F' et G est défine par :

—

F+G={x € E tel que ¥ =21 + 73 avec 7 € F et 23 € G}.

> Somme directe : on dit que la somme F' + G est directe, ou encore que F' et GG
sont supplémentaires vis-a-vis de F, si la décomposition £ = z7 + 25 d'un élément
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quelconque de E en somme de deux éléments de F' et G est unique. On note :
E =F ® G, autrement on a :

E=F+@G
E=FoG<+=<{ A
FNG={0g}

Exemple 3.2.5. Dans R? les deuz sous-espaces vectoriels suivants :
F=A{(x,y,2);x=y=12} et G={(z,y,0);x,y € R}

sont supplémentaires. En effet :

1. Ona:R*=F+G car:
(i) FCR* et GCR® = F+ G CR3.
(it) VZ € R}, 7 = (z,y,2) = (2,2,2) + (t — 2,y — 2,00 e F+ G =R3 C F + G.

2. (i) On O € F et Op € G car F et G sont deuzx sous-espaces vectoriels de E =
OEEFﬂGi{OE}CFﬂG.
(i) sit e FNG=Ze€FetiecG=7=(zv,x,2)etd=(r,y,0)=2z=1y el
r=0=7=(0,0,00=FNG C {0g}.

3.2.5 Famille de vecteurs d’un espace vectoriel

> Familles liées : une famille (z;);<;<, de vecteurs d'un K-espace vectoriel (£, +, -)
est liée ou linéairement dépendants s’il existe aq, s, - - -, a,, € K non tous nuls tels
que, a1x1 + oy + - - - + @y, = Op.

Exemple 3.2.6. Dans E = Rylz| (I’espace vectoriel des fonctions polynomes de
degré inférieur ou égale a 2 et a coefficients réels), les fonctions fi, fo, f3 définies
pour tout r € R par :

filz) =2+ 1, fo)=2" =1, fy(z) =2
sont liées. En effet : soient aq, as, a3 € R tels que :

a1+a2+a3:0,

alfl+a2f2+a3f3:():>{ 041_042:0

d’ot oy = ay = =%, il y a donc une infinité de solutions (—%, =%, a3) avec as

réel arbitraire par exemple : (1,1, —2).

> Familles libres : une famille (z;)1<;<, de vecteurs d'un K—espace vectoriel (E, +, -)
est libre ou linéairement indépendants si pour tout aq, as, - - -, o, € K,

a1 t+ars+ - t+apx, =0g = a1 =ay=---=a, = 0.
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Exemple 3.2.7. Dans R? les vecteurs ;1 = (0,1,3), 25 = (2,0, —1) et 23 = (2,0,1)
sont libres car :

20&2"‘0&3:0
VOél,CYQ,Oég € R, 171 + oy + azrz3 =0 = a; =0
30[1—(12+CY3:0
= a1+ ay+ a3 =0.

> Famille génératrice : une famille de vecteurs (z1,z, - - -, x,) d'un K-espace vec-
toriel (E,+,-) est dite génératrice de E ou engendre F si tout élément x de F est
combinaison linéaire de (xy, s, -+, ,) c’est & dire :

Ve € E,day, a9, -, a, € K tels que x = aqx1 + aoxo + - - - + apxy,.

Exemple 3.2.8. Dans R? les deur vecteurs x; = (2,3) et g = (—1,5) est une
famille génératrice car : ¥(x,y) € R? Jay, as € R tel que :

(.T,y) = 1T + oLy = 061(2, 3) + OZQ(—]_, 5) = (20[1 — (O, 30(1 + 50[2)
N ST +y
T =201 — Q9 1= 3
= {y:3041+5042 = a2:—§l’+2y
13

donc (an, o) eziste pour tout (z,y) € R2.

> Base : une famille de vecteurs (z1, z9, - - -, x,) d'un K-espace vectoriel (E,+,-) est
une base de F si elle est a la fois libre et génératrice.

Exemple 3.2.9. By = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} est un base de R3, en effet :

(i) By est libre car : «(1,0,0) + 3(0,1,0) + v(0,0,1) = (0,0,0) = («a,3,7) =
(0,0,0) = a=p=v=0.

(it) By est génératrice de R? car :

V(z,y,2) € R3, (z,y,2z) =x(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0, 1).

3.2.6 Dimension d’un espace vectoriel

La dimension finie n d’un espace vectoriel E est le nombre maximum de vecteurs que
peut renfemer un systeme libre extrait de E; et on note dim £ = n; par convention on
pose : dim({0g}) = 0. Autrement dit la dimension d’un espace vectoriel £ est le nombre
de vecteurs qui forment la base de E. Si le nombre des éléments d'un systeme libre de E
n’est pas majoré, on dit que E est de dimension infinie.

Remarque 3.2.3. Si F' est un sous espace vectoriel d’un espace vectoriel E de dimension
n alors :
FCFE—dmF <dimkF.

Exemple 3.2.10. dim R? = 2.
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3.2.7 Rang d’un systéme de vecteurs

On appelle rang d'un systeme de p vecteurs (z1, 2, - -, z,) de E avec dim £ = n, la
dimension 7 du sous-espace vectoriel (x1, x9, - - -, 2,). En d’autres termes, r est le nombre
maximum de vecteurs que peut comporter un systéme libre extrait du systeme donné.

3.2.8 Sous-espace engendré par un ensemble

Définition 3.2.4. Soit A une partie d’un espace vectoriel E. On définis le sous-espace
vectoriel engendré par un ensemble A, le plus petit sous-espace vectoriel contenant [’en-

semble A. On le note : S(A).
Exemple 3.2.11. Si A est un sous-espace vectoriel de E alors : S(A) = A, S(0) = {0g}.

3.3 Application linéaire

Définition 3.3.1. Soient E et F deux espaces vectoriels sur K et f : E — F une
application. On dit que [ est une application linéaire si et seulement si :

> V(z,y) € E%, f(x +y) = fx) + f(y),
> Va e K,\Vx € E, f(ax) = af(zx).

Ceci est équivalent a dire :

Va,8 € K, V(z,y) € B°, flax + By) = af(x) + Bf(y).
On note par L(E, F) l'ensemble des applications linéaires de E vers F.
Exemple 3.3.1.
o L application de R? dans R définie par :
9(z,y) =[x —y|
n’est pas linéaire car g(X +Y) # g(X) + g(Y).

e L’application de R dans lui méme définie par : f(x) = x + 4 n'est pas linéaire car
fla+y) =z+y+4# fl2) + fy).
o L application de R?® dans R? définie par :

f('rayv’Z) = (SL’—y,y—l-QZ)
est une application linéaire car :
> V(x,y,2),(2,y,2) €ER3 ona:
flzy,2) + (@0, 2)] = fla+a'y+y,z2+7)
= (e4+2 —y—y y+y +22422)
= (z—y,y+22)+ (@ —y,y +22)
= fla,y,2)+ f@y. 7).
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> VaeR, ona:

f[CY(.CE,y, Z)] = f(CY.fE, ay, O{Z) = (ax —ay,ay + 2042)
= alr—y,y+22) =af(z,y,z)
o L’application de R? dans R* définie par :

f(x,y) = (ZL’-Qy,Z’L’,y,y—l’)

est une application linéaire car :
> V(z,y), (z,y) €ER? ona :

fllz,y)+ (@, y)] = fle+2",y+Y)
= (z+a2'—2y—2¢, 20+ 22 y+y,y+y —x—2)
= ($ - 22% 2$>y7y - ﬂf) + (I/ - 23/7 2'7;/73/73/ - I/)
== f(x7y)+f($,7y,)

> VaeR, ona:

fla(z,y)] = flaz,ay) = (ax — 20y, 20z, oy, ay — ax)
alz =2y, 2r,y,y — x) = af(z,y).

Remarque 3.3.1.

Si f est une application linéaire alors f(0p) = Op.

Si E = F, lapplication linéaire f : E — F est dite endomorphisme.
St f est bijective et linéaire de E dans F', elle est dite isomorphisme.
Si f est un endomorphisme bijectif alors c’est un automorphisme.

*

EE I

3.3.1 Noyau d’une application linéaire

Définition 3.3.2. Soient E, F' deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de
E dans F. Alors pour trouver le noyau de f, on résout l’équation f(x) = Op. Ainsi,

ker f = {x € E, f(z) = Or}.
qui est un sous-espace vectoriel de E.
Exemple 3.3.2. L’application de R® dans R? définie par :
f(@y,2) = (z —y,y + 22)
est une application linéaire. Alors le noyau de f est :
ker f = {u € R®, f(u) = Og}.
Soit u= (z,y,2) ER3. On a :

u € ker f <= f(u) =(0,0) <= (x —y,y + 2z) = (0,0)
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r—y=0 =y B _1>
g i{y+2220 é §{z:—g “_y<1’1’ 2/’

1
et donc ker f est le sous-espace vectoriel engendré par le vecteur (1, 1, —2) noté :

ker f = Vect{(l, 1, —;)} .

3.3.2 Image d’une application linéaire

Définition 3.3.3. Soient E., F deuzr K-espaces vectoriels et f une application linéaire de
E dans F. L’image de f est l’ensemble de toutes les images des éléments de E par f.
Ainsi,

Imf ={f(u),ue E}.

De plus si (e1,ea,- - -, €,) est une base de E, alors Imf = Vect{f(el),f( 2), - flen)}
c’esta dire le sous-espace engendré par les vecteurs f(eq), f(e2),- - -, f(en

)-
Exemple 3.3.3. Soient E un R-espace vectoriel de dimension 3, B = ( ,j, ) une base
de E et f l'endomorphisme de E défini par :

f@=—i+k fQ)=7+k [flk)y=1i+].

Alors 'image de f est définie comme suit :

-,

Imf = Vect{f()). (7). f(k)}  mais f(F) = f(7) = ()
= Veet{f(0),f())}
= {x(—z+ k) + y(j+ k);x,y € R}.

3.3.3 Rang d’une application linéaire

Définition 3.3.4. Soient E, F deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire
de E dans F. Le rang d’une application linéaire est la dimension de [’iimage de cette
application. On a :

rgf = dim(Imf),
de plus st E est de dimension finie, on a le théoréme du rang :
dim F = rgf + dim(ker f).
Exemple 3.3.4. Soit f : R*> — R? lapplication linéaire définie par : f(x,y) = (4 —
2y, 6x — 3y). Alors on a :
Imf = {f(z,y);z,y € R} = {(4x — 2y, 62 — 3y);z,y € R}
= {2z —y)(2,3);2,y eR} =€ a(2,3);7,y € R}
= Vect{(2,3)},

le vecteur (2,3) est une base de Imf et par suite rgf = 1.
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3.3.4 Injectivité d’une application linéaire

Soient E, F deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F.
Notons que f est injective si et seulement si :

Vay, w0 € Eixy # 19 = f(21) # f(02), 0u bien f(x1) = f(x2) = 21 = 2.
Mais pour les applications linéaires, il suffit de montrer que : ker f = {Og}. En fait on a :
f est injective <= ker f = {0g}.
Exemple 3.3.5. Soit f Uapplication linéaire de R? dans R? définie par :
flzy) =(x -y z+y)
Alors f est injective car :
u=(z,y) Eker f <= f(u) =0
— (z—y,x+y)=(0,0)

(e
donc ker f = {(0,0)} et par suite f est injective.

3.3.5 Injectivité d’une application linéaire

Soit f un endomorphisme d'un K-espace vectoriel. On dira que f est un projecteur, si
l'ona: fof = foubien: Imf et ker f sont supplémentaires et que : Vo € Imf, f(z) = x,
on dira que f est la projection sur I'mf parallelement a ker f.

Exemple 3.3.6. Soit f : R?> — R? l'application linéaire définie par : f(x,y) = (4 —
2y, 6x — 3y). Alors on a :

(fof)u) = f(f(u)) = flz,y) = f(4r — 2y, 6z — 3y)
= (47— 2,62 — 3y) = f(u),

et par suite f est un projecteur.

3.3.6 Symétrie

Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel. On dira que f est une symétrie, si
l'ona: fof=1Idgoubien : ker(f — Idg) et ker(f + [dg) sont supplémentaires. On dira
que f est la symétrie de E par rapport a ker(f — Idg) et parallelement a ker(f + Idg).

Exemple 3.3.7. Soit f : R? — R? 'application linéaire définie par : f(z,y) = (y,z).
Alors on a :

(f o N)(u) = f(f(u)) = fly,x) = (z,y),

et par suite f est une symétrie.



3.3. APPLICATION LINEAIRE 55

Exercice 1. Sur R — {1} on définit la loi x comme suit : x*y = x +y — xy.
(1) Vérifier que x est une loi de composition interne.
(17) Montrer que (R — {1};%) est un groupe commutatif.
(13i) Résoudre l’équation : 2% 3z *5 =5 * 3.

Solution :

(7) Vérifier que * est une loi de composition interne : montrons que : Vz,y € R — {1},
alors: xxy e R—{l} <=z +y—ozy # 1.

St x+y—2y=1 = z4+y—2y—1=0
— (1-2)(y—1)=0
— x=1Vy=1, contradiction.

Alors x est une loi de composition interne.
(27) Montrer que (R — {1};%) est un groupe commutatif :
(a) Montrons que x est commutative, Vo, y € R — {1} : zxy = y * .
Soient z,y € R — {1},

TxY=x+yYy—TYy=y+r—Yyr=y*x.

Alors x est une loi commutative.
(b) Montrons que * est associative, Vo, y,z € R — {1} : (x xy) x 2 = x % (y x 2).
Soient x,y,z € R — {1} :

(@xy)rz=(@+y—ay)rxz = (@+y—azy)+z—(z+y—ay)z
= rH+y+z—ay—xz—Yyz+ Yz,

et

xx(yxz)=xx(y+z—yz) = x+y+z—yz)—z(y+z—yz)
= r+y+z—ay—xz—Yz+ Y=z

Par identification des deux résultats, on obtient, (z *y) * z = x * (y * 2).
Alors * est une loi associative.

(c) Montrons que x admet un élément neutre, 3e € R — {1},Vz € R — {1}, x xe =
e x x = x. Puisque * est commutative alors il suffit de montrer que : x xe = z, en
effet,

rrxe=rSrt+e—aze=r<e(l—x)=0e=0carx € R—{1}.

(d) Montrons que chaque élément z € R — {1} admet un élément symétrique noté
1l tel que: zx2x7 ! =27 x 2 = e = 0. Puisque * est commutative alors il suffit
de résoudre 1’équation :

rxr ' =0t —ar =0+ (l-2)=0c2 " = T
x_
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qui est bien défini car x € R — {1}.
Conclusion : (R — {1}; %) est un groupe commutatif.
(i7i) Résoudre I’équation : 2x3xx*5 = 543, (utilisant la notion de I’élément symétrie) :

23 xx x5 =0%3 <= x:2*2*5*3*i

<— =2
Exercice 2. Dans R3 on considére les sous ensembles suivants :
Ey={(a+0bb—3a,a) €cR*a,beR} et Ey={(c,—2c,c)€R*cecR}

avec By est un sous-espace vectoriel de R3.
1. Montrer que Ey est un sous-espace vectoriel de R3.
2. Déterminer une base By de E; et une base By de Fs.
3. En déduire dim Ey et dim FEs.
4. Montrer que : R® = E, + E,.

5. Déduire si la somme est directe ou non.

Solution :
Ey={(a+bb—3a,a) € R*a,b e R} et Ey={(c,—2c,c) € R*ceR}.

1. Montrons que E; est un sous-espace vectoriel de R? :

(i) (0,0,0) € By = E; # 0.

(ZZ) V$1,$2 e = x1+1€ E17
Soient X1,To € E1 — I = (Cbl + bl’bl - 3&1, CL1> et T = ((IQ -+ bg,bg - 3@2,&2)
= 21 + 22 = [(a1 + az2) + (b1 + ba), (b1 + b2) — 3(a1 + a2), (a1 + a2)] € Ej.

(1ii) Yo € Ej,Va e R = az € E,?
Soient x € Ey et « € R = az = (a + b,b — 3a,a) = ax = (aa + ab,ab —
3aa, aa) € E.

Conclusion : E; est un sous-espace vectoriel de R3.

2. Déterminons une base By de E; et une base By de E :
> x € FE = x=(at+b,b—3a,a) =a(l,—-3,1)+b(1,1,0) = By = {(1,-3,1);(1,1,0)}

engendre E, mais :
a(l,-3,1)+ £(1,1,0) = (0,0,0) = a = =0,

alors les deux vecteurs de B; sont linéairements indépendants. Ce qui implique
que By = {(1,-3,1);(1,1,0)} est une base de Ej.

>x € By = x = (¢,—2¢c,¢c) = ¢(1,-2,1) alors By = {(1,—2,1); } engendre Ej,
mais :

a(l,-2,1) = (0,0,0) = a = 0.
Ce qui implique que By = {(1,—2,1)} est une base de Ej.
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3. En déduire dim F; et dim FEs :
dimFE; =2 et dimkFE,=1.

4. Montrons que : R?* = B, + Ej :
* E1CR38tE2CR3:>E1+E2CR3.
* Soit u € R* = u = (z,y,2) = (a +b,b— 3a,a) + (¢, —2c, c)

r=a+b+c a=x—Yy—32
— 1 y=b—3a—2c =< b=x—2=2
z=a-+c c=—x+y+4z

—u = (r,y,2)=Q2rx—y—4z,—2x+3y+8z,x —y — 32)
+ (—x4+y+4z2x -2y — 8z, —x +y+4z2)
€ E+ E,.

Dou: R3 = E, + F,.
5. En éduire que R® = E, @ F, :
e dimF; = 2 et dim Fy = 1 donc dim E; + dim Es = dimR? = 3 ou bien on a :
R? = E, + E;.
e 5N Ey;=1{(0,0,0)} car Fy et E5 sont deux sous espaces vectoriels. De plus si :
uwe EyNEy=u=(a+bb—3a,a) et u=(c,—2cc)

at+b=c a=20

SN b—3a=-2c —< b=0

. R®=FE, + E, bi dim E; + dim Fs = dimR3
EiNEy={(0,0,00} ““”"\ EinE,={(0,0,0)}

La somme est directe R® = F; @ F,.
Exercice 3. Soient :
By ={(a,b,c) e R*a=c}, Ey=1{(a,bc)€R*atbtc=0} et F3=1{(0,0,c);c € R}.

1. Montrer que : E;;i = 1,2,3 sont des sous-espaces vectoriels de R3.
2. Montrer que : R® = B} + E5,R?® = Ey + E5 et R? = B, + Ej.

3. Dans quel cas la somme est directe.
Solution :
By ={(a,b,c) eR*a=c}, Ey={(abc)eR}atbtrc=0} et Es={(0,0,c);c€R}.

1. Montrons que : E;;i = 1,2, 3 sont des sous-espaces vectoriels de R3 : pour E; par
exemple :
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(i) (0,0,0) € By = E; # 0.
(ZZ) Vul,u2 el = u +uy € B17
Soient uy, uy € By = uy = (21,41, %1) et ug = (22, Yo, T2)
= uy +up = (T1 + T2, Y1 + Y2, 71 + 22 € By
(1ii) Yu € Ej,Va e R= au € E,?
Soient u € Fy et « € R = au = (a,b,a) = au = (aa, ab,aa) € Ej.
Alors E; est un sous-espace vectoriel de R3.
De méme pour les deux dernier cas.

. Montrons que : R3 = E; + Fy,R3 = Ey + B3 et R3 = | + Es :

> Montrons que : R* = E, + E,?Ona: E; CR3et B, CR? = E, + E, C R3. Si
uweR = u=(v,9,2) = (a, 3,a) + (1,m, =7 — 1)
r=oa+T1
=(a+T1,4+na—-T—n) =1 y=L0+1

z=a—T—7n

Il suffit de prendre par exemple :

a:x+y+z

2

— — T-y—z
B=0= 7="
n=1y.

D’ou

r+y+z r+y+z r—y—=z r—y—=z
u:(x7yuz):< 9 707 9 >+( _y)

€ by + Es.

> Montrons que : R3 = E, + F3?7Ona: By CR3et Bs CR? = E, + E5 C R3. Si
uweER = u=(z,y,2) = (z,y,2) + (0,0,2 — z) € E; + E3.

> Montrons que : R* = B, + E3?7Ona: Fs CR3 et By, CR? = By, + E3 C R3.Si
weR = u=(z,y,2) = (z,y,—x —y) + (0,0,z +y + 2) € By + Ej3.

D’ou R3:E1+E2,R3:EQ+E3 et R3:E1+E3.

. Dans quel cas la somme est directe :

(i) Il suffit de vérifier si on a Fy N Ey = {(0,0,0)}?
o (0,0,0) € E1 N Eg.

. uek (a,b,a) a=—-a—>b
e Siue Fi1NEy= ¢ et iu:{(ab—a—b) :{b:—2a
u € Ey T '
Donc par exemple (1,-2,1) € E;NEy = E1NEy # {(0,0,0)}, ce qui implique
que la somme n’est pas directe.
(1) Il suffit de vérifier si on a Ey N E3 = {(0,0,0)}?
o (0,0,0) € E2 N Eg.
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: ue b (a,b,—a —b)
e Siue EhbNEy =< et = u= (0,0, ) ==a=b=c=0
U€E3 B

= u=1(0,0,0) = E; N E3={(0,0,0)},
ce qui implique que la somme est pas directe.
(zi2) Il suffit de vérifier si on a £y N E3 = {(0,0,0)}7
L4 (0,0,0) S El ﬂE3

A~~~
=
=
2}
~

u € Fy
e Siue E1NE;=( et :>u:{
UEEg

= u=1(0,0,0) = E; N E3={(0,0,0)},
ce qui implique que la somme est pas directe.
Exercice 4.
Soit lapplication suivante :
f:R® — R?
(x,y,2) — f(x,y,2) = Bz, 2+ 2y —22,3x — 3y +32)

1. Montrer que f est une application linéaire.

2. Déterminer une base de ker f.

3. Calculer dim(ker f) et dim(Imf).
4. L’application f est-elle injective ?
Solution : soit ’application suivante :
f: R — R3
(x,y,2) — flz,y,2) = Bx,zv+2y—22,3x —3y+3z)
1. Montrer que f est une application linéaire :
> V(x,y,2),(z,y,2) € R on a:
fl@,y,2)+ @y, )] = fla+ay+y,2+2)
= @+ —y—yy+y +z+7)
= (-yy+2)+@ -y y+2)
= f(xvya Z) + f(x/,y/, Z,)'
> Va e€R,on a:
fla(z,y,2)] = flaz,ay,a2) = (az — ay,ay + az)
= alr—y,y+2)=af(z,y,2).

Alors, f est une application linéaire.
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2. Déterminer une base de ker f :

ker f = {(z,y,2) € R?, f(x,y,2) = Ops}.

- r—y=0
f(l',y,2>—(0,0,0) — {y+220
— {m:y
Z =Y,

done (z,y,2) = (y,y,—y) = y(1,1,—1) avec y € R.

Puisque (1,1,—1) € ker f, alors, {(1,1,—1)} est une partie génératrice de ker f et
comme (1,1,—1) # Ogs, alors, {(1,1,—1)} est libre et par suite est une base de
ker f.

3. Calculer dim(ker f) et dim(Imf) :

> dim(ker f) = 1.
> On sait que dim(R3) = dim(ker f) + dim(Imf) donc dim(Imf) = dim(R3) —
dim(ker f) =3 —-1=2.

4. L’application f est-elle injective ?

f n’est pas injective car (ker f) # Ogs.
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