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RESUME

Résumé

Le but de ce travail est d’étudier les propriétés des applications harmoniques gé-
néralisées en faisant I’extension des applications p-harmoniques (resp. p-biharmoniques).
Les résultats obtenus sont :

o L’extension de la définition des applications p-harmoniques entre deux variétés
Riemanniennes.

e La déformation d’une métrique Riemannienne g sur une variété Riemannienne
M pour obtenir une nouvelle métrique Riemannienne notée g qui est don-
née par ¢ = g — df @ df, tels que f € C®(M) et | grad¥ f||> < 1, la
déformation d’une métrique Riemannienne du codomaine d’une application
w:(M,g) — (N,h) et voir son effet sur la p-biharmonicité de .

o L’étude des applications p-harmoniques entre les variétés produit tordu.

Mots-clés : Applications harmoniques, applications p(-)-harmoniques, théo-
réme de type Liouville.



INTRODUCTION

Soit U un ouvert de R"™. Une fonction différentiable :
f:U—R, (x1,29,....20n) — f(x1,22,....24)

est dite harmonique si :

0%f  0%f 0% f
Ap=21 T vy
! 8x%+8x%+ +8m2 0

En 1964 J. Eells, J. H. Sampson, L. Lemaire ([22]) ont étudié les applications harmo-
niques dans un cas général sur une variété Riemannienne. Nous allons commencer
par les applications harmoniques; Soient (M, g) et (N, h) deux variétés Rieman-
niennes de dimension m et n respectivement, D un domaine compact de M et
v :(M,g) — (N, h) une application de classe C°°. On définit I’énergie de ¢ sur D

par :
7 2/ |d¢|2vg7

ol |di| est la norme de Hilbert Schmidt de la différentielle dy et v, I’élément volume
Riemannien de M. L’application ¢ est dite harmonique si elle est point critique de
la fonctionnelle d’énergie F, cette application est en faite une solution de I’équation
d’Euler-Lagrange (voir [4]) :

7(p) = tracey Vdyp = Z{Vﬁd(p(ei) — dgo(Vé\fei)} =0,

ou {e; }7" est une base orthonormée sur (M, g), V¥ est la connexion de pull-back sur
(o 'TN), VM est la connexion de Levi-Civita sur (M, g) et Vdp est la deuxiéme
forme fondamentale de ¢. Localement,

— iJ Y e N "/ ’YM k —
UOEDIF (axiaxﬁ;ax 7 Thpoe =2 5 (3 0¢) =0

1,3,y

Ensuite, en 1986 G.Y Jiang ([30]) a introduit le concept des applications bi-harmoniques
comme point critique de la fonctionnelle bi-énergie :

o; D 2/ |7 (p vg,
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et démontre que toute application biharmonique est une solution de 1’équation
d’Euler-Lagrange :

Ta(p) = — trace, RN(T((p>, dp)dy — traceg(V”)QT(go) =0,

T2(¢) est dit champ de bitension de I'application ¢.
La fonctionnelle de p-énergie d’une application ¢ est définie par :

1
D:f/dp, 0.0.1
)= [ gty (00.)

pour tout domaine compact D de M. Soit {¢;}1c(—c ) une variation de ¢ de classe
C° et a support dans D. Alors

d
7 (W“D)’t:o = —/Dh(Tp(go),v)vg, (0.0.2)
0
ouv= %’ . désigne le champ de vecteurs de variation de .
t_

Les apphcatlons p-harmoniques sont des points critiques de la fonctionnelle p-énergie
, et elles vérifient une équation aux dérivées partielles plus générale impliquant
le p—Laplacian dit le champs de p-tension et qui est défini par :

() = divM (|deP*dep) (0.0.3)
= |do|P 27 (p) + (p — 2)|dp|Pdep(grad™ |dyl), (0.0.4)

pour toute {e;}7; une base orthonormée sur (M, g) i.e., une application ¢ est dite
p-harmonique si et seulement si (voir [2] [15] 25])

[de|P~ 27 () + (p — 2)|dep|P*dp(grad™ |dy]) = 0. (0.0.5)

Une généralisation des applicatons p-harmoniques est donnée par l'intégration
de |7,(¢)|%. Plus précisément, la fonctionnelle de p-biénergie de ¢ est définie par :

Eap(0iD) = 5 [ Inle)Per (006)

On dit que ¢ est une application p-biharmonique si et seulement si elle est point
critique de la fonctionnelle p-biénergie i.e., si elle vérifie I’équation d’Euler-Lagrange
de la fonctionnelle (0.0.6)), c’est-a-dire (voir [42])

rop(p) = —lde|P~* traceg RY (1,(p), dp)dyp — tracey V¥|dp[P~*V¥97()
—(p — 2) trace, V < V?7,(p), dgp > |dp|P~*dp = 0. (0.0.7)

Soit {e;}i", une base orthonormée sur (M, g), on a :

traceg R™ (7(), dp)dip = 3 RN (7 (), dip(ei)dip(e),

trace, VeI 2V7,() = 3 ((VEIdoP 2VEm(0) — el 20, ()

i

< V¢Tp(90)a d‘P >= Z h (véTP(@)’ d(p(ei)) ’

Année 2023 - 2024 9 MERDJI BOUCHRA
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trace, V < V47,(p), dp > |dp[P~tdp = Z (Vfi < V97,(p), dp > |dp[P~*dp(e;)

1

— < V*71(p),dp > ‘dﬁp\p_4dcp(vgfei)>.

Les applications p-harmoniques (resp. p-biharmoniques) se réduisent aux applica-
tions harmoniques (resp. biharmoniques) lorsque p = 2 .

Toute application p-harmonique est p-biharmonique par définition. A. Moham-
med Cherif a prouvé dans ([42]) que si (M, g) est une variété Riemannienne compact,
orientable et sans bord, et si (IV, h) est une variété Riemannienne a courbure section-
nelle négative alors, toute application p-biharmonique définie de (M, g) dans (N, h)
est p-harmonique.

Le but de cette these est d’étudier les applications harmoniques généralisées en fai-
sant ’extension de la définition des applications p-harmoniques (resp. p-biharmoniques)
et caractériser le théoreme de type Liouville pour les applications harmoniques gé-
néralisées. La these se compose de cing chapitres :

o Premier chapitre : est consacré aux rappels des outils de la géométrie Rie-
manniennes en incluant de divers définitions notamment la dérivée covariante,
la métrique Riemannienne, la connexion de Levi-Civita, les tenseurs de cour-
bure, les géodésiques, les opérateurs tels que le gradient, la divergence, la Hes-
sienne et le Laplacien, et les variétés produit tordu. A la fin du chapitre, nous
introduisons un nouveau type de déformation d’une métrique Riemannienne.

¢ Deuxiéme chapitre : on donne rappel sur les applications harmoniques (resp.
biharmoniques) en présentant la premiere variation de la fonctionnelle d’éner-
gie (resp. la fonctionnelle de biénergie).

©o Troisieme chapitre : contient des résultats originaux concernant ’extension
de la définition des applications p-harmoniques; apres avoir fait les calculs
variationnels, on arrive a cractériser les applications p(-)-harmoniques (resp.
p(-)-biharmoniques) entre deux variétés Riemanniennes (M, g) et (IV, h), et les
applications p(-)-harmoniques stables (p est une fonction de classe C* sur M
et p(x) > 2), avec la construction de quelques exemples sur ce type d’applica-
tions.

¢ Quatriéme chapitre : les résultats obtenus dans ce chapitre sont originaux
ol on suppose qu’on a une application ¢ : (M, g) — (N, h) de classe C* entre
deux variétés Riemanniennes et on étudie 'effet de la déformation de la mé-
trique Riemannienne A sur sa p-biharmonicité.

¢ Cinquiéme chapitre : 'harmonicité et la biharmonicité de I'inclusion i, :
(N,h) = (M x2 N,Gy) et la projection m : (M x 2 N,Gy) — (M, g) ont
été déja étudiées par Adina Balmus [7]. Dans ce chapitre, un résultat plus gé-
néral est obtenu en recherchant les conditions suffisantes pour que l'inclusion
canonique et la projection soient p-biharmoniques propres. De plus, les condi-
tions suffisantes pour que le graphe d’une application ¢ : (M, g) — (N, h) soit
p-harmonique (resp. p-biharmonique) sont également recherchées.

Année 2023 - 2024 10 MERDJI BOUCHRA
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CHAPITRE 1

RAPPELS DE GEOMETRIE RIEMANNIENNE

Dans ce chapitre, on fait rappel a quelques notions de base de la géométrie
Riemannienne y compris la connexion linéaire, le tenseur de torsion, la métrique
Riemannienne, les courbures, les géodésiques sur une variété Riemannienne et la
variété produit tordu, et a la fin de ce chapitre, on va voir la construction d’une
nouvelle classe de déformation d’une métrique Riemannienne g notée g sur une
variété Riemannienne M, ensuite on calcule la connexion de Levi-Civita, le tenseur
de courbure et la courbure de Ricci relativement a cette déformation de la métrique
Riemannienne g.

Les références principales sont :[4, 1], 13}, [16, 21} 27 28 311 34 38|, 411, [46, (2]

1.1 Connexion linéaire

Définition 1.1.1. Une connexion linéaire sur une variété différentiable M est une
application :

V:D(TM) x T(TM) — T(TM), (X,Y)+ VxY,

tels que pour tout Z € I'(TM) et toute f € C(M), les propriétés suivantes sont
satisfaites :

(1) Vx4vZ =VxZ+VvyZ;
(2) VxfY =Y (f)X + fVxY;
(3) Vx(Y+2)=VxY +VxZ;

(4) VixY = fVxY.

Ici, T'(T'M) désigne l’ensemble des champs de vecteurs sur la variété M et C°°(M)
l’ensemble des fonction de classe C*° sur M.

Exemple 1.1.1. Soient M = R", Y € I'(TR") et v € T,R", pour tout p € R"™ on

-0
définit la dérivée directionnelle Euclidienne de Y = g YZa
- €I;
7

, dans la direction de

12



CHAPITRE 1. RAPPELS DE GEOMETRIE RIEMANNIENNE

v par :

0 0
@p—k...—kv(}/ )7

V.Y = (Y 5|
P

Ou pour tout i, v(Y?) est le résultat de l’application du vecteur v d la fonction Y :

oY
Ozt

Y
o ozxn

oY) =v' S (p) +. ().

St X € T'(TR"), on obtient un nouveau champ de vecteurs VxY en évaluant Vx,Y
en chaque point :

B )
%p‘F...-i-Xp(Y )7

Vx,Y = X,(YY) o
p

1.2 Tenseur de torsion

Définition 1.2.1. [?1] Soit V une connexion linéaire sur une variété différentiable
M. L’application :

T :T(TM) x T(TM) = T(TM), T(X,Y)=VxY —VyX —[X,Y],

est dite tenseur de torsion de la connexion V. Le crochet [X,Y] est appelé le crochet
de Lie défini par :

X,Y]= X(Y) - Y(X), VX,YeD(TM)
[,] est R-linéaire, antisymétrique et vérifie lidentité de Jacobi :
(X, [Y, Z]| + [V, [Z, X]] + [Z, [X, Y]] = O,
pour tous X,Y,Z € I'(TM).
Remarque 1.2.1.

(1) T est un tenseur de type (1,2) ;
(2) T(X,Y)=-T(Y,X) pour tout X,Y € T(TM) (T est antisymétrique) ;

(8) Pour tout x € M, le tenseur de torsion T induit une application bilinéaire
vectorielle

T, : ToMxT,M - T, M
(v, w) = Tp(v,w) = (VxY)s — (Vy X)), — [X, Y]z

ou X,)Y e'(TM), X; =v et Y, = w.

Définition 1.2.2. La connexion linéaire d’un champ de tenseurs A de type (0,7) le
long d’un champ de vecteurs X est défini par ses valeurs sur les champs de vecteurs
X1,..., X, par la formule :

(VxA)(X1,...,X,) = X(A(Xl, . ,XT)> =D A(Xy,.. Vx X, X,
l

Année 2023 - 2024 13 MERDJI BOUCHRA



CHAPITRE 1. RAPPELS DE GEOMETRIE RIEMANNIENNE

1.3 Meétrique Riemannienne

Définition 1.3.1 (Variété Riemannienne). Un couple (M, g), ot M est une variété
différentiable et g est un tenseur métrique sur M, est dit variété Riemannienne.

Proposition 1.3.1. Toute variété M différentiable et paracompacte admet une mé-
trique Riemannienne.

Définition 1.3.2. Un tenseur métrique ou bien une métrique Riemannienne sur
une variété différentiable M est un tenseur g : T'(TM) x T'(TM) — C*>°(M) de type
(0,2) sur M, bilinéaire et pour tous X,Y € I'(TM), les conditions suivantes sont
satisfaites :

(Z) g(X,Y) :g(Y,X);
(”) g(X,X) >0;

(iti) g(X,X)(x) >0, VX, € T,M — {0}.

Définition 1.3.3. Soient (M, g) une variété Riemannienne, (U, @) une carte locale
de (M,g) avec les champs de base associés {8%1 o tels que g = g(a%z,%) et
(zt,...,2") est un systéme de coordonnées locales relativement a (U, ). Donc g

s’écrit localement dans U comme :

i,J
Les n x n fonctions g;j : U — R sont appelées les composantes du tenseur métrique
g.
Exemple 1.3.1 (La métrique Euclidienne). La métrique Euclidienne est la métrique
Riemannienne g = (, ygn dans R™ dont la valeur en chaque © € R™ est le produit

scalaire dans T,R"™ sous l’identification naturelle T,R™ = R" i.e Vv, w € T,R" écrits
dans les coordonnées standards (x!,... z™) comme suit :

v=Y v | =Y
( J

9

8.%'2' -

0
9z,
on a .

g(v,w) = Z viw',
i

1.3.1 Image inverse d’'une métrique Riemannienne

Définition 1.3.4. Soient (N, h) une variété Riemannienne, de dimension n, M une
variété différentiable, de dimension m et f : M — N une immersion. Alors

F*h : T(TM) x T(TM) — C™(M)
définie pour tous X,Y € I'(TM) et x € M par :

est une métrique sur M, appelée métrique inverse.

Année 2023 - 2024 14 MERDJI BOUCHRA



CHAPITRE 1. RAPPELS DE GEOMETRIE RIEMANNIENNE

Expression locale de la métrique inverse f*h
Soient (U, ) une carte de M de base locale associée {%}1@1 et (V,1) une carte de
N de base associée {%}gzl, alors

(F*R)is = (FR) ail )
M (), f(aa]))

Z@fa 8ff8 0 )
ox; 81:3 8y " OyP

of* ofP
-3 L haso ). (13.1)

of

1.3.2 La métrique Riemannienne induite

Définition 1.3.5. Soient (N, h) une variété Riemannienne, M C N est une sous-
variété de (N, h). On définit la métrique Riemannienne g sur la variété différentiable
M par :

9(X,Y) = h(df(X),df (Y)), (1.3.2)
pour tout X, Y € T'(TM). g est applée la métrique Riemannienne induite par
h.

Exemple 1.3.2 (Le tore dans R3). Sur un repére (Ozyz), soit le tore paramétré
par

f o [=bmbr] x [-m, 7] — R3
(r,0) —  f(r,0) = R(r)(cos,sin6,0) + Z(r)(0,0, 1)
{R(r) =a+ bcos(3)
Z(r) = bsin(3)

e Lorsque 0 est fixé, r décrit le petit cercle (section du tube) ;

e Lorque r est fixé, 0 décrit le grand cercle (de hauteur z constante ).

Pour trouwver la métrique Riemannienne du tore dans R3, on calcule d’abord la dif-
férentielle de f.
En effet;

R'(r) —sin(6)R(r)
Df(r,0) = | sin(0)R (r) cos(0)R(r)
Z (r) 0

—cos(0)sin(3) —sin(f)(a + bcos(F))
= | —sin(f)sin(3)  cos(#)(a + beos(f))
cos(p 0

D’apres (1.3.1) et (1.3.2]), on trouve que la métrique Riemannienne induite sur le

tore est donnée par :
1 0
(gr,e) = (0 R(T’)2>

o, (grp) est la matrice de la métrique Riemannienne dans la base canonique.
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FIGURE 1.1 — Le tore vu en coupe : on fait tourner ce cercle autour de (Oz) pour
obtenir le tore.

1.3.3 Construction élémentaire associée a une métrique Rieman-
nienne

Définition 1.3.6. Soit g une métrique Riemannienne sur une variété différentiable
M, on définit Uapplication ( dite "flat" ou "bémol") par :

b T,M — TiM,
X, —~ X
tel que, Xg(YI;) = g(Xp,Y,), VY, € T,M. Et son inverse par :

1 TIM > T,M,

f
ap =g

tel que, ap(Yy) = gp(angp), VY, € T,M.
1.4 La connexion de Levi-Civita sur une variété Rie-
mannienne

Théoréme 1.4.1. Une connexion linéaire sur une variété Riemannienne (M, g) est
dite la connexion de Levi-Civita si pour tous champs de vecteurs X,Y et Z sur M,
les conditions suivantes sont satisfaites :

o X9V, Z)=9(VxY,Z)+ g(X,VxZ); (V est compatible avec g, i.e., g est
paralléle par rapport a V qui est équivalent a Vg =0)

o Le tenseur de torsion T de la connexion V est nul.

Remarque 1.4.1. La connexion de Levi-Civita V est définie par la formule de
Koszul suivante :

29(VxY, Z) = X(9(Y, 2)) +Y(9(X, 2)) = Z(9(X,Y))
+9(Z,[X,Y]) + g(Y,[Z, X]) — g(X, (Y, Z)). (1.4.1)
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Localement : Soit (U, ¢) une carte locale de M avec les champs de base associée
{£}1‘117 alors la connexion V s’écrit dans U comme :

Bxl 81"7 Z g axk-

ou, les fonctions Ffj sont dit les symboles de Christoffel et sont données par :

g1 . Oga  0gij
Iy = ! — J) M 1.4.2
Z (8@ + dxj; Oz g ( )

o, (gkl) est 'inverse de la matrice associée a la métrique Riemannienne (gy;).

Lemme 1.4.1. [/§] La connexion de Levi-Civita est sans-torsion si et seulement si
I‘éf. — Tk
J ji

Proposition 1.4.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tout point p € M,
dans les coordonnées normales au point p € M, on a :

o 0 .
22 =y, 5. (p) = 0.
g(axi’ax)p % et Ty =0

Théoréme 1.4.2 ( Théoreme fondamental de la géométrie Riemannienne [46]).

Toute variété Riemannienne M admet une unique connexion symétrique et compa-
tible avec la métrique associée.

1.5 Les courbures

1.5.1 Tenseur de courbure Riemannienne

Théoréme 1.5.1. [I1)] Soit (M,g) une variété Riemannienne, V la connexion de
Levi-Clivita sur (M, g). Alors, le tenseur de courbure Riemannienne est défini par

R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ — V[va}Z, VX,Y, Z € F(TM).

Propriétes 1.5.1. [11] R est un champ de tenseurs de type (1,3) qui vérifie les
propriétés suivantes

(1) R(X,Y)Z =—-R(Y,X)Z; (Uantisymétrie)
(2) RIX,Y)Z+R(Y,Z2)X +R(Z,X)Y =0; (lidentité de Bianchi algébrique)

(4) g(R(X7 Y)Zv W) = g(R(Zv W)X7Y);

pour tous X, Y, Z, W € T'(TM).
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Définition 1.5.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne, (U, ) une carte locale de
M. Alors le tenseur de courbure Riemannienne R s’exprime en fonction des symboles
de Christoffel comme :

o 0 .0 0

)= =N"RL, —.

(8xi’ 8a:j)8:rk ; ELIGY
ot ort !
L, m m or;

Réjk = 3;1 + Z (Fim ik — Fé’m zk) - 81‘; (1.5.1)

1.5.2 Courbure sectionnelle

Définition 1.5.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m > 2, o un
2-plan dans espace tangent T, M, u et v deuz vecteurs linéairement indépendants
dans a.. La courbure sectionnelle Sect™ de (M, g) dans la direction de o est donnée
par :

9(R(u, v)v, u)

eC M Q) = .
Sect (@) = S lurwyg(v,v) — g(u, )2

Définition 1.5.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m. On dit
que (M, g) est une variété a courbure constante s’il existe une constante k € R telle
que pour tout x € M et tout 2-plan « de T, M, on a :

Sect™ (o) = k.
(M, g) est dite un espace forme noté par M(K).

1.5.3 Tenseur de Ricci

Définition 1.5.4. Le tenseur de Ricci sur une variété Riemannienne (M, g) est un
champ de tenseurs de type (1,1) défini par :

Ricci(X) = ZR(X, €i)éi,
pour tous X € I'(TM) et {e;}1", une base orthonormée sur (M, g).

1.5.4 Courbure de Ricci

Définition 1.5.5. [11)] Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m > 2.
La courbure de Ricci notée Ric sur (M, g) est définie par :

Ric(X,Y) = g(Ricci(X),Y), VX,Y e I'(TM).
Remarques 1.5.1.

e La courbure de Ricci est un champ de tenseurs de type (0.2) ;
e Ric(X,Y) = Ric(Y, X), pour tout X,Y e I'(TM) ( Ric est symétrique) ;

e g(Ricci(X),Y) =Ric(X,Y), VX, Y eI'(TM);
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e Localement; Si (U, ) est une carte sur M, {% ™, les champs de base relati-
vement d la carte (U, ), alors la courbure de Ricci est donnée par :

. . o 0 i
R,ICZ']' = Ric <8xl, a%> - ;R’k‘z_] .
1.5.5 Courbure scalaire

Définition 1.5.6. La courbure scalaire d’une variété Riemannienne (M, g) en un
point x € M est la fonction définie par :

S(x) = tracey Ric = ZQ(R(ei7 €j)ej, e;), (1.5.2)

1,J

ou {e;}i", est une base orthonormée dans (M, g).
Localement, la courbure scalaire est donnée par :

S(x) = Zgij Rij . (1.5.3)

Proposition 1.5.1. [/§] Le tenseur de courbure d’un espace forme M (K) est donné
par :

R(X,Y)Z = k{g(Z,Y)X — g(Z,Y)X}, VX,Y,Z e D(TM).
Corollaire 1.5.1. Soit M(K) un espace forme de dimension m. Alors :

o Ricci(X) = k(m — 1)X;
e Ric(X,Y)=Fk(m—-1)9(X,Y);

e S=km(m-1).
pour tout X, Y € I'(T'M) .

Définition 1.5.7 (Variété d’Einstein [27]). Une variété Riemannienne (M, g) est
dite une variété d’Finstein si sa courbure de Ricci est proportionnelle a la métrique

Riemannienne g, i.e,
Ric(X,Y) = Ag(X,Y),

pour tous X,Y € I'(TM) et A € R.
St M est une variété d’Finstein, on remarque que S = m.

Exemple 1.5.1. Soit la sphére unité S® représentée par la paramétrisation suivante :

x =sinfcosp
y =sinfsing

z =cosb

pour tous 6 € (0,7) et ¢ € (0,27). Pour la base {u(6,p),v(0,p)} du plan tangent
T,S? au point p = (sin 6 cos ¢, sin @ sin ¢, cos ) ou

u(d, ) = % = (cos 0 cos ¢, cos 8 sin p, — sin 0)
u(d,p) = % = (—sin#sin ¢, sin 6 cos p, 0).
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on trouwve que la métrique induite sur S* est donnée par :

(1 o0
9= \0 sin20)"

1
Iy =T5 = 3 > g% (0192 + D291 — Dig12)
I

1

22
= —¢%%0
29 1922

1/ 1 8
- 3 (7 5*0)

cos b

sin@’
1
by = B > 9" (0292 + D292 — D1g22)
I

1
=——0

B 1922
= ~3 sin” 0

= —sinfcosf.

Ryjg = 0oy — 01159 + Z I3, 75 — Zr%m 9
m m

= (;90(— sin 0 cos §) + s, T2,

9 . 9 . cos @
=—(— 0 0 —sin 6 cos ) -
(—cos” 0 + sin” 0) 4+ (—sin  cos 0) e
= —sin?6,
Ry = 01l — 0ol'py + Z I, 0% — Zrém 13
m m
== R%m
= sin? 4,

2 2 2 2 2
Rig; = Ol'fy — 01 + ZFQm = Zrlm 91
m m

0 [cost 9 2
00 (sma) R

cos? 6
=2 cot O — iz
11— cos? 6
~ 2sin?6
1
=3
Année 2023 - 2024 20

En utilisant la formule des symboles de Christoffel de la connexion de Levi-Civita
(1.4.2)), on trouve que les seules symboles de Christoffel non nuls sont :

En utilisant la formule du tenseur de courbure Riemannienne (1.5.1)), les seules
tenseurs de courbure Riemannienne non nuls sont :
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Riy = i3, — &I}, + ) T, ZF T =—Rip,
m
=—1.
D’ou
2
Ri2o1 = Zgll Rl212 = g11 R%lQ = —sin?#,
=1

9
! 1 .2
Roio1 = E 911 Roo1 = 911 Ry = sin” 6,
=1

9
! 2 .2
Ri212 = E g2 Ri12 = g22 R{1p = sin” 6,
=1

2
! 2 L2
Rot12 = Y gi2 Ripy = goa Riy = —sin® 6.
=1

De plus, la courbure sectionnelle SectS” de S? est donnée par :

g 90\0 0

SectS” <8 8)_ 9R(55: 55) 55> 59)
’ - g 0 o 0 9 0 2
09" 0 <900 00° 0’ Dp=  “00° p~

Ri212

9 0 2
<ae=ae><d¢ﬂa¢> <ae>a¢>
sin2 6

~ sin?6
=1
La courbure de Ricci de S? est donnée par :
a 0 ) a 0
Ric (89 3 ) Ric (&p’@é)
= RiC12

- Z R’lZm

= R121 +Riy
=0,

0 0
Ric (80, ae) = RiCll
- ZRllm

=Ri;; +Rip

Année 2023 - 2024 21 MERDJI BOUCHRA



CHAPITRE 1. RAPPELS DE GEOMETRIE RIEMANNIENNE
o 0
Ric (agp’ &p) = RiCQQ
=D R,

= Ry + R3p

= sin? 0.

En utilisant la formule de la courbure scalaire (1.5.3), on trouve que :
S(p) = Zgij Ric;;
1]

= g11 Ricqq +912 Ricqo +921 Ricoq —|—922 Ricoo

1
=1-1 -sin? 0
+ 2o sin

=2.

1.6 Les géodésiques sur les variétés Riemanniennes

Définition 1.6.1. Si 'V est une connexion linéaire sur une variété différentiable M,
V' est un champ de vecteurs le long d’une courbe v : I CR — M, alors la dérivée
covariante de V' le long de v est un champ de vecteurs % le long de ~ défini par :

DV
o~ ValY

ou 'Y est un champ de vecteurs dans M qui induit V i.e Vi =Y, ).

Définition 1.6.2. Un champ de vecteurs V le long d’une courbe vy est dit un champ

\ - DV __
de vecteurs parallele le long de v si - = 0.

Yol0) = 7(0) =2

FIGURE 1.2 — Le transport parallele.

Proposition 1.6.1 (Transport parallele [41]). Soient v : I — M, tg € I et v €
TytoyM. Alors Il existe un unique champ de vecteurs Y, parallele le long de v tel
que Yy, (to) = v.
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Proposition 1.6.2. [/1] Soient (M, g) une variété Riemannienne et~y : I — (M, g),
Uapplication
PE(Y) : TyuyM = Ty, v Yo(th)

est une application linéaire et inversible appelée le transport paralléle le long de .

Définition 1.6.3. Si~ : [ = [a,b] — M est une courbe différentiable dans une
variété Riemannienne (M, g), alors la longueur de v est définie par :

[(7) Z/ab I5() | dtZ/ab g(y(8),3(B)) dt, 5 = %‘

Définition 1.6.4 (Courbe géodésique). Une courbe vy : I — M est dite géodésique
si le champ de vecteurs tangent %(t) est paralléle le long de ~.

En fonction des coordonnées locales (x1,...,xy,). L’équation Dgt(t) = 0 pour une
géodésique est donnée par :
d? dzx; dx;
il ROYIY 0 Yk=1,...,m. (1.6.1)

dt U dt dt

Z?]
Théoréme 1.6.1. [28] Soit (M, g) une variété Riemannienne. Sip € M et v €
T,M, alors il existe un intervalle ouvert I = (—¢,€) et une géodésique unique v :
Z — M tels que v(0) =p et 4(0) = v.

Définition 1.6.5. Une géodésique v : I — M dans une variété Riemannienne est
dite mazximale si elle ne peut pas étre prolongée en une géodésique définie sur un
intervalle J contenant I.

Définition 1.6.6 (Variété géodésiquement compléte). Une variété Riemannienne
(M, g) est dite géodésiquement compléte si pour tout point (p,v) € TM, il existe une
unique géodésique v : R — M définie sur tout R tel que v(0) = p et 4(0) = v.

Exemple 1.6.1. (R", <, >gn) est une variété Riemannienne non-compacte et com-
pléte, les géodésiques de (R™, <, >gn) sont de la forme :

’y(t) =Cit+Cy, C1,CyeR”,

qui sont définies pour tout t € R™ dans R™.

Exemple 1.6.2. Considérons le cylindre S' x R que l’on paramétre de la maniére
suivante :

r =cosl
=sinf
z =z

Les géodésiques du cylindre sont toutes les courbes de la forme :

~(t) = (cos(at + b),sin(at + b), ct + d).

Ce sont généralement les hélices.
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FIGURE 1.3 — Les droites (d1), (dz2) et (d3) qui passent par le point M et qui sont
paralleles a (D) sont des géodésiques dans ’espace hyperbolique.

L
U

FIGURE 1.4 — Deux géodésiques dans le cylindre.

'ht

Exemple 1.6.3. L’espace hyperbolique H?> = {(z,y) € R™ : y > 0} muni de la
métrique Riemannienne g = ?le(de + dy?) est une variété Riemannienne compléte.
En effet; d’aprés la formule de Koszul (1.4.1]), on trouve que :

29(Vao g5 5:) =0 o 10
) 2 = Vo =5
29(Vo 2, 2) =—2 d d )
‘o o y = Va=-_o
QQ(V%a—y;a—y) =— o y oy

Déterminons les géodésiques de (H?2,g). Soit y(t) = (x(t),y(t)) une courbe dans
(H2, g). Pour ceci, on utilise les équations des géodésiques :
d2ZCk

dt

dz; dx;
+§:r’?‘_3—] = ke {1,2}.
- Yodt dt 0, €{1.2}
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Ce qui est équivalent a :

y(t)

g () + LW g

{$//(t) OO —0:
y(t)

D’ou
“ x(t) = —% tanh <t;é’13) + Cy,
z(t) =Ch, t+Cg
{y(t) _ 0260315 ou y(t) = _+4Ce 291

t+C3 :
C1 <e 1 +1)

Les géodésiques sont définies pour tout t € R. Par conséquent, (H2, g) est compléte.
Remarquons que la variété différentiable H?> munie de la métrique Riemannienne
go = dx?+dy? est non-compléte (les géodésiques de (H?, go) sont de la forme x(t) =t
et y(t) = C1t + Co qui ne sont pas définies pour tout t € R dans H2.

1.7 Les opérateurs sur une variété Riemannienne

1.7.1 L’opérateur gradient

Définition 1.7.1. Soit (M,g) une variété Riemannienne, on définit l'opérateur
gradient par
grad : C®(M) — NTM),
f —  grad f = (df)*
ou df est la différentielle de la fonction f.

Définition 1.7.2. [/§] Soit (M, g) une variété Riemannienne.Pour tout champ de
vecteurs X € I'(T M) et toute fonction f € C*°(M), on a :

df(X) = X(f) = glgrad £, X), (17.1)

Proposition 1.7.1 (La représentation locale du gradient [48]). Si (U, ) est une
carte locale sur (M, g) avec les champs de base associée {8%1, ey % , alors pour
toute f € C>*°(M) on a :
Of 0
d = U 1.7.2
Propriétes 1.7.1. [21] Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour toutes f,h €
C*®(M) on a :
1. grad(f 4+ h) = grad f + grad h ;

2. (grad fh) = hgrad f + fgradh ;

3. (grad f)(h) = (grad h)(f).
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1.7.2 L’opérateur de divergence

a) La divergence d’un champ de vecteurs

Soit X € I'(T'M) un champ de vecteurs sur une variété Riemannienne (M, g),
ona:

vX . I'TM) — TI'(I'M),
Z —  VzX

est une application C*°(M)-linéaire. (VX est un tenseur de type (1,1)).
Sixz e M, alors :
(VX)s @ T,M — T,M,
v o= (VX))

est une application linéaire d’espaces vectoriels.

Définition 1.7.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne. La divergence d’un
champ de vecteurs X € T'(TM), notée div X est une fonction sur M définie
par

div X = tracey(VX).

En coordonnées locales, on a :

divX = da’ (VaX)

ox;
g 9
= Zg”g(VaX, )
i\j
Si {e;}1, est une base orthonormée locale sur (M, g), on a :

divX =) g(Ve, X, e).

Proposition 1.7.2. [[§] Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension
m. La divergence d’un champ de vecteurs X € T'(TM) est donnée localement

par : A
, 0X' -
divX = EZ: (axi + %:XJFij),

0
8951- '

ou X = ZXi
i
Propriétes 1.7.2. [21], [{8] Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout
X, Y €eT(TM) et toute f € C°(M) on a :
1. div(X +Y) = div(X) + div(Y),

2. div(fX) = fdivX + X(f).

b) La divergence d’une forme différentielle
Soit w € I'(T* M) une 1-forme sur une variété Riemannienne (M, g), on a :

Vw : I(TM) — T(T*M),
A — VZw

est une application C*°(M)-linéaire (Vw est un tenseur de type (0,2)).
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Six e M, alors :
(Vw)y  T,M — TiM,
v o= (Vyw)

est une application linéaire d’espaces vectoriels.

Définition 1.7.4. Soit (M,g) une variété Riemannienne La divergence d’une 1-
forme w € T'(T*M), notée div(w) est une fonction sur M définie par :

div(w) = tracey(Vw),
pour tout x € M, on a :
(divw)(z) = tracey((Vw),).
Localement : [48)]
dive = Y (Vo) (e

g o
E o9 2 )5

1.7.3 Hessienne d’une fonction sur une variété Riemannienne

Définition 1.7.5. [/8] Soient (M, g) une variété Riemannienne, et f : M — R une
fonction de classe C*°. La Hessienne d’une fonction f, notée Hessy, est définie par :

Hess((X,Y) = X(Y(f)) — (VxY)(f) = X(df(Y)) — df (VxY),
pour tous X,Y € I'(TM).
Remarque 1.7.1. Comme la connezion de Levi-Civita V est sans torsion, on a :
VxY(f) = Vy X(f) = [X,Y]() = X(Y(f)) = Y (X)),
ce qui implique que :
Hess;(X,Y) = X(Y(f)) = (VxY)(f) = Y(X(f)) = (Vy X)(f) = Hess; (Y, X),
c’est-a-dire, Hessy est symétrique.
Proposition 1.7.3. [27, [/8] La Hessienne est donnée par l’équation

Hess¢(X,Y) =g(Vxgrad f,Y), VXY e (TM).

1.7.4 L’opérateur Laplacien

Définition 1.7.6. [}8] Soit (M, g) une variété Riemannienne, [’opérateur Laplacien
noté A est défini par :

A C®M) — C>(M),
f —  A(f) = div(grad f) = tracey(Hessy)

appelé aussi opérateur de Laplace-Beltrami

Propriétes 1.7.3. [21, [{8] Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f,h €
C>*(M) on a
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A(f +h) = A(f) + A(h),

A(fh) = hA(f) + fA(h) + 2g(grad f, grad h).

Proposition 1.7.4 (Expression locale du Laplacien [21,48]). Soit (M, g) une variété
Riemannianne, pour toute f € C*°(M) on a :

0
A(f) = Z Z] axzal.] Z icja; (1.7.3)

]
Exemple 1.7.1. Soit S? la sphére de dimension 2 munie de sa métrique standard
g = db? + sin? Ode? ou Uapplication :
(0,¢) — (cosf,sinf cos p,sinfsiny), 6 € (0,7)ety e (0,2m).

représente les coordonnées sphériques sur S®. En wutilisant la formule (1.7.3)), on
trouve que Laplacien d’une fonction f sur (S?,g) est donné par :

A¥f = Sirlle{a@(l 9%) 89<Sirllggg>}

_ 82f cotpf 4+ 1 >*f
N 802 00 s1n298cp2'

Exemple 1.7.2. Soit la variété différentiable R™ munie du produit scalaire g =
dz3+...+dx? (gi; = ;). Alors, pour toute fonction f sur R™ et X = (X1,...,X,)
un champ de vecteurs sur R™, on a :

af o
grad f = Z@a{ ,

Z

82
N=hr

1.7.5 L’élément volume

Définition 1.7.7. []] Soit (M,g) une variété Riemannienne orientable de dimen-
sion m. Il existe une unique m-forme notée vy, telle que vg(eq, ... ,em)fp =1 pour
toute base orthonormée {e;};~, dans T,M. Dans tout ouvert U avec les coordonnées

x=(x',...,2™), ona :
= \/det(g;;)dz" A ... Ada™,

ou gij = g(a‘zi, 877) La m-forme vy est dite I’élément volume sur la variété (M, g).

Exemple 1.7.3. On considére le tore de révolution T? de R® muni de la métrique
Riemannienne
g = (b+ acosa)?dh* + a*do?,

ot b > a > 0. Alors I’élément volume associé a cette métrique est donné par :

vg = a(b+ acosa)dd A de.

Remarque 1.7.2. Si (M, g) est une variété Riemannienne compact, le volume de
M noté Vol(M), est fini, ot :

Vol (M) = /M v,
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Exemple 1.7.4. Soit la sphére unité S* munie de la métrique Riemannienne g =
sin? v du® + dv? induite de R®. On considére la paramétrisation usuelle de la sphére
S? en fonction de latitude et longitude :

a(u,v) = (cosusinv, sinusinv, cosu), pour (u,v) € [0,2x] x [0, 7.
La forme du volume sur S? par rapport au systéme des coordonnées est :
vy = sinv du A dv.

Ainsi, le volume de la sphére est donné par :

2w pm
VOI(S2) = / Vg = / / sin v dudv = 27[— cosv|j = 4.
S2 0o Jo

Théoréme 1.7.1 (Théoréeme de divergence [4]). Soient D un domaine compact a
bord différentiable dans une variété Riemannienne (M, g), 6 une 1-forme, et X un
champ de vecteurs défini sur un voisinage ouvert de D. Alors :

/D(div)H Vg = /aD 6(n) Ov,

/(diVX)U!]: g(Xvn)avv
D oD

ot OD est le bord de D, Ov est la forme du volume induite sur le bord et n = n(x)
est le vecteur unitaire normal au point x € 0D.

Corollaire 1.7.1. [J|] Pour toute 1-forme 0 et tout champ de vecteurs X da support
compact dans D, on a

/(div@)vg:() ot /(divX)vg:O.
D D

Théoréme 1.7.2 (Théoréme de Green [4]). Soit (M, g) une variété Riemannienne
compact et sans bord. Alors pour tous X € T(TM) etw € T'(T*M), on a :

/(divX)vg:0 et /(divw)vg:().
M M

1.8 Variété produit tordu

Une variété produit tordu est un type de variété Riemannienne qui est formée
en prenant le produit cartésien M x N de deux variétés Riemanniennes et les munir
d’une métrique Riemannienne Gy appelée métrique du produit tordu, ou f est une
fonction positive sur M appelée fonction de distorsion du produit tordu. Le concept
des variétés produit tordu a été introduit la premiere fois par R.L. Bishop et B.
O’Neil dans [I4]. C’est une généralisation des variétés Riemanniennes produit qui
permet un large éventail de géométries et qui se trouve dans de différents domaines
des mathématiques et de la physique, y compris en cosmologie, en relativité générale
et en analyse géométrique.

Références : [5] [7, 12, 17, 18, 35, [38], 4], 48, 53]
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1.8.1 Meétrique Riemannienne du produit tordu

Proposition 1.8.1. Soient (M, g) et (N,h) deur variétés Riemanniennes de di-
mensions m et n respectivement, et f une fonction strictement positive sur M. On
constdeére la variété produit M x N avec ses projections canoniques m et o, alors la
variété produit tordu noté M X y N est la variété produit M x N munie de la métrique

Riemannienne
Gp=r"g+(fo 7)20*h.

Le produit tordu, noté M x ; N est défini comme étant la variété produit M x N
munie de la métrique Riemannienne G 2. Le couple (M x s N, G y2) s’appelle variété
Riemannienne produit tordu, et f est appelée la fonction de distorsion du produit
tordu.

Remarque 1.8.1. La matrice associée da G2 est donnée par :
(9i5) 0

0 fQ(h‘ab)

i.e.,
Gap, st a,fe{l,...,m};
(Gf2)a5: f2ha5, st a,ﬁe{m—l—l,...,m—l—n};

0, sinon.

1.8.2 Exemples de variétés produit tordu

Exemple 1.8.1 (Surface de révolution). Une surface de révolution M obtenue par
une rotation d’une courbe (C) plane autour d’une droite (D) dans son plan est une
variété produit tordu.

Ezplicitement, si M est obtenu en faisant tourner une courbe plane (C) autour d’un
aze (D) dans R? et f: (C) — RT donne la distance a l’aze, alors M = (C) x s S'.
Cas remarquables :

1. Si (C) est le segment [AB] avec A(a,0,0) et B(a,0,b), on obtient un cylindre
de révolution dont la paramétrisation est :

X(0,t) = (acosb,asinb,t), Vtel0,b],
et la métrique Riemannienne dans ce cas est
Gy = dt* + a®db?,

i.e., Gy2 est la métrique Riemannienne tordu avec la fonction de distorsion
constante f = a.

2. Si (C) est le demi-cercle de centre xo(a,0,0) et de rayon 0 < r < a, on obtient
une surface de révolution "demi-Tore" (voir, Figure 1.5) dont la paramétrisa-
tion est :

X(0,0) = ((a+rcosg))cosb, (a+rcos¢)sinb, rsin¢),
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et la métrique Riemannienne tordu dans ce cas est :
G2 = d¢” + (a+ 1 cos ¢)*db?,

ot la fonction de distorsion est f = a + rcos¢ > 0 avec 0 < ¢ < 7 et
0<6<2m.

FIGURE 1.5 — Un demi-tore réalisé avec GeoGebra.

Exemple 1.8.2. On considére l’espace Euclidien E} = E™ — {0} de dimension n et
R, = {r € R:7 > 0}. Alors E" est la variété produit tordu Ry x;S"~1(1) munie de
la métrique produit tordu G p2 = ds® + s?h, ou h est la métrique de la sphére unité
S"1(1) et la fonction de distorsion est f = s.

1.8.3 La connexion de Levi- Civita sur la variété produit tordu

Proposition 1.8.2. [/1], [{8] Soient (M, g), (N, h) deuz variétés Riemanniennes et
(M xy N,Gy2) la variété produit tordu. Si X1,Y1 € I(TM) et X3,Y2 € T(TN), on
a:

1. 6(Xlao)(Yi? 0) = (V)]\(/'Ilyvlv 0) 5
2.V (x,.0)(0, X2) = V(0. (X1,0) = X1(In f)(0, X5) ;

3. V(0,x2)(0,Y2) = (0, VY, Y2) — 1h(X2, Y2)(grad f2,0).
Démonstration. 1. En utilisant la formule de Koszul (voir, [48])

2Gp2(VxY,Z2) = XGp(Y,Z)+YGp(Z,X)— ZGp(X.,Y)
+Gp(Z,[X,Y]) + Gp(Y,[2,X]) — Gp2(X, [Y, Z]),

pour tous X = (X1,X3),Y = (V1,Y2),Z = (Z1,Z2) € T'(M x4 N).
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On a:

2G12(V(x,,0)(Y1,0), (Z1,0) = (X1,0)Gf2((Y1,0), (Z1,0)) + (Y1,0)G2((Z1,0), (X1,0))
—(21,0)G 2((X1,0), (Y1,0)) + G 2((21,0), [(X1,0), (Y1,0)])
+ G2((Y1,0), [(Z1,0), (X1,0)]) — G2((X1,0), [(Y1,0), (Z1,0)])
= X1(9(Y1, Z1)) + Y1(9(X1, Z1)) — Z1(9(X1, V1)) + 9(Z1, [X1, Y1)
+ 91, [Z1, X1]) — 9(Xq, [V1, Z41])
=29(VY. Y1, Z1)
= 2G ;2((V¥,Y1,0), (Z1,0)).

De méme on a : G2(V(x,,0)(Y1,0),(0,U)) =0, VU € I'(T'N), d’otx :
ﬁ(Xl,O)(YhO) = (V)]\é}/iao)

De la méme méthode, on obtient les autres égalités.

1.8.4 Le tenseur de courbure sur la variété produit tordu

Proposition 1.8.3. [/1], [4§] Soient M xy N une variété Riemannienne produit
tordu et R son tenseur de courbure. Si X1,Y1,7Z1 € T(TM) et Xo,Y2,Z5 € T(TN),
alors :

1. R((X1,0), (Y1,0))(Z1,0) = (RM(X1,Y1)Z1,0) ;

2. R((0, X2), (¥1,0))(Z1,0) = —79(V{] grad f, Z1)(0, X2) ;

3. R((X1,0),(Y1,0))(0, Z2) = R((0, Z2), (0, Y2))(X1,0) = 0;

4' R((Xla 0)7 (07 Y2))(07 ZQ) = R((Xla 0)’ (Oa ZZ))(Ov Y2) = _fh(ZQa YQ)(V%l grad fv O) 5

5. ﬁ((O,XQ), (0,Y2))(0, Zy) = (O,RN(XQ,YQ)ZQ) — ]gradf|2{h(Yg,Z2)(O,X2) —
h(Z2, X2)(0.Y2)}.

Démonstration. La preuve découle directement de la définition du tenseur de cour-
bure et la proposition [I.8.2] O

Corollaire 1.8.1. [7, [12] Soient (M, g) et (N,h) deux variétés Riemanniennes, si

V est la connezion de Levi-Civita de (M x s N, G y2), alors pour tout X1,Yy € T'(T'M)
et Xo,Y2 € T(TN), on a :

V¥ = ViV 4 2}2X1(f2)(0, Ya) + 21fQY1(f2)(0,X2)

—%h(XQ,Yg)(grade,O). (1.8.1)

ot X = (X1,X3), Y = (Y1,Y2) et VxY = (V¥ 11, VY Y2).
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Corollaire 1.8.2. [7, [12] Soient (M,g) et (N,h) deur variétés Riemanniennes,
si R est le tenseur de courbure Riemannienne de (M xj N, Gf2), alors pour tout
X1,Y1€I(TM) et Xo,Yo € I'(T'N), on a :

ROXY) = ROCY) + 5 { (T grad 2 = o ¥i(2) grad £2,0) A 0,5
~ (V¥ grad 2~ 5 X grad £2,0) A (0.Y2)
- ;p’gfadeP(O,Xﬂ NG o (O,Yz)}, (1.8.2)

ot R(X,Y)Z = (RM(X1,Y1)Z1, RN (X2, Y2) Zs) et
(X A6 Y)Z=Gp(2Y)X -Gp(ZX)Y. (1.8.3)

VX,Y,Z e T(T(M x; N)).

1.8.5 La courbure de Ricci sur la variété produit tordu

Proposition 1.8.4. Soit M x; N une variété produit tordu et Ric sa courbure de
Ricci. Pour tous X1,Y1 € I'(TM) et X9,Yo € I'(T'N), on a :

1. Ric((X1,0), (¥1,0)) = Ric™ (X1, Y1) — 5g(V¥ grad f, V1)
2. Ric((X1,0), (0,Y2)) =0

3. Ric((0, Xa), (0, 3)) = RicV (X, ¥a) — h(Xa, Y2) (FA(f) + (1 — 1)] grad ),
ot A(f) est le Laplacien de la fonction f sur M.

Démonstration. Pour prouver la proposition ci-dessus, on utilise la proposition
et la définition de la courbure de Ricci avec la base orthonormée {E;, %Fa} O

1.9 Type de déformation d’une métrique Riemannienne

1.9.1 La variété Riemannienne (), g)

Définition 1.9.1. Soient (M, g) une variété Riemannienne, f une fonction de classe
C™® sur M, telle que g—df ®@df est définie positive. On définit une nouvelle métrique
Riemannienne sur M notée g par g = g — df @ df. Pour tous X,Y € I'(TM), on a :

9(X,Y) =g(X,Y) = X(f)Y (/). (1.9.1)
Remarques 1.9.1.

e Si M est une variété connexe de dimension m, une fonction continue f :
M — R est dite propre si f~1(K) est compact pour tout sous ensemble com-
pact K dans R.

e Une variété Riemannienne (M, g) est compléte si et seulement s’il existe une
fonction différentiable propre f : M — R tel que g — df ® df est définie
positive.
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1.9.2 La connexion de Levi-Civita de ()M, g)

Théoréme 1.9.1. Soient (M, g) une variété Riemannienne, et f une fonction dif-
férentiable sur M. Si || grad f||> = g(grad f,grad f) < 1 sur M, ou grad f est le
vecteur gradient de f par rapport a la métrique g, alors § = g — df ® df est une
métrique Riemannienne sur M. De plus, si v désigne la connexion de Levi-Civita
de (M, ), alors :

Hess;(X,Y)
1— [lgrad f||?

ou V est la connexion de Levi-Civita de (M,g) et Hessy est la Hessienne de f
relativement a g.

VxY =VyxY — grad f,

Démonstration. Pour prouver que § est une métrique Riemannienne sur M, voir
[54]. Soient X,Y,Z € I'(TM). En utilisant la formule de Koszul, on obtient

29(VxY,Z2) = 29(VxY,Z)— X(Y(£)Z(f)) = Y(X(£)Z(f))
+Z(X(NHY(f)) = Z(NHIX, YI(f) = Y(HZ, XI(f)
).

+X (NI, Z](f (1.9.2)

Soit {E;}™, une base géodésique (i.e., une base orthonormée sur (M,g) avec
(Ve Ei)z =0, Vi,j =1,...,m au point x € M). De I'équation , on obtient :
2(VXY,E) = 29(VxY,E) — X(Y(f)g(grad f, E;)) = Y(X(f)g(grad f, E;))

+Ei(g(grad f, X)g(grad f,Y)) — E;(f)[X, Y](f)
=Y (/) (Ve X)(f) = X(H)(VeY)() (1.9.3)

D’apres 1’équation ([1.9.3)) et la définition de la Hessienne, on trouve :

J(VxY.E) = g(VxY.E)— g(VxY,grad f)g(E;, grad f)
— Hessf(X,Y)g(E;, grad f). (1.9.4)

Comme Z = Zg(Z, E;)E;, et d’apres I'équation ((1.9.4), on obtient :

)

§9(VxY,Z) = g(VxY,Z) = g(VxY,grad f)g(Z grad f)
— Hessf(X,Y)g(Z, grad f). (1.9.5)

De la définition de la métrique Riemannienne §, et I’équation ((1.9.5)), on trouve :
i(VxY,Z) = G(VxY,Z)—Hess;(X,Y)Z(f). (1.9.6)
De I’équation (1.9.6]) et la formule suivante :

1

20 = T Tgad 720

(Z,grad f), (1.9.7)

on déduit le théoreme [1.9.1] O

Année 2023 - 2024 34 MERDJI BOUCHRA



CHAPITRE 1. RAPPELS DE GEOMETRIE RIEMANNIENNE

1.9.3 Tenseur de courbure de (M, g)

Théoreme 1.9.2. Soient (M, g) une variété Riemannienne, et f une fonction de
classe C° sur M telle que || grad f|| < 1. Si R (resp. R) est le tenseur de courbure
sur (M, g) (resp. sur (M,g)) alors, pour tous X,Y,Z € I'(T'M), on a :

~ gR(X,Y)grad f, Z)
R(X,Y)Z = R(X,Y)Z -
R P
_ Hessy(X, grad f) Hess¢ (Y, Z)
(1— | grad f[]?)?
Hess¢(Y, grad f) Hess¢ (X, Z)
(1— | grad f[*)?
 Hessy(Y, Z)
1 — || grad f|]?

grad f

grad f

grad f

Hess¢(X, Z)

Vxgrad f + —————
* 1— | grad ]2

Vy grad f.

Démonstration. De la définition du tenseur de courbure f{,
R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ - VixyZ, (1.9.8)
et le théoreme [1.9.1] on obtient :

~ ~ Hess¢ (Y, Z)
X, Y)Z = J— ——
R(X,Y) Vx(Vy 1= [ axad 7| grad f)

Hess¢(X, Z)
——— grad f
1= [grad s 847

Hess;([X,Y], Z)
1— | grad f|]?

—Vy(VxZ -

—(VixyZ -

grad f). (1.9.9)

Le premier terme de ([1.9.9) est donné par :

~ Hess; (Y, Z)
Vx(VyZ W grad f)
Hess¢(Y, Z)

1 — | grad >
Hess; (Y,Z
Hess¢(X,Vy Z — %grad f)
1 — || grad f|]?

= Vx(VyZ - grad f) (1.9.10)

grad f.

D’apres ’équation ((1.9.10]), et la définition de la Hessienne, on obtient :

~ Hess¢ (Y, Z)
Z - ————T—=grad
Hess¢ (Y, Z) >
——— ) grad f
1 — || grad f|]?
_ Hessf(Y, 2) Hess;(X,Vy Z)
1 — || grad f||2 1 — || grad f|?
Hess¢(X, grad f) Hessf(Y, 2)

(1 — [l grad f[*)?

= VXVyZ—X<

Vxgrad f —

grad f

grad f, (1.9.11)
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et la formule suivante :

< Hess¢ (Y, Z) > _ X(g(Vygradf,Z))

1 — [l grad f||2 1 — [ grad f]|2
_ 9(VxVygrad f, Z) + g(Vy grad f, Vx Z)
1 — |l grad f]|?

29(Vy grad f, Z)g(Vx grad f, grad f)
(1 — | grad f||*)?
g(VxVygrad f,Z) Hessy(Y,VxZ)
1 — || grad f|[? 1— |lgrad f||?
2Hessf(Y, Z) Hess¢(X, grad f)

(1— | grad f[|?)
En remplagant ((1.9.12) dans ([1.9.11]), on trouve :

~ Hess¢ (Y, Z)
7 . e A)

(1.9.12)

(VxVygrad f, Z)
1— | grad f|?
Hess¢(Y,VxZ2)

— grad f

1 — | grad f]]?

_ Hessy(X, grad f) Hessy(Y, Z)

(1 — |l grad f[]?)?
Hess¢ (Y, Z)

id Al B v/ df—

T arad g7 >

— VyVyZ -7 grad f

grad f (1.9.13)

Hess;(X,Vy Z)
1— | grad f|]?

grad f.
En utilisant la méme méthode, le deuxieme terme de (|1.9.11f) est donné par :

~ H X, Z
Sy(vxz — HED

1 — | grad f||
(VyVxgrad f, Z)
1— | grad f|]?
Hessf(X,Vy Z)
grad f
1 — | grad >
Hessf(Y, grad f) Hess¢ (X, Z)
(1— | grad )
Hess¢(X, Z)
1 — | grad >

— —VyVxz+ Y

grad f

grad f (1.9.14)

Hess¢(Y,VxZ2) o
1 — | grad f]]?

Vy grad f + rad f.

D’apres les équations (1.9.9), (1.9.13) et (1.9.14)), on déduit le théoréme [1.9.2]

O]

1.9.4 Tenseur de Ricci de (M, g)

Théoréme 1.9.3. Soient (M, g) une variété Riemannienne, et f une fonction dif-
férentiable M telle que || grad f|| < 1 sur M. Alors, le tenseur de Ricci de (M, g)
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noté Ricci est donné par :

1
—=R
T Tarad 72
g(Ricci(X), grad f)

lii\cgi(X) = Ricci(X) + (X, grad f) grad f

_ Hessp(X, grad f)Af

= gad /T T grad g #

H d d A
S Ga T e Ty AT

B wrad | grad
+1—Hg1mdf|]2vvx grad f grad f

2
Moy O e 1)y v v
Démonstration. Soit {E;}™, avec B} = m grad f une base orthonormée locale

dans (M, g). Alors, {]ENCZ}?;~1 est une base orthonormée locale sur (M, g) tel que
E| = mEl, et B; = E; for i = 2,...,m. Soit X € I'(TM). D’apres le
théoreme [1.9.2) on a

P _ 1 g(R(X, Ey) grad f, Ey)
M) = graa 2 MO EVE T g )2
Hess¢ (X, grad f) Hessf(E, E1)
— rad
0 Taradgpyp o
Hess¢(E1, grad f) Hess¢ (X, E1)
(1 — [ grad f[|?)?

Hess((F1, E
— s(Er I)QVXgradf—i-

(1 — [ grad f]?)
- 9(R(X, E;) grad f, E;)
+ R(X,E)E; — grad f
X (R BB = T e
_ Hessy(X, grad f) Hessf(E;, E;)
(1= [[grad f][*)?
Hess¢(E;, grad f) Hess (X, E;)
(1 — |l grad f]]?)
Hess¢(E;, E;)
1 — | grad f]|?

grad f

grad f

Hess (X, E1)
(1 — [l grad f[|*)?

Vi, grad f

grad f

grad f (1.9.15)

Hess¢ (X, E;)

Vxgrad f + —————5
1 — [ grad f]|?

Vg, grad f}.

D’apres les propriétés du tenseur de courbure R, et la définition de la Hessienne de
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la fonction f, la derniére équation devient :

P | grad f[ >
x) = 8%l px
Ricci(X) T [grad 1] R(X,grad f) grad f
| grad f||~2 Hess(grad f, grad f)
— Vx grad f
(1~ [[grad f]%)? "
rad f|| =2 Hess (X, grad
| grad £ (X8 f)vgradfgradf

(1 — [l grad f[*)?
g(R(X, E;) grad f, E;)
1 — | grad >

Hess (X, grad f) Hess¢(E;, E;)
T (- Terad I
Hess¢(E;, grad f) Hess (X, E;)
(- Narad /]2
Hess¢(E;, E;)
TT- [grad £

+y [R(X, E)E; — grad f
=2

grad f

grad f (1.9.16)

Hess¢ (X, E;)

Vygrad f + — I i
1 — | grad f|]2

Vg, grad f} .

D’apres la définition du tenseur de Ricci de (M, g), on trouve que :

> R(X, E;)E; = Ricci(X) — || grad f|| > R(X, grad f) grad f, (1.9.17)
i=2
~ 9(R(X, E;) grad f, E;) 9(Ricci(X), grad f)
— rad f = rad f. 1.9.18
2 Tanad fI° T grad fI? (1:94%)
D’apres la définition du Laplacian de la fonction f, on obtient :
" Hess (X, grad f) Hess;(E;, E;)
— grad f
; (1 — [l grad f||?)?
H X, grad f)A
_ _Hessy(Xograd A4 ¢ (1.9.19)

(1— [ grad f][*)?
n | grad f|| =2 Hess (X, grad f) Hesss(grad f, grad f) o
(1 — [l grad f[|?)?

rad f,

" Hesss(E;, E;)

— —————=Vxgrad f
; 1 [grad fl2 ¥
Af
= —— 2 Vygradf 1.9.20
T erad 72 (1.9.20)
| grad f|=2 HesSf(grad2f, grad f)VX orad [,
1 — |l grad f|

De la définition de Hessy, et la propriété

1
vgradf grad f = 5 grad H gradf\|2,
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on obtient les formules suivantes :

| grad f||~* Hess; (X, grad f)
(1 — | grad f[]?)

vgrad f grad f

| grad £||~* Hess (X, grad f)

= 21 [ arad [])? grad || grad f||?, (1.9.21)
" Hess(E;, grad f) Hess (X, E;)
grad f
i; (1 — | grad f]]?)
H X 2

2(1 — | grad f|[*)?
|l grad fl7% Hesss(grad f, grad f) Hess (X, grad f)

d
(1 [[grad [IP)? rad f
", Hess;(X, E;)
—————5 VE grad f
Zz::gl—llgmdfll2 "
1
= T arad 2 ¥ Vremdseradf (1.9.23)

_|lgrad flI7% Hess (X, grad f)
2(1 — | grad f|[*)

En remplagant les formules (1.9.17))-(|1.9.23)) dans ((1.9.16]), on obtient le résultat du
théoreme [.9.3] O

grad || gradez.
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CHAPITRE 2

LES APPLICATIONS HARMONIQUES ET
BIHARMONIQUES

Dans ce chapitre, on aborde les concepts fondamentaux des applications harmo-
niques sur les variétés Riemanniennes. Les sections de ce chapitre incluent le fibré
tangent inverse et sa connexion induite, la deuxiéme forme fondamentale, ainsi que
les applications harmoniques, les applications harmoniques stables et les applications
biharmoniques. Pour illustrer ces concepts, quelques exemples sont présentés.

Les références principales sont :[4, [6], 211, [22] 241 29] [30], 49, [55], 56]

2.1 Les applications harmoniques

2.1.1 Le fibré tangent inverse

Définition 2.1.1. Soit ¢ : (M,g) — (N,h) une application de classe C> entre
deuz variétés Riemanniennes, le fibré tangent inverse est défini par :

¢ 'TN = {(z,v)|x € M,v € T,;)N}.
Une application différentiable v: M — TN est dite section sur o 'TN, tel que
v(x) € Ty N, Vre M.
L’ensemble des section sur ¢ YT N est noté par T'(p 'TN).

Définition 2.1.2. Soit p: M — N une application de classe C*° entre deuzx varié-
tés différentiables et soit h une métrique Riemannienne sur N, alors h induit une
métrique Riemannienne sur I'(¢ YT N) définie par :

h(u,v)(7) = hy(e)(Uz, v2), Yo € M et Vu,v € (e 'TN).

2.1.2 Connexion induite sur le fibré tangent inverse

Définition 2.1.3. Soit ¢ : M — N une application de classe C° entre deux variétés
différentiables M et N et soit VY une connexion linéaire sur N. La connexion de
Pull-back sur le fibré tangent inverse ¢ 'TN est définie par :

V¢ : T(TM)xT(¢ 'TN) — T(¢ 'TN),

(X,V) -~ V2V (2.1.1)

tels que :
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1L V% x,V=V%V+VLV;
2. Ve (Vi + Vo) =VVi + VL Vs
3. VixV = fViV;

4. VEUV) = X(H)V + VSV

5 Ve(Yop) = vé{o(x)y.
VX1, X2, X € (TM), ¥V1,Vo,V € T(p TN), VY € T(TN), et Vf € C®(M).

Localement ;

9
VEV = D Vyio V(5 —09)

Yo
OV D 0
= Xl —_ VOé k9 a
z’za: { Oz; (3ya 2 va%(aya OSO)}
tel que,
0 d
© _ N
vaii(ayaow) B vdw(f’zi)aya
N 3806 N 0O
= om (Vay> 0
P 0
- ZZ
O ( aﬁa%) o
d’ou

(VT agoﬂ 0
© _ ) a”r (7 _
ViV = ;X { oz, —i—ZﬂV oz, (I‘aﬁoap)} (8% o ) .

)

Remarque 2.1.1. [}/ Soient M, N deux variétés différentiables, X,Y € I'(TM),
V.W eT(TN) et p € C°(M,N), Si X etV (resp. Y et W) sont @-conjugués i.e.,
dp(X) =V oy (resp. dp(Y) =W o), alors :

VEdp(Y) = (VW) 0.

Proposition 2.1.1. Soient ¢ : M — N une application différentiable, VN une
connexion linéaire compatible avec une métrique Riemannienne h sur N, alors la

connexion linéaire V¥ est compatible avec la métrique induite sur o 'TN, c’est
dire :

X(h(V,W)) = h(VELV, W) + h(V,VEW),
VX € T(TM) et VV,W € T(o~'TN).
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Démonstration. Soient X € (T M) et V,W € I'(¢~'TN) . Localement, on a :
do(X)=Xop,Vop=VetWop=W,

ou X,V,W € T'(TN). Alors :

X(h(V o, W o))
X(h(V, W) o)

= d(h(V, W) 0 p)(X)
= dh(V,W)(dg(X))
dip(X)(h(V, W)
X(h(V,W)) oy
h(VNV W)O<p—|—h(V vy W)Ogo
h(VX]YO V,Wo)+h(Voop, VXWW)
= h(VSV, W) + h(V,V5W).

X (h(V,W))

&

Proposition 2.1.2. Soit VY une connexion linéaire sans torsion sur N, alors :
VEdp(Y) = Vdp(X) + dp([X, Y)),
VX, Y e T(TM).

Démonstration. Soient V,W € I'(T'N) deux champs de vecteurs @-conjugués avec
X et Y respectivement, alors :

[V7W] ogp:d(po [va}v

VW = VvV + [V, W],
d’ou :

Vidp(Y)=ViWoop
_ N
= Vipx)W
= (ViW)og
= (VR V+[V,W])op
= V{dp(X) + dp([X, Y]).

2.1.3 Deuxieme forme fondamentale

Définition 2.1.4. Soient (M, g), (N, h) deuz variétés Riemanniennes, et ¢ € C°(M, N).
La deuxieme forme fondamentale de l'application o est la dérivée covariante de dp,
définie par :

Vdp(X,Y) = Vidp(Y) — do(VYY),

pour tous X,Y € I'(TM).
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Localement ; Si {ax m

vecteurs sur (M, g) (resp. sur (N, h)), pour tout X = ZX 0 E I(TM), on a:

", (resp. {% "_,) est une base locale de champs de

Ops, 0 _
dp(X) =3 Xigoo(5,- ) € T(@7'TN),
i,8 '

avec pg = yg o ¢, d'ou :

i i — aSOaasf’ﬁN v 3907M k i
(de)(ﬁxi’ﬁxj) Z(@xlﬁazj Zax 0z Lo Z X 83/70('0'
En effet ;
9 0. o M
(Vd@(a /87;') V%Cﬁp(fj) dSO(Va%aTc])
dpp 0 dp )
— vip g YYYMyk o Y
% Ox; Dy ];:837 15y, °%)
[ Pen 0 e 0 ) O O
5 0z;0x; 0y dx; 72 ys —~ Oz 720y,
82g05 0 8(,058g0a N 0
e {axiaxjayﬁ"wz Dz, 0my \ o gy ) ° ¢
00y Mk O
— — — 0
k%: o i, 0¥)
_ 82907 0o 008 N1y Oy Mk 9
—E(axzam] 200, 00y 100 P T 2on, Vi | oy, 0%

Proposition 2.1.3. Soit ¢ : (M,g) — (N,h) une application différentiable, la
deuxieme forme fondamentale de ’application ¢ est symétrique, c’est a dire :

Vdp(X,Y) = Vde(Y, X),
VX,Y e I'(TM).
Démonstration. En utilisant la proposition on a:

Vdp(X,Y) = Vidp(Y) — dp(VYY)
= Vidp(X) + dp([X,Y]) — dp(VXY)
= V{do(X) — dp(V'X)
= VdSD( 7X)’
pour tous X,Y € I'(T'M). O

Proposition 2.1.4. Soient o : M — N et v : N — P deuz applications diffé-
rentiables entre des variétés Riemanniennes, alors :

Vd(¢ o ) = dip(Vdp) + Vdi(de, dp).
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Démonstration. Soit X,Y € I'(T'M), alors :

Vd(1 0 )(X,Y) = VFd(y o o) (V) — d(y 0 ) (VYY)
= Vi (dp(Y)) — dip(dp(VYY))
= vd¢(d¢(X))d¢(d90( ) — dp(dp(VYY))
= Vo0 @ (de(Y)) — di(dp(VYY))
= dedso(X), P(Y)) + dp (Vi ) de(Y)) — dip(dp(VRY))
= dp(Vdp(X,Y)) + Vdip(dp(X), dp(Y)).

UJ

Définition 2.1.5. Une application différentiable p : (M, g) — (N, h) deux variétés
Riemanniennes est dite totalement géodésique si Vdp = 0. De maniere équivalente,
siy: 1 — (M,g) est une géodésique, alors po~y : I — (N,h) est également une
géodésique.

Exemple 2.1.1 (Les applications affines). Une application différentiable ¢ : U C
R™ — R™ est totalement géodésique si et seulement si elle est affine i.e, ¢ est de la
forme p(x) = Az +b pour une certaine matrice A de dimension n x m et un vecteur
colonne b € R™. Dans ce cas, Vo = 0 si et seulement si toutes les dérivées partielles
du deuxieme ordre sont nulles.

Définition 2.1.6 (Le champ de tension). Soit ¢ : (M, g) — (N, h) une application
différentiable entre deuz variétés Riemanniennes. Le champ de tension de @ est la
section 7(p) € T (¢ 'TN) définie par :

7(p) = divdp = traceg dp = ZVdcp(ei, ei)
= Z{Vfidtp(ei) — d(p(Vé\f’e,-)}. (2.1.2)

ot {e; }1*, une base orthonormée sur (M,g).

Si {% ", (resp. {8y n_,) sont les champs de base locale sur M (resp. sur N),
alors le champ de tension 7(y) est donné par :

ZT —ogp)

Yo

ou

op” dp® P
Y — ij, Y i MFk N 1l
o =297 = Zg (ax or; "2 Tigm t 2 Tesoy o, |

Ici, Mffj (resp. NF;B) sont les symboles de Christoffel sur (M, g) (resp. sur (N, h)).

Exemple 2.1.2. Soit f : M — R une fonction de classe C*°. Le champ de tension
de la fonction f est donné par

7 ) M k af
Zgjf” N Zgj (8%390] Z gl 8xk> (dt f)
= Af.

c’est-a-dire, le champ de tension de f n’est que le Laplacien de f.
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Proposition 2.1.5. [21] Soient ¢ : M — N et ¢ : N — P deux applications
différentiables entre deux variétés Riemannienne, alors

T(Y o) = dy(7(p)) + traceg Vdip(dep, dp)

Définition 2.1.7 (La densité d’énergie). Soit ¢ : (M,g) — (N, h) une application
différentiable entres deux variétés Riemanniennes. La densité d’énergie de [’applica-
tion @ est une fonction différentiable e(p) : M — [0,00) donnée par :

1
e(p)s = ild:v@‘za (z € M)
ot |dyp|? est la norme de Hilbert-Schmidt of d. définie par :

|dapl? = Zh(dmw(ei), dzp(ei)),

avec {e; }1*, une base orthonormée sur (M, g).

Si {a%i M, (resp. {d —1) les champs de base locale sur (M, g) (resp. sur
(N, h)), alors la densité & energle est donnée par :

8 0
ij
Zg h<dso dw(ax ))
0 0P
A T s
21.2].9 dx; Ox; (hag 0 ).

Exemple 2.1.3. Soit l'application (trnsformation de Kelvin)

p : R"—{0} — R"-{0},

X — Ll
llzll

On calcule la norme de Hilbert-Schmidt de dy :

8@ P
do?| =
de?®| = > gY( aﬂwax,ax
?.]? 7/8 ]

2
= Z( ) (9i5 = dij et hap = dap)
= Z Siallzl| ™" = lag|| x| 7 22;)?

-y {6m||:r||_2l + 222 | 222 — 25ial||m||_2l_2:naﬂci}
i7ﬁ

= 3l 4 Pl 22t

= nllz|| 7 + Pz 7 — 20|z
=(n+ 12— 2Z)Hx||*21
=(n+02-204+1-1)|z|%

= (n—14 (-1~
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La densité d’énergie de Uappliation ¢ est donnée par :

1 0™ 0P
= — w_r_~r
e(y) 5 E 9 o oz, (hap o @)

’

= S 1+ (= 1)lla]

Définition 2.1.8 (La fonctionnelle d’énergie). Soient (M, g) et (N, h) deux variétéss
Riemanniennes et D un domaine compact de (M, g). la fonctionnelle d’énergie est
définie par :
E(-;D) : C*(M,N) — R
v = E(p;D) = [pe(w)vg = 5 [pldel vy
Définition 2.1.9. Soit ¢ : M — N une application de classe C*°. Une variation d

support dans D de ¢ est une famille des applications {cpt}te(,e’e) classe C™°, telles
que oo = ¢ et pr = sur M\ Int(D) ( Int(D) est lintérieur de D).

(2.1.3)

2.1.4 Application harmonique

Définition 2.1.10. Une application différentiable ¢ : (M,g) — (N,h) est dite
harmonique si elle est point critique de la fonctionnelle d’énergie i.e

d
ZE(piD)| =0 (2.1.4)
t t=0

pour tout domaine compact D et toute variation {got}te(_“) de classe C* a support
dans D.
2.1.5 Premiere variation de 1’énergie

Proposition 2.1.6. Soit ¢ : M — N une application différentiable et s0it {¢1}re(—c )
une variation de classe C*° de ¢ a support dans D. Alors

d
SE@iD)| == [ hlo,r(e))ey. (2.1.5)
dt =0 D

ol v = %(m) est le champ de variation de {p}e(—e,e)-

t=0
Démonstration. Soient D un domaine compact de M, {got}te(_g,a) une variation de ¢
a support dans D, et ¢ : M x (—e,e) — N Dapplication définie par ¢(z,t) = ¢i(z).
D’apres la formule de Leibniz, on a :

d

d
dﬁb(%v 0)(t,e) = dtéf)x(a) + d. 91 (0)
d
= dtgbm(%)a
ou :
¢a: : (_875) — Na (b&t(t) = ¢(t7x) = gOt(fB),
d’ou :
d d
d¢(%v 0)(t,x) = dt@t(x)(%)
_ dpi(z)
odt
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on suppose que (%,O) = %, donc :
0

déf)(a) o

= .

Soient {e;}*, une base orthonormée sur (M, g), comme le crochet de Lie

d
[(eiv O)> (Oa %)] =0,

et dpi(e;) = do(e;, 0) pour tout i = 1,...,m, alors :
d

dt (90)5, t:(] Zdt/ |d(,0t Ug (216)
h(dps(e;), dps(e;))v? 2.1.7
th/z (dpr(es) ‘”t(e))”to (2.1.7)
h(d¢(ei,0), do(e;, 2.1.8
m/z 6ci,0),d0(es, )| (2.1.8)
-5/ g 2 (d(es 0). dofes, O)*|
/Zh 4100610, doles, 00| (2.1.9)
_/ Zh 08 do(0 ) do(ei, 0))v? (2.1.10)
t=0
—/ Zh V v, d(e;))v?
:/ S A(VE v, dp(e;))0?. (2.1.11)
Dy
Soit w la 1-forme différentielle a support dans D, définie par :
W(X) = h(v, dg(X)), YX € T(TM),
ona:
divM o = Z(Veiw)(ei)
= {ei(w(en) —w(Velen)}
' (2.1.12)

= Z{h(veﬁv,d@(@)) +h(v, VEdp(e:) — h(v,dp(Ve)ei)}

= Z h(VE v, dp(ei)) + h(v, 7(#)),

d’apres les formules (2.1.11]), (2.1.12]), et le théoréeme de divergence on obtient :

g RO

at E(py; D
Théoréme 2.1.1 (Equation harmonique [22]). Soit ¢ : (M, g) — (N, h) une appli-
cation de classe C*°. Alors ¢ est harmonique si et seulement si

O]

T(p) = 0. (2.1.13)
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2.1.6 Exemples des applications harmoniques

Exemple 2.1.4. 5i M =R™ et N = R"™ munies de leurs métriques standards, alors

¢; D 2/ Z(@%) Y (2.1.14)

et

T(p)? = = A7), (2.1.15)

ot A est le Laplacian standard sur R™. Toute application ¢ : U — R™ est harmo-
nique si et seulement si ses composantes ©® : U — R sont des fonctions harmo-
NIQUES.

Exemple 2.1.5. Si M = (0,1) alors, le champ de tension d’une courbe ¢ : M — N
de classe C*° est donné par :

T(¢) = ;(dtz +ZN gﬁdiﬁd:la:>( : >7

ay’yO‘P

Ainsi, © est harmonique si et seulement si :

d?7 N[ d? dp™
-0, Vy=1,...
e +Z of g a0 T el

Qui sont les équations des géodésiques dans (N, h).

Exemple 2.1.6 (Immersion minimale). Soit ¢ : (M, g) — (N,h) une immersion
Riemannienne, i.e p*h = g. Le champ de tension de ¢ et donné par :

7(p) = trace Vdp = mH

ou H est le champ de vecteurs de la courbure moyenne de p, et ¢ est harmonique
si et seulement si elle est minimale (i.e., H =0).

Exemple 2.1.7. Soient (M,g) une variété Riemannienne, S™ la sphére unité de
R G 2 S* < R Pinjection canonique, et ¢ : (M,g) — S™ une application
de classe C*°. Posons ) = io @ : (M,g) — R alors ¢ est harmonique si et
seulement si T(¥) = —|d|*¢. En effet;

T() = 7(i 0o ) = di(7(p)) + tracey Vdi(dy, dyp).
Donc ¢ est harmonique si et seulement :
T(1)) = tracey Vdi(dy, dp)
= S Vdildp(er), dp(e).

ou {e;}", est une base orthonormée locale sur (M, g). Par conséquent :

n+1

T() = = _(dp(e;), dp(ei) )Ny ot Ny Zw

7

= = (di(dyp(e;)), di(dp(e;))) Ny

i

—Z(dw(ei)vdw(ez’)ﬂ\%(z) ou Ny = ¥(x)
= —|dy Py ().

axz
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Exemple 2.1.8. Toute application ¢ : (M, g) — (N, h) totalement géodésique i.e.,
Vdy = 0 est harmonique.

Proposition 2.1.7 (La composition avec des applications totalement géodésiques
[]). Soit ¢ : M — N wune application harmonique et ) : N — P une application
totalement géodésique. Alors 1) o ¢ est harmonique.

2.2 Les applications harmoniques stables

2.2.1 Deuxieme variation de I’énergie

Théoréme 2.2.1. Soit ¢ : (M,g) — (N, h) une application harmonique entre deux
variétés Riemanniennes et D un domaine compact de M. Si {p1s}(t.s)c(—e,)x(—ese)
est une variation de ¢ a deux parametres et a support dans D, alors :

2
aaaE(cpt,S ;D) = / h(— trace, RN (V, dp)dyp — trace,(V?)?V, W )u,.
t0s (ts)=(00) /D
ol
a@t s
v =2t
Ot | (1.9)=(0,0)
et
890t s
W= 2k
s (,5)=(0,0)

sont les champs de vecteurs de variation.

Démonstration. Soit {e;}/" une base orthonormée sur (M, g), et soit :

¢ (z,t,s) € M x (—€,€) X (—€,€) = @ 5(x) € N,

0 d 0 d
E’i = (ei7070)7 a = (07 %70> et% = (0707 %)7
On a
2 1 62
g D)= 5 / S @B Ao | (22
L O do(E)ds(E) = LRV, do(E), do(Ey))
2 0t0s v ’ ot £ v ¢
= h(V% V% do(E;), do(E;))
+h(V% dp(E;), V% do(Ey)),  (2.2.2)
0
BV V% dp(B), () = (V% Vi, (), do(Ey)

0 0
= h(RY(do(5,), do(E:))do( ), do ()
FR(VE, VY d6(55), d0(Ey)
0
(Vo 5 1d0(52), dB(E). (2.2.3)
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Soit w la 1-forme différentielle a support dans D, définie sur M par :

w(X) = (v¢ do( do(X)), X eD(TM).

t=s=0

85)

En tenant compte que ¢ est harmonique, on obtient :

divMw = Z{ei(w(ei)) — w(Vé\fei)}

i

= ey o)

3 t=s=0

dg(ed))) — WV dol41)

(VM ez-))}
t=s=0

_ Z{h(vgvﬂdqﬁ(a)

i

<V¢ de(

cdip(ei))
t=s=0

 VEdip(en) = (V% do 8S)
t=s= 0

_ Z{h<v¢ v dqﬁ(as)

i

85)

dp(vie)]
o)}

tsO

dples)) + h(V% do( o)
t=5=0

t=s=0

L ydp(e;)). (2.2.4)

D’apres les formules et , avec —, =0,ona:

= Zh(v¢ v¢’ b do(

88)

h(V%, V%, d(E;), dp(E;))

ot  Bs

= > h(RN(V,dp(e;))W, dp(e;)) + divM w. (2.2.5)
t=5=0 i

En développant le deuxiéme terme a droite de I’égalité (2.2.2)), on trouve :

MV d6(0). Vo)
= B (W64 Vi do(5))

h(V% do(E;), VY d(E;))

~h(do(5), Vo) (220
Si n désigne la 1-forme différentielle a support dans D, définie sur M par :
n(X)=hW,V§V), X eI (TM).
Alors :
divMy = Z{ez ei)) —n(Vie)}

= Z{ez(h(W VEV)) — h(W, vgyeiV)}. (2.2.7)
D’apres les équations ([2.2.6|) et (| -, on obtient :

S h(VY, do(E:), V%, do(Ey)
i=1 ot o

= divMn+ Z{h(W, Ve, V)
t=s=0 i e

—h(W, V‘fivfiV)}. (2.2.8)
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En utilisant les formules (2.2.1)), (2.2.2), (2.2.5) et (2.2.8]) et le Théoreme de
divergence on déduit :

N
aigs Peus D) = [ S { RNV deteopapted W)V, Ty V) k(¥ ETEV)

O]

2.2.2 L’opérateur de Jacobi

Définition 2.2.1. Soit ¢ : (M™,g) — (N", h) une application différentiable entre
deuz variétés Riemanniennes, on définit I'opérateur de Jacobi de ¢, noté J,, par :

Jo + T(p7'TN) — T(¢~'TN),

v — Jo(v)

To(0) = =3 RN (0, dplen))doler) - Z{w VEv- Vo, v}.

7

Propriétés 2.2.1. Pour tout v € (¢ 'TN) et f € C®(M), on a :

1) J, est R-linéaire.

2) Jo(fv) = fIo(v) = [A(f)v + 2V g p0]-

Démonstration. 1) Soit v,w € T'(¢ !TN), on a :

Jo(v+w) = —RN(v+w,dp(e;))dp(e;) — [VEVE (v +w) — Ve, (v +w)]
= RV (o, dpen))dpler) — R (w, dg())de(er) — [VEVEw+ VE T
VvMe, VvMelw]
= —RY(v,dp(a)de(e:) = [VEVED = Vi, 0] = RY (w, dp(eq) Jdip(e:)
—[VEVEw — VVMezw]
= Jo(v) + J,(w). (2.2.9)
2) Soit f e C*®°(M), on a:
Jo(fv) = —FRY(v,dp(en)dp(es) = [VEVESo = Vi, f1]
= —fRY(v,de(;))dp(e;) — [VEei(fv+ VEFVED — (Vi ei) (f)v
AL

= —fRY(v,dp(e;))dp(e;) = [eiei()))v + ei(f)VED + e f)VEW
+HIVE(VED) — (Ve (fv - fVVMe v]

= fJo(v) = [A(f)v+ QVgradfv] (2.2.10)
[

Définition 2.2.2 ([56]). Soit v : (M, g) — (N, h) une application harmonique entre
deuz variétés Riemanniennes, la forme indice de @ est définie par :

(v, w) / h(J w)v,, Yv,w € T(p 'TN). (2.2.11)
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Définition 2.2.3 (La stabilité). Une application harmonique ¢ : (M,g) — (N, h)
entre deuz variétés Riemanniennes est dite stable si I,(v,v) > 0, pour tout v €
(e~ 'TN).

Dans le cas ou N =S™, on a :

Théoréme 2.2.2 ([55]). Soit (N,h) une variété Riemannienne, S™ la sphére unité
munie de la métrique induite par le produit scalaire usuel de R, et soit ¢ : S* —
(N, h) une application harmonique stable. Sin > 2, alors ¢ est constante.

Théoréme 2.2.3 ([32]). Soit (M,g) une variété Riemannienne compacte et sans
bord, et soit v une application harmonique stable définie sur (M, g) a valeurs dans
S™, ot n > 2. Alors ¢ est constante.

2.3 Les applications biharmoniques

2.3.1 Application biharmonique

Définition 2.3.1. Soit (M, g) et (N,h) deux variétés Riemanniennes et D un do-
maine compact de M. la fonctionnelle bi-énergie est définie par :

Ey : C®(M,N) —» R,

e BaeD) =g lplre) 23.1)

ot |T(0)]? = h(1(0), 7(¢)), et T(¢) est le champ de tension de p.

Définition 2.3.2 ([23]). Une application ¢ : (M, g) — (N, h) de classe C*> entre
deux variétés Riemanniennes, est dite biharmonique si elle est point critique de la
fonctionnelle bi-énergie Eo, pour tout domaine compact D C M, c’est-a-dire :

d
ZEs(piD)| =0, (2.3.2)
t t=0

{‘;Ot}te —ee) etant une variation de ¢ a support dans D.

2.3.2 Premiere variation de la bi-énergie

Théoréme 2.3.1. [29, [30] Soit ¢ : (M, g) — (N, h) une application de classe C*>
entre deuz variétés Riemanniennes et s0it {pt}ic(—c.) une variation de classe C*°
de ¢ a support dans D. Alors :
=~ [ b o)
D

ol v = dtt li—o désigne le champ de variation associé a {@+}, et Ta(p) € [(¢ 1TN)
le champ défini relativement a une base orthonormée sur (M, g), par :

d
—F : D
i 2(%07&7

T2(p) = — trace RN (7(p), dp)dy — traceg(V‘p)2T(g0)
= - SR (o) dplen)iglen) = S VEVET(9) = Ve, 7(0))

= Jcp(T(‘P))'
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Démonstration. On pose ¢ : M x (—e,e) — N, l'application définie par ¢(z,t) =
@i(z). Alors :

d
£E2(<Pt; D) = / Z h (v((ﬁo l)quS((e,, 0), (Gi, 0))7 Vd¢((€j, 0), (ej, 0))) v
t=0 D7 i =0
(2.3.3)
On a: .
¢ JR—
V(O%)dqb(ez,o) = Vie.d0(0, 7)) (2.3.4)
car :
10, 2), (e1,00 =0
’dt b (3]
et on a : J
vzﬁo’%)d¢(vé\4€b O) V(vlvle 0)d¢(07 %) (235)
D’ou :

Vi 4, Vds((ei,0), (e, 0)) = Vi 4 {V, 0)dd(ei,0) — d (V7 (e, 0)) |

(0,4 (0,4

v ¢ . o x(—€€)/
= Vio,2)V(er019(€:: 0) vmﬁwﬂw%m (e:,0))

d
= RN<d¢(07 %)7 d(b(ei: 0))d¢(ela ) + v(e 0) 0 a )d¢(627 )

¢ s |
+V[(o,;§)(ei,o)]d¢(e“ 0) — V(O’dt)dgb(vé‘fe“o)
d
= RN(d¢( ) do(e;,0))dop(e;, 0) + v((bei,o)v?07%)d¢(€i,o)
d
—V@wmﬂMQ@>
(2.3.6)
Ainsi :
Zh( 0.4 V(e 0), <6i70>>,w¢<<ej,o>,<ej,o>>) = 3RV (o, dee)dete). ()
dt i
+Zh (V¢ V2 0,7(p))
N Zh VM v, 7(9))-
(2.3.7)

Soit w € I'(T* M), la 1-forme différentielle & support dans D, définie par :
w(X) = h(VEv,7(p)), X eI'(TM).
On a :
divM w = Z{ei(w(ei)) — w(Vé\fei)}
- Z{ez (VE0,7(0) ~ H(Vyr, 1:7(0) (235)

= Z{h VEVELT(9) + MV EL, VET(9)) = MV gue,0,7(0))}-
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De formules et -, on obtient :
(v

0,4 Vade((e: 0), (ez‘,O))anqb((@j»O),(%0))> v = Zh(RN(U,d@(ei))dSO(ei),T(@))

)

t=0
+divMw =Y h(VEL, VET(9)).
7

(2.3.9)
Soit n € I'(T* M), la 1-forme différentielle a support dans D, définie par :
n(X) = h(v,V&7(¢)), X € T(TM).
On a:
divM oy = > tertn(en) - n(Veie:)}
= Z{eZ v, VET()) — h(v, VVMe 7(¢)))} (2.3.10)

= Z{h (VEv, VET(9)) + h(v, VEVET(p)) — h(v, Véggeir(go))}.

En remplagant (2.3.10)) dans (2.3.9)), on obtient :

S (7 T01(50). 000, T30, 5,00 )

t=0

= Z h(RN (1(), dp(e;))dep(e;), v) + divM w
(2.3.11)
— divM n+Zh v, VEVET Zh 0, Ve, ().

D’apres (2.3.3)), (2.3.11]), et le théoreme de la divergence, on obtient :

d

7E2(80t7

2 / Zh( RN (r(p), dip(er))dip(e;) — VEVE () +v§ge;(¢),v) 3

O

Théoréeme 2.3.2 ([29, B0]). Une application ¢ : (M,g) — (N,h) de classe C*
entre deur variétés Riemanniennes est bi-harmonique si et seulement si

Ta(p) = — tracey RY (7(y), dp)dyp — trace, (V¥?)?1(p) = 0. (2.3.12)
Remarques 2.3.1.

(1) L’équation est dite l’équation d’Euler-Lagrange associée a la fonction-
nelle bi-énergie.

(2) Toute application harmonique est biharmonique mais l'inverse n’est pas tou-
jours vrai.
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2.3.3 Exemples des applications biharmoniques

Exemple 2.3.1. Les plus simples exemples des applications biharmonique sont les
polynomes de degré 2 et 3 dans R.

Exemple 2.3.2. Soit f : R™ — R une fonction harmonique, i.e.,

2
A=Y 24 =0

alors la fonction du produit ¢ = r2f : R™ — R est biharmonique non harmonique,

i.e.,

Ici, v : R™ — R est la fonction de distance de l'origine définie par :

Alp) #0, ma(p) = A(A(p)) = A%(p) = 0.

(X1, ., Ty) = \/(acl)Q + .+ (xm)?

En effet; on a :

d’ot :

et :

c’est-a-dire :

r?(z) = 23 + o3+ + a2,

2
:Z%’v
j

dp or?
a$i N axz

of
8CCZ'
of
8% ’

f+1r?

=2, f + 12

*f
axg

e
83522

o of o f
=D gz =LA A gD e,

0
+ 2z, / +7?

of
=2 2x; i
f+2x r

=
! 8:):,

af
821?1'

Agp:2nf+42xi +7r2 Af #£0;
- ~~

=0
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et pour j fixé, on a :

0Ap af Ox; Of
=2n—— +4
89:]- nf)xj + ; 856]' 8952 + Z aﬂfjaxz
—~—
=5i;
of of O*f
=2n— +4— +4 i
"ow; tow; Z”“"a 0,
d’ou :
U 6)2f+4 +423$1 LS PR
81:? Ox 2 al'J &EZ@:EJ - laxiaxg’
oot
=

2
9 A‘P 2n+4)Af+4Af+4sz i

2o

donc To(f) = A(A(f)) = 0.

Exemple 2.3.3 ([3,133]). L’inversion de la sphére unité ¢ : R"—{0} > z — ne €R”

est biharmonique si n = 4. ¢ est non harmonige car T(p) = _é%'

Exemple 2.3.4. Soir v : I — N une géodésique et soit t : J — I, t = t(s),
I,J C R un changement de pammetre Alors v J=70 t:J — N est biharmonique
non harmonique si et seulement si d L — () et 335 =0.

Exemple 2.3.5. Soit ¢ : (M,g) — (S, h) une application de classe C* entre
deux variétés Riemanniennes, ou h est la métrique Riemannienne induite sur S™
par celle de R"1. En utilisant la formule du tenseur de courbure pour la sphére
unité Fuclidienne, on trouve que @ est biharmonique si et seulement si :

trace, (V?)27 () + |dp|*7(p) — tracey h(1(p), dp)dp = 0.
En effet; Comme la sphére unité S™ est de courbure constante égale a 1, d’aprés la
proposition [[.5.1] on a :
R(X,Y)Z =hY,2)X — h(X, 2)Y,

on obtient :

trace, RS (T(¢), dp)dp = traceg {h(dp, dp)T () — h(T(p),dp)dp}
= |dp[*7(p) — traceg h(7(¢), dp)e.

Les théorémes suivants sont des théorémes de type Liouville (voir [49])

Théoréme 2.3.3. Soit ¢ : (M,g) — (N,h) une application de classe C*. On
suppose que M est compacte, orientable et Sect’ < 0. Alors @ est biharmonic si et
seulement si elle est harmonique.

Année 2023 - 2024 56 MERDJI BOUCHRA



CHAPITRE 2. LES APPLICATIONS HARMONIQUES ET BIHARMONIQUES

Proposition 2.3.1. Soit ¢ : (M, g) — (N, h) une immersion Riemannienne tel que
IT(@)| est constante. On suppose que Sect < 0. Alors ¢ est biharmonique si et
seulement si elle est harmonique.

Théoréme 2.3.4. Soit ¢ : (M,g9) — (N,h) une immersion Riemannienne. On
suppose que M est compacte, orientable, Sect™ < 0 et m = n — 1. Alors ¢ est
biharmonique si et seulement si elle est harmonique
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CHAPITRE 3

LES APPLICATIONS p-HARMONIQUES GENERALISEES

Dans ce chapitre, on fait ’extension de la définition des applications p-harmoniques
et p-biharmoniques en définissant les applications p(-)-harmoniques entre deux varié-
tés Riemanniennes qui sont considérées comme une généralisation des applications
harmoniques [4], [22], [42] et les applications p-harmoniques [2, 15, 25, 42], ainsi que les
applications p(-)-harmoniques stables comme étant une généralisation des applica-
tions harmoniques stables [56] et les applications p-harmoniques stables [19, [47]. En-
fin, on définit les applications p(-)-biharmoniques et on construit quelques exemples
des applications p(-)-harmoniques et des applications p(-)-biharmoniques non p(-)-
harmoniques. Les résultats de ce chapitre sont obtenus dans [37].

3.1 Les applications p(-)-harmoniques

Définition 3.1.1. Soit ¢ : (M,g9) — (N, h) une application différentiable entre
deux variétés Riemanniennes, et soit p une fonction strictement positive de classe
C™ sur M ou p(x) > 2 Yz € M. Pour tout domaine compacte D de M, la fonc-
tionnelle de p(-)-énergie de ¢ is définie par :

|d(p‘p(fr)
p p(x)

Ep()(p; D) = Vg, (3.1.1)

ot |dy| est la norme de Hilbert-Schmidt de la différentielle dy et vg I’élément volume
sur (M, g).

Définition 3.1.2. Une application ¢ : (M, g) — (N, h) est dite p(-)-harmonique si
elle est point critique de la fonctionnelle de p(-)-énergie sur tout domaine compact
D de M, c’est-a-dire :

d

%Ep() ((pt; D)|t:0 =0. (312)

avec { Pt }ie(—ee) €St une variation de ¢ a support dans D.

Définition 3.1.3. Soit ¢ : (M,g) — (N,h) une application de classe C*°. Le
champs de p(-)-tension de ¢ est une section 1,y (¢) € [(¢ 'TN) définie par :

Toy(p) = trace, V|dpP@2dp,
= [dp"®) 727 (p) + dp(grad™ |dp|PD?) (3.1.3)

58



CHAPITRE 3. LES APPLICATIONS p-HARMONIQUES GENERALISEES

ot {e;}[*, est une base orthonormée sur (M,g) et T(p) est le champ de tension

définie par la formule[2.1.9

3.1.1 Premiére variation de p(-)-énergie

Théoréme 3.1.1. Soit ¢ : (M,g) — (N,h) une application de classe C> entre
deuz variétés Riemanniennes, et soit {‘Pt}te(—e,e) une variation de @ a support dans
un domaine compacte D de M. Alors :

d
G D)|_ == [ h,m () (3.1.4)

dpt

ouv= "5 est le champ de vecteurs de variation de {pt}ie(—c.e)-

li=o

Démonstration. Soit ¢ : M x (—e,€) — N une application de classe C*° définie par

d(x,t) = pr(x), Y(x,t) € M X (—€,¢€).

On a ¢(z,0) = ¢(x) pour tout x € M, et le champ de vecteurs de variation associé
a {@t}te(_eje) est donné par :

0 ‘ , Vx e M.

v(T) = d(x,0)¢(§) o

Soit {e;}!", une base orthonormée sur (M, g). On calcule

d . B |dipy|P(*)
@EP(')(()OUD)L:O_@ I p( ) Vg —o
1
— © p(z )
o ittt
1 p(z)
= _— gp 2 U
( ) (‘ t| ) 0 g
p(x)
=X, Sy ehds(e.dee) S| v,
—Z/ g (e 0),d9(ei, )| v,
Dp =0
=)
= 5 [, T s, 00, (e 0) >T*1 v (315)
t=0

En utilisant la propriété de la proposition avec X = %, Y = (e;,0), et

[%, (e3,0)] = 0, équation 1) devient :

d 0
° R D _ ¢ v ) p(z)—2
B D)| =3 [ bV qdolg.doen )ldal | v,
=3 [ Wz, e (e,
; 7D
= [ [t dpP e 2dp(en)
; /D
— h(v, VE|def"™ 2 di(er)) vy (3.1.6)
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Soit w € I'(T* M) définie par :
w(X) = h(v, [dp["?dp(X)), VX € T(TM)
La divergence de w est donnée par :

divM o = Z [eih(v, |d|P®2dip(e;)) — h(v, |dg0|p(x)*2dcp(vgei))} : (3.1.7)
D’apres les équation (3.1.6)), (3.1.7)), et le théoreme de divergence on obtient :

d
%Ep(‘) (1; D)

=3 [ B ldpl @ 2ap(9 M es) - V2 e 2dp(en)e,
t=0 i D
=— h (v, |V, |deP®2dp| (e;)) v, 3.1.8
5 [ (0 [Veldet®2ag] @) v (3.1.8)

O]

Corollaire 3.1.1. Une application différentiable ¢ : (M,g) — (N, h) entre deux
variétés Riemanniennes est p(-)-harmonique si et seulement si

Tp(.)(go) =0.
Exemple 3.1.1. La restriction de [’inversion

X

v :R™{0} — R™"\{0}, x+— w,

a M = {z € R"\{0}, ||z||* > \/n} est une application p(-)-harmonique, ot la fontion
p est donnée par :

Cc

— M
PO = 0t )~y M

pour une certaine constante ¢ > 0. Ici, |dp|(z) = H\ﬂfﬁz’ Vz € R™\{0}.

Exemple 3.1.2. Soit F': R — [2,00) une fonction lisse. L’application

v : R"M\{0} — S a— ﬁ’
T

est p(-)-harmonique, ot p(x) = F(||z||?) pour tout x € R™\{0}.

Remarque 3.1.1. Une application harmonique ¢ : (M, g) — (N, h) i.e., 7(¢) =0,
d ité doé . _de)? . h .
avec une densité d’énergie constante e(p) = =5 n’est pas toujours p(+)-harmonique.
Les exemples précédents prouvent les résultats suivants; Il n’y a aucune équiva-
lence entre la p(-)-harmonicité et ’harmonicité d’une application de classe C*
v :(M,g) — (N,h). Il existe des applications p(-)-harmoniques ayant une norme

de Hilbert-Schmidt non constante et elles ne sont pas harmoniques.
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3.2 Les applications p(-)-harmoniques stable

3.2.1 La deuxiéme variation de la p(-)-énergie

Théoréme 3.2.1. Soit ¢ une application p(-)-harmonique entre deux variétés Rie-
manniennes (M, g) et (N,h). Alors on a :

82

%Epc) (1,55 D)

t=s=0 - /D h(Jg(')(U)’ w) vy, (3.2.1)

ot {cpm}(w)e(,e’e)X(,E’E) est une variation de @ d support dans un domaine compacte
D cCcM,

p = QPLs e Qs , (3.2.2)
ot t=s=0 s t=s=0
et J;;(.) est opérateur de Jacobi généralisé de ¢ donné par :
J;’i.)(v) = — |dy[P®)—2 trace, RY (v, dp)dyp — trace, V¢ dp|P®) =272y
— tracey V(p(z) — 2)|dp[P@=4(V¥0, dp)dep. (3.2.3)

Ici () est le produit scalaire sur T*M @ @ 'TN.

Démonstration. Soit ¢ : M x (—e,€) X (—€¢,e) — N une application de classe C'*°
définie par ¢(z,t,s) = prs(x). On a ¢(z,0,0) = ¢(x), et les champs de vecteurs de
variation associés a la variation {¢r s} (s s)e(—e,e)x (—c,e) SONt donnés par :

0 0
(@) = d@on (), w(z) =daond(z,), Vo e M. (3.2.4)

Soit {e;}*, une base orthonormée sur (M, g) tel que Vé\fej = 0 au point x € M
pour tout 4,5 =1,...,m. On calcule

82 82 ‘d@t S|p(l’)
2 s; D = / 7
s 0P D = mas e
1 02
_ L p(z) 2
/Dp<x>atas'd%’5' ey G2

D’abord, on a :

1 0? 1 9
p(z) 0tds der, ()_p(a:6< (|der,s[*) )
10 p( ) 0
~ 20 ( ldral*) |dsots|2>
p( )
B Z (“d%' )" (VS déles, 0,0), do(e, O, 0>>>
Alors :
1 & p(z) 0 2 @_1 1)
ey augs derl = 2 (1deral®) T (VY do(er, 0.0), d(er.0.0)

+ 3 |dgrs PO 2R(VY VY, dé(ei, 0,0), do(e;, 0,0))
i ot Os

+ Y Jdpr o [P 2R(VY, d(e;, 0,0), VY, d(e;, 0,0)).
. Os ot
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Ce qui implique que :
Lo |dpr, o [P —Z ) — 2)|dgy,s PP 4h(VY dé(e;, 0,0), dé(e;, 0,0))
()81588 b ts 2 ERERA) )

(vngS(ela Oa 0)7 dgb(ei’ O’ O))
ds
+ 3 [ P 2R(VE, V9 d(es, 0,0), d(e;, 0,0))
. ot s

+ Idsot,s|p<x>-2h(vg dg(e;,0,0), vg dg(e;,0,0)).

D’apres la définition du tenseur de courbure de (N, h) et la propriété :

0 0
¢ , ¢ ¢ , _
v%dqb(ela 07 0) v(e 0 O)dgb(at)’ v%dqb(eh 07 O) v(ei70,0)d¢(8 )7

s
avec [%, (4,0, 0)} = 0, on obtient I’équation suivante :

1

p(x) tds diro " = Y"1 (VEw, (p(x) = 2)ldp P4V ev, dig)dio(er))

t=s=0 7
— |dpP@ 23" h(RN (v, dp(es))dip(es), w)

0
o P i p(x)—2 .
S0 (VETG G|l apten)
+ Z h (Vfiw, |dg0|p(”")_2Vfiv> . (3.2.6)
Soient wy,ws,ws € I'(T* M) définies par :
wi(X) = h(w, (p(x) = 2)|dpl" @1 (VPv, dp)dp(X)) ;

0 _
wn(X) = (Vo] el 2ap(x) )

wy(X) = h(w,]dpPD Vo), VX € D(TM),
La divergence de wj, (i =1,...,3) est donnée par :
divifon = 3 e (w, (p(@) = 2)ldplP D~ 4(Vv, dg)dip(es) ) ;

divM wy = (V9 do( dp|P @~ 2dp (e ) :
W = Sen (v o >L:S:o" PP 2dp(e;)
divM wg = Zei (w, | [P _QVfiv) , VX el(TM).

D’apres les équations (3.2.5)), (3.2.6), et la condition de la p(-)-harmonicité de ¢, et
le théoréeme de divergence, on obtient :

62
g B (e D)| = = [ ST (0 V) — 2)del T e delda(e)

t=s=0

f/D ld|P w)—2Zh(w,RN(v,dsO(ei))d@(ei))%

—/ S b (w, VEdplP®) 25 ) vy, (3.2.7)
D
0
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Si (M, g) est une variété Riemannienne compacte, ¢ une application p(-)-harmonique
définie de (M, ¢g) dans une variété Riemannienne (N, h), et pour tout champ de vec-
teurs v parallele le long de ¢,

17, (v,0) = /M h(v, 3%, (v)) vy > 0, (3.2.8)

alors l'application ¢ est dite p(-)-harmonique stable. En utilisant le théoréme de
Green il est facile de prouver

Ly(v,0) = _/ |d‘P|p(m)_2Zh(%RN(U,dw(ei))dso(ei))vg (3.2.9)

* / [Ap 2700, + [ (pla) = DIdp (TP, dg) %

D’apres I’équation (3 , on déduit le résultat suivant.

Proposition 3.2.1. Toute application p(-)-harmonique dont la variété du départ est
une variété Riemannienne compacte (M, g), et la variété d’arrivée est une variété
Riemannienne (N,h) ayant une courbure sectionnelle négative i.e., Sect’ < 0 est
stable.

Dans le cas ou le codomaine de I'application p(:)-harmonique stable est la spheére
standard S™, on a le résultat suivant :

Théoréme 3.2.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte. Lorsque n > 2,
Toute application p(-)-harmonique stable ¢ : (M, g) — S™ doit efre constante, ot
p est une fonction positive et de classe C*° sur M tel que 2 < p(z) < n pour tout
re M.

Démonstration. On choisit une base orthonormale {e;}!; au point x dans (M, g).
On pose AMy) = (@, y)gn+1, pour tout y € S*, ot a € R**1. Soit v = grad®” A. On
a V¥ v = —AX pour tout X € I'(T'S"), o V5" est la connexion de Levi-Civita sur
S™ par rapport a la métrique standard de la sphere (voir [56]). On calcule

Z vé |d@|p(m)_2vfi (voy) = v:rad]\/l |dp|P(®)—2 (voyp)

+ ) || TEVEVE (vo ). (3.2.10)

En utilisant la propriété VS X "v = —\X, Le premier terme de (3.2.10)) est donné par :

V2 s gpppn—2(V 0 ©) = —(A o @)dip(grad™ [dpPP)72), (3.2.11)
et le deuxieme terme de (|3.2.10)) est donné par :
Do ldpPHIPVEVE (voy) = - Z |dp P72V E (A o p)dp(ei)

= —Z |dp|P@ =2 (dp(e;), v 0 )dp(e;)

—(/\ 0 ©)|dp|P ™27 (p). (3.2.12)
En remplacant les formules (3.2.11)) et (3.2.12)) dans (3.2.10]), on obtient :
> VEldeP P PVE (vop) = —(Aop)dp(grad |de|" D)%)

- Z [P (dp(es), v 0 p)dip(e;)
7(>\ ) gp)|dcp|p T(gp). (3.2.13)

Année 2023 - 2024 63 MERDJI BOUCHRA



CHAPITRE 3. LES APPLICATIONS p-HARMONIQUES GENERALISEES

D’apres la condition de la p(-)-harmonicité de ¢
7o) () = |dpP 727 () + dip(grad™ |dep[PD)2) = 0,
et I’équation , on obtient :
> (VEldpPPI2VE (vop)vop) = — Z |delP )2 (dip(ei), v 0 ).
l (3.2.14)
Puisque la sphere S" a une courbure constante, on a :

S (P2 RS (v 0 o, dip(e;))dip(e;), v 0 @) = |dpP @ (v o p,v 0 )

= ldpP 2 (dep(eq), v 0 ). (3.2.15)

D’apres la définition de l'opérateur de Jacobi généralisé, et (3.2.14), (3.2.15)), on
obtient :

<J}0(v op),vop) = 2]dg0]p(x)72 Z(dap(ei), v o p)?

—|dipl®) <v ©,v0p)
—Z (VE (p(x) = 2)|dpP) =4 (Vv 0 g, dip)dip(es), v 0 ),
(3.2.16)
en utilisant (V¥ o o, dp) = —(A o p)|dp|?, et I'équation (3.2.16)), on trouve que
tracea(Jf (vop),vop) = (p(z)— n)|dp|P®). (3.2.17)
D’apres 'équation (3.2.17)), la connditon de la p(-)-harmonicité stable de ¢, avec
2 < p(z) <n, Vo € M, on déduit le théoreme O

3.3 Les applications p(-)-Biharmoniques

Définition 3.3.1. Soit ¢ : (M,g) — (N, h) une application de classe C*° entre
deux variétés Riemanniennes, la p(-)-biénergie de ¢ est définie par

By (¢ / 700 () 20, (3.3.1)

ot p > 2 est une fonction de classe C*° sur M, et D est un domaine compacte
de M. Une application ¢ est dite p(-)-biharmonique si elle est point critique de la
fonctionnelle de p(-)-biénergie pour tout domaine compacte D.

3.3.1 La premiére variation de la p(-)-biénergie

Théoréeme 3.3.1. Soit p une application de classe C> entre deux variétés Rieman-
niennes (M, g) et (N,h). Alors on a :

d
@EQ,p(-) (pe; D

_ / h(v, Ta,p() ()05, (3.3.2)
D

Année 2023 - 2024 64 MERDJI BOUCHRA



CHAPITRE 3. LES APPLICATIONS p-HARMONIQUES GENERALISEES

ot { Pt }e(—ee) €5t une variation de ¢ a support dans D, v = %L‘:O

de vecteurs de variation, et 727],(.)(@) le champ p(-)-bitension de ¢ donné par

est le champ

To () (P) = —\dap\p(x)_Q traceg R™ (7, (), dp)dyp — trace, V‘p\dtp\p(x BEAVAZS () ()
— tracey V(p(z) — 2)Id¢|p V70 (), dp)de. (3.3.3)

Démonstration. On définit ¢ : M x (—e,e) — N par ¢(x,t) = ¢i(z). D’abord, on
note que :

d

at Epp((1; D / h(V". 2T, (01); Tp(y (1)) vg- (3.3.4)
On calcule dans une base normale au point z € M :

V% 7o) (1) = 32V Vil e e, 0). (3.3.5)

D’apres la définition du tenseur de courbure de (N, h), on obtient :

>V Vi, oyl P do(er, 0)

0
= |ded|" 23RN (do( ), do(er, 0))de(ei, 0)

+2 V?ei,O)V‘% |dpi[ P72 d (e, 0). (3.3.6)

En utilisant la compatibilité de V? avec h, on trouve que :

m

D (G, 0) V% I (e, 0), 7y (1))

=1
- Y [ %, ld )26 (ex,0), (1)

o Z h v% ‘dgpt‘p(z)i2d¢(ei7 0)7 v((i)eiy())Tp(-) (Qot)) (337)

D’apres la propriété Vidp(Y) = Vyd(X) + do([X,Y]), avec X = & et ¥V =
‘d%‘p(m)—Q(% 0), on obtient :

Vs P dger 0)
t

— |d¢|p(r)—2vw
—|—Z )—2 |dg0|p(‘” 4h(V“°fu dy(ej))de(e;), (3.3.8)

pour tout i = 1,...,m. En remplagant (3.3.8 - ) dans ( , ona :
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CHAPITRE 3. LES APPLICATIONS p-HARMONIQUES GENERALISEES

D (Vi) Vo i) (e1,0), ) (1))

- t=0
7

Zez (|d P =2VE v, 7,0 (9))

+Zez x) — 2)|dp [PV, dp)dp(e;), To ()
—Zei (v, ldp P2V E 7 ())

+ih (0, Vo295 7, ()

—Zej x) = 2)|dpPD VO, (), dp)dip(e))

+Zhv,vg<p<x>—2>\dw\p NPT (). de)dp(es).  (33.9)

Soient 11, M2, M3, n4 € I'(T* M) définies par :

m(X) = ("D V50,70 (9));
n2(X) = h((p(z )—2)\ds0\p UV, d)dp(X), Ty (#));
m(X) = Ao, |doP P2V Em,0(9));
nm(X) = h(v,(p(w)—Q)\dw\” HVPT0) (), dp)dp(X)).

En fin, on calcule la divergence de n; (i = 1,...,4) et en la remplagant dans (3.3.9)).
D’apres les équations (3.3.4)-(3.3.6)), (3.3.9), et le théoréme de divergence, on déduit
le théoreme [3.3.11

U
D’apres le théoreme [3:3.] on déduit :

Corollaire 3.3.1. Soit ¢ : (M, g) — (N, h) une application de classe C™ entre deux
variétés Riemanniennes. Alors, ¢ est p(-)-biharmonique si et seulement si

Topy(9) = —|delP® 2 tracey RY (1, (¢), dip)dp
— tracey V?|dp|P=2V27, ) ()
—tracey V(p(z) — 2)|dp|P@ =4 (VP70 (p), dp)dp = 0.

Remarques 3.3.1.

1. Pour toute application ¢ : (M,g) — (N, h) entre deuzr variétés Rieman-
niennes, on a

Top() (©) = T3 (Tp() (9))-

2. On peut extraire plusieurs exemples des applications p(-)-biharmonique non
p(+)-harmonique ¢ : (M, g) — R™ ot le champ de p(-)-tension est paralléle le
long de @, i.e., les composantes de Tp(.)(gp) sont constantes.
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Exemple 3.3.1. Soit M = {(x,y,2) € R3, /22 + y2 > 2}. L’application différen-
tiable ¢ : M — R? définie par

lr,y,2) = (a2 +12,2), V(,y,2) € M,

est p(-)-biharmonique non p(-)-harmonique, ot

n x2 2
p(l‘,y,Z) = l(ln(—;)y)a

pour tout (v,y,2) € M. Ici, ) (¢) = (1,0).
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CHAPITRE 4

‘—LES APPLICATIONS p-BIHARMONIQUES ET LA
DEFORMATION DE LA METRIQUE

Soit ¢ : (M,g) — (N, h) entre deux variétés Riemanniennes. Dans ce chapitre,
on considere les effets d’'une déformation de la métrique h sur N notée h et on donne
les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’elle soit p-biharmonique propre. Les
résultats de ce chapitre sont obtenus dans [38].

4.1 La p-biharmonicité d’une application ¢ : (M,g) —
(N, h)

Théoréme 4.1.1. Soit ¢ : (M, g) — (N, h) une application p-biharmonique entre
deux variétés Riemanniennes, et soit la métrique Riemanniennes h = h — df ® df,
ot f € C®(N) tel que || grad f||> = h(grad f,grad f) < 1. On suppose que

i) la fonction f o ¢ est constante sur M ;
ii) le champ de vecteurs grad f est paralléle le long de p.
Alors @ : (M, g) — (N,h),  — @(x) est une application p-biharmonique.

Démonstration. Soit {e;};2; une base orthonormée normale sur (M, g) au point z
ou m = dimM, alors 'application ¢ de (M,g) & (N,h) est p-biharmonique si et
seulement si

72p(P) = = ldp* 3" RV (1,($), diplei)dip(es)

=1
— Y VEldelt*VEn (@) (4.1.1)
i=1

—(p = 2) Y VEVET(B), dp)|dpll dip(ei) = 0,
=1

ot RN est la courbure Riemannienne par rapport a h. Le champ de p-tension de %)
est donné par

75(?) = e 7(2) + (p — 2)ldpl dp(grad™ |dply),
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7() dénote le champ de tension de 'application ¢ par rapport a h donné au point
X par :

i=1
" Hessy(dy(e;), dp(e;))
gradf) o ¢,
; T lgadfPop 24)0%

=7(p) -

ou 7(p) est le champ de tension de 'application ¢ par rapport a la métrique h.
Puisque le champ de vecteurs grad f est paralléle le long de ¢, on a V% (gradf) o

= 0 pour tout X € I'(T'M). Ce qui implique que, Hessf(dp(X),V) = 0 ou
V € T(¢~'TN). On note que :

el = 3 h(dple). de(ei)

= Zh dp(e;),dp(e;)) ZdSO ei)(f)dp(ei)(f)

m

= |doli = ei(fop)ei(f o)

=1
= |del; — | grad™ (f o p)|*.

Puisque f o ¢ est constante sur M, on obtient \dcp\i = |dy|2. Donc 7,(@) = 1(¢p).
Selon le Théoreme [1.9.2] on a :

R (1,(3), diples))dg(e:)
= RN(7p(p), dp(ei))de(e;)
RN (1), dp(ei)) (erad™ f) o o, dp(es)) n oy
1—||grad™ fll2 o (rad™ f o
_ Hess;(1p(), (grad™ f) o o) Hessf(dip(e:), dp(ei))
(1— [ grad™ f]|2 0 )2
 Hess;(dp(e:), (grad”™ f) o ) Hess ¢ (1, (), dip(e;))
(1— [ grad™ f||2 0 )2
Hess(dip(e;), dp(ei))
o 168_57’ gijN f”f: Vf'\zfr(@) gradN f
Hess(7,(p), dp(ei)) o
1—|grad™ f2op =~ %)

pour tous ¢ = 1,...,m. D’apres I"équation (4.1.2)), avec Hess¢(dp(X),V) = 0, on
obtient :

(grad™ f) o

(grad™ f) o

grad® f, (4.1.2)

R (7(3), dp(es))dep(es)

= RY(7(p), dp(e;))do(e;)
h(RN (1,(), dip(ei)) (grad™ f) o o, di(e;))

- av .
1= ||grad™ fZ o (grad™ f) o

Soit i € {1,...,m}. On calcule :
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h(RN (15(¢), dp(e:)) (grad™ f) o ¢, de(e;))

= (VY () Vit grad™ f,dp(e;))
—h(V dgp(e)vN( ygrad™ £, de(e;))
(VI (o) doen) erad™ f,dp(e;)).

En utilisant V% (gradf) o ¢ = 0, et la symétrie de Hessy sur (N, h), la derniére
équation devient :

h(RY (p(), dip(eq)) (grad™ f) o, dip(ei))
= —h(Vfng(w grad® f,dy(e;))

= h(Vi\Z[)(@ grad® f, Ve do(ei))

= |dgr *h(V], grad" f,VZ dp(e:)).

Soit {F,}I_; une base orthonormale et normale sur (N, h) au point ¢(z) ou n =
dimN. Pour que , V%m grad® f = ZT(QO)(FQ(]C))FG = 0 au point ¢(x) car la fonc-

a
tion f est constante sur ¢(M). Donc, le premier terme de (4.1.1]) est donné par :

o2 3R (1), dlen))dioes)

= —ldelp? ZRN(Tp(sﬂ), di(eq))dep(eq). (4.1.3)
Par calculs directs, on obtient :

VEldelE*VET(@) = VEldelh VET(p), (4.1.4)

VZ(VeT(@), d)ldpll dp(es) = VE (VT (). dp)ldply " dip(e:),  (4.1.5)

pour tout ¢ = 1,...,m. En remplacant (4.1.3), (4.1.4), et (4.1.5) dans (4.1.1), on
déduit le Théoreme [A.T.11 O

Remarque 4.1.1. Soit ¢ : (M,g) — (N, h) une application p-harmonique entre
deux variété Riemanniennes et h = h—df @df, ou f € C®(N) tel que || grad f|| < 1.
St la fonction f o ¢ est constante sur M, et le gradient de f est paralléle le long de
@. Alors, Uapplication ¢ : (M, g) — (N, h) est p-harmonique.

Exemple 4.1.1. Soit n > 3, H* ! = {(x1,...,2,1) € R" !z,,_1 > 0} un espace
hyperbolique de dimension (n — 1). On considére l'application p-biharmonique
_2
o: (@ g=2,"(det+ ... +d?_)) — (R”, h=dy?+ ..+ dyi) :
(.261, ceny .CCn_l) — (0, Ty eeny .CCn_l)

Selon le Théoreme pour toute fonction f = F(y1) de classe C™ telle que la
dérivée F' < 1, et par rapport a la métrique Riemannienne :

h=h—df @df = (1 - F'(y1)2) dy? + ...+ dy®_ + dy?,
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Vapplication & : (H" 1, g) — (R™ ), (21,...;®n_1) —> (0,21, ..., xn_1) est p-
biharmonique. Ici

(p—n+1)(n— 1)127_1> .

T(P) = (0, oy 0, p

Donc, ¢ est une application p-biharmonique propre (i.e., p-biharmonique non p-
harmonique) si et seulement sip #n — 1.

4.2 La p-biharmonicité de I’application identité I : (M, g) —
(M, g)
Théoréme 4.2.1. Soit (M,g) une variété Riemannienne et f € C(M) tel que

| grad f||> = &. Alors, Uapplication identité I définie de (M, g) dans (M,§) o § =
g — df @ df est p-biharmonique propre si et seulement si :

A (m _ ;) (Af) Ricei(grad f) +

2 <m _ ;) AAS)
+8 (m — ;) (Af)Ric(grad f, grad f)

+{1(m-3) ~20- 2} (Ang(erad f.grad (A1)

—4(p — 2)(Af)31 grad f + {4 (m - ;) +p— 2} Verad(ay) grad f

Hp = 2)Varaa rad(AF) + {m = 5 + 200~ 2) b grad (A7) =0,

ot Af est le Laplacian de f par rapport a g.

Démonstration. Soit {e;}I"; une bas orthonormale et normale sur (M, g) au point
x, on calcule :

(D) = Z[ngf(ei)—df(veiei)]
e

H i» €i
_ _Z essy(es, e;) grad f

71— |l grad f|?
= —2(Af)gradf. (4.2.1)
Comme \dﬂ; = \dﬂf} — |lgrad f||> = m — 1, le champ de p-tension de I'identité I est
donné par :
p=2
() = —2 <m - ;) " (Af)grad f. (4.2.2)

On note que, 'application identité T est p-harmonique si et seulement si la fonction
f est harmonique sur (M, g).
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On calcule le champ de p-bitension de 'identité I ,ona:

p—2

o 1
Rry (D) dl(e)al(e) = ~2(m—3) " (AN)[Regmd fre)e
~ g(R(grad f, e;) grad f, e;) rad f
1 — | grad f]|?
_ Hessy(grad f, grad f) Hessy(e;, ;)
(1— | grad f[*)?
Hess(e;, grad f) Hess¢(grad f, e;)
(1— | grad f[]?)
Hessy(e;, €;)
1 — | grad f||?
Hess¢(grad f, e;)
1— || grad f|]?

grad f

grad f

vgrad f grad f

Ve, grad f}, (4.2.3)

pour tout i = 1,...,m. En utilisant || grad f||? = 2 sur M, on obtient Vgyaq f grad f =
0, et Hessf(grad f,X) = 0, pour tout X € I'(T'M). Pour que I’équation
devient :

p—2

RO dl(edl(e) = ~2(m—3) " (An)[Rlgrad f.eoe,
—2g(R(grad f, e;) grad f,e;) grad f}. (4.2.4)

Alors, le premier terme du champ de p-bitension de I est donné par :

|dI|p 2ZR (o(I), dI(e;))dI (e;)

= 2 (m - ;)p_z (Af) [Ricci(grad f)

+2Ric(grad f,grad f) grad f} (4.2.5)

On calcule le deuxiéme terme du champ de p-bitension de I :

VT2 ()

- 2<m—> va VI (Af) grad f. (4.2.6)
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Pour tout ¢ =1,...,m, on a :

V;V;(Af) grad f = Vz [el(Af) grad f + (Af)VI grad f}
(Af) grad f + (Af)V,, grad f}
((Af)grad f + (Af)V,, gradf}

= ei(e;(Af))grad f + ez(Af)V] grad f

+ei(Af)V,, grad f + (Af)VE V., grad f
= eile;(Af)) grad f + 2ei(Af)Vei grad f

AV, Y, grad |

—2(Af)Hessy(e;, V., grad f) grad f.

l
— —

En remplagant la derniére équation dans (4.2.6)), on obtient :

SO A NG

2
+(Af) trace, V* grad f
+2(Af)g(grad f, trace, V2 grad f) grad Il (4.2.7)

1\P2
= 2 (m — ) [A(Af)grad f + 2V graa(ay grad f

En utilisant la méme méthodologie dans les calculs précédents, on trouve :

p—2

7 1\7z [1
(VoD dl); =2 (m—5) T | Goerad ferad (A1) + (A1)
Alors, le troisieme terme du champ de p-bitension de I est donné par :

—(p—2) va I),dI); |d1|p Ydl(e;)

2 2
1
+5 Varad 7 grad(Af) + grad(A f)? (4.2.8)

~(Af)g(grad fgrad(A[)) grad f — 2(Af)° grad f].

1\?73r1
= 2(]) - 2) (m - ) {7vgrad(Af) grad f

D’apres les formules (4.2.5)), (4.2.7)), (4.2.8), et I’équation suivante :

trace,(V)? grad f = Ricci(grad f) + grad(Af)
on déduit le Théoréme [£.2.7] O

Corollaire 4.2.1. Soit (M,g) une variété Riemannienne et f € C*(M) tel que
| grad f||? = % On suppose que :

i) Af = F(f) pour une certaine fonction F € C*(R) ;

ii) Ricci(grad f) = Agrad f ou A € C°(M).
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Alors Uapplication identité I : (M, g) — (M, g — df @ df) est p-biharmonique si et
seulement si :

1
(- )arn -0

2m+p—3)F"(f) +32m+p—3)F(f)F'(f) —4(p — 2)F(f)

4.2.1 Exemple sur la p-biharmonicité d’une application ¢ : (M, g) —
(M, 9)

Exemple 4.2.1. Soit H" = {z € R"|z,, > 0} un espace hyperbolique de dimension
n, muni de la métrique Riemannienne g = x&(dx?+...+dxz2) o a € R. La fonction

différentiable f(x) = a—ﬁxﬁ“ pour tout x = (1, ...,x,) € H" vérifie || grad f| = &

et Af = %a(n - l)x;%_l. Pour que, Af = F(f), ou

aln —1)
F(t)= —=~, Vt>0.
®) 2(a+2)t’ >
On note que, Ricci(grad f) = Agrad f, ou
an—1) _,_o
A = «
2 n

Selon le corollaire Vapplication identité I : (M,g) — (M,g — df @ df) est
p-biharmonique propre si et seulement si

—16n+34a+24—22an—4an? —11a2n+ 2a2n? + 11 o2
6an—a*n+2a?n?2 -8 —14a — 3 a? '

p=-

(Pour n =2 et a = —1 on obtient p=>5).
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CHAPITRE b

LLES APPLICATIONS p-BIHARMONIQUES ENTRE LES
VARIETES PRODUIT TORDU

Dans ce chapitre, on donne la condition de la p-biharmonicité de l’inclusion
d’une variété riemannienne (NN, h) dans le produit tordu M x 2 N, de la projection
de M xy2 N & (M, g). On donne également les conditions de la p-harmonicité et la
p-biharmonicité du graphe de (M, g) dans M x 2 N. [39]

5.1 La p-biharmonicité de I’inclusion

Soit (M, g) et (N, h) deux variétés Riemanniennes. On dénote par
ixo : (N,h) — (M X g2 N,GfQ),
y = (z0,9)

I'application de l'inclusion de N au niveau de g € M dans M X2 N. Dans ce qui
suit , on caractérise la p-biharmonicité de i, en fonction de f.

Théoréme 5.1.1. Le champ de p-bitension de l’inclusion iz, est donné par

np

Top(izg) = —§f2(p72)($0) (grad | grad f2|2,0) 0 iz,

_(p—2)nP

o/ (o) grad £, (grad £2,0) o i,

Démonstration. Soit {F,}i_; une base orthonormale au point y € N, i.e., Vil F, =0

au point y € N pour tout a,b € {1,...,n}. En utilisant (1.8.1)), on calcule le champ
de tension de l'inclusion i, :

7(iz,) = tracep, Vdig,

- Z Vi dig (Fy
— 5 (Tom® Fa>> ©
- 7% Z h(Faa Fa)(grade’O) © i930

—g(grad £2,0) 0y, (5.1.1)
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Ensuite, on calcule le champ de p-tension de l'inclusion. D’abord , on calcule la
norme de Hilbert-Schmidt de la différentielle di;,. On a :

|dig, |* Zsz dig, (Fy), dig,(F,))

= Z G r2((0, Fa), (0, Fo)) © iy (5.1.2)

En utilisant la définition de la métrique du produit tordu G2 dans @ I’équation
(5.1.2)) devient
‘dimo’Q Z(fow) h(Fy, Fa)
= nfz(:co). (5.1.3)

Alors, le premier terme du champ de p-tension de i, est donné par :

P
iy P27 (i) = =5 /"2 (w0) (grad f%,0) o i, (5.1.4)

Comme gradN |diz,| = 0, et la fonction |dig,| est constante sur N, le deuxieme terme
de est nul. Alors, le champ de p-tension de i, est donné par

P

. n?2 p—2 2 s
Tp(izy) = —7f (xo)(grad f,0) o ig,. (5.1.5)
On note que, i, est p-harmonique si et seulement si (grad f2),, = 0.

On passe au champ de p-bitension de linclusion i,,. Premierement, En utilisant
(1.8.2)), on calcule le premier terme du champ de p-bitension de 'inclusion qui est

donné par (0.0.7) :

R(Tp(imo)a digy (Fa))diz, (Fa)

_ _% £72(x0) (Rl(grad £2,0), (0, F)) (0, Fu)) o i,

g : |
= pr 2(1:0)<V§fadf2 grad f? — 2—fQ| grad f?|% grad f2,0) 0 iy,
D
nz 1 .
= §fp 2(:(;0)<grad | grad f2|? — ﬁ‘ grad f?|? grad f2,0) 0iz,. (5.1.6)

D’apres les équations et (5.1.6)), on obtient :

—|dig |72 R(7y(ing ), disg (Fa))diy (Fa)

nP _ 1 .
= —§f2(p 2)(x0)(grad | grad f2|* — ﬁ] grad f?|% grad fQ,O) 0ig,. (5.1.7)
On calcule le deuxieme terme du champ de p-bitension de i, :

B Z vuo \dig, [P~ QVF To(igg) = —n%fIFQ(:CQ) Z V}:ﬁf V?pr(ixo). (5.1.8)
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Soit @ = 1, ...,n, en utilisant les équations ([1.8.1]) et -, on a :
D

izg /e _ n2 p,2 iz 2 .
VFa Tp(lxo) - _?f (xO)VFa (gradf 70) 01z

2

n2 _ = .
= 5 77 (@) (Viom, (erad £2,0)) oy

p

= —%fpiél(x[)” grad f2 370 (0; Fa) S ix()' (519)
D’ou
Vi Vi (i) = %fp—%o» grad f7[;, (grad £, 0) o frp. (5.1.10)

En remplacant les formules m dans (| , on trouve :

iz . np — o
-3 PRV 1) =~ o) s 0
(5.1.11)

Enfin, on calcule le troisieme terme du champ de p-bitension de i,,. Par I’équation

(5.1.9), on obtient :

(V07 (o), i) ZGf2< 07 (iag), iz (F3) )

%fp—“(xo)! grad 2, 2 Gra((0.10). (0. ) iy

p+2

n 2 _
=——F ?(20)| grad 22, . (5.1.12)

Alors, la fonction (Vieo7,(iy, ), diz,) est également constante sur N. D’apres les équa-
tions (1.8.1)), (5.1.12)), et (5.1.3)), on trouve que

Z vlmo V‘IO Tp lzo) d1x0> ‘dlzo‘ dizo (Fa)

P
= %fQ(p_?’)(fvoﬂ grad 2]3:0 (grad 12, 0) 0igg- (5.1.13)

D’apres les équations (1.8.1)), (5.1.7]), (5.1.11)), et (5.1.13]), on déduit le Théoreme
Il O

Corollaire 5.1.1. L’application de l'inclusion iy, est p-biharmonique propre si et
seulement si xo n'est pas un point critique pour f2 et au point zo on a :

f?grad | grad f?|> + (p — 2)| grad f?|? grad f? = 0.
Dans le cas ou | grad f2|? est une fonction de f2, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 5.1.2. Soit f € C°°(M) une fonction de classe C* et positive tel
que |grad f2? = 22=P) sur M. Alors, toute inclusion iy, est une application p-
btharmonique propre.
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Dans le cas ou p = 2, le théoréme est prouvé dans [7].
En utilisant les résultats ci-dessus, on obtient quelques nouveaux exemples des ap-
plications p-biharmoniques propres pour p > 2.

Exemple 5.1.1. Soit iy, : (N,h) — (R X2 N,Gy2) une application de l'inclu-
sion. On suppose que a = (f2)(x0) > 0 et b = (f2)(z0)(f?)" (z0) < 0. D’aprés le
Corollaire iy, est une application p-biharmonique propre si et seulement si

— 2b
P=a— 42

Exemple 5.1.2. Soit M = (0,00) x R™™! munie de la métrique Riemannienne
g = dt* +dx? + ...+ dx?,_,. D’aprés le Corollaire toute inclusion iz, :
(N,h) = (M X2 N,Gy2) est p-biharmonique propre, ou la fonction f? est donnée
par :

Ftz) = <p;> V(t,z) € M.

Remarque 5.1.1. Soient (M, g) et (N,h) deux variétés Riemannienne. L’applica-
tion de l'inclusion jy, : (M,g) — (M X2 N,Gy2) définie par j,,(x) = (x,y0) est
p-harmonique pour tout yo € N, car elle est toujours totalement géodésique, donc
T(jyo) = 0, et on a |djy,|> =m, ot m est la dimension de (M, g).

5.2 La p-biharmonicité de la projection

Dans le cas de 'application de projection

T (M Xf2 N,GfZ)
(z,y)

(M, g),

_>
’_>
on obtient les résultats suivants.

Théoréme 5.2.1. Le champ de p-bitension field de la projection w est donné par
Top(m) = —mP ?n{2Ricci(gradIn f) + grad(Aln f) + ggrad | grad In f|?
-2
+2 " 2 grad(Aln f) + n(Aln f) grad In f]} o 7.
m

Démonstration. Soit {E;}7*, (resp. {F,}h—;) une base orthonormée sur (M, g) (resp.

sur (N, h)). Alors, {(E;,0), %(O,Fa)}?::lly’;fﬁ est une base orthonormée sur (M X s

N,Gy2). D’abord, on calcule le champ de tension de 7 :

T(m) = traceg , Vdm

-3 {V?Ei70)d7r(Ei, 0) — dr(V i, 0)(Es, 0))}
o1 - 1
+ ; {v}(O,Fa)fdﬂ-(O’ Fa) - dﬂ'(V%(O’Fa)?(O, Fa))}

= ¥ {(V]‘E{_Ei) om —dr(VH E;,0) b + 2}2 Z dr(grad f2,0)

7

2if2(grad o (5.2.1)
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On calcule la norme de Hilbert-Schmidt de la différentielle dr :
dr|? = Zg dr(E;,0),dr(E;,0)) + Zg dr(0, ), dn (0, Fy))

= Zg (Eiom,E;om)
i

= m. (5.2.2)

D’o1, la fonction |dr|? est constante sur M x 72 IV, ce qui implique que grad |dr| = 0.
Alors, le champ de p-tension de 7 est donné par :

Tp(m) = |dn[P7?7 ()

p—2

mzn
= 22 (grad f3) om

= m%n(grad In f)om. (5.2.3)

Maintenant, on calcule le champ de p-bitension de la projection 7. On a :
M
— traceg, R (rp(m), dm)dm

- {ZRM (gradIn f) o 7, dx(E;, 0))dr(E;, 0)

f2ZRM (gradIn f) o 7, dr (0, F,)) (0, Fu) }

= —m'Tn {RM(grad In f, EZ)EZ} o
pe2

= —m’ 2 nRicci(gradln f) o (5.2.4)

Le deuxiéme terme du champ de p-bitension est donné par :

— traceg , V7| dr|[P=2V ™ 7,y(7)

= _ZV(E oldr P~V g, g mp(m ng a)|d7T’p72V%r(o7Fa)Tp(7r)
a=1

p—2 p—2ym
+; ATl o) +a§ \dr| vvl(” )%(O’Fa)Tp(w)
(5.2.5)
On calcule le premier terme de (5.2.5) :
- Z Vg, oldm[P~ VT (B,0) () = —mp_znzV?Ei,O)V?Eijo)(gradln flom

= —mp—QnZ V?Ei,o) (VJ\E{ grad In f) oT

= —mP- 2”2 (V VE gradlnf) om.
(5.2.6)
Le deuxiéme terme de (5.2.5)) est donné par :
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p—2
Zv b 0.k lAT TV o ) To()

= —mP- anvw

A

0.7) V(0 7Fa)(gradlnf) omw

- T Zv(o,Fa)V(o,Fa)(gfadlﬂf)°7T

= ZV(O Fa)Vd7r 0,Fy) gradIn f
= 0. (5.2.7)
Le troisieme terme de est donné par :
Z |dm|P™ 2VV(E o (E:0) p(m) = mP” 2nZV VY B.0) (gradln f) o

— mp—2nz <VAV4M 5 gradIn f) om. (5.2.8)
- By

On calcule le dernier terme de ([5.2.5)) :
—2

P—2xgT — mip n T
Z!dw\ VV1(0F>f(0Fa) Tp () f2 %:VWOFG)(O’FE)(gradlnf)o7r

= ZVOVNF (gradIn f) o

mp

2,
Z V(grad £2,0) (gradln f) o

= —mp_2n2 (Véfadlnf grad In f) o

p—2,,2
— 5 n (grad]gradlnf|2> om. (5.2.9)

En remplagant les formules (5.2.6)-(5.2.9) dans (5.2.5)), on trouve :
— traceg , V™ |dr|P~2V 7, (1) = —mP"*n (traceg(VM)2 grad In f) oT

mP~—2n2

(grad | grad In f]z) oT. (5.2.10)

Puisque trace, (V)2 gradIn f = Ricci(gradIn f) + grad(AIn f), 'équation (5.2.10)
devient :

—traceg , V™ |dr P2V 7,(7) = —mP~*n{ Ricci(grad In f) + grad(Aln f)
+ ggrad | gradIn f|*} o 7. (5.2.11)

On calcule le terme suivant :

(Virp(m),dm) = Zg E ,0) Tp(m), dm(E;, 0))
+ﬁZg(V?[)’Fa)Tp(W),d?T(O,Fa))
= m%nZg Tz,.0)(gradIn f) o 7, dm(E;, 0))
= anZg Vi gradln f, E;) o
- mp22n(glnf)o7r. (5.2.12)

Année 2023 - 2024 80 MERDJI BOUCHRA



CHAPITRE 5. LES APPLICATIONS p-BIHARMONIQUES ENTRE LES
VARIETES PRODUIT TORDU

D’ou, le dernier terme du champ de p-bitension est donné par :
—(p — 2) traceg , V(V™7y(m), dr)|dr [P~ dr
= —(p—2)ymP3 {ZV(E o) (Aln f) o ) dr(E;, 0)
—((Alnf)om) Zdﬂ' (E:,0)(Ei, 0))
f ((Alnf O7T Zdﬂ' (0,Fy) (O,Fa))}
= —(p—2m" {3 (Bi(An f) o ) dr(E;, 0)
2f2 (Alnf)om Zdw gmdf2 )}

= —(p—2)mP3n {grad(A In f) +nA(n f)grad(ln f)}om.  (5.2.13)

D’apres les équations (5.2.4)), (5.2.11)) et (5.2.13)), on déduit les résultats du Théoreme

b2Tl
Lorsque p = 2, la démonstration du théoréme se trouve dans [7].

O]

Corollaire 5.2.1. Soit m : (M xy2 N,Gy2) — (M,g) la projection canonique.
On suppose que (M,g) est une variété d’Einstein i.e., Ricci(X) = AX pour tout
X eI'(TM), ou A € R. Si|gradln f| = k; € R, A(In f) = ko € R, et M\ky <0,
alors m est p-bitharmonique propre si et seulement si :

2mA

=2 .
P nkg

Selon le Corollaire [5.1.2] on obtient 1’exemple suivant.

Exemple 5.2.1. La projection canonique m : (H™ X2 N,Gp2) — (H™,g) est
p-biharmonique propre si et seulement si

:2(1+m>,
n

ot H™ = {x € R™ |z, > 0} est l'espace hyperbolique de dimension m munie de la
métrique Riemannienne g = x,,; (da:l + ... +dz), et f(z) =z} pour tout x € H™.
Ici, |gradIn f| =1 et A(In f) = m — 1 avec Ak = —(m — 1)2.

Remarque 5.2.1. Soient p > 2 et f une fonction positive et de classe C*° sur M.
L’application de projection

o (MXf2N,Gf2) — (N,h),
(z,y) =y

est p-harmonique, car o est harmonique (voir [§]), et la norme de Hilbert-Schmidt
de do est donnée par |do|?> =nf=2 € C*(M), alors do(grad|do|) = 0.
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5.3 La p-harmonicité et la p-biharmonicité du graphe

5.3.1 La p-harmonicité du graphe

Soit ¢ : (M,g) — (N,h) une application de classe C* entre deux variétés
Riemanniennes, et soit

¢ : (M,g) — (M xsp2 N,Gy2),
r e (2,9 (x))

le graphe de . Dans ce qui suit, on donne les conditions nécessaires et suffisantes
pour que ¢ soit p-harmonique.

Théoréme 5.3.1. Le graphe @ est p-harmonique si et seulement si

—(m + f2|dy|?)|dy|? grad f2 + (p — 2)[|dep|? grad f*
f? grad |dy[?] =

2(m + f2dp?) [7(4) + gdip(grad f2)]

+(p — 2)[|dy[Pdip(grad £2) + f2dy(grad |dy|*)] =

Démonstration. Soit {e;}", une base orthonormée normale au point € M. on a :

7(p) = tracey Vdy

= ZV dop(e;)
=Z%%Mw
=D Viewduten) (i dih(e:)

= > {0.VEdv(e)) + e )0, diler)

1
f?
— Sl (er), du(es) (arad £2,0))

2
+flg(0,dw(gradf2>) vt

La norme de Hilbert-Schmidt de dy est donnée par
ldol? =) Gp2(dp(ei), dp(ei))

= Z Gf2((6i, diy(e;)), (e, dp(e;)))
__53{ (e e0) + [2h(dib(e:), dules) }

=m+ f2|di]* (5.3.2)

= (0,7(¢)) (grad f2,0). (5.3.1)

Maintenant, on calcule le champ de p-tension field de ¢. D’abord, on note que
grad |dip| = grad(m + f*|du|*)>
1 _1
= 5 (m+ 2y )73 grad(f2dyl?)

= SOm o+ 2IaP)H (1do grad /2 4+ Parad|dy) . (533)

Année 2023 - 2024 82 MERDJI BOUCHRA



CHAPITRE 5. LES APPLICATIONS p-BIHARMONIQUES ENTRE LES
VARIETES PRODUIT TORDU

Le deuxiéme terme du champ de p-tension field est donné par

(p — 2)lde" " dip(grad |di])

p—2
= B S (m+ PIdv )T {]dul(grad £2, di(grad )
+f%(grad |dy|*, dy(grad |[dy[*))}. (5.3.4)
D’apres les équations (0.0.4)), (5.3.1)), (5.3.2)), et (5.3.4), on conclut le théoréme [5.3.1]

O

Corollaire 5.3.1. Soit ¢ : (M,g) — (N, h) une application de classe C> entre
deuz variétés Riemanniennes. On suppose que |dip|> = 1 et p < 2 +m. Alors, Le
graphe @ est p-harmonique si et seulement si f est constante et 1 est harmonique.

5.3.2 La p-biharmonicité du graphe

Pour construire un exemple d’'un gaphe qui est p-biharmonique propre, on peut
utiliser le résultat suivant.

Théoréme 5.3.2. Soit ) : (M, g) — (N, h) une application harmonique entre deux
variétés Riemanniennes. On suppose que |dip|? = 1, dip(grad f2) = 0, et | grad f2|? =
B(f?) pour une certaine fonction 3 de classe C*. On prend

Lom+ )5 a(f?) grad 2,

£=3

ot o f%) = —m — f2+p—2. Si & est paralléle sur (M, g), alors le graphe de 1 est
p-biharmonique si et seulement si

(m+ ) [m+ > =200 — 2)]a(f)B8'(f*) — (p—2)[2(p — 4)
—m — f2la(fH)B(f) +2(p — 2)(m + f2)B(f?) = 0.

Démonstration. D’apres le théoreme [5.3.1} on a :

() = %(m+ fQ)%a(fQ)(grade,O).

Alors 7,(¢) = (£,0). En utlhsant les equatlons 1 j et ) avec les hypotheses
|d|? = 1, dip(grad f2) = 0, |grad f?|?> = RICCI = 0, et la formule
suivante :

1
Vot g2 grad J* = _ grad(| grad f?),
le premier terme du champ de p-bitension 7 ,(¢) est donné par :
—|dp|P2 traceg E(Tp(@), dp)de

B(f?)
f2

D’apres les équations ((1.8.1)), (5.3.2)), 'harmonicité de 1, et les hypotheéses |di|? =
VM¢ =0, on trouve que :

= st PP ) - 2 (araa 12,0, (535)
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— tracey V?|dp|P 2V ¥7,(p)

= 8f2(m+f2)p Sa(f?)B(f%)(grad f2,0). (5.3.6)

Par un calcul direct, on obtient :
\vid d 1 2 2 2
(VoTy(), dio) = 3(m+ )T al£2)B(72),

et le troisieme terme du champ de p-bitension 7 ,(¢) est donné par :

—(p — 2) traceg V(V¥71,(¢), dgoﬂd(p\p%d(p

= P2+ P [ n e Pl ()
2 2a(P)8(%) — S m + F)8(F)
P50 (srad 12,0). (53.7)
D'aprés les équations (0.0.7) et (5.3.5)-(5.3.7), on déduit le théoréme O

Exemple 5.3.1. Soient Uapplication de translation a droite ¥ : R> — R? définie
par ¥(xy,x9) = (0,21) et M =R x (0,00). Le graphe de l'application de restriction
1 = Uy est une application 4-biharmonique propre pour f(x1,x2) = 1‘5/4. En effet,
on a :

2. 0\ 2 6f28¢
2 _ J _ J Y _

|grad f2* = B(f*),  B(t) = ;3. Vt€(0,00).
9

Comme 1 est une application harmonique et £ = iax est paralléle sur (M, dx? +
dz3), d’apres le théoréme le graphe o(x1,x2) = (x1,22,0,21) est une applica-

tion 4-biharmonique propre.
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