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RÉSUMÉ

Résumé
Le but de ce travail est d’étudier les propriétés des applications harmoniques gé-

néralisées en faisant l’extension des applications p-harmoniques (resp. p-biharmoniques).
Les résultats obtenus sont :

• L’extension de la définition des applications p-harmoniques entre deux variétés
Riemanniennes.

• La déformation d’une métrique Riemannienne g sur une variété Riemannienne
M pour obtenir une nouvelle métrique Riemannienne notée g̃ qui est don-
née par g = g̃ − df ⊗ df , tels que f ∈ C∞(M) et ∥ gradM f∥2 < 1, la
déformation d’une métrique Riemannienne du codomaine d’une application
φ : (M, g) → (N,h) et voir son effet sur la p-biharmonicité de φ.

• L’étude des applications p-harmoniques entre les variétés produit tordu.

Mots-clés : Applications harmoniques, applications p(·)-harmoniques, théo-
rème de type Liouville.
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INTRODUCTION

Soit U un ouvert de Rn. Une fonction différentiable :

f : U −→ R, (x1, x2, ..., xn) 7−→ f(x1, x2, ..., xn)

est dite harmonique si :

△f ≡ ∂2f

∂x2
1

+ ∂2f

∂x2
2

+ · · · + ∂2f

∂x2
n

= 0.

En 1964 J. Eells, J. H. Sampson, L. Lemaire ([22]) ont étudié les applications harmo-
niques dans un cas général sur une variété Riemannienne. Nous allons commencer
par les applications harmoniques ; Soient (M, g) et (N,h) deux variétés Rieman-
niennes de dimension m et n respectivement, D un domaine compact de M et
φ : (M, g) −→ (N,h) une application de classe C∞. On définit l’énergie de φ sur D
par :

E(φ;D) = 1
2

∫
D

|dφ|2 vg,

où |dφ| est la norme de Hilbert Schmidt de la différentielle dφ et vg l’élément volume
Riemannien de M . L’application φ est dite harmonique si elle est point critique de
la fonctionnelle d’énergie E, cette application est en faite une solution de l’équation
d’Euler-Lagrange (voir [4]) :

τ(φ) = traceg ∇dφ =
∑
i

{∇φ
ei
dφ(ei) − dφ(∇M

ei
ei)} = 0,

où {ei}mi=1 est une base orthonormée sur (M, g), ∇φ est la connexion de pull-back sur
Γ(φ−1TN), ∇M est la connexion de Levi-Civita sur (M, g) et ∇dφ est la deuxième
forme fondamentale de φ. Localement,

τ(φ) =
∑
i,j,γ

gij

 ∂2φγ
∂xi∂xj

+
∑
α,β

∂φα
∂xi

∂φβ
∂xj

NΓγαβ ◦ φ−
∑
k

∂φγ
∂xk

MΓkij

( ∂

∂yγ
◦ φ
)

= 0.

Ensuite, en 1986 G.Y Jiang ([30]) a introduit le concept des applications bi-harmoniques
comme point critique de la fonctionnelle bi-énergie :

E2(φ;D) = 1
2

∫
D

|τ(φ)|2vg,

8
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et démontre que toute application biharmonique est une solution de l’équation
d’Euler-Lagrange :

τ2(φ) = − traceg RN (τ(φ), dφ)dφ− traceg(∇φ)2τ(φ) = 0,

τ2(φ) est dit champ de bitension de l’application φ.
La fonctionnelle de p-énergie d’une application φ est définie par :

Ep(φ;D) = 1
p

∫
D

|dφ|pvg, (0.0.1)

pour tout domaine compact D de M . Soit {φt}t∈(−ϵ,ϵ) une variation de φ de classe
C∞ et à support dans D. Alors

d

dt
Ep(φt;D)

∣∣∣
t=0

= −
∫
D
h(τp(φ), v)vg, (0.0.2)

où v = ∂φt
∂t

∣∣∣
t=0

désigne le champ de vecteurs de variation de φ.
Les applications p-harmoniques sont des points critiques de la fonctionnelle p-énergie
(0.0.1), et elles vérifient une équation aux dérivées partielles plus générale impliquant
le p-Laplacian dit le champs de p-tension et qui est défini par :

τp(φ) = divM (|dφ|p−2dφ) (0.0.3)
= |dφ|p−2τ(φ) + (p− 2)|dφ|p−3dφ(gradM |dφ|), (0.0.4)

pour toute {e1}mi=1 une base orthonormée sur (M, g) i.e., une application φ est dite
p-harmonique si et seulement si (voir [2, 15, 25])

|dφ|p−2τ(φ) + (p− 2)|dφ|p−3dφ(gradM |dφ|) = 0. (0.0.5)

Une généralisation des applicatons p-harmoniques est donnée par l’intégration
de |τp(φ)|2. Plus précisément, la fonctionnelle de p-biénergie de φ est définie par :

E2,p(φ;D) = 1
2

∫
D

|τp(φ)|2vg. (0.0.6)

On dit que φ est une application p-biharmonique si et seulement si elle est point
critique de la fonctionnelle p-biénergie i.e., si elle vérifie l’équation d’Euler-Lagrange
de la fonctionnelle (0.0.6), c’est-à-dire (voir [42])

τ2,p(φ) = −|dφ|p−2 traceg RN (τp(φ), dφ)dφ− traceg ∇φ|dφ|p−2∇φτp(φ)
−(p− 2) traceg ∇ < ∇φτp(φ), dφ > |dφ|p−4dφ = 0. (0.0.7)

Soit {ei}mi=1 une base orthonormée sur (M, g), on a :

traceg RN (τp(φ), dφ)dφ =
∑
i

RN (τp(φ), dφ(ei))dφ(ei),

traceg ∇φ|dφ|p−2∇φτp(φ) =
∑
i

(
∇φ
ei

|dφ|p−2∇φ
ei
τp(φ) − |dφ|p−2∇φ

∇M
ei
ei
τp(φ)

)
,

< ∇φτp(φ), dφ >=
∑
i

h
(
∇φ
ei
τp(φ), dφ(ei)

)
,

Année 2023 - 2024 9 Merdji Bouchra
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traceg ∇ < ∇φτp(φ), dφ > |dφ|p−4dφ =
∑
i

(
∇φ
ei
< ∇φτp(φ), dφ > |dφ|p−4dφ(ei)

− < ∇φτp(φ), dφ > |dφ|p−4dφ(∇M
ei
ei)
)
.

Les applications p-harmoniques (resp. p-biharmoniques) se réduisent aux applica-
tions harmoniques (resp. biharmoniques) lorsque p = 2 .

Toute application p-harmonique est p-biharmonique par définition. A. Moham-
med Cherif a prouvé dans ([42]) que si (M, g) est une variété Riemannienne compact,
orientable et sans bord, et si (N,h) est une variété Riemannienne à courbure section-
nelle négative alors, toute application p-biharmonique définie de (M, g) dans (N,h)
est p-harmonique.

Le but de cette thèse est d’étudier les applications harmoniques généralisées en fai-
sant l’extension de la définition des applications p-harmoniques (resp. p-biharmoniques)
et caractériser le théorème de type Liouville pour les applications harmoniques gé-
néralisées. La thèse se compose de cinq chapitres :

⋄ Premier chapitre : est consacré aux rappels des outils de la géométrie Rie-
manniennes en incluant de divers définitions notamment la dérivée covariante,
la métrique Riemannienne, la connexion de Levi-Civita, les tenseurs de cour-
bure, les géodésiques, les opérateurs tels que le gradient, la divergence, la Hes-
sienne et le Laplacien, et les variétés produit tordu. A la fin du chapitre, nous
introduisons un nouveau type de déformation d’une métrique Riemannienne.

⋄ Deuxième chapitre : on donne rappel sur les applications harmoniques (resp.
biharmoniques) en présentant la première variation de la fonctionnelle d’éner-
gie (resp. la fonctionnelle de biénergie).

⋄ Troisième chapitre : contient des résultats originaux concernant l’extension
de la définition des applications p-harmoniques ; après avoir fait les calculs
variationnels, on arrive à cractériser les applications p(·)-harmoniques (resp.
p(·)-biharmoniques) entre deux variétés Riemanniennes (M, g) et (N,h), et les
applications p(·)-harmoniques stables (p est une fonction de classe C∞ sur M
et p(x) ≥ 2), avec la construction de quelques exemples sur ce type d’applica-
tions.

⋄ Quatrième chapitre : les résultats obtenus dans ce chapitre sont originaux
où on suppose qu’on a une application φ : (M, g) → (N,h) de classe C∞ entre
deux variétés Riemanniennes et on étudie l’effet de la déformation de la mé-
trique Riemannienne h sur sa p-biharmonicité.

⋄ Cinquième chapitre : l’harmonicité et la biharmonicité de l’inclusion ix0 :
(N,h) → (M ×f2 N,Gf ) et la projection π : (M ×f2 N,Gf ) → (M, g) ont
été déjà étudiées par Adina Balmus [7]. Dans ce chapitre, un résultat plus gé-
néral est obtenu en recherchant les conditions suffisantes pour que l’inclusion
canonique et la projection soient p-biharmoniques propres. De plus, les condi-
tions suffisantes pour que le graphe d’une application ψ : (M, g) → (N,h) soit
p-harmonique (resp. p-biharmonique) sont également recherchées.

Année 2023 - 2024 10 Merdji Bouchra
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CHAPITRE 1
RAPPELS DE GÉOMÉTRIE RIEMANNIENNE

Dans ce chapitre, on fait rappel à quelques notions de base de la géométrie
Riemannienne y compris la connexion linéaire, le tenseur de torsion, la métrique
Riemannienne, les courbures, les géodésiques sur une variété Riemannienne et la
variété produit tordu, et à la fin de ce chapitre, on va voir la construction d’une
nouvelle classe de déformation d’une métrique Riemannienne g notée g̃ sur une
variété Riemannienne M , ensuite on calcule la connexion de Levi-Civita, le tenseur
de courbure et la courbure de Ricci relativement à cette déformation de la métrique
Riemannienne g.
Les références principales sont :[4, 11, 13, 16, 21, 27, 28, 31, 34, 38, 41, 46, 52]

1.1 Connexion linéaire
Définition 1.1.1. Une connexion linéaire sur une variété différentiable M est une
application :

∇ : Γ(TM) × Γ(TM) → Γ(TM), (X,Y ) 7→ ∇XY,

tels que pour tout Z ∈ Γ(TM) et toute f ∈ C∞(M), les propriétés suivantes sont
satisfaites :

(1) ∇X+Y Z = ∇XZ + ∇Y Z ;

(2) ∇XfY = Y (f)X + f∇XY ;

(3) ∇X(Y + Z) = ∇XY + ∇XZ ;

(4) ∇fXY = f∇XY.

Ici, Γ(TM) désigne l’ensemble des champs de vecteurs sur la variété M et C∞(M)
l’ensemble des fonction de classe C∞ sur M .

Exemple 1.1.1. Soient M = Rn, Y ∈ Γ(TRn) et v ∈ TpRn, pour tout p ∈ Rn on

définit la dérivée directionnelle Euclidienne de Y =
∑
i

Y i ∂

∂xi
, dans la direction de

12



CHAPITRE 1. RAPPELS DE GÉOMÉTRIE RIEMANNIENNE

v par :

∇vY = v(Y 1) ∂

∂x1

∣∣∣∣
p

+ . . .+ v(Y n) ∂

∂xn

∣∣∣∣
p

.

Où pour tout i, v(Y i) est le résultat de l’application du vecteur v à la fonction Y i :

v(Y i) = v1∂Y
i

∂x1 (p) + . . .+ vn
∂Y i

∂xn
(p).

Si X ∈ Γ(TRn), on obtient un nouveau champ de vecteurs ∇XY en évaluant ∇XpY
en chaque point :

∇XpY = Xp(Y 1) ∂

∂x1

∣∣∣∣
p

+ . . .+Xp(Y n) ∂

∂xn

∣∣∣∣
p

.

1.2 Tenseur de torsion

Définition 1.2.1. [31] Soit ∇ une connexion linéaire sur une variété différentiable
M . L’application :

T : Γ(TM) × Γ(TM) → Γ(TM), T (X,Y ) = ∇XY − ∇YX − [X,Y ],

est dite tenseur de torsion de la connexion ∇. Le crochet [X,Y ] est appelé le crochet
de Lie défini par :

[X,Y ] = X(Y ) − Y (X), ∀X,Y ∈ Γ(TM)

[ , ] est R-linéaire, antisymétrique et vérifie l’identité de Jacobi :

[X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0,

pour tous X,Y, Z ∈ Γ(TM).

Remarque 1.2.1.

(1) T est un tenseur de type (1, 2) ;

(2) T (X,Y ) = −T (Y,X) pour tout X,Y ∈ Γ(TM) (T est antisymétrique) ;

(3) Pour tout x ∈ M , le tenseur de torsion T induit une application bilinéaire
vectorielle

Tx : TxM × TxM → TxM
(v, w) 7→ Tx(v, w) = (∇XY )x − (∇YX)x − [X,Y ]x

où X,Y ∈ Γ(TM), Xx = v et Yx = w.

Définition 1.2.2. La connexion linéaire d’un champ de tenseurs A de type (0, r) le
long d’un champ de vecteurs X est défini par ses valeurs sur les champs de vecteurs
X1, . . . , Xr par la formule :

(∇XA)(X1, . . . , Xr) = X

(
A(X1, . . . , Xr)

)
−
∑
l

A(X1, . . . ,∇XXl, . . . , Xr).

Année 2023 - 2024 13 Merdji Bouchra



CHAPITRE 1. RAPPELS DE GÉOMÉTRIE RIEMANNIENNE

1.3 Métrique Riemannienne

Définition 1.3.1 (Variété Riemannienne). Un couple (M, g), où M est une variété
différentiable et g est un tenseur métrique sur M , est dit variété Riemannienne.

Proposition 1.3.1. Toute variété M différentiable et paracompacte admet une mé-
trique Riemannienne.

Définition 1.3.2. Un tenseur métrique ou bien une métrique Riemannienne sur
une variété différentiable M est un tenseur g : Γ(TM) × Γ(TM) → C∞(M) de type
(0, 2) sur M , bilinéaire et pour tous X,Y ∈ Γ(TM), les conditions suivantes sont
satisfaites :

(i) g(X,Y ) = g(Y,X) ;

(ii) g(X,X) ≥ 0 ;

(iii) g(X,X)(x) > 0, ∀Xx ∈ TxM − {0}.

Définition 1.3.3. Soient (M, g) une variété Riemannienne, (U,φ) une carte locale
de (M, g) avec les champs de base associés { ∂

∂xi
}mi=1 tels que gij = g

(
∂
∂xi
, ∂
∂xj

)
et

(x1, . . . , xn) est un système de coordonnées locales relativement à (U,φ). Donc g
s’écrit localement dans U comme :

g =
∑
i,j

gij dx
i ⊗ dxj

Les n× n fonctions gij : U → R sont appelées les composantes du tenseur métrique
g.

Exemple 1.3.1 (La métrique Euclidienne). La métrique Euclidienne est la métrique
Riemannienne ḡ = ⟨ , ⟩Rn dans Rn dont la valeur en chaque x ∈ Rn est le produit
scalaire dans TxRn sous l’identification naturelle TxRn ∼= Rn i.e ∀v, w ∈ TxRn écrits
dans les coordonnées standards (x1, . . . , xn) comme suit :

v =
∑
i

vi
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

, w =
∑
j

wj
∂

∂xj

∣∣∣∣
x

on a :
ḡ(v, w) =

∑
i

viwi.

1.3.1 Image inverse d’une métrique Riemannienne

Définition 1.3.4. Soient (N,h) une variété Riemannienne, de dimension n, M une
variété différentiable, de dimension m et f : M → N une immersion. Alors

f∗h : Γ(TM) × Γ(TM) → C∞(M)

définie pour tous X,Y ∈ Γ(TM) et x ∈ M par :

f∗h(X,Y )x = hf(x)(dxf(Xx), dxf(Yx)),

est une métrique sur M , appelée métrique inverse.
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Expression locale de la métrique inverse f∗h :
Soient (U,φ) une carte de M de base locale associée { ∂

∂xi }mi=1 et (V, ψ) une carte de
N de base associée { ∂

∂yα }nα=1, alors

(f∗h)ij = (f∗h)( ∂

∂xi
,
∂

∂xj
)

= h(df( ∂

∂xi
), df( ∂

∂xj
))

=
∑
α,β

∂fα

∂xi

∂fβ

∂xj
h( ∂

∂yα
,
∂

∂yβ
) ◦ f

=
∑
α,β

∂fα

∂xi

∂fβ

∂xj
(hαβ ◦ f). (1.3.1)

1.3.2 La métrique Riemannienne induite

Définition 1.3.5. Soient (N,h) une variété Riemannienne, M ⊂ N est une sous-
variété de (N,h). On définit la métrique Riemannienne g sur la variété différentiable
M par :

g(X,Y ) = h(df(X), df(Y )), (1.3.2)
pour tout X,Y ∈ Γ(TM). g est applée la métrique Riemannienne induite par
h.

Exemple 1.3.2 (Le tore dans R3). Sur un repère (Oxyz), soit le tore paramétré
par

f : [−bπ, bπ] × [−π, π] → R3

(r, θ) 7→ f(r, θ) = R(r)(cos θ, sin θ, 0) + Z(r)(0, 0, 1)
avec {

R(r) = a+ b cos( rb )
Z(r) = b sin( rb )

• Lorsque θ est fixé, r décrit le petit cercle (section du tube) ;

• Lorque r est fixé, θ décrit le grand cercle (de hauteur z constante ).

Pour trouver la métrique Riemannienne du tore dans R3, on calcule d’abord la dif-
férentielle de f .
En effet ;

Df(r, θ) =

cos(θ)R′(r) − sin(θ)R(r)
sin(θ)R′(r) cos(θ)R(r)
Z

′(r) 0


=

− cos(θ) sin( rb ) − sin(θ)(a+ b cos( rb ))
− sin(θ) sin( rb ) cos(θ)(a+ b cos( rb ))

cos( rb ) 0


D’après (1.3.1) et (1.3.2), on trouve que la métrique Riemannienne induite sur le
tore est donnée par : (

gr,θ
)

=
(

1 0
0 R(r)2

)
où,

(
gr,θ

)
est la matrice de la métrique Riemannienne dans la base canonique.
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Figure 1.1 – Le tore vu en coupe : on fait tourner ce cercle autour de (Oz) pour
obtenir le tore.

1.3.3 Construction élémentaire associée à une métrique Rieman-
nienne

Définition 1.3.6. Soit g une métrique Riemannienne sur une variété différentiable
M , on définit l’application ( dite "flat" ou "bémol") par :

♭ : TpM → T ∗
pM,

Xp 7→ X♭
p

tel que, X♭
p(Yp) = g(Xp, Yp), ∀Yp ∈ TpM . Et son inverse par :

♮ : T ∗
pM → TpM,

αp 7→ α♮p

tel que, αp(Yp) = gp(α♮p, Yp), ∀Yp ∈ TpM .

1.4 La connexion de Levi-Civita sur une variété Rie-
mannienne

Théorème 1.4.1. Une connexion linéaire sur une variété Riemannienne (M, g) est
dite la connexion de Levi-Civita si pour tous champs de vecteurs X,Y et Z sur M ,
les conditions suivantes sont satisfaites :

• Xg(Y,Z) = g(∇XY, Z) + g(X,∇XZ); ( ∇ est compatible avec g, i.e., g est
parallèle par rapport à ∇ qui est équivalent à ∇g ≡ 0)

• Le tenseur de torsion T de la connexion ∇ est nul.

Remarque 1.4.1. La connexion de Levi-Civita ∇ est définie par la formule de
Koszul suivante :

2g(∇XY,Z) = X(g(Y,Z)) + Y (g(X,Z)) − Z(g(X,Y ))
+ g(Z, [X,Y ]) + g(Y, [Z,X]) − g(X, (Y,Z)). (1.4.1)
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Localement : Soit (U,φ) une carte locale de M avec les champs de base associée
{ ∂
∂xi

}mi=1, alors la connexion ∇ s’écrit dans U comme :

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
=
∑
k

Γkij
∂

∂xk
,

où, les fonctions Γkij sont dit les symboles de Christoffel et sont données par :

Γkij = 1
2
∑
l

(
∂gjl
∂xi

+ ∂gil
∂xj

− ∂gij
∂xk

)
gkl, (1.4.2)

où,
(
gkl
)

est l’inverse de la matrice associée à la métrique Riemannienne
(
gkl
)
.

Lemme 1.4.1. [48] La connexion de Levi-Civita est sans-torsion si et seulement si
Γkij = Γkji.

Proposition 1.4.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tout point p ∈ M ,
dans les coordonnées normales au point p ∈ M , on a :

g

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
p

= δij et Γkij(p) = 0.

Théorème 1.4.2 ( Théorème fondamental de la géométrie Riemannienne [46]).
Toute variété Riemannienne M admet une unique connexion symétrique et compa-
tible avec la métrique associée.

1.5 Les courbures

1.5.1 Tenseur de courbure Riemannienne

Théorème 1.5.1. [11] Soit (M, g) une variété Riemannienne, ∇ la connexion de
Levi-Civita sur (M, g). Alors, le tenseur de courbure Riemannienne est défini par

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z − ∇Y ∇XZ − ∇[X,Y ]Z, ∀X,Y, Z ∈ Γ(TM).

Propriétès 1.5.1. [11] R est un champ de tenseurs de type (1, 3) qui vérifie les
propriétés suivantes

(1) R(X,Y )Z = − R(Y,X)Z; (l’antisymétrie)

(2) R(X,Y )Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0; (l’identité de Bianchi algébrique)

(3) g(R(X,Y )Z,W ) = −g(R(X,Y )W,Z);

(4) g(R(X,Y )Z,W ) = g(R(Z,W )X,Y );

pour tous X,Y, Z,W ∈ Γ(TM).
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Définition 1.5.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne, (U,φ) une carte locale de
M . Alors le tenseur de courbure Riemannienne R s’exprime en fonction des symboles
de Christoffel comme :

R( ∂

∂xi
,
∂

∂xj
) ∂

∂xk
=
∑
l

Rl
ijk

∂

∂xl
;

où

Rl
ijk =

∂Γljk
∂xi

+
∑
m

(
ΓlimΓmjk − ΓljmΓmik

)
− ∂Γlik

∂xj
. (1.5.1)

1.5.2 Courbure sectionnelle

Définition 1.5.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m ⩾ 2, α un
2-plan dans l’espace tangent TxM , u et v deux vecteurs linéairement indépendants
dans α. La courbure sectionnelle SectM de (M, g) dans la direction de α est donnée
par :

SectM (α) = g(R(u, v)v, u)
g(u, u)g(v, v) − g(u, v)2 .

Définition 1.5.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m. On dit
que (M, g) est une variété à courbure constante s’il existe une constante k ∈ R telle
que pour tout x ∈ M et tout 2-plan α de TxM , on a :

SectM (α) = k.

(M, g) est dite un espace forme noté par M(K).

1.5.3 Tenseur de Ricci

Définition 1.5.4. Le tenseur de Ricci sur une variété Riemannienne (M, g) est un
champ de tenseurs de type (1, 1) défini par :

Ricci(X) =
∑
i

R(X, ei)ei,

pour tous X ∈ Γ(TM) et {ei}mi=1 une base orthonormée sur (M, g).

1.5.4 Courbure de Ricci
Définition 1.5.5. [11] Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m ⩾ 2.
La courbure de Ricci notée Ric sur (M, g) est définie par :

Ric(X,Y ) = g(Ricci(X), Y ), ∀X,Y ∈ Γ(TM).

Remarques 1.5.1.

• La courbure de Ricci est un champ de tenseurs de type (0.2) ;

• Ric(X,Y ) = Ric(Y,X), pour tout X,Y ∈ Γ(TM) ( Ric est symétrique) ;

• g(Ricci(X), Y ) = Ric(X,Y ), ∀X,Y ∈ Γ(TM) ;
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• Localement ; Si (U,φ) est une carte sur M , { ∂
∂xi

}mi=1 les champs de base relati-
vement à la carte (U,φ), alors la courbure de Ricci est donnée par :

Ricij = Ric
(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=
∑
k

Rk
kij .

1.5.5 Courbure scalaire

Définition 1.5.6. La courbure scalaire d’une variété Riemannienne (M, g) en un
point x ∈ M est la fonction définie par :

S(x) = traceg Ric =
∑
i,j

g(R(ei, ej)ej , ej), (1.5.2)

où {ei}mi=1 est une base orthonormée dans (M, g).
Localement, la courbure scalaire est donnée par :

S(x) =
∑
i,j

gij Rij . (1.5.3)

Proposition 1.5.1. [48] Le tenseur de courbure d’un espace forme M(K) est donné
par :

R(X,Y )Z = k{g(Z, Y )X − g(Z, Y )X}, ∀X,Y, Z ∈ Γ(TM).

Corollaire 1.5.1. Soit M(K) un espace forme de dimension m. Alors :

• Ricci(X) = k(m− 1)X;

• Ric(X,Y ) = k(m− 1)g(X,Y );

• S = km(m− 1).

pour tout X,Y ∈ Γ(TM) .

Définition 1.5.7 (Variété d’Einstein [27]). Une variété Riemannienne (M, g) est
dite une variété d’Einstein si sa courbure de Ricci est proportionnelle à la métrique
Riemannienne g, i.e,

Ric(X,Y ) = λ g(X,Y ),

pour tous X,Y ∈ Γ(TM) et λ ∈ R.
Si M est une variété d’Einstein, on remarque que S = mλ.

Exemple 1.5.1. Soit la sphère unité S2 représentée par la paramétrisation suivante :
x = sin θ cosφ
y = sin θ sinφ
z = cos θ

pour tous θ ∈ (0, π) et φ ∈ (0, 2π). Pour la base {u(θ, φ), v(θ, φ)} du plan tangent
TpS2 au point p = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) où{

u(θ, φ) = ∂
∂θ = (cos θ cosφ, cos θ sinφ,− sin θ)

u(θ, φ) = ∂
∂φ = (− sin θ sinφ, sin θ cosφ, 0).
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on trouve que la métrique induite sur S2 est donnée par :

gp =
(

1 0
0 sin2 θ

)
.

En utilisant la formule des symboles de Christoffel de la connexion de Levi-Civita
(1.4.2), on trouve que les seules symboles de Christoffel non nuls sont :

Γ2
12 = Γ2

21 = 1
2
∑
l

g2l(∂1g2l + ∂2g1l − ∂lg12)

= 1
2g

22∂1g22

= 1
2

( 1
sin2 θ

· ∂
∂θ

sin2 θ

)
= cos θ

sin θ ,

Γ1
22 = 1

2
∑
l

g1l(∂2g2l + ∂2g2l − ∂lg22)

= −1
2∂1g22

= −∂

θ
sin2 θ

= − sin θ cos θ.

En utilisant la formule du tenseur de courbure Riemannienne (1.5.1), les seules
tenseurs de courbure Riemannienne non nuls sont :

R1
212 = ∂2Γ1

12 − ∂1Γ1
22 +

∑
m

Γ1
2mΓm12 −

∑
m

Γ1
1mΓm22

= ∂

∂θ
(− sin θ cos θ) + Γ1

22Γ2
12

= −(− cos2 θ + sin2 θ) + (− sin θ cos θ) · cos θ
sin θ

= − sin2 θ,

R1
221 = ∂1Γ1

22 − ∂2Γ1
12 +

∑
m

Γ1
1mΓm22 −

∑
m

Γ1
2mΓm12

= − R1
212

= sin2 θ,

R2
121 = ∂2Γ2

11 − ∂1Γ2
21 +

∑
m

Γ2
2mΓm11 −

∑
m

Γ2
1mΓm21

= − ∂

∂θ

(cos θ
sin θ

)
− Γ2

12Γ2
21

= − ∂

∂θ
cot θ − cos2 θ

sin2

= 1 − cos2 θ

2 sin2 θ

= 1
2 ,
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R2
121 = ∂1Γ2

21 − ∂2Γ2
11 +

∑
m

Γ2
1mΓm21 −

∑
m

Γ2
2mΓm11 = − R2

112

= −1.

D’où

R1221 =
2∑
l=1

gl1 Rl
212 = g11 R1

212 = − sin2 θ,

R2121 =
2∑
l=1

gl1 Rl
221 = g11 R1

221 = sin2 θ,

R1212 =
2∑
l=1

gl2 Rl
112 = g22 R2

112 = sin2 θ,

R2112 =
2∑
l=1

gl2 Rl
121 = g22 R2

121 = − sin2 θ.

De plus, la courbure sectionnelle SectS2 de S2 est donnée par :

SectS2
(
∂

∂θ
,
∂

∂φ

)
=

g(R( ∂∂θ ,
∂
∂φ) ∂

∂φ ,
∂
∂θ )

< ∂
∂θ ,

∂
∂θ><

∂
∂φ ,

∂
∂φ>−< ∂

∂θ ,
∂
∂φ>

2

= R1212

< ∂
∂θ ,

∂
∂θ><

∂
∂φ ,

∂
∂φ>−< ∂

∂θ ,
∂
∂φ>

2

= sin2 θ

sin2 θ
= 1.

La courbure de Ricci de S2 est donnée par :

Ric
(
∂

∂θ
,
∂

∂φ

)
= Ric

(
∂

∂φ
,
∂

∂θ

)
= Ric12

=
∑
m

Rm
12m

= R1
121 + R2

122

= 0,

Ric
(
∂

∂θ
,
∂

∂θ

)
= Ric11

=
∑
m

Rm
11m

= R1
111 + R1

112

= 1,
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Ric
(
∂

∂φ
,
∂

∂φ

)
= Ric22

=
∑
m

Rm
22m

= R1
221 + R2

222

= sin2 θ.

En utilisant la formule de la courbure scalaire (1.5.3), on trouve que :

S(p) =
∑
i,j

gij Ricij

= g11 Ric11 +g12 Ric12 +g21 Ric21 +g22 Ric22

= 1 · 1 + 1
sin2 θ

· sin2 θ

= 2.

1.6 Les géodésiques sur les variétés Riemanniennes
Définition 1.6.1. Si ∇ est une connexion linéaire sur une variété différentiable M ,
V est un champ de vecteurs le long d’une courbe γ : I ⊆ R → M , alors la dérivée
covariante de V le long de γ est un champ de vecteurs DV

dt le long de γ défini par :

DV

dt
= ∇ ˙γ(t)Y

où Y est un champ de vecteurs dans M qui induit V i.e Vt = Yγ(t).

Définition 1.6.2. Un champ de vecteurs V le long d’une courbe γ est dit un champ
de vecteurs parallèle le long de γ si DV

dt = 0.

Figure 1.2 – Le transport parallèle.

Proposition 1.6.1 (Transport parallèle [41]). Soient γ : I → M , t0 ∈ I et v ∈
Tγ(t0)M . Alors Il existe un unique champ de vecteurs Yv parallèle le long de γ tel
que Yv(t0) = v.
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Proposition 1.6.2. [41] Soient (M, g) une variété Riemannienne et γ : I → (M, g),
l’application

P t1t0 (γ) : Tγ(t0)M → Tγ(t1)M , v 7→ Yv(t1)

est une application linéaire et inversible appelée le transport parallèle le long de γ.

Définition 1.6.3. Si γ : I = [a, b] → M est une courbe différentiable dans une
variété Riemannienne (M, g), alors la longueur de γ est définie par :

l(γ) =
∫ b

a
∥ γ̇(t) ∥ dt =

∫ b

a

√
g(γ̇(t), γ̇(t)) dt, γ̇ = dγ

dt
.

Définition 1.6.4 (Courbe géodésique). Une courbe γ : I → M est dite géodésique
si le champ de vecteurs tangent γ̇(t) est parallèle le long de γ.
En fonction des coordonnées locales (x1, . . . , xn). L’équation Dγ̇(t)

dt = 0 pour une
géodésique est donnée par :

d2xk
dt

+
∑
i,j

Γkij
dxj
dt

dxj
dt

= 0, ∀k = 1, . . . ,m. (1.6.1)

Théorème 1.6.1. [28] Soit (M, g) une variété Riemannienne. Si p ∈ M et v ∈
TpM , alors il existe un intervalle ouvert I = (−ϵ, ϵ) et une géodésique unique γ :
I → M tels que γ(0) = p et γ̇(0) = v.

Définition 1.6.5. Une géodésique γ : I → M dans une variété Riemannienne est
dite maximale si elle ne peut pas être prolongée en une géodésique définie sur un
intervalle J contenant I.

Définition 1.6.6 (Variété géodésiquement complète). Une variété Riemannienne
(M, g) est dite géodésiquement complète si pour tout point (p, v) ∈ TM , il existe une
unique géodésique γ : R → M définie sur tout R tel que γ(0) = p et γ̇(0) = v.

Exemple 1.6.1. (Rn, <,>Rn) est une variété Riemannienne non-compacte et com-
plète, les géodésiques de (Rn, <,>Rn) sont de la forme :

γ(t) = C1t+ C2, C1, C2 ∈ Rn,

qui sont définies pour tout t ∈ Rn dans Rn.

Exemple 1.6.2. Considérons le cylindre S1 × R que l’on paramètre de la manière
suivante : 

x = cos θ
y = sin θ
z = z

Les géodésiques du cylindre sont toutes les courbes de la forme :

γ(t) = (cos(at+ b), sin(at+ b), ct+ d).

Ce sont généralement les hélices.
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Figure 1.3 – Les droites (d1), (d2) et (d3) qui passent par le point M et qui sont
parallèles à (D) sont des géodésiques dans l’espace hyperbolique.

!ht

Figure 1.4 – Deux géodésiques dans le cylindre.

Exemple 1.6.3. L’espace hyperbolique H2 = {(x, y) ∈ Rn : y > 0} muni de la
métrique Riemannienne g = 1

y2 (dx2 + dy2) est une variété Riemannienne complète.
En effet ; d’après la formule de Koszul (1.4.1), on trouve que :2 g(∇ ∂

∂x

∂
∂x ,

∂
∂x) = 0

2 g(∇ ∂
∂x

∂
∂x ,

∂
∂y ) = 2

y3

⇒ ∇ ∂
∂x

∂

∂x
= 1
y

∂

∂y
;

2 g(∇ ∂
∂x

∂
∂y ,

∂
∂x) = − 2

y3

2 g(∇ ∂
∂x

∂
∂y ,

∂
∂y ) = 0

⇒ ∇ ∂
∂x

∂

∂y
= ∇ ∂

∂y

∂

∂x
= −1

y

∂

∂x
;

2 g(∇ ∂
∂y

∂
∂y ,

∂
∂x) = 0

2 g(∇ ∂
∂y

∂
∂y ,

∂
∂y ) = − 2

y3

⇒ ∇ ∂
∂y

= −1
y

∂

∂y
.

Déterminons les géodésiques de (H2, g). Soit γ(t) = (x(t), y(t)) une courbe dans
(H2, g). Pour ceci, on utilise les équations des géodésiques :

d2xk
dt

+
∑
i,j

Γkij
dxj
dt

dxj
dt

= 0, k ∈ {1, 2}.
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Ce qui est équivalent à : x
′′(t) − 2x′ (t)y′ (t)

y(t) = 0;

y
′′(t) + x

′ (t)2−y′ (t)2

y(t) = 0.

D’où :

{
x(t) = C1,

y(t) = C2e
C3t

ou


x(t) = −2C2

C1
tanh

(
t+C3
2C1

)
+ C4,

y(t) = ±4C2e
t+C3
2C1

C1

(
e

t+C3
C1 +1

) .
Les géodésiques sont définies pour tout t ∈ R. Par conséquent, (H2, g) est complète.
Remarquons que la variété différentiable H2 munie de la métrique Riemannienne
g0 = dx2+dy2 est non-complète (les géodésiques de (H2, g0) sont de la forme x(t) = t
et y(t) = C1t+ C2 qui ne sont pas définies pour tout t ∈ R dans H2.

1.7 Les opérateurs sur une variété Riemannienne

1.7.1 L’opérateur gradient

Définition 1.7.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne, on définit l’opérateur
gradient par

grad : C∞(M) → Γ(TM),
f 7→ grad f = (df)♮

où df est la différentielle de la fonction f .

Définition 1.7.2. [48] Soit (M, g) une variété Riemannienne.Pour tout champ de
vecteurs X ∈ Γ(TM) et toute fonction f ∈ C∞(M), on a :

df(X) = X(f) = g(grad f,X). (1.7.1)

Proposition 1.7.1 (La représentation locale du gradient [48]). Si (U,φ) est une
carte locale sur (M, g) avec les champs de base associée { ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xm
}, alors pour

toute f ∈ C∞(M) on a :

(grad f) |U=
∑
i,j

gij
∂f

∂xi

∂

∂xj
. (1.7.2)

Propriétès 1.7.1. [21] Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour toutes f, h ∈
C∞(M) on a :

1. grad(f + h) = grad f + gradh ;

2. (grad fh) = h grad f + f gradh ;

3. (grad f)(h) = (gradh)(f).
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1.7.2 L’opérateur de divergence

a) La divergence d’un champ de vecteurs
Soit X ∈ Γ(TM) un champ de vecteurs sur une variété Riemannienne (M, g),
on a :

∇X : Γ(TM) → Γ(TM),
Z 7→ ∇ZX

est une application C∞(M)-linéaire. (∇X est un tenseur de type (1, 1)).
Si x ∈ M , alors :

(∇X)x : TxM → TxM,
v 7→ (∇vX)x

est une application linéaire d’espaces vectoriels.

Définition 1.7.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne. La divergence d’un
champ de vecteurs X ∈ Γ(TM), notée divX est une fonction sur M définie
par

divX = traceg(∇X).

En coordonnées locales, on a :

divX =
∑
i

dxi
(

∇ ∂
∂xi

X

)

=
∑
i,j

gijg

(
∇ ∂

∂xi

X,
∂

∂xj

)
.

Si {ei}mi=1 est une base orthonormée locale sur (M, g), on a :

divX =
∑
i

g(∇eiX, ei).

Proposition 1.7.2. [48] Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension
m. La divergence d’un champ de vecteurs X ∈ Γ(TM) est donnée localement
par :

divX =
∑
i

(
∂Xi

∂xi
+
∑
j

XjΓiij
)
,

où X =
∑
i

Xi ∂

∂xi
.

Propriétès 1.7.2. [21, 48] Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout
X,Y ∈ Γ(TM) et toute f ∈ C∞(M) on a :

1. div(X + Y ) = div(X) + div(Y ),

2. div(fX) = f divX +X(f).

b) La divergence d’une forme différentielle
Soit ω ∈ Γ(T ∗M) une 1-forme sur une variété Riemannienne (M, g), on a :

∇ω : Γ(TM) → Γ(T ∗M),
Z 7→ ∇Zω

est une application C∞(M)-linéaire (∇ω est un tenseur de type (0, 2)).
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Si x ∈ M , alors :
(∇ω)x : TxM → T ∗

xM,
v 7→ (∇vω)x

est une application linéaire d’espaces vectoriels.

Définition 1.7.4. Soit (M, g) une variété Riemannienne La divergence d’une 1-
forme ω ∈ Γ(T ∗M), notée div(ω) est une fonction sur M définie par :

div(ω) = traceg(∇ω),

pour tout x ∈ M , on a :

(divω)(x) = traceg((∇ω)x).

Localement : [48]

divω =
∑
i

(∇eiω)(ei)

=
∑
i,j

gij(∇ ∂
∂xi

ω)( ∂

∂xj
).

1.7.3 Hessienne d’une fonction sur une variété Riemannienne

Définition 1.7.5. [48] Soient (M, g) une variété Riemannienne, et f : M → R une
fonction de classe C∞. La Hessienne d’une fonction f , notée Hessf , est définie par :

Hessf (X,Y ) = X(Y (f)) − (∇XY )(f) = X(df(Y )) − df(∇XY ),

pour tous X,Y ∈ Γ(TM).

Remarque 1.7.1. Comme la connexion de Levi-Civita ∇ est sans torsion, on a :

∇XY (f) − ∇YX(f) = [X,Y ](f) = X(Y (f)) − Y (X(f)),

ce qui implique que :

Hessf (X,Y ) = X(Y (f)) − (∇XY )(f) = Y (X(f)) − (∇YX)(f) = Hessf (Y,X),

c’est-à-dire, Hessf est symétrique.

Proposition 1.7.3. [27, 48] La Hessienne est donnée par l’équation

Hessf (X,Y ) = g(∇X grad f, Y ), ∀X,Y ∈ Γ(TM).

1.7.4 L’opérateur Laplacien

Définition 1.7.6. [48] Soit (M, g) une variété Riemannienne, l’opérateur Laplacien
noté ∆ est défini par :

∆ : C∞(M) → C∞(M),
f 7→ ∆(f) = div(grad f) = traceg(Hessf )

appelé aussi opérateur de Laplace-Beltrami

Propriétès 1.7.3. [21, 48] Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout f, h ∈
C∞(M) on a
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1. ∆(f + h) = ∆(f) + ∆(h),

2. ∆(fh) = h∆(f) + f∆(h) + 2g(grad f, gradh).

Proposition 1.7.4 (Expression locale du Laplacien [21, 48]). Soit (M, g) une variété
Riemannianne, pour toute f ∈ C∞(M) on a :

∆(f) =
∑
i,j

gij( ∂2f

∂xi∂xj
−
∑
k

Γkij
∂f

∂xk
). (1.7.3)

Exemple 1.7.1. Soit S2 la sphère de dimension 2 munie de sa métrique standard
g = dθ2 + sin2 θdφ2 où l’application :

(θ, φ) 7→ (cos θ, sin θ cosφ, sin θ sinφ), θ ∈ (0, π) et φ ∈ (0, 2π).

représente les coordonnées sphériques sur S2. En utilisant la formule (1.7.3), on
trouve que Laplacien d’une fonction f sur (S2, g) est donné par :

∆S2
f = 1

sin θ

{
∂

∂θ

(
sin θ∂f

∂θ

)
+ ∂

∂θ

( 1
sin θ

∂f

∂θ

)}
= ∂2f

∂θ2 + cot θ∂f
∂θ

+ 1
sin2 θ

∂2f

∂φ2 .

Exemple 1.7.2. Soit la variété différentiable Rn munie du produit scalaire g =
dx2

1 + . . .+dx2
n (gij = δij). Alors, pour toute fonction f sur Rn et X = (X1, . . . , Xn)

un champ de vecteurs sur Rn, on a :

grad f =
∑
i

∂f

∂xi

∂

∂xi
, divX =

∑
i

∂Xi

∂xi
, ∆(f) =

∑
i

∂2f

∂x2
i

.

1.7.5 L’élément volume

Définition 1.7.7. [4] Soit (M, g) une variété Riemannienne orientable de dimen-
sion m. Il existe une unique m-forme notée vg, telle que vg(e1, . . . , em)

∣∣
p

= 1 pour
toute base orthonormée {ei}mi=1 dans TpM . Dans tout ouvert U avec les coordonnées
x = (x1, . . . , xm), on a :

vg =
√

det(gij)dx1 ∧ . . . ∧ dxn,

où gij = g( ∂
∂xi
, ∂
∂xj

). La m-forme vg est dite l’élément volume sur la variété (M, g).

Exemple 1.7.3. On considère le tore de révolution T2 de R3 muni de la métrique
Riemannienne

g = (b+ a cosα)2dθ2 + a2dα2,

où b > a > 0. Alors l’élément volume associé à cette métrique est donné par :

vg = a(b+ a cosα)dθ ∧ dα.

Remarque 1.7.2. Si (M, g) est une variété Riemannienne compact, le volume de
M noté Vol(M), est fini, où :

Vol(M) =
∫
M
vg.
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Exemple 1.7.4. Soit la sphère unité S2 munie de la métrique Riemannienne g =
sin2 v du2 + dv2 induite de R3. On considère la paramétrisation usuelle de la sphère
S2 en fonction de latitude et longitude :

α(u, v) = (cosu sin v, sin u sin v, cosu), pour (u, v) ∈ [0, 2π] × [0, π].

La forme du volume sur S2 par rapport au système des coordonnées est :

vg = sin v du ∧ dv.

Ainsi, le volume de la sphère est donné par :

Vol(S2) =
∫
S2
vg =

∫ 2π

0

∫ π

0
sin v dudv = 2π[− cos v]π0 = 4π.

Théorème 1.7.1 (Théorème de divergence [4]). Soient D un domaine compact à
bord différentiable dans une variété Riemannienne (M, g), θ une 1-forme, et X un
champ de vecteurs défini sur un voisinage ouvert de D. Alors :∫

D
(div)θ vg =

∫
∂D

θ(η) ∂v,

et ∫
D

(divX) vg =
∫
∂D

g(X, η) ∂v,

où ∂D est le bord de D, ∂v est la forme du volume induite sur le bord et η = η(x)
est le vecteur unitaire normal au point x ∈ ∂D.

Corollaire 1.7.1. [4] Pour toute 1-forme θ et tout champ de vecteurs X à support
compact dans D, on a∫

D
(div θ) vg = 0 et

∫
D

(divX) vg = 0.

Théorème 1.7.2 (Théorème de Green [4]). Soit (M, g) une variété Riemannienne
compact et sans bord. Alors pour tous X ∈ Γ(TM) et ω ∈ Γ(T ∗M), on a :∫

M
(divX)vg = 0 et

∫
M

(divω)vg = 0.

1.8 Variété produit tordu
Une variété produit tordu est un type de variété Riemannienne qui est formée

en prenant le produit cartésien M ×N de deux variétés Riemanniennes et les munir
d’une métrique Riemannienne Gf appelée métrique du produit tordu, où f est une
fonction positive sur M appelée fonction de distorsion du produit tordu. Le concept
des variétés produit tordu a été introduit la première fois par R.L. Bishop et B.
O’Neil dans [14]. C’est une généralisation des variétés Riemanniennes produit qui
permet un large éventail de géométries et qui se trouve dans de différents domaines
des mathématiques et de la physique, y compris en cosmologie, en relativité générale
et en analyse géométrique.
Références : [5, 7, 12, 17, 18, 35, 38, 41, 48, 53]
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1.8.1 Métrique Riemannienne du produit tordu

Proposition 1.8.1. Soient (M, g) et (N,h) deux variétés Riemanniennes de di-
mensions m et n respectivement, et f une fonction strictement positive sur M . On
considère la variété produit M ×N avec ses projections canoniques π et σ, alors la
variété produit tordu noté M×fN est la variété produit M×N munie de la métrique
Riemannienne

Gf2 = π∗g + (f ◦ π)2σ∗h.

Le produit tordu, noté M ×f N est défini comme étant la variété produit M ×N
munie de la métrique Riemannienne Gf2 . Le couple (M ×f N,Gf2) s’appelle variété
Riemannienne produit tordu, et f est appelée la fonction de distorsion du produit
tordu.

Remarque 1.8.1. La matrice associée à Gf2 est donnée par :(gij)
... 0

. . . . . . . . .

0
... f2(hab)


i.e.,

(Gf2)αβ =


gαβ, si α, β ∈ {1, . . . ,m};
f2hαβ, si α, β ∈ {m+ 1, . . . ,m+ n};
0, sinon.

1.8.2 Exemples de variétés produit tordu

Exemple 1.8.1 (Surface de révolution). Une surface de révolution M obtenue par
une rotation d’une courbe (C) plane autour d’une droite (D) dans son plan est une
variété produit tordu.
Explicitement, si M est obtenu en faisant tourner une courbe plane (C) autour d’un
axe (D) dans R3 et f : (C) → R+ donne la distance à l’axe, alors M = (C) ×f S1.
Cas remarquables :

1. Si (C) est le segment [AB] avec A(a, 0, 0) et B(a, 0, b), on obtient un cylindre
de révolution dont la paramétrisation est :

X(θ, t) = (a cos θ, a sin θ, t), ∀t ∈ [0, b],

et la métrique Riemannienne dans ce cas est

Gf2 = dt2 + a2dθ2,

i.e., Gf2 est la métrique Riemannienne tordu avec la fonction de distorsion
constante f = a.

2. Si (C) est le demi-cercle de centre x0(a, 0, 0) et de rayon 0 < r < a, on obtient
une surface de révolution "demi-Tore" (voir, Figure 1.5) dont la paramétrisa-
tion est :

X(θ, ϕ) = ((a+ r cosϕ)) cos θ, (a+ r cosϕ) sin θ, r sinϕ),
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et la métrique Riemannienne tordu dans ce cas est :

Gf2 = dϕ2 + (a+ r cosϕ)2dθ2,

où la fonction de distorsion est f = a + r cosϕ > 0 avec 0 < ϕ < π et
0 < θ < 2π.

Figure 1.5 – Un demi-tore réalisé avec GeoGebra.

Exemple 1.8.2. On considère l’espace Euclidien En∗ = En − {0} de dimension n et
R+ = {r ∈ R : r > 0}. Alors En∗ est la variété produit tordu R+ ×s Sn−1(1) munie de
la métrique produit tordu Gf2 = ds2 + s2h, où h est la métrique de la sphère unité
Sn−1(1) et la fonction de distorsion est f = s.

1.8.3 La connexion de Levi- Civita sur la variété produit tordu

Proposition 1.8.2. [41, 48] Soient (M, g), (N,h) deux variétés Riemanniennes et
(M ×f N,Gf2) la variété produit tordu. Si X1, Y1 ∈ Γ(TM) et X2, Y2 ∈ Γ(TN), on
a :

1. ∇̃(X1,0)(Y1, 0) = (∇M
X1
Y1, 0) ;

2. ∇̃(X1,0)(0, X2) = ∇̃(0,X2)(X1, 0) = X1(ln f)(0, X2) ;

3. ∇̃(0,X2)(0, Y2) = (0,∇N
X2
Y2) − 1

2h(X2, Y2)(grad f2, 0).

Démonstration. 1. En utilisant la formule de Koszul (voir, [48])

2Gf2(∇̃XY,Z) = XGf2(Y, Z) + Y Gf2(Z,X) − ZGf2(X,Y )
+Gf2(Z, [X,Y ]) +Gf2(Y, [Z,X]) −Gf2(X, [Y, Z]),

pour tous X = (X1, X2), Y = (Y1, Y2), Z = (Z1, Z2) ∈ Γ(M ×f N).
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On a :

2Gf2(∇̃(X1,0)(Y1, 0), (Z1, 0) = (X1, 0)Gf2((Y1, 0), (Z1, 0)) + (Y1, 0)Gf2((Z1, 0), (X1, 0))
− (Z1, 0)Gf2((X1, 0), (Y1, 0)) +Gf2((Z1, 0), [(X1, 0), (Y1, 0)])
+Gf2((Y1, 0), [(Z1, 0), (X1, 0)]) −Gf2((X1, 0), [(Y1, 0), (Z1, 0)])

= X1(g(Y1, Z1)) + Y1(g(X1, Z1)) − Z1(g(X1, Y1)) + g(Z1, [X1, Y1])
+ g(Y1, [Z1, X1]) − g(X1, [Y1, Z1])

= 2g(∇M
X1Y1, Z1)

= 2Gf2((∇M
X1Y1, 0), (Z1, 0)).

De même on a : Gf2(∇̃(X1,0)(Y1, 0), (0, U)) = 0, ∀U ∈ Γ(TN), d’où :

∇̃(X1,0)(Y1, 0) = (∇M
X1Y1, 0).

De la même méthode, on obtient les autres égalités.

1.8.4 Le tenseur de courbure sur la variété produit tordu

Proposition 1.8.3. [41, 48] Soient M ×f N une variété Riemannienne produit
tordu et R̃ son tenseur de courbure. Si X1, Y1, Z1 ∈ Γ(TM) et X2, Y2, Z2 ∈ Γ(TN),
alors :

1. R̃((X1, 0), (Y1, 0))(Z1, 0) = (RM (X1, Y1)Z1, 0) ;

2. R̃((0, X2), (Y1, 0))(Z1, 0) = − 1
f g(∇M

Y1
grad f, Z1)(0, X2) ;

3. R̃((X1, 0), (Y1, 0))(0, Z2) = R̃((0, Z2), (0, Y2))(X1, 0) = 0 ;

4. R̃((X1, 0), (0, Y2))(0, Z2) = R̃((X1, 0), (0, Z2))(0, Y2) = −fh(Z2, Y2)(∇M
X1

grad f, 0) ;

5. R̃((0, X2), (0, Y2))(0, Z2) = (0,RN (X2, Y2)Z2) − | grad f |2
{
h(Y2, Z2)(0, X2) −

h(Z2, X2)(0, Y2)
}

.

Démonstration. La preuve découle directement de la définition du tenseur de cour-
bure et la proposition 1.8.2.

Corollaire 1.8.1. [7, 12] Soient (M, g) et (N,h) deux variétés Riemanniennes, si
∇̃ est la connexion de Levi-Civita de (M×fN,Gf2), alors pour tout X1, Y1 ∈ Γ(TM)
et X2, Y2 ∈ Γ(TN), on a :

∇̃XY = ∇XY + 1
2f2X1(f2)(0, Y2) + 1

2f2Y1(f2)(0, X2)

−1
2h(X2, Y2)(grad f2, 0). (1.8.1)

où X = (X1, X2), Y = (Y1, Y2) et ∇XY = (∇M
X1
Y1,∇N

X2
Y2).
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Corollaire 1.8.2. [7, 12] Soient (M, g) et (N,h) deux variétés Riemanniennes,
si R̃ est le tenseur de courbure Riemannienne de (M ×f N,Gf2), alors pour tout
X1, Y1 ∈ Γ(TM) et X2, Y2 ∈ Γ(TN), on a :

R̃(X,Y ) = R(X,Y ) + 1
2f2

{
(∇M

Y1 grad f2 − 1
2f2Y1(f2) grad f2, 0) ∧Gf2 (0, X2)

− (∇M
X1 grad f2 − 1

2f2X1(f2) grad f2, 0) ∧Gf2 (0, Y2)

− 1
2f2 | grad f2|2(0, X2) ∧Gf2 (0, Y2)

}
, (1.8.2)

où R(X,Y )Z = (RM (X1, Y1)Z1,RN (X2, Y2)Z2) et(
X ∧Gf2 Y

)
Z = Gf2 (Z, Y )X −Gf2 (Z,X)Y. (1.8.3)

∀X,Y, Z ∈ Γ(T (M ×f N)).

1.8.5 La courbure de Ricci sur la variété produit tordu

Proposition 1.8.4. Soit M ×f N une variété produit tordu et R̃ic sa courbure de
Ricci.Pour tous X1, Y1 ∈ Γ(TM) et X2, Y2 ∈ Γ(TN), on a :

1. R̃ic((X1, 0), (Y1, 0)) = RicM (X1, Y1) − n
f g(∇M

X1
grad f, Y1)

2. R̃ic((X1, 0), (0, Y2)) = 0

3. R̃ic((0, X2), (0, Y2)) = RicN (X2, Y2) − h(X2, Y2)(f∆(f) + (n− 1)| grad |2),

où ∆(f) est le Laplacien de la fonction f sur M .

Démonstration. Pour prouver la proposition ci-dessus, on utilise la proposition 1.8.3,
et la définition de la courbure de Ricci avec la base orthonormée {Ei, 1

fFa}.

1.9 Type de déformation d’une métrique Riemannienne

1.9.1 La variété Riemannienne (M, g̃)
Définition 1.9.1. Soient (M, g) une variété Riemannienne, f une fonction de classe
C∞ sur M , telle que g−df⊗df est définie positive. On définit une nouvelle métrique
Riemannienne sur M notée g̃ par g̃ ≡ g− df ⊗ df . Pour tous X,Y ∈ Γ(TM), on a :

g̃(X,Y ) = g(X,Y ) −X(f)Y (f). (1.9.1)

Remarques 1.9.1.

• Si M est une variété connexe de dimension m, une fonction continue f :
M −→ R est dite propre si f−1(K) est compact pour tout sous ensemble com-
pact K dans R.

• Une variété Riemannienne (M, g) est complète si et seulement s’il existe une
fonction différentiable propre f : M −→ R tel que g − df ⊗ df est définie
positive.
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1.9.2 La connexion de Levi-Civita de (M, g̃)
Théorème 1.9.1. Soient (M, g) une variété Riemannienne, et f une fonction dif-
férentiable sur M . Si ∥ grad f∥2 = g(grad f, grad f) < 1 sur M , où grad f est le
vecteur gradient de f par rapport à la métrique g, alors g̃ = g − df ⊗ df est une
métrique Riemannienne sur M . De plus, si ∇̃ désigne la connexion de Levi-Civita
de (M, g̃), alors :

∇̃XY = ∇XY − Hessf (X,Y )
1 − ∥ grad f∥2 grad f,

où ∇ est la connexion de Levi-Civita de (M, g) et Hessf est la Hessienne de f
relativement à g.

Démonstration. Pour prouver que g̃ est une métrique Riemannienne sur M , voir
[54]. Soient X,Y, Z ∈ Γ(TM). En utilisant la formule de Koszul, on obtient

2g̃(∇̃XY,Z) = 2g(∇XY, Z) −X(Y (f)Z(f)) − Y (X(f)Z(f))
+Z(X(f)Y (f)) − Z(f)[X,Y ](f) − Y (f)[Z,X](f)
+X(f)[Y,Z](f). (1.9.2)

Soit {Ei}mi=1 une base géodésique (i.e., une base orthonormée sur (M, g) avec
(∇EjEi)x = 0, ∀i, j = 1, . . . ,m au point x ∈ M). De l’équation (1.9.2), on obtient :

2g̃(∇̃XY,Ei) = 2g(∇XY,Ei) −X(Y (f)g(grad f,Ei)) − Y (X(f)g(grad f,Ei))
+Ei(g(grad f,X)g(grad f, Y )) − Ei(f)[X,Y ](f)
−Y (f)(∇EiX)(f) −X(f)(∇EiY )(f). (1.9.3)

D’après l’équation (1.9.3) et la définition de la Hessienne, on trouve :

g̃(∇̃XY,Ei) = g(∇XY,Ei) − g(∇XY, grad f)g(Ei, grad f)
− Hessf (X,Y )g(Ei, grad f). (1.9.4)

Comme Z =
∑
i

g(Z,Ei)Ei, et d’après l’équation (1.9.4), on obtient :

g̃(∇̃XY,Z) = g(∇XY, Z) − g(∇XY, grad f)g(Z, grad f)
− Hessf (X,Y )g(Z, grad f). (1.9.5)

De la définition de la métrique Riemannienne g̃, et l’équation (1.9.5), on trouve :

g̃(∇̃XY,Z) = g̃(∇XY, Z) − Hessf (X,Y )Z(f). (1.9.6)

De l’équation (1.9.6) et la formule suivante :

Z(f) = 1
1 − ∥ grad f∥2 g̃(Z, grad f), (1.9.7)

on déduit le théorème 1.9.1.
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1.9.3 Tenseur de courbure de (M, g̃)
Théorème 1.9.2. Soient (M, g) une variété Riemannienne, et f une fonction de
classe C∞ sur M telle que ∥ grad f∥ < 1. Si R (resp. R̃) est le tenseur de courbure
sur (M, g) (resp. sur (M, g̃)) alors, pour tous X,Y, Z ∈ Γ(TM), on a :

R̃(X,Y )Z = R(X,Y )Z − g(R(X,Y ) grad f, Z)
1 − ∥ grad f∥2 grad f

−Hessf (X, grad f) Hessf (Y, Z)
(1 − ∥ grad f∥2)2 grad f

+Hessf (Y, grad f) Hessf (X,Z)
(1 − ∥ grad f∥2)2 grad f

− Hessf (Y, Z)
1 − ∥ grad f∥2 ∇X grad f + Hessf (X,Z)

1 − ∥ grad f∥2 ∇Y grad f.

Démonstration. De la définition du tenseur de courbure R̃,

R̃(X,Y )Z = ∇̃X∇̃Y Z − ∇̃Y ∇̃XZ − ∇̃[X,Y ]Z, (1.9.8)

et le théorème 1.9.1, on obtient :

R̃(X,Y )Z = ∇̃X(∇Y Z − Hessf (Y,Z)
1 − ∥ grad f∥2 grad f)

−∇̃Y (∇XZ − Hessf (X,Z)
1 − ∥ grad f∥2 grad f)

−(∇[X,Y ]Z − Hessf ([X,Y ], Z)
1 − ∥ grad f∥2 grad f). (1.9.9)

Le premier terme de (1.9.9) est donné par :

∇̃X(∇Y Z − Hessf (Y, Z)
1 − ∥ grad f∥2 grad f)

= ∇X(∇Y Z − Hessf (Y, Z)
1 − ∥ grad f∥2 grad f) (1.9.10)

−
Hessf (X,∇Y Z − Hessf (Y,Z)

1−∥ grad f∥2 grad f)
1 − ∥ grad f∥2 grad f.

D’après l’équation (1.9.10), et la définition de la Hessienne, on obtient :

∇̃X(∇Y Z − Hessf (Y, Z)
1 − ∥ grad f∥2 grad f)

= ∇X∇Y Z −X

( Hessf (Y, Z)
1 − ∥ grad f∥2

)
grad f

− Hessf (Y, Z)
1 − ∥ grad f∥2 ∇X grad f − Hessf (X,∇Y Z)

1 − ∥ grad f∥2 grad f

+Hessf (X, grad f) Hessf (Y, Z)
(1 − ∥ grad f∥2)2 grad f, (1.9.11)
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et la formule suivante :

X

( Hessf (Y,Z)
1 − ∥ grad f∥2

)
= X

(
g(∇Y grad f, Z)
1 − ∥ grad f∥2

)
= g(∇X∇Y grad f, Z) + g(∇Y grad f,∇XZ)

1 − ∥ grad f∥2

+2g(∇Y grad f, Z)g(∇X grad f, grad f)
(1 − ∥ grad f∥2)2

= g(∇X∇Y grad f, Z)
1 − ∥ grad f∥2 + Hessf (Y,∇XZ)

1 − ∥ grad f∥2

+2 Hessf (Y, Z) Hessf (X, grad f)
(1 − ∥ grad f∥2)2 . (1.9.12)

En remplaçant (1.9.12) dans (1.9.11), on trouve :

∇̃X(∇Y Z − Hessf (Y, Z)
1 − ∥ grad f∥2 grad f)

= ∇X∇Y Z − g(∇X∇Y grad f, Z)
1 − ∥ grad f∥2 grad f

−Hessf (Y,∇XZ)
1 − ∥ grad f∥2 grad f

−Hessf (X, grad f) Hessf (Y,Z)
(1 − ∥ grad f∥2)2 grad f (1.9.13)

− Hessf (Y,Z)
1 − ∥ grad f∥2 ∇X grad f − Hessf (X,∇Y Z)

1 − ∥ grad f∥2 grad f.

En utilisant la même méthode, le deuxième terme de (1.9.11) est donné par :

−∇̃Y (∇XZ − Hessf (X,Z)
1 − ∥ grad f∥2 grad f)

= −∇Y ∇XZ + g(∇Y ∇X grad f, Z)
1 − ∥ grad f∥2 grad f

+Hessf (X,∇Y Z)
1 − ∥ grad f∥2 grad f

+Hessf (Y, grad f) Hessf (X,Z)
(1 − ∥ grad f∥2)2 grad f (1.9.14)

+ Hessf (X,Z)
1 − ∥ grad f∥2 ∇Y grad f + Hessf (Y,∇XZ)

1 − ∥ grad f∥2 grad f.

D’après les équations (1.9.9), (1.9.13) et (1.9.14), on déduit le théorème 1.9.2.

1.9.4 Tenseur de Ricci de (M, g̃)

Théorème 1.9.3. Soient (M, g) une variété Riemannienne, et f une fonction dif-
férentiable M telle que ∥ grad f∥ < 1 sur M . Alors, le tenseur de Ricci de (M, g̃)
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noté R̃icci est donné par :

R̃icci(X) = Ricci(X) + 1
1 − ∥ grad f∥2 R(X, grad f) grad f

+g(Ricci(X), grad f)
1 − ∥ grad f∥2 grad f − Hessf (X, grad f)∆f

(1 − ∥ grad f∥2)2 grad f

−Hessf (grad f, grad f)
(1 − ∥ grad f∥2)2 ∇X grad f − ∆f

1 − ∥ grad f∥2 ∇X grad f

+ Hessf (X, grad f)
2(1 − ∥ grad f∥2)2 grad ∥ grad f∥2

+ 1
1 − ∥ grad f∥2 ∇∇X grad f grad f

+Hessf (X, grad ∥ grad f∥2)
2(1 − ∥ grad f∥2)2 grad f, ∀X ∈ Γ(TM).

Démonstration. Soit {Ei}mi=1 avec E1 = 1
∥ grad f∥ grad f une base orthonormée locale

dans (M, g). Alors, {Ẽi}mi=1 est une base orthonormée locale sur (M, g̃) tel que
Ẽ1 = 1√

1−∥ grad f∥2E1, et Ẽi = Ei for i = 2, ...,m. Soit X ∈ Γ(TM). D’après le
théorème 1.9.2, on a

R̃icci(X) = 1
1 − ∥ grad f∥2 R(X,E1)E1 − g(R(X,E1) grad f,E1)

(1 − ∥ grad f∥2)2 grad f

−Hessf (X, grad f) Hessf (E1, E1)
(1 − ∥ grad f∥2)3 grad f

+Hessf (E1, grad f) Hessf (X,E1)
(1 − ∥ grad f∥2)3 grad f

− Hessf (E1, E1)
(1 − ∥ grad f∥2)2 ∇X grad f + Hessf (X,E1)

(1 − ∥ grad f∥2)2 ∇E1 grad f

+
m∑
i=2

[
R(X,Ei)Ei − g(R(X,Ei) grad f,Ei)

1 − ∥ grad f∥2 grad f

−Hessf (X, grad f) Hessf (Ei, Ei)
(1 − ∥ grad f∥2)2 grad f

+Hessf (Ei, grad f) Hessf (X,Ei)
(1 − ∥ grad f∥2)2 grad f (1.9.15)

− Hessf (Ei, Ei)
1 − ∥ grad f∥2 ∇X grad f + Hessf (X,Ei)

1 − ∥ grad f∥2 ∇Ei grad f
]
.

D’après les propriétés du tenseur de courbure R, et la définition de la Hessienne de
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la fonction f , la dernière équation devient :

R̃icci(X) = ∥ grad f∥−2

1 − ∥ grad f∥2 R(X, grad f) grad f

−∥ grad f∥−2 Hessf (grad f, grad f)
(1 − ∥ grad f∥2)2 ∇X grad f

+∥ grad f∥−2 Hessf (X, grad f)
(1 − ∥ grad f∥2)2 ∇grad f grad f

+
m∑
i=2

[
R(X,Ei)Ei − g(R(X,Ei) grad f,Ei)

1 − ∥ grad f∥2 grad f

−Hessf (X, grad f) Hessf (Ei, Ei)
(1 − ∥ grad f∥2)2 grad f

+Hessf (Ei, grad f) Hessf (X,Ei)
(1 − ∥ grad f∥2)2 grad f (1.9.16)

− Hessf (Ei, Ei)
1 − ∥ grad f∥2 ∇X grad f + Hessf (X,Ei)

1 − ∥ grad f∥2 ∇Ei grad f
]
.

D’après la définition du tenseur de Ricci de (M, g), on trouve que :
m∑
i=2

R(X,Ei)Ei = Ricci(X) − ∥ grad f∥−2 R(X, grad f) grad f, (1.9.17)

−
m∑
i=2

g(R(X,Ei) grad f,Ei)
1 − ∥ grad f∥2 grad f = g(Ricci(X), grad f)

1 − ∥ grad f∥2 grad f. (1.9.18)

D’après la définition du Laplacian de la fonction f , on obtient :

−
m∑
i=2

Hessf (X, grad f) Hessf (Ei, Ei)
(1 − ∥ grad f∥2)2 grad f

= −Hessf (X, grad f)∆f
(1 − ∥ grad f∥2)2 grad f (1.9.19)

+∥ grad f∥−2 Hessf (X, grad f) Hessf (grad f, grad f)
(1 − ∥ grad f∥2)2 grad f,

−
m∑
i=2

Hessf (Ei, Ei)
1 − ∥ grad f∥2 ∇X grad f

= − ∆f
1 − ∥ grad f∥2 ∇X grad f (1.9.20)

+∥ grad f∥−2 Hessf (grad f, grad f)
1 − ∥ grad f∥2 ∇X grad f.

De la définition de Hessf , et la propriété

∇grad f grad f = 1
2 grad ∥ grad f∥2,
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on obtient les formules suivantes :

∥ grad f∥−2 Hessf (X, grad f)
(1 − ∥ grad f∥2)2 ∇grad f grad f

= ∥ grad f∥−2 Hessf (X, grad f)
2(1 − ∥ grad f∥2)2 grad ∥ grad f∥2, (1.9.21)

m∑
i=2

Hessf (Ei, grad f) Hessf (X,Ei)
(1 − ∥ grad f∥2)2 grad f

= Hessf (X, grad ∥ grad f∥2)
2(1 − ∥ grad f∥2)2 grad f (1.9.22)

−∥ grad f∥−2 Hessf (grad f, grad f) Hessf (X, grad f)
(1 − ∥ grad f∥2)2 grad f,

m∑
i=2

Hessf (X,Ei)
1 − ∥ grad f∥2 ∇Ei grad f

= 1
1 − ∥ grad f∥2 ∇∇X grad f grad f (1.9.23)

−∥ grad f∥−2 Hessf (X, grad f)
2(1 − ∥ grad f∥2) grad ∥ grad f∥2.

En remplaçant les formules (1.9.17)-(1.9.23) dans (1.9.16), on obtient le résultat du
théorème 1.9.3.
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CHAPITRE 2
LES APPLICATIONS HARMONIQUES ET

BIHARMONIQUES

Dans ce chapitre, on aborde les concepts fondamentaux des applications harmo-
niques sur les variétés Riemanniennes. Les sections de ce chapitre incluent le fibré
tangent inverse et sa connexion induite, la deuxième forme fondamentale, ainsi que
les applications harmoniques, les applications harmoniques stables et les applications
biharmoniques. Pour illustrer ces concepts, quelques exemples sont présentés.
Les références principales sont :[4, 6, 21, 22, 24, 29, 30, 49, 55, 56]

2.1 Les applications harmoniques

2.1.1 Le fibré tangent inverse

Définition 2.1.1. Soit φ : (M, g) → (N,h) une application de classe C∞ entre
deux variétés Riemanniennes, le fibré tangent inverse est défini par :

φ−1TN = {(x, v)|x ∈ M, v ∈ Tφ(x)N}.

Une application différentiable v : M → TN est dite section sur φ−1TN , tel que

v(x) ∈ Tφ(x)N, ∀x ∈ M.

L’ensemble des section sur φ−1TN est noté par Γ(φ−1TN).
Définition 2.1.2. Soit φ : M → N une application de classe C∞ entre deux varié-
tés différentiables et soit h une métrique Riemannienne sur N , alors h induit une
métrique Riemannienne sur Γ(φ−1TN) définie par :

h(u, v)(x) = hφ(x)(ux, vx), ∀x ∈ M et ∀u, v ∈ Γ(φ−1TN).

2.1.2 Connexion induite sur le fibré tangent inverse

Définition 2.1.3. Soit φ : M → N une application de classe C∞ entre deux variétés
différentiables M et N et soit ∇N une connexion linéaire sur N . La connexion de
Pull-back sur le fibré tangent inverse φ−1TN est définie par :

∇φ : Γ(TM) × Γ(φ−1TN) → Γ(φ−1TN),
(X,V ) 7→ ∇φ

XV
(2.1.1)

tels que :
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1. ∇φ
X1+X2

V = ∇φ
X1
V + ∇φ

X2
V ;

2. ∇φ
X(V1 + V2) = ∇φ

XV1 + ∇φ
XV2 ;

3. ∇φ
fXV = f∇φ

XV ;

4. ∇φ
X(fV ) = X(f)V + f∇φ

XV ;

5. ∇φ
X(Y ◦ φ) = ∇N

dφ(X)Y .

∀X1, X2, X ∈ Γ(TM), ∀V1, V2, V ∈ Γ(φ−1TN), ∀Y ∈ Γ(TN), et ∀f ∈ C∞(M).

Localement ;

∇φ
XV =

∑
i,α

∇Xi ∂
∂xi

V α( ∂

∂yα
◦ φ)

=
∑
i,α

Xi
{
∂V α

∂xi
( ∂

∂yα
◦ φ) + V α∇φ

∂
∂xi

( ∂

∂yα
◦ φ)

}

tel que,

∇φ
∂

∂xi

( ∂

∂yα
◦ φ) = ∇N

dφ( ∂
∂xi

)
∂

∂yα

= ∂φβ

∂xi

(
∇N

∂
∂yβ

∂

∂yα

)
◦ φ

= ∂φβ

∂xi

(
Γγαβ

∂

∂yγ

)
◦ φ

d’où

∇φ
XV =

∑
i,γ

Xi
{
∂V γ

∂xi
+
∑
α,β

V α∂φ
β

∂xi
(Γγαβ ◦ φ)

}(
∂

∂yγ
◦ φ
)
.

Remarque 2.1.1. [4] Soient M,N deux variétés différentiables, X,Y ∈ Γ(TM),
V,W ∈ Γ(TN) et φ ∈ C∞(M,N), Si X et V (resp. Y et W ) sont φ-conjugués i.e.,
dφ(X) = V ◦ φ (resp. dφ(Y ) = W ◦ φ), alors :

∇φ
Xdφ(Y ) = (∇N

V W ) ◦ φ.

Proposition 2.1.1. Soient φ : M −→ N une application différentiable, ∇N une
connexion linéaire compatible avec une métrique Riemannienne h sur N , alors la
connexion linéaire ∇φ est compatible avec la métrique induite sur φ−1TN , c’est à
dire :

X(h(V,W )) = h(∇φ
XV,W ) + h(V,∇φ

XW ),

∀X ∈ Γ(TM) et ∀V,W ∈ Γ(φ−1TN).
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Démonstration. Soient X ∈ Γ(TM) et V,W ∈ Γ(φ−1TN) . Localement, on a :

dφ(X) = X̃ ◦ φ, Ṽ ◦ φ = V et W̃ ◦ φ = W,

où X̃, Ṽ , W̃ ∈ Γ(TN). Alors :

X(h(V,W )) = X(h(Ṽ ◦ φ, W̃ ◦ φ))
= X(h(Ṽ , W̃ ) ◦ φ)
= d(h(Ṽ , W̃ ) ◦ φ)(X)
= dh(Ṽ , W̃ )(dφ(X))
= dφ(X)(h(Ṽ , W̃ ))
= X̃(h(Ṽ , W̃ )) ◦ φ

= h(∇N
X̃
Ṽ , W̃ ) ◦ φ+ h(Ṽ ,∇N

X̃
W̃ ) ◦ φ

= h(∇N
X̃◦φṼ , W̃ ◦ φ) + h(Ṽ ◦ φ,∇N

X̃◦φW̃ )

= h(∇φ
XV,W ) + h(V,∇φ

XW ).

Proposition 2.1.2. Soit ∇N une connexion linéaire sans torsion sur N , alors :

∇φ
Xdφ(Y ) = ∇φ

Y dφ(X) + dφ([X,Y ]),

∀X,Y ∈ Γ(TM).

Démonstration. Soient V,W ∈ Γ(TN) deux champs de vecteurs φ-conjugués avec
X et Y respectivement, alors :

[V,W ] ◦ φ = dφ ◦ [X,Y ],

∇N
V W = ∇N

WV + [V,W ],

d’où :

∇φ
Xdφ(Y ) = ∇φ

XW ◦ φ
= ∇N

dφ(X)W

= (∇N
V W ) ◦ φ

= (∇N
WV + [V,W ]) ◦ φ

= ∇φ
Y dφ(X) + dφ([X,Y ]).

2.1.3 Deuxième forme fondamentale

Définition 2.1.4. Soient (M, g), (N,h) deux variétés Riemanniennes, et φ ∈ C∞(M,N).
La deuxième forme fondamentale de l’application φ est la dérivée covariante de dφ,
définie par :

∇dφ(X,Y ) = ∇φ
Xdφ(Y ) − dφ(∇M

X Y ),

pour tous X,Y ∈ Γ(TM).
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Localement ; Si { ∂
∂xi

}mi=1 (resp. { ∂
∂yα

}nα=1) est une base locale de champs de

vecteurs sur (M, g) (resp. sur (N,h)), pour tout X =
∑
i

Xi
∂

∂xi
∈ Γ(TM), on a :

dφ(X) =
∑
i,β

Xi
∂φβ
∂xi

( ∂

∂yβ
◦ φ) ∈ Γ(φ−1TN),

avec φβ = yβ ◦ φ, d’où :

(∇dφ)( ∂

∂xi
,
∂

∂xj
) =

∑
γ

 ∂2φγ
∂xi∂xj

+
∑
α,β

∂φα
∂xi

∂φβ
∂xj

NΓγαβ ◦ φ−
∑
k

∂φγ
∂xk

MΓkij

 ∂

∂yγ
◦φ.

En effet ;

(∇dφ)( ∂

∂xi
,
∂

∂xj
) = ∇φ

∂
∂xi

dφ( ∂

∂xj
) − dφ(∇M

∂
∂xi

∂

∂xj
)

=
∑
β

∇φ
∂

∂xi

∂φβ
∂xj

∂

∂yβ
◦ φ−

∑
k,γ

∂φγ
∂xk

MΓkij(
∂

∂yγ
◦ φ)

=
∑
β

{
∂2φβ
∂xi∂xj

∂

∂yβ
◦ φ+ ∂φβ

∂xj
∇φ

∂
∂xi

∂

∂yβ
◦ φ
}

−
∑
k,γ

∂φγ
∂xk

MΓkij(
∂

∂yγ
◦ φ)

=
∑
β

{
∂2φβ
∂xi∂xj

∂

∂yβ
◦ φ+

∑
α

∂φβ
∂xj

∂φα
∂xi

(
∇N

∂
∂yα

∂

∂yβ

)
◦ φ
}

−
∑
k,γ

∂φγ
∂xk

MΓkij(
∂

∂yγ
◦ φ)

=
∑
γ

 ∂2φγ
∂xi∂xj

+
∑
α,β

∂φα
∂xi

∂φβ
∂xj

NΓγαβ ◦ φ−
∑
k

∂φγ
∂xk

MΓkij

( ∂

∂yγ
◦ φ
)

=
∑
γ

φγij

(
∂

∂yγ
◦ φ
)
.

Proposition 2.1.3. Soit φ : (M, g) → (N,h) une application différentiable, la
deuxième forme fondamentale de l’application φ est symétrique, c’est à dire :

∇dφ(X,Y ) = ∇dφ(Y,X),

∀X,Y ∈ Γ(TM).

Démonstration. En utilisant la proposition 2.1.2, on a :

∇dφ(X,Y ) = ∇φ
Xdφ(Y ) − dφ(∇M

X Y )
= ∇φ

Y dφ(X) + dφ([X,Y ]) − dφ(∇M
X Y )

= ∇φ
Y dφ(X) − dφ(∇M

Y X)
= ∇dφ(Y,X),

pour tous X,Y ∈ Γ(TM).

Proposition 2.1.4. Soient φ : M −→ N et ψ : N −→ P deux applications diffé-
rentiables entre des variétés Riemanniennes, alors :

∇d(ψ ◦ φ) = dψ(∇dφ) + ∇dψ(dφ, dφ).
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Démonstration. Soit X,Y ∈ Γ(TM), alors :

∇d(ψ ◦ φ)(X,Y ) = ∇ψ◦φ
X d(ψ ◦ φ)(Y ) − d(ψ ◦ φ)(∇M

X Y )
= ∇ψ◦φ

X dψ(dφ(Y )) − dψ(dφ(∇M
X Y ))

= ∇P
dψ(dφ(X))dψ(dφ(Y )) − dψ(dφ(∇M

X Y ))

= ∇ψ
dφ(X)dψ(dφ(Y )) − dψ(dφ(∇M

X Y ))

= ∇dψ(dφ(X), dφ(Y )) + dψ(∇N
dφ(X)dφ(Y )) − dψ(dφ(∇M

X Y ))
= dψ(∇dφ(X,Y )) + ∇dψ(dφ(X), dφ(Y )).

Définition 2.1.5. Une application différentiable φ : (M, g) −→ (N,h) deux variétés
Riemanniennes est dite totalement géodésique si ∇dφ = 0. De manière équivalente,
si γ : I → (M, g) est une géodésique, alors φ ◦ γ : I → (N,h) est également une
géodésique.

Exemple 2.1.1 (Les applications affines). Une application différentiable φ : U ⊂
Rm → Rn est totalement géodésique si et seulement si elle est affine i.e, φ est de la
forme φ(x) = Ax+ b pour une certaine matrice A de dimension n×m et un vecteur
colonne b ∈ Rn. Dans ce cas, ∇φ = 0 si et seulement si toutes les dérivées partielles
du deuxième ordre sont nulles.

Définition 2.1.6 (Le champ de tension). Soit φ : (M, g) → (N,h) une application
différentiable entre deux variétés Riemanniennes. Le champ de tension de φ est la
section τ(φ) ∈ Γ(φ−1TN) définie par :

τ(φ) = div dφ = traceg dφ =
∑
i

∇dφ(ei, ei)

=
∑
i

{∇φ
ei
dφ(ei) − dφ(∇M

ei
ei)}. (2.1.2)

où {ei}mi=1 une base orthonormée sur (M, g).

Si { ∂
∂xi

}mi=1 (resp. { ∂
∂yα

}nα=1) sont les champs de base locale sur M (resp. sur N),
alors le champ de tension τ(φ) est donné par :

τ(φ) =
∑
α

τ(φ)α( ∂

∂yα
◦ φ),

où

τ(φ)γ =
∑
i,j

gijφγij =
∑
i,j

gij

 ∂2φγ

∂xi∂xj
−
∑
k

MΓkij
∂φγ

∂xk
+
∑
α,β

NΓγαβ
∂φα

∂xi

∂φβ

∂xj

 .
Ici, MΓkij (resp. NΓγαβ) sont les symboles de Christoffel sur (M, g) (resp. sur (N,h)).

Exemple 2.1.2. Soit f : M → R une fonction de classe C∞. Le champ de tension
de la fonction f est donné par

τ(f) =
∑
i,j

gijfij =
∑
i,j

gij
(

∂2f

∂xi∂xj
−
∑
k

MΓkij
∂f

∂xk

)(
d

dt
◦ f
)

= ∆f.

c’est-à-dire, le champ de tension de f n’est que le Laplacien de f .
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Proposition 2.1.5. [21] Soient φ : M → N et ψ : N → P deux applications
différentiables entre deux variétés Riemannienne, alors

τ(ψ ◦ φ) = dψ(τ(φ)) + traceg ∇dψ(dφ, dφ)

Définition 2.1.7 (La densité d’énergie). Soit φ : (M, g) → (N,h) une application
différentiable entres deux variétés Riemanniennes. La densité d’énergie de l’applica-
tion φ est une fonction différentiable e(φ) : M → [0,∞) donnée par :

e(φ)x = 1
2 |dxφ|2, (x ∈ M)

où |dxφ|2 est la norme de Hilbert-Schmidt of dxφ définie par :

|dxφ|2 =
∑
i

h(dxφ(ei), dxφ(ei)),

avec {ei}mi=1 une base orthonormée sur (M, g).

Si { ∂
∂xi

}mi=1 (resp. { ∂
∂yα

}nα=1) les champs de base locale sur (M, g) (resp. sur
(N,h)), alors la densité d’énergie est donnée par :

e(φ)x = 1
2
∑
i,j

gijh

(
dφ( ∂

∂xi
), dφ( ∂

∂xj
)
)

= 1
2
∑
i,j

gij
∂φα

∂xi

∂φβ

∂xj
(hαβ ◦ φ) .

Exemple 2.1.3. Soit l’application (trnsformation de Kelvin)

φ : Rn − {0} → Rn − {0},
x 7→ x

∥x∥l

On calcule la norme de Hilbert-Schmidt de dφ :

|dφ2| =
∑
i,j,α,β

gij(hαβ ◦ φ)∂φ
α

∂xi

∂φβ

∂xj

=
∑
i,β

(
∂φα

∂xi

)2
(gij = δij et hαβ = δαβ)

=
∑
i,β

(δiα∥x∥−l − lxα∥x∥−l−2xi)2

=
∑
i,β

[
δiα∥x∥−2l + l2x2

α∥x∥−2l−4x2
i − 2δiαl∥x∥−2l−2xαxi

]

=
∑
i

[
∥x∥−2l + l2∥x∥−2l−2x2

i − 2l∥x∥−2l−2x2
i

]
= n∥x∥−2l + l2∥x∥−2l − 2l∥x∥−2l

= (n+ l2 − 2l)∥x∥−2l

= (n+ l2 − 2l + 1 − 1)∥x∥−2l

= (n− 1 + (l − 1)2)∥x∥−2l
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La densité d’énergie de l’appliation φ est donnée par :

e(φ) = 1
2
∑
i,j

gij
∂φα

∂xi

∂φβ

∂xj
(hαβ ◦ φ)

= 1
2(n− 1 + (l − 1)2)∥x∥−2l

Définition 2.1.8 (La fonctionnelle d’énergie). Soient (M, g) et (N,h) deux variétéss
Riemanniennes et D un domaine compact de (M, g). la fonctionnelle d’énergie est
définie par :

E(· ;D) : C∞(M,N) → R
φ 7→ E(φ;D) =

∫
D e(φ)vg = 1

2
∫
D |dφ|2vg.

(2.1.3)

Définition 2.1.9. Soit φ : M → N une application de classe C∞. Une variation à
support dans D de φ est une famille des applications {φt}t∈(−ϵ,ϵ) classe C∞, telles
que φ0 = φ et φt = φ sur M \ Int(D) ( Int(D) est l’intérieur de D).

2.1.4 Application harmonique

Définition 2.1.10. Une application différentiable φ : (M, g) → (N,h) est dite
harmonique si elle est point critique de la fonctionnelle d’énergie i.e

d

dt
E(φt;D)

∣∣∣∣
t=0

= 0 (2.1.4)

pour tout domaine compact D et toute variation {φt}t∈(−ϵ,ϵ)de classe C∞ à support
dans D.

2.1.5 Première variation de l’énergie

Proposition 2.1.6. Soit φ : M → N une application différentiable et soit {φt}t∈(−ϵ,ϵ)
une variation de classe C∞ de φ à support dans D. Alors

d

dt
E(φt;D)

∣∣∣∣
t=0

= −
∫
D
h(v, τ(φ))vg. (2.1.5)

où v = ∂φt

∂t (x)
∣∣∣∣
t=0

est le champ de variation de {φt}t∈(−ϵ,ϵ).

Démonstration. Soient D un domaine compact de M , {φt}t∈(−ε,ε) une variation de φ
à support dans D, et ϕ : M × (−ε, ε) −→ N l’application définie par ϕ(x, t) = φt(x).
D’après la formule de Leibniz, on a :

dϕ( d
dt
, 0)(t,x) = dtϕx( d

dt
) + dxϕt(0)

= dtϕx( d
dt

),

où :
ϕx : (−ε, ε) −→ N, ϕx(t) = ϕ(t, x) = φt(x),

d’où :

dϕ( d
dt
, 0)(t,x) = dtφt(x)( d

dt
)

= dφt(x)
dt

,
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on suppose que ( ddt , 0) = ∂
∂t , donc :

dϕ( ∂
∂t

)
∣∣∣∣
t=0

= v.

Soient {ei}mi=1 une base orthonormée sur (M, g), comme le crochet de Lie

[(ei, 0), (0, d
dt

)] = 0,

et dφt(ei) = dϕ(ei, 0) pour tout i = 1, . . . ,m, alors :

d

dt
E(φt;D)

∣∣∣∣
t=0

= 1
2
d

dt

∫
D

|dφt|2vg
∣∣∣∣
t=0

(2.1.6)

= 1
2
d

dt

∫
D

∑
i

h(dφt(ei), dφt(ei))vg
∣∣∣∣
t=0

(2.1.7)

= 1
2
d

dt

∫
D

∑
i

h(dϕ(ei, 0), dϕ(ei, 0))vg
∣∣∣∣
t=0

(2.1.8)

= 1
2

∫
D

∂

∂t

∑
i

h(dϕ(ei, 0), dϕ(ei, 0))vg
∣∣∣∣
t=0

=
∫
D

∑
i

h(∇ϕ

(0, d
dt

)dϕ(ei, 0), dϕ(ei, 0))vg
∣∣∣∣
t=0

(2.1.9)

=
∫
D

∑
i

h(∇ϕ
(0,ei)dϕ(0, d

dt
), dϕ(ei, 0))vg

∣∣∣∣
t=0

(2.1.10)

=
∫
D

∑
i

h(∇N
dφ(ei)v, dφ(ei))vg

=
∫
D

∑
i

h(∇φ
ei
v, dφ(ei))vg. (2.1.11)

Soit ω la 1-forme différentielle à support dans D, définie par :

ω(X) = h(v, dφ(X)), ∀X ∈ Γ(TM),

on a :
divM ω =

∑
i

(∇eiω)(ei)

=
∑
i

{ei(ω(ei)) − ω(∇M
ei
ei)}

=
∑
i

{h(∇φ
ei
v, dφ(ei)) + h(v,∇φ

ei
dφ(ei)) − h(v, dφ(∇M

ei
ei))}

=
∑
i

h(∇φ
ei
v, dφ(ei)) + h(v, τ(φ)),

(2.1.12)

d’après les formules (2.1.11), (2.1.12), et le théorème de divergence 1.7.1, on obtient :

d

dt
E(φt;D)

∣∣∣∣
t=0

= −
∫
D
h(v, τ(φ))vg.

Théorème 2.1.1 (Équation harmonique [22]). Soit φ : (M, g) → (N,h) une appli-
cation de classe C∞. Alors φ est harmonique si et seulement si

τ(φ) = 0. (2.1.13)
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2.1.6 Exemples des applications harmoniques

Exemple 2.1.4. Si M = Rm et N = Rn munies de leurs métriques standards, alors

E(φ ;D) = 1
2

∫
D

∑
i,α

(
∂φα

∂xi

)2
dx1 · · · dxm (2.1.14)

et
τ(φ)γ =

∑
i

∂2φγ

∂x2
i

= ∆(φγ), (2.1.15)

où ∆ est le Laplacian standard sur Rm. Toute application φ : U → Rm est harmo-
nique si et seulement si ses composantes φα : U → R sont des fonctions harmo-
niques.

Exemple 2.1.5. Si M = (0, 1) alors, le champ de tension d’une courbe φ : M → N
de classe C∞ est donné par :

τ(φ) =
∑
γ

(
d2φγ

dt2
+
∑
α,β

NΓγαβ
dφβ

dt

dφα

dt

)(
∂

∂yγ ◦ φ

)
,

Ainsi, φ est harmonique si et seulement si :

d2φγ

dt2
+
∑
α,β

NΓγαβ
dφβ

dt

dφα

dt
= 0, ∀γ = 1, . . . , n.

Qui sont les équations des géodésiques dans (N,h).

Exemple 2.1.6 (Immersion minimale). Soit φ : (M, g) → (N,h) une immersion
Riemannienne, i.e φ∗h = g. Le champ de tension de φ et donné par :

τ(φ) = trace ∇dφ = mH

où H est le champ de vecteurs de la courbure moyenne de φ, et φ est harmonique
si et seulement si elle est minimale (i.e., H = 0).

Exemple 2.1.7. Soient (M, g) une variété Riemannienne, Sn la sphère unité de
Rn+1, i : Sn ↪→ Rn+1 l’injection canonique, et φ : (M, g) → Sn une application
de classe C∞. Posons ψ = i ◦ φ : (M, g) → Rn+1, alors φ est harmonique si et
seulement si τ(ψ) = −|dψ|2ψ. En effet ;

τ(ψ) = τ(i ◦ φ) = di(τ(φ)) + traceg ∇di(dφ, dφ).

Donc φ est harmonique si et seulement :

τ(ψ) = traceg ∇di(dφ, dφ)
=
∑
i

∇di(dφ(ei), dφ(ei)),

où {ei}mi=1 est une base orthonormée locale sur (M, g). Par conséquent :

τ(ψ) = −
∑
i

⟨dφ(ei), dφ(ei)⟩Nψ(x) où Nψ(x) =
n+1∑
i=1

xi
∂

∂xi

= −
∑
i

⟨di(dφ(ei)), di(dφ(ei))⟩Nψ(x)

= −
∑
i

⟨dψ(ei), dψ(ei)⟩Nψ(x) où Nψ(x) = ψ(x)

= −|dψ|2ψ(x).
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Exemple 2.1.8. Toute application φ : (M, g) → (N,h) totalement géodésique i.e.,
∇dφ = 0 est harmonique.

Proposition 2.1.7 (La composition avec des applications totalement géodésiques
[4]). Soit φ : M → N une application harmonique et ψ : N → P une application
totalement géodésique. Alors ψ ◦ φ est harmonique.

2.2 Les applications harmoniques stables

2.2.1 Deuxième variation de l’énergie

Théorème 2.2.1. Soit φ : (M, g) → (N,h) une application harmonique entre deux
variétés Riemanniennes et D un domaine compact de M . Si {φt,s}(t,s)∈(−ϵ,ϵ)×(−ϵ,ϵ)
est une variation de φ à deux paramètres et à support dans D, alors :

∂2

∂t∂s
E(φt,s ;D)

∣∣∣∣
(t,s)=(0,0)

=
∫
D
h(− traceg RN (V, dφ)dφ− traceg(∇φ)2V,W )vg.

où
V = ∂φt,s

∂t

∣∣∣∣
(t,s)=(0,0)

et
W = ∂φt,s

∂s

∣∣∣∣
(t,s)=(0,0)

sont les champs de vecteurs de variation.

Démonstration. Soit {ei}mi=1 une base orthonormée sur (M, g), et soit :

ϕ : (x, t, s) ∈ M × (−ϵ, ϵ) × (−ϵ, ϵ) → φt,s(x) ∈ N,

Ei = (ei, 0, 0), ∂
∂t

= (0, d
dt
, 0) et ∂

∂s
= (0, 0, d

ds
),

On a :

∂2

∂t∂s
E(φt,s; D)

∣∣∣∣
t=s=0

= 1
2

∫
D

∑
i

∂2

∂t∂s
h(dϕ(Ei), dϕ(Ei))vg

∣∣∣∣
t=s=0

, (2.2.1)

1
2
∂2

∂t∂s
h(dϕ(Ei), dϕ(Ei)) = ∂

∂t
h(∇ϕ

∂
∂s

dϕ(Ei), dϕ(Ei))

= h(∇ϕ
∂
∂t

∇ϕ
∂

∂s

dϕ(Ei), dϕ(Ei))

+h(∇ϕ
∂

∂s

dϕ(Ei),∇ϕ
∂
∂t

dϕ(Ei)), (2.2.2)

h(∇ϕ
∂
∂t

∇ϕ
∂

∂s

dϕ(Ei), dϕ(Ei)) = h(∇ϕ
∂
∂t

∇ϕ
Ei
dϕ( ∂

∂s
), dϕ(Ei))

= h(RN (dϕ( ∂
∂t

), dϕ(Ei))dϕ( ∂
∂s

), dϕ(Ei))

+h(∇ϕ
Ei

∇ϕ
∂
∂t

dϕ( ∂
∂s

), dϕ(Ei))

+h(∇ϕ

[ ∂
∂t
,Ei]

dϕ( ∂
∂s

), dϕ(Ei)). (2.2.3)
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Soit ω la 1-forme différentielle à support dans D, définie sur M par :

ω(X) = h(∇ϕ
∂
∂t

dϕ( ∂
∂s

)
∣∣∣∣
t=s=0

, dφ(X)), X ∈ Γ(TM).

En tenant compte que φ est harmonique, on obtient :

divM ω =
∑
i

{
ei(ω(ei)) − ω(∇M

ei
ei)
}

=
∑
i

{
ei(h(∇ϕ

∂
∂t

dϕ( ∂
∂s

)
∣∣∣∣
t=s=0

, dφ(ei))) − h(∇ϕ
∂
∂t

dϕ( ∂
∂s

)
∣∣∣∣
t=s=0

, dφ(∇M
ei
ei))

}

=
∑
i

{
h(∇ϕ

Ei
∇ϕ

∂
∂t

dϕ( ∂
∂s

)
∣∣∣∣
t=s=0

, dφ(ei))

+h(∇ϕ
∂
∂t

dϕ( ∂
∂s

)
∣∣∣∣
t=s=0

,∇φ
ei
dφ(ei)) − h(∇ϕ

∂
∂t

dϕ( ∂
∂s

)
∣∣∣∣
t=s=0

, dφ(∇M
ei
ei))

}
=

∑
i

{
h(∇ϕ

Ei
∇ϕ

∂
∂t

dϕ( ∂
∂s

)
∣∣∣∣
t=s=0

, dφ(ei)) + h(∇ϕ
∂
∂t

dϕ( ∂
∂s

)
∣∣∣∣
t=s=0

, τ(φ))
}

=
∑
i

h(∇ϕ
Ei

∇ϕ
∂
∂t

dϕ( ∂
∂s

)
∣∣∣∣
t=s=0

, dφ(ei)). (2.2.4)

D’après les formules (2.2.3) et (2.2.4), avec [ ∂∂t , Ei] = 0, on a :

h(∇ϕ
∂
∂t

∇ϕ
∂

∂s

dϕ(Ei), dϕ(Ei))
∣∣∣∣
t=s=0

=
∑
i

h(RN (V, dφ(ei))W,dφ(ei)) + divM ω. (2.2.5)

En développant le deuxième terme à droite de l’égalité (2.2.2), on trouve :

h(∇ϕ
∂
∂t

dϕ(Ei),∇ϕ
∂

∂s

dϕ(Ei)) = h(∇ϕ
Ei
dϕ( ∂

∂s
),∇ϕ

Ei
dϕ( ∂

∂t
))

= Ei

(
h(dϕ( ∂

∂s
),∇ϕ

Ei
dϕ( ∂

∂t
))
)

−h(dϕ( ∂
∂s

),∇ϕ
Ei

∇ϕ
Ei
dϕ( ∂

∂t
)). (2.2.6)

Si η désigne la 1-forme différentielle à support dans D, définie sur M par :

η(X) = h(W,∇φ
XV ), X ∈ Γ(TM).

Alors :

divM η =
∑
i

{ei(η(ei)) − η(∇M
ei
ei)}

=
∑
i

{ei(h(W,∇φ
ei
V )) − h(W,∇φ

∇M
ei
ei
V )}. (2.2.7)

D’après les équations (2.2.6) et (2.2.7), on obtient :
m∑
i=1
h(∇ϕ

∂
∂t

dϕ(Ei),∇ϕ
∂

∂s

dϕ(Ei))
∣∣∣∣
t=s=0

= divM η +
∑
i

{
h(W,∇φ

∇M
ei
ei
V )

−h(W,∇ϕ
ei

∇ϕ
ei
V )
}
. (2.2.8)

Année 2023 - 2024 50 Merdji Bouchra



CHAPITRE 2. LES APPLICATIONS HARMONIQUES ET BIHARMONIQUES

En utilisant les formules (2.2.1), (2.2.2), (2.2.5) et (2.2.8) et le Théorème de
divergence, on déduit :

∂2

∂t∂s
E(φt,s; D)

∣∣∣∣
t=s=0

=
∫
D

∑
i

{
−h(RN (V, dφ(ei))dφ(ei),W )+h(W,∇φ

∇M
ei
ei
V )−h(W,∇φ

ei
∇φ
ei
V )
}
vg.

2.2.2 L’opérateur de Jacobi

Définition 2.2.1. Soit φ : (Mm, g) → (Nn, h) une application différentiable entre
deux variétés Riemanniennes, on définit l’opérateur de Jacobi de φ, noté Jφ, par :

Jφ : Γ(φ−1TN) → Γ(φ−1TN),
v 7→ Jφ(v)

Jφ(v) = −
∑
i

RN (v, dφ(ei))dφ(ei) −
∑
i

{
∇φ
ei

∇φ
ei
v − ∇φ

∇M
ei
ei
v

}
.

Propriétès 2.2.1. Pour tout v ∈ Γ(φ−1TN) et f ∈ C∞(M), on a :

1) Jφ est R-linéaire.

2) Jφ(fv) = f Jφ(v) − [∆(f)v + 2∇φ
grad fv].

Démonstration. 1) Soit v, w ∈ Γ(φ−1TN), on a :

Jφ(v + w) = − RN (v + w, dφ(ei))dφ(ei) − [∇φ
ei

∇φ
ei

(v + w) − ∇φ
∇M

ei
ei

(v + w)]

= − RN (v, dφ(ei))dφ(ei) − RN (w, dφ(i))dφ(ei) − [∇φ
ei

∇φ
ei
v + ∇φ

ei
∇φ
ei
w

−∇φ
∇M

ei
ei
v − ∇φ

∇M
ei
ei
w]

= − RN (v, dφ(i))dφ(ei) − [∇φ
ei

∇φ
ei
v − ∇φ

∇M
ei
ei
v] − RN (w, dφ(ei))dφ(ei)

−[∇φ
ei

∇φ
ei
w − ∇φ

∇M
ei
ei
w]

= Jφ(v) + Jφ(w). (2.2.9)

2) Soit f ∈ C∞(M), on a :

Jφ(fv) = −f RN (v, dφ(ei))dφ(ei) − [∇φ
ei

∇φ
ei
fv − ∇φ

∇M
ei
ei
fv]

= −f RN (v, dφ(i))dφ(ei) − [∇φ
ei
ei(f)v + ∇φ

ei
f∇φ

ei
v − (∇M

ei
ei)(f)v

−f∇φ
∇M

ei
ei
v]

= −f RN (v, dφ(ei))dφ(ei) − [ei(ei(f))v + ei(f)∇φ
ei
v + ei(f)∇φ

ei
v

+f∇φ
ei

(∇φ
ei
v) − (∇M

ei
ei)(f)v − f∇φ

∇M
ei
ei
v]

= f Jφ(v) − [∆(f)v + 2∇φ
grad fv]. (2.2.10)

Définition 2.2.2 ([56]). Soit φ : (M, g) → (N,h) une application harmonique entre
deux variétés Riemanniennes, la forme indice de φ est définie par :

Iφ(v, w) =
∫
D
h(Jφ(v), w)vg, ∀v, w ∈ Γ(φ−1TN). (2.2.11)
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Définition 2.2.3 (La stabilité). Une application harmonique φ : (M, g) → (N,h)
entre deux variétés Riemanniennes est dite stable si Iφ(v, v) ⩾ 0, pour tout v ∈
Γ(φ−1TN).

Dans le cas où N = Sn, on a :

Théorème 2.2.2 ([55]). Soit (N,h) une variété Riemannienne, Sn la sphère unité
munie de la métrique induite par le produit scalaire usuel de Rn+1, et soit φ : Sn →
(N,h) une application harmonique stable. Si n > 2, alors φ est constante.

Théorème 2.2.3 ([32]). Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte et sans
bord, et soit φ une application harmonique stable définie sur (M, g) à valeurs dans
Sn, où n > 2. Alors φ est constante.

2.3 Les applications biharmoniques

2.3.1 Application biharmonique

Définition 2.3.1. Soit (M, g) et (N,h) deux variétés Riemanniennes et D un do-
maine compact de M . la fonctionnelle bi-énergie est définie par :

E2 : C∞(M,N) −→ R+
φ 7−→ E2(φ;D) = 1

2
∫
D |τ(φ)|2vg. (2.3.1)

où |τ(φ)|2 = h(τ(φ), τ(φ)), et τ(φ) est le champ de tension de φ.

Définition 2.3.2 ([23]). Une application φ : (M, g) −→ (N,h) de classe C∞ entre
deux variétés Riemanniennes, est dite biharmonique si elle est point critique de la
fonctionnelle bi-énergie E2, pour tout domaine compact D ⊂ M , c’est-à-dire :

d

dt
E2(φt;D)

∣∣∣∣
t=0

= 0, (2.3.2)

{φt}t∈(−ϵ,ϵ) étant une variation de φ à support dans D.

2.3.2 Première variation de la bi-énergie

Théorème 2.3.1. [29, 30] Soit φ : (M, g) −→ (N,h) une application de classe C∞

entre deux variétés Riemanniennes et soit {φt}t∈(−ϵ,ϵ) une variation de classe C∞

de φ à support dans D. Alors :

d

dt
E2(φt;D)

∣∣∣∣
t=0

= −
∫
D
h(v, τ2(φ))vg,

où v = dφt

dt |t=0 désigne le champ de variation associé à {φt}, et τ2(φ) ∈ Γ(φ−1TN)
le champ défini relativement à une base orthonormée sur (M, g), par :

τ2(φ) = − traceg RN (τ(φ), dφ)dφ− traceg(∇φ)2τ(φ)

= −
∑
i

RN (τ(φ), dφ(ei))dφ(ei) −
∑
i

{
∇φ
ei

∇φ
ei
τ(φ) − ∇φ

∇M
ei
ei
τ(φ)

}
= Jφ(τ(φ)).
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Démonstration. On pose ϕ : M × (−ϵ, ϵ) → N , l’application définie par ϕ(x, t) =
φt(x). Alors :

d

dt
E2(φt;D)

∣∣∣∣
t=0

=
∫
D

∑
i,j

h

(
∇ϕ

(0, d
dt

)∇dϕ((ei, 0), (ei, 0)),∇dϕ((ej , 0), (ej , 0))
)
vg
∣∣∣∣
t=0

.

(2.3.3)
On a :

∇ϕ

(0, d
dt

)dϕ(ei, 0) = ∇ϕ
(ei,0)dϕ(0, d

dt
), (2.3.4)

car :
[(0, d

dt
), (ei, 0)] = 0.

et on a :
∇ϕ

(0, d
dt

)dϕ(∇M
ei
ei, 0) = ∇ϕ

(∇M
ei
ei,0)dϕ(0, d

dt
). (2.3.5)

D’où :

∇ϕ

(0, d
dt

)∇dϕ((ei, 0), (ei, 0)) = ∇ϕ

(0, d
dt

)

{
∇ϕ

(ei,0)dϕ(ei, 0) − dϕ
(
∇M×(−ϵ,ϵ)

(ei,0) (ei, 0)
)}

= ∇ϕ

(0, d
dt

)∇
ϕ
(ei,0)dϕ(ei, 0) − ∇ϕ

(0, d
dt

)dϕ
(
∇M×(−ϵ,ϵ)

(ei,0) (ei, 0)
)

= RN (dϕ(0, d
dt

), dϕ(ei, 0))dϕ(ei, 0) + ∇ϕ
(ei,0)∇

ϕ

(0, d
dt

)dϕ(ei, 0)

+ ∇ϕ

[(0, d
dt

),(ei,0)]dϕ(ei, 0) − ∇ϕ

(0, d
dt

)dϕ(∇M
ei
ei, 0)

= RN (dϕ(0, d
dt

), dϕ(ei, 0))dϕ(ei, 0) + ∇ϕ
(ei,0)∇

ϕ

(0, d
dt

)dϕ(ei, 0)

− ∇ϕ
(∇M

ei
ei,0)dϕ(0, d

dt
).

(2.3.6)

Ainsi :∑
i,j

h

(
∇ϕ

(0, d
dt

)∇dϕ((ei, 0), (ei, 0)),∇dϕ((ej , 0), (ej , 0))
)∣∣∣∣
t=0

=
∑
i

h(RN (v, dφ(ei))dφ(ei), τ(φ))

+
∑
i

h(∇φ
ei

∇φ
ei
v, τ(φ))

−
∑
i

h(∇φ
∇M

ei
ei
v, τ(φ)).

(2.3.7)

Soit ω ∈ Γ(T ∗M), la 1-forme différentielle à support dans D, définie par :

ω(X) = h(∇φ
Xv, τ(φ)), X ∈ Γ(TM).

On a :

divM ω =
∑
i

{ei(ω(ei)) − w(∇M
ei
ei)}

=
∑
i

{ei(h(∇φ
ei
v, τ(φ))) − h(∇φ

∇M
ei
ei
v, τ(φ))}

=
∑
i

{h(∇φ
ei

∇φ
ei
v, τ(φ)) + h(∇φ

ei
v,∇φ

ei
τ(φ)) − h(∇∇M

ei
ei
v, τ(φ))}.

(2.3.8)
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De formules (2.3.7) et (2.3.8), on obtient :

∑
i,j

h

(
∇ϕ

(0, d
dt

)∇dϕ((ei, 0), (ei, 0)),∇dϕ((ej , 0), (ej , 0))
)
vg
∣∣∣∣
t=0

=
∑
i

h(RN (v, dφ(ei))dφ(ei), τ(φ))

+ divM ω −
∑
i

h(∇φ
ei
v,∇φ

ei
τ(φ)).

(2.3.9)

Soit η ∈ Γ(T ∗M), la 1-forme différentielle à support dans D, définie par :

η(X) = h(v,∇φ
Xτ(φ)), X ∈ Γ(TM).

On a :

divM η =
∑
i

{ei(η(ei)) − η(∇M
ei
ei)}

=
∑
i

{ei(h(v,∇φ
ei
τ(φ)) − h(v,∇φ

∇M
ei
ei
τ(φ)))}

=
∑
i

{h(∇φ
ei
v,∇φ

ei
τ(φ)) + h(v,∇φ

ei
∇φ
ei
τ(φ)) − h(v,∇φ

∇M
ei
ei
τ(φ))}.

(2.3.10)

En remplaçant (2.3.10) dans (2.3.9), on obtient :

∑
i,j

h

(
∇ϕ

(0, d
dt

)∇dϕ((ei, 0), (ei, 0)),∇dϕ((ej , 0), (ej , 0))
)
vg
∣∣∣∣
t=0

=
∑
i

h(RN (τ(φ), dφ(ei))dφ(ei), v) + divM ω

− divM η +
∑
i

h(v,∇φ
ei

∇φ
ei
τ(φ)) −

∑
i

h(v,∇φ
∇M

ei
ei
τ(φ)).

(2.3.11)

D’après (2.3.3), (2.3.11), et le théorème de la divergence, on obtient :

d

dt
E2(φt;D)

∣∣∣∣
t=0

= −
∫
D

∑
i

h

(
− RN (τ(φ), dφ(ei))dφ(ei) − ∇φ

ei
∇φ
ei
τ(φ) + ∇φ

∇M
ei
ei
τ(φ), v

)
vg.

Théorème 2.3.2 ([29, 30]). Une application φ : (M, g) → (N,h) de classe C∞

entre deux variétés Riemanniennes est bi-harmonique si et seulement si

τ2(φ) = − traceg RN (τ(φ), dφ)dφ− traceg(∇φ)2τ(φ) = 0. (2.3.12)

Remarques 2.3.1.

(1) L’équation (2.3.2) est dite l’équation d’Euler-Lagrange associée à la fonction-
nelle bi-énergie.

(2) Toute application harmonique est biharmonique mais l’inverse n’est pas tou-
jours vrai.
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2.3.3 Exemples des applications biharmoniques

Exemple 2.3.1. Les plus simples exemples des applications biharmonique sont les
polynômes de degré 2 et 3 dans R.

Exemple 2.3.2. Soit f : Rm → R une fonction harmonique, i.e.,

∆(f) =
∑
i

∂2f

∂x2
i

= 0,

alors la fonction du produit φ = r2f : Rm → R est biharmonique non harmonique,
i.e.,

∆(φ) ̸= 0, τ2(φ) = ∆(∆(φ)) = ∆2(φ) = 0.

Ici, r : Rm → R est la fonction de distance de l’origine définie par :

r(x1, . . . , xm) =
√

(x1)2 + . . .+ (xm)2.

En effet ; on a :

r2(x) = x2
1 + x2

2 + · · · + x2
m

=
∑
j

x2
j ,

d’où :

∂r2

∂xi
=
∑
j

∂x2
j

∂xi

= 2xi,

et :

∂φ

∂xi
= ∂r2

∂xi
f + r2 ∂f

∂xi

= 2xif + r2 ∂f

∂xi
,

⇒ ∂2φ

∂x2
i

= 2f + 2xi
∂f

∂xi
+ 2xi

∂f

∂xi
+ r2∂

2f

∂x2
i

⇒
∑
i

∂2φ

∂x2
i

=
∑
i

2f +
∑
i

4xi
∂f

∂xi
+
∑
i

r2∂
2f

∂x2
i

,

c’est-à-dire :
∆φ = 2nf + 4

∑
i

xi
∂f

∂xi
+ r2 ∆f︸︷︷︸

=0

̸= 0;
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et pour j fixé, on a :

∂∆φ
∂xj

= 2n ∂f
∂xj

+ 4
∑
i

∂xi
∂xj︸︷︷︸
=δij

∂f

∂xi
+ 4

∑
i

xi
∂2f

∂xj∂xi

= 2n ∂f
∂xj

+ 4 ∂f
∂xj

+ 4
∑
i

xi
∂2f

∂xi∂xj
,

d’où :

∂2∆φ
∂x2

j

= 2n∂
2f

∂x2
j

+ 4∂
2f

∂x2
j

+ 4
∑
i

∂xi
∂xj︸︷︷︸
=δij

∂2f

∂xi∂xj
+ 4

∑
i

xi
∂3f

∂xi∂x2
j

,

⇒

∑
j

∂2∆φ
∂x2

j

= (2n+ 4)∆f + 4∆f + 4
∑
i

xi
∂

∂xi
(∆f),

donc τ2(f) = ∆(∆(f)) = 0.

Exemple 2.3.3 ([3, 33]). L’inversion de la sphère unité φ : Rn−{0} ∋ x 7→ x
|x|2 ∈ Rn

est biharmonique si n = 4. φ est non harmoniqe car τ(φ) = − 4x
|x|4 .

Exemple 2.3.4. Soir γ : I → N une géodésique et soit t : J → I, t = t(s),
I,J ⊂ R un changement de paramètre. Alors γ̃ = γ ◦ t : J → N est biharmonique
non harmonique si et seulement si d4t

ds4 = 0 et d2t
ds2 = 0.

Exemple 2.3.5. Soit φ : (M, g) → (Sn, h) une application de classe C∞ entre
deux variétés Riemanniennes, où h est la métrique Riemannienne induite sur Sn
par celle de Rn+1. En utilisant la formule du tenseur de courbure pour la sphère
unité Euclidienne, on trouve que φ est biharmonique si et seulement si :

traceg(∇φ)2τ(φ) + |dφ|2τ(φ) − traceg h(τ(φ), dφ)dφ = 0.

En effet ; Comme la sphère unité Sn est de courbure constante égale à 1, d’après la
proposition 1.5.1 on a :

RSn(X,Y )Z = h(Y, Z)X − h(X,Z)Y,

on obtient :

traceg RSn(τ(φ), dφ)dφ = traceg
{
h(dφ, dφ)τ(φ) − h(τ(φ), dφ)dφ

}
= |dφ|2τ(φ) − traceg h(τ(φ), dφ)φ.

Les théorèmes suivants sont des théorèmes de type Liouville (voir [49])

Théorème 2.3.3. Soit φ : (M, g) → (N,h) une application de classe C∞. On
suppose que M est compacte, orientable et SectN ≤ 0. Alors φ est biharmonic si et
seulement si elle est harmonique.
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Proposition 2.3.1. Soit φ : (M, g) → (N,h) une immersion Riemannienne tel que
|τ(φ)| est constante. On suppose que SectN ≤ 0. Alors φ est biharmonique si et
seulement si elle est harmonique.

Théorème 2.3.4. Soit φ : (M, g) → (N,h) une immersion Riemannienne. On
suppose que M est compacte, orientable, SectN ≤ 0 et m = n − 1. Alors φ est
biharmonique si et seulement si elle est harmonique
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CHAPITRE 3
LES APPLICATIONS p-HARMONIQUES GÉNÉRALISÉES

Dans ce chapitre, on fait l’extension de la définition des applications p-harmoniques
et p-biharmoniques en définissant les applications p(·)-harmoniques entre deux varié-
tés Riemanniennes qui sont considérées comme une généralisation des applications
harmoniques [4, 22, 42] et les applications p-harmoniques [2, 15, 25, 42], ainsi que les
applications p(·)-harmoniques stables comme étant une généralisation des applica-
tions harmoniques stables [56] et les applications p-harmoniques stables [19, 47]. En-
fin, on définit les applications p(·)-biharmoniques et on construit quelques exemples
des applications p(·)-harmoniques et des applications p(·)-biharmoniques non p(·)-
harmoniques. Les résultats de ce chapitre sont obtenus dans [37].

3.1 Les applications p(·)-harmoniques

Définition 3.1.1. Soit φ : (M, g) −→ (N,h) une application différentiable entre
deux variétés Riemanniennes, et soit p une fonction strictement positive de classe
C∞ sur M où p(x) ≥ 2 ,∀x ∈ M . Pour tout domaine compacte D de M , la fonc-
tionnelle de p(·)-énergie de φ is définie par :

Ep(·)(φ;D) =
∫
D

|dφ|p(x)

p(x) vg, (3.1.1)

où |dφ| est la norme de Hilbert-Schmidt de la différentielle dφ et vg l’élément volume
sur (M, g).

Définition 3.1.2. Une application φ : (M, g) → (N,h) est dite p(·)-harmonique si
elle est point critique de la fonctionnelle de p(·)-énergie sur tout domaine compact
D de M , c’est-à-dire :

d

dt
Ep(·)(φt;D)|t=0 = 0. (3.1.2)

avec {φt}t∈(−ϵ,ϵ) est une variation de φ à support dans D.

Définition 3.1.3. Soit φ : (M, g) → (N,h) une application de classe C∞. Le
champs de p(·)-tension de φ est une section τp(·)(φ) ∈ Γ(φ−1TN) définie par :

τp(·)(φ) = traceg ∇|dφ|p(x)−2dφ,

= |dφ|p(x)−2τ(φ) + dφ(gradM |dφ|p(x)−2) (3.1.3)
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où {ei}mi=1 est une base orthonormée sur (M, g) et τ(φ) est le champ de tension
définie par la formule 2.1.2.

3.1.1 Première variation de p(·)-énergie

Théorème 3.1.1. Soit φ : (M, g) → (N,h) une application de classe C∞ entre
deux variétés Riemanniennes, et soit {φt}t∈(−ϵ,ϵ) une variation de φ à support dans
un domaine compacte D de M . Alors :

d

dt
Ep(·)(φt;D)

∣∣∣
t=0

= −
∫
D
h(v, τp(·)(φ))vg, (3.1.4)

où v = dφt

dt

∣∣
t=0 est le champ de vecteurs de variation de {φt}t∈(−ϵ,ϵ).

Démonstration. Soit ϕ : M× (−ϵ, ϵ) −→ N une application de classe C∞ définie par

ϕ(x, t) = φt(x), ∀(x, t) ∈ M × (−ϵ, ϵ).

On a ϕ(x, 0) = φ(x) pour tout x ∈ M , et le champ de vecteurs de variation associé
à {φt}t∈(−ϵ,ϵ) est donné par :

v(x) = d(x,0)ϕ( ∂
∂t

)
∣∣∣
t=0

, ∀x ∈ M.

Soit {ei}mi=1 une base orthonormée sur (M, g). On calcule

d

dt
Ep(·)(φt;D)

∣∣∣
t=0

= d

dt

∫
D

|dφt|p(x)

p(x) vg

∣∣∣∣
t=0

=
∫
D

1
p(x)

∂

∂t
|dφt|p(x)

∣∣∣∣
t=0

vg

=
∫
D

1
p(x)

∂

∂t
(|dφt|2)

p(x)
2

∣∣∣∣
t=0

vg

=
∑
i

∫
D

1
p(x)

∂

∂t
h(dφt(ei), dφt(ei))

p(x)
2

∣∣∣∣
t=0

vg

=
∑
i

∫
D

1
p(x)

∂

∂t
h(dϕ(ei, 0), dϕ(ei, 0))

p(x)
2

∣∣∣∣
t=0

vg

=
∑
i

∫
D
h(∇ϕ

∂
∂t

dϕ(ei, 0), dϕ(ei, 0))(|dφt|2)
p(x)

2 −1
∣∣∣∣
t=0

vg. (3.1.5)

En utilisant la propriété de la proposition 2.1.2 avec X = ∂
∂t , Y = (ei, 0), et

[ ∂∂t , (ei, 0)] = 0, l’équation (3.1.5) devient :

d

dt
Ep(·)(φt;D)

∣∣∣∣
t=0

=
∑
i

∫
D
h(∇ϕ

(ei,0)dϕ( ∂
∂t

), dϕ(ei, 0))|dφt|p(x)−2
∣∣∣∣
t=0

vg

=
∑
i

∫
D
h(∇φ

ei
v, |dφ|p(x)−2dφ(ei))vg

=
∑
i

∫
D

[
eih(v, |dφ|p(x)−2dφ(ei))

− h(v,∇φ
ei

|dφ|p(x)−2dφ(ei))
]
vg. (3.1.6)
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Soit ω ∈ Γ(T ∗M) définie par :

ω(X) = h(v, |dφ|p(x)−2dφ(X)), ∀X ∈ Γ(TM)

La divergence de ω est donnée par :

divM ω =
∑
i

[
eih(v, |dφ|p(x)−2dφ(ei)) − h(v, |dφ|p(x)−2dφ(∇M

ei
ei))

]
. (3.1.7)

D’après les équation (3.1.6), (3.1.7), et le théorème de divergence 1.7.1, on obtient :

d

dt
Ep(·)(φt;D)

∣∣∣∣
t=0

=
∑
i

∫
D
h
(
v, |dφ|p(x)−2dφ(∇M

ei
ei) − ∇φ

ei
|dφ|p(x)−2dφ(ei)

)
vg

= −
∑
i

∫
D
h
(
v,
[
∇ei

|dφ|p(x)−2dφ
]

(ei)
)
vg. (3.1.8)

Corollaire 3.1.1. Une application différentiable φ : (M, g) −→ (N,h) entre deux
variétés Riemanniennes est p(·)-harmonique si et seulement si

τp(·)(φ) = 0.

Exemple 3.1.1. La restriction de l’inversion

φ : Rn\{0} −→ Rn\{0}, x 7−→ x

∥x∥2 ,

à M = {x ∈ Rn\{0}, ∥x∥2 >
√
n} est une application p(·)-harmonique, où la fontion

p est donnée par :

p(x) = n+ c

2 ln(∥x∥2) − ln(n) , ∀x ∈ M,

pour une certaine constante c ≥ 0. Ici, |dφ|(x) =
√
n

∥x∥2 , ∀x ∈ Rn\{0}.

Exemple 3.1.2. Soit F : R −→ [2,∞) une fonction lisse. L’application

φ : Rn\{0} −→ Sn−1, x 7−→ x

∥x∥
,

est p(·)-harmonique, où p(x) = F (∥x∥2) pour tout x ∈ Rn\{0}.

Remarque 3.1.1. Une application harmonique φ : (M, g) → (N,h) i.e., τ(φ) = 0,
avec une densité d’énergie constante e(φ) = |dφ|2

2 n’est pas toujours p(·)-harmonique.
Les exemples précédents prouvent les résultats suivants ; Il n’y a aucune équiva-
lence entre la p(·)-harmonicité et l’harmonicité d’une application de classe C∞

φ : (M, g) −→ (N,h). Il existe des applications p(·)-harmoniques ayant une norme
de Hilbert-Schmidt non constante et elles ne sont pas harmoniques.
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3.2 Les applications p(·)-harmoniques stable

3.2.1 La deuxième variation de la p(·)-énergie

Théorème 3.2.1. Soit φ une application p(·)-harmonique entre deux variétés Rie-
manniennes (M, g) et (N,h). Alors on a :

∂2

∂t∂s
Ep(·)(φt,s;D)

∣∣∣∣
t=s=0

=
∫
D
h(Jφp(·)(v), w)vg, (3.2.1)

où {φt,s}(t,s)∈(−ϵ,ϵ)×(−ϵ,ϵ) est une variation de φ à support dans un domaine compacte
D ⊂ M ,

v = ∂φt,s
∂t

∣∣∣∣
t=s=0

, w = ∂φt,s
∂s

∣∣∣∣
t=s=0

, (3.2.2)

et Jφp(·) est l’opérateur de Jacobi généralisé de φ donné par :

Jφp(·)(v) = − |dφ|p(x)−2 traceg RN (v, dφ)dφ− traceg ∇φ|dφ|p(x)−2∇φv

− traceg ∇(p(x) − 2)|dφ|p(x)−4⟨∇φv, dφ⟩dφ. (3.2.3)

Ici ⟨ , ⟩ est le produit scalaire sur T ∗M ⊗ φ−1TN .

Démonstration. Soit ϕ : M × (−ϵ, ϵ) × (−ϵ, ϵ) −→ N une application de classe C∞

définie par ϕ(x, t, s) = φt,s(x). On a ϕ(x, 0, 0) = φ(x), et les champs de vecteurs de
variation associés à la variation {φt,s}(t,s)∈(−ϵ,ϵ)×(−ϵ,ϵ) sont donnés par :

v(x) = d(x,0,0)ϕ( ∂
∂t

), w(x) = d(x,0,0)ϕ( ∂
∂s

), ∀x ∈ M. (3.2.4)

Soit {ei}mi=1 une base orthonormée sur (M, g) tel que ∇M
ei
ej = 0 au point x ∈ M

pour tout i, j = 1, . . . ,m. On calcule

∂2

∂t∂s
Ep(·)(φt,s;D)

∣∣∣∣
t=s=0

= ∂2

∂t∂s

∫
D

|dφt,s|p(x)

p(x) vg

∣∣∣∣
t=s=0

=
∫
D

1
p(x)

∂2

∂t∂s
|dφt,s|p(x)

∣∣∣∣
t=s=0

vg. (3.2.5)

D’abord, on a :

1
p(x)

∂2

∂t∂s
|dφt,s|p(x) = 1

p(x)
∂

∂t

(
∂

∂s
(|dφt,s|2)

p(x)
2

)
= 1

2
∂

∂t

(
(|dφt,s|2)

p(x)
2 −1 ∂

∂s
|dφt,s|2

)
=
∑
i

∂

∂t

(
(|dφt,s|2)

p(x)
2 −1h(∇ϕ

∂
∂s

dϕ(ei, 0, 0), dϕ(ei, 0, 0))
)
.

Alors :

1
p(x)

∂2

∂t∂s
|dφt,s|p(x) =

∑
i

∂

∂t

(
|dφt,s|2

) p(x)
2 −1

h(∇ϕ
∂

∂s

dϕ(ei, 0, 0), dϕ(ei, 0, 0))

+
∑
i

|dφt,s|p(x)−2h(∇ϕ
∂
∂t

∇ϕ
∂

∂s

dϕ(ei, 0, 0), dϕ(ei, 0, 0))

+
∑
i

|dφt,s|p(x)−2h(∇ϕ
∂

∂s

dϕ(ei, 0, 0),∇ϕ
∂
∂t

dϕ(ei, 0, 0)).
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Ce qui implique que :
1

p(x)
∂2

∂t∂s
|dφt,s|p(x) =

∑
i,j

(p(x) − 2)|dφt,s|p(x)−4h(∇ϕ
∂
∂t

dϕ(ej , 0, 0), dϕ(ej , 0, 0))

h(∇ϕ
∂

∂s

dϕ(ei, 0, 0), dϕ(ei, 0, 0))

+
∑
i

|dφt,s|p(x)−2h(∇ϕ
∂
∂t

∇ϕ
∂

∂s

dϕ(ei, 0, 0), dϕ(ei, 0, 0))

+
∑
i

|dφt,s|p(x)−2h(∇ϕ
∂

∂s

dϕ(ei, 0, 0),∇ϕ
∂
∂t

dϕ(ei, 0, 0)).

D’après la définition du tenseur de courbure de (N,h) et la propriété :

∇ϕ
∂
∂t

dϕ(ei, 0, 0) = ∇ϕ
(ei,0,0)dϕ( ∂

∂t
), ∇ϕ

∂
∂s

dϕ(ei, 0, 0) = ∇ϕ
(ei,0,0)dϕ( ∂

∂s
),

avec
[
∂
∂t , (ei, 0, 0)

]
= 0, on obtient l’équation suivante :

1
p(x)

∂2

∂t∂s
|dφt,s|p(x)

∣∣∣∣
t=s=0

=
∑
i

h
(
∇φ
ei
w, (p(x) − 2)|dφ|p(x)−4⟨∇φv, dφ⟩dφ(ei)

)
− |dφ|p(x)−2∑

i

h(RN (v, dφ(ei))dφ(ei), w)

+
∑
i

h

(
∇φ
ei

∇ϕ
∂
∂t

dϕ( ∂
∂s

)
∣∣∣
t=s=0

, |dφ|p(x)−2dφ(ei)
)

+
∑
i

h
(
∇φ
ei
w, |dφ|p(x)−2∇φ

ei
v
)
. (3.2.6)

Soient ω1, ω2, ω3 ∈ Γ(T ∗M) définies par :

ω1(X) = h
(
w, (p(x) − 2)|dφ|p(x)−4⟨∇φv, dφ⟩dφ(X)

)
;

ω2(X) = h

(
∇ϕ

∂
∂t

dϕ( ∂
∂s

)
∣∣∣
t=s=0

, |dφ|p(x)−2dφ(X)
)

:

ω3(X) = h
(
w, |dφ|p(x)−2∇φ

Xv
)
, ∀X ∈ Γ(TM).

La divergence de ωi, (i = 1, . . . , 3) est donnée par :

divM ω1 =
∑
i

eih
(
w, (p(x) − 2)|dφ|p(x)−4⟨∇φv, dφ⟩dφ(ei)

)
;

divM ω2 =
∑
i

eih

(
∇ϕ

∂
∂t

dϕ( ∂
∂s

)
∣∣∣
t=s=0

, |dφ|p(x)−2dφ(ei)
)

:

divM ω3 =
∑
i

eih
(
w, |dφ|p(x)−2∇φ

ei
v
)
, ∀X ∈ Γ(TM).

D’après les équations (3.2.5), (3.2.6), et la condition de la p(·)-harmonicité de φ, et
le théorème de divergence, on obtient :
∂2

∂t∂s
Ep(·)(φt,s;D)

∣∣∣∣
t=s=0

= −
∫
D

∑
i

h
(
w,∇φ

ei
(p(x) − 2)|dφ|p(x)−4⟨∇φv, dφ⟩dφ(ei)

)
vg

−
∫
D

|dφ|p(x)−2∑
i

h(w,RN (v, dφ(ei))dφ(ei))vg

−
∫
D

∑
i

h
(
w,∇φ

ei
|dφ|p(x)−2∇φ

ei
v
)
vg. (3.2.7)
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Si (M, g) est une variété Riemannienne compacte, φ une application p(·)-harmonique
définie de (M, g) dans une variété Riemannienne (N,h), et pour tout champ de vec-
teurs v parallèle le long de φ,

Iφp(·)(v, v) ≡
∫
M
h(v, Jφp(·)(v)) vg ≥ 0, (3.2.8)

alors l’application φ est dite p(·)-harmonique stable. En utilisant le théorème de
Green 1.7.2, il est facile de prouver

Iφp(·)(v, v) = −
∫
M

|dφ|p(x)−2∑
i

h(v,RN (v, dφ(ei))dφ(ei))vg (3.2.9)

+
∫
M

|dφ|p(x)−2|∇φv|2vg +
∫
M

(p(x) − 2)|dφ|p(x)−4⟨∇φv, dφ⟩2vg.

D’après l’équation (3.2.9), on déduit le résultat suivant.
Proposition 3.2.1. Toute application p(·)-harmonique dont la variété du départ est
une variété Riemannienne compacte (M, g), et la variété d’arrivée est une variété
Riemannienne (N,h) ayant une courbure sectionnelle négative i.e., SectN ≤ 0 est
stable.

Dans le cas où le codomaine de l’application p(·)-harmonique stable est la sphère
standard Sn, on a le résultat suivant :
Théorème 3.2.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne compacte. Lorsque n > 2,
Toute application p(·)-harmonique stable φ : (M, g) −→ Sn doit et̂re constante, où
p est une fonction positive et de classe C∞ sur M tel que 2 ≤ p(x) < n pour tout
x ∈ M .
Démonstration. On choisit une base orthonormale {ei}mi=1 au point x dans (M, g).
On pose λ(y) = ⟨α, y⟩Rn+1 , pour tout y ∈ Sn, où α ∈ Rn+1. Soit v = gradSn

λ. On
a ∇Sn

X v = −λX pour tout X ∈ Γ(TSn), où ∇Sn est la connexion de Levi-Civita sur
Sn par rapport à la métrique standard de la sphère (voir [56]). On calcule∑

i

∇φ
ei

|dφ|p(x)−2∇φ
ei

(v ◦ φ) = ∇φ

gradM |dφ|p(x)−2(v ◦ φ)

+
∑
i

|dφ|p(x)−2∇φ
ei

∇φ
ei

(v ◦ φ). (3.2.10)

En utilisant la propriété ∇Sn

X v = −λX, Le premier terme de (3.2.10) est donné par :

∇φ

gradM |dφ|p(x)−2(v ◦ φ) = −(λ ◦ φ)dφ(gradM |dφ|p(x)−2), (3.2.11)

et le deuxième terme de (3.2.10) est donné par :∑
i

|dφ|p(x)−2∇φ
ei

∇φ
ei

(v ◦ φ) = −
∑
i

|dφ|p(x)−2∇φ
ei

(λ ◦ φ)dφ(ei)

= −
∑
i

|dφ|p(x)−2⟨dφ(ei), v ◦ φ⟩dφ(ei)

−(λ ◦ φ)|dφ|p(x)−2τ(φ). (3.2.12)

En remplaçant les formules (3.2.11) et (3.2.12) dans (3.2.10), on obtient :∑
i

∇φ
ei

|dφ|p(x)−2∇φ
ei

(v ◦ φ) = −(λ ◦ φ)dφ(gradM |dφ|p(x)−2)

−
∑
i

|dφ|p(x)−2⟨dφ(ei), v ◦ φ⟩dφ(ei)

−(λ ◦ φ)|dφ|p(x)−2τ(φ). (3.2.13)
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D’après la condition de la p(·)-harmonicité de φ

τp(·)(φ) = |dφ|p(x)−2τ(φ) + dφ(gradM |dφ|p(x)−2) = 0,

et l’équation (3.2.13), on obtient :∑
i

⟨∇φ
ei

|dφ|p(x)−2∇φ
ei

(v ◦ φ), v ◦ φ⟩ = −
∑
i

|dφ|p(x)−2⟨dφ(ei), v ◦ φ⟩2.

(3.2.14)

Puisque la sphère Sn a une courbure constante, on a :∑
i

⟨|dφ|p(x)−2RSn(v ◦ φ, dφ(ei))dφ(ei), v ◦ φ⟩ = |dφ|p(x)⟨v ◦ φ, v ◦ φ⟩

−
∑
i

|dφ|p(x)−2⟨dφ(ei), v ◦ φ⟩2. (3.2.15)

D’après la définition de l’opérateur de Jacobi généralisé, et (3.2.14), (3.2.15), on
obtient :

⟨Jφf (v ◦ φ), v ◦ φ⟩ = 2|dφ|p(x)−2∑
i

⟨dφ(ei), v ◦ φ⟩2

−|dφ|p(x)⟨v ◦ φ, v ◦ φ⟩
−
∑
i

⟨∇φ
ei

(p(x) − 2)|dφ|p(x)−4⟨∇φv ◦ φ, dφ⟩dφ(ei), v ◦ φ⟩,

(3.2.16)

en utilisant ⟨∇φv ◦ φ, dφ⟩ = −(λ ◦ φ)|dφ|2, et l’équation (3.2.16), on trouve que

traceα⟨Jφf (v ◦ φ), v ◦ φ⟩ = (p(x) − n)|dφ|p(x). (3.2.17)

D’après l’équation (3.2.17), la connditon de la p(·)-harmonicité stable de φ, avec
2 ≤ p(x) < n, ∀x ∈ M , on déduit le théorème 3.2.2.

3.3 Les applications p(·)-Biharmoniques

Définition 3.3.1. Soit φ : (M, g) −→ (N,h) une application de classe C∞ entre
deux variétés Riemanniennes, la p(·)-biénergie de φ est définie par

E2,p(·)(φ;D) = 1
2

∫
D

|τp(·)(φ)|2vg, (3.3.1)

où p ≥ 2 est une fonction de classe C∞ sur M , et D est un domaine compacte
de M . Une application φ est dite p(·)-biharmonique si elle est point critique de la
fonctionnelle de p(·)-biénergie pour tout domaine compacte D.

3.3.1 La première variation de la p(·)-biénergie

Théorème 3.3.1. Soit φ une application de classe C∞ entre deux variétés Rieman-
niennes (M, g) et (N,h). Alors on a :

d

dt
E2,p(·)(φt;D)

∣∣∣∣
t=0

= −
∫
D
h(v, τ2,p(·)(φ))vg, (3.3.2)
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où {φt}t∈(−ϵ,ϵ) est une variation de φ à support dans D, v = dφt

dt

∣∣
t=0 est le champ

de vecteurs de variation, et τ2,p(·)(φ) le champ p(·)-bitension de φ donné par

τ2,p(·)(φ) = −|dφ|p(x)−2 traceg RN (τp(·)(φ), dφ)dφ− traceg ∇φ|dφ|p(x)−2∇φτp(·)(φ)
− traceg ∇(p(x) − 2)|dφ|p(x)−4⟨∇φτp(·)(φ), dφ⟩dφ. (3.3.3)

Démonstration. On définit ϕ : M × (−ϵ, ϵ) −→ N par ϕ(x, t) = φt(x). D’abord, on
note que :

d

dt
E2,p(·)(φt;D) =

∫
D
h(∇ϕ

∂
∂t

τp(·)(φt), τp(·)(φt)) vg. (3.3.4)

On calcule dans une base normale au point x ∈ M :

∇ϕ
∂
∂t

τp(·)(φt) =
∑
i

∇ϕ
∂
∂t

∇ϕ
(ei,0)|dφt|

p(x)−2dϕ(ei, 0). (3.3.5)

D’après la définition du tenseur de courbure de (N,h), on obtient :∑
i

∇ϕ
∂
∂t

∇ϕ
(ei,0)|dφt|

p(x)−2dϕ(ei, 0)

= |dφt|p(x)−2∑
i

RN (dϕ( ∂
∂t

), dϕ(ei, 0))dϕ(ei, 0)

+
∑
i

∇ϕ
(ei,0)∇

ϕ
∂
∂t

|dφt|p(x)−2dϕ(ei, 0). (3.3.6)

En utilisant la compatibilité de ∇ϕ avec h, on trouve que :
m∑
i=1

h(∇ϕ
(ei,0)∇

ϕ
∂
∂t

|dφt|p(x)−2dϕ(ei, 0), τp(·)(φt))

=
m∑
i=1

(ei, 0)
[
h(∇ϕ

∂
∂t

|dφt|p(x)−2dϕ(ei, 0), τp(·)(φt))
]

−
∑
i

h(∇ϕ
∂
∂t

|dφt|p(x)−2dϕ(ei, 0),∇ϕ
(ei,0)τp(·)(φt)). (3.3.7)

D’après la propriété ∇ϕ
Xdϕ(Y ) = ∇ϕ

Y dϕ(X) + dϕ([X,Y ]), avec X = ∂
∂t et Y =

|dφt|p(x)−2(ei, 0), on obtient :

∇ϕ
∂
∂t

|dφt|p(x)−2dϕ(ei, 0)
∣∣∣
t=0

= |dφ|p(x)−2∇φ
ei
v

+
∑
j

(p(x) − 2)|dφ|p(x)−4h(∇φ
ej
v, dφ(ej))dφ(ei), (3.3.8)

pour tout i = 1, ...,m. En remplaçant (3.3.8) dans (3.3.7), on a :
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∑
i

(∇ϕ
(ei,0)∇

ϕ
∂
∂t

|dφt|p(x)−2dϕ(ei, 0), τp(·)(φt))
∣∣∣
t=0

=
∑
i

eih(|dφ|p(x)−2∇φ
ei
v, τp(·)(φ))

+
∑
i

eih((p(x) − 2)|dφ|p(x)−4⟨∇φv, dφ⟩dφ(ei), τp(·)(φ))

−
∑
i

eih(v, |dφ|p(x)−2∇φ
ei
τp(·)(φ))

+
∑
i

h(v,∇φ
ei

|dφ|p(x)−2∇φ
ei
τp(·)(φ))

−
∑
j

ejh(v, (p(x) − 2)|dφ|p(x)−4⟨∇φτp(·)(φ), dφ⟩dφ(ej))

+
∑
j

h(v,∇φ
ej

(p(x) − 2)|dφ|p(x)−4⟨∇φτp(·)(φ), dφ⟩dφ(ej)). (3.3.9)

Soient η1, η2, η3, η4 ∈ Γ(T ∗M) définies par :

η1(X) = h(|dφ|p(x)−2∇φ
Xv, τp(·)(φ));

η2(X) = h((p(x) − 2)|dφ|p(x)−4⟨∇φv, dφ⟩dφ(X), τp(·)(φ));
η3(X) = h(v, |dφ|p(x)−2∇φ

Xτp(·)(φ));
η4(X) = h(v, (p(x) − 2)|dφ|p(x)−4⟨∇φτp(·)(φ), dφ⟩dφ(X)).

En fin, on calcule la divergence de ηi (i = 1, ..., 4) et en la remplaçant dans (3.3.9).
D’après les équations (3.3.4)-(3.3.6), (3.3.9), et le théorème de divergence, on déduit
le théorème 3.3.1.

D’après le théorème 3.3.1, on déduit :

Corollaire 3.3.1. Soit φ : (M, g) → (N,h) une application de classe C∞ entre deux
variétés Riemanniennes. Alors, φ est p(·)-biharmonique si et seulement si

τ2,p(·)(φ) = −|dφ|p(x)−2 traceg RN (τp(·)(φ), dφ)dφ
− traceg ∇φ|dφ|p(x)−2∇φτp(·)(φ)
− traceg ∇(p(x) − 2)|dφ|p(x)−4⟨∇φτp(·)(φ), dφ⟩dφ = 0.

Remarques 3.3.1.

1. Pour toute application φ : (M, g) −→ (N,h) entre deux variétés Rieman-
niennes, on a

τ2,p(·)(φ) = Jφp(·)(τp(·)(φ)).

2. On peut extraire plusieurs exemples des applications p(·)-biharmonique non
p(·)-harmonique φ : (M, g) −→ Rn où le champ de p(·)-tension est parallèle le
long de φ, i.e., les composantes de τp(·)(φ) sont constantes.
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Exemple 3.3.1. Soit M = {(x, y, z) ∈ R3,
√
x2 + y2 > 2}. L’application différen-

tiable φ : M −→ R2 définie par

φ(x, y, z) = (
√
x2 + y2, z), ∀(x, y, z) ∈ M,

est p(·)-biharmonique non p(·)-harmonique, où

p(x, y, z) = ln(x2 + y2)
ln(2) ,

pour tout (x, y, z) ∈ M . Ici, τp(·)(φ) = (1, 0).
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CHAPITRE 4
LES APPLICATIONS p-BIHARMONIQUES ET LA

DÉFORMATION DE LA MÉTRIQUE

Soit φ : (M, g) → (N,h) entre deux variétés Riemanniennes. Dans ce chapitre,
on considère les effets d’une déformation de la métrique h sur N notée h̃ et on donne
les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’elle soit p-biharmonique propre. Les
résultats de ce chapitre sont obtenus dans [38].

4.1 La p-biharmonicité d’une application φ : (M, g) →
(N, h̃)

Théorème 4.1.1. Soit φ : (M, g) −→ (N,h) une application p-biharmonique entre
deux variétés Riemanniennes, et soit la métrique Riemanniennes h̃ = h − df ⊗ df ,
où f ∈ C∞(N) tel que ∥ grad f∥2 = h(grad f, grad f) < 1. On suppose que

i) la fonction f ◦ φ est constante sur M ;

ii) le champ de vecteurs grad f est parallèle le long de φ.

Alors φ̃ : (M, g) −→ (N, h̃), x 7−→ φ(x) est une application p-biharmonique.

Démonstration. Soit {ei}mi=1 une base orthonormée normale sur (M, g) au point x
où m = dimM , alors l’application φ̃ de (M, g) à (N, h̃) est p-biharmonique si et
seulement si

τ2,p(φ̃) = − |dφ|p−2
h̃

m∑
i=1

R̃N (τp(φ̃), dφ(ei))dφ(ei)

−
m∑
i=1

∇φ̃
ei

|dφ|p−2
h̃

∇φ̃
ei
τp(φ̃)

− (p− 2)
m∑
i=1

∇φ̃
ei

⟨∇φ̃τp(φ̃), dφ⟩|dφ|p−4
h̃

dφ(ei) = 0,

(4.1.1)

où R̃N est la courbure Riemannienne par rapport à h̃. Le champ de p-tension de φ̃
est donné par

τp(φ̃) = |dφ|p−2
h̃

τ(φ̃) + (p− 2)|dφ|p−3
h̃

dφ(gradM |dφ|̃
h
),
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τ(φ̃) dénote le champ de tension de l’application φ par rapport à h̃ donné au point
x par :

τ(φ̃) =
m∑
i=1

∇φ̃
ei
dφ(ei)

= τ(φ) −
m∑
i=1

Hessf (dφ(ei), dφ(ei))
1 − ∥gradf∥2 ◦ φ

(gradf) ◦ φ,

où τ(φ) est le champ de tension de l’application φ par rapport à la métrique h.
Puisque le champ de vecteurs grad f est parallèle le long de φ, on a ∇φ

X(gradf) ◦
φ = 0 pour tout X ∈ Γ(TM). Ce qui implique que, Hessf (dφ(X), V ) = 0 où
V ∈ Γ(φ−1TN). On note que :

|dφ|2
h̃

=
∑
i

h̃(dφ(ei), dφ(ei))

=
∑
i

h(dφ(ei), dφ(ei)) −
∑
i=1

dφ(ei)(f)dφ(ei)(f)

= |dφ|2h −
m∑
i=1

ei(f ◦ φ)ei(f ◦ φ)

= |dφ|2h − | gradM (f ◦ φ)|2.

Puisque f ◦ φ est constante sur M , on obtient |dφ|2
h̃

= |dφ|2h. Donc τp(φ̃) = τp(φ).
Selon le Théorème 1.9.2, on a :

R̃N (τp(φ̃), dφ(ei))dφ(ei)

= RN (τp(φ), dφ(ei))dφ(ei)

−h(RN (τp(φ), dφ(ei))(gradN f) ◦ φ, dφ(ei))
1 − ∥ gradN f∥2 ◦ φ

(gradN f) ◦ φ

−Hessf (τp(φ), (gradN f) ◦ φ) Hessf (dφ(ei), dφ(ei))
(1 − ∥ gradN f∥2 ◦ φ)2 (gradN f) ◦ φ

+Hessf (dφ(ei), (gradN f) ◦ φ) Hessf (τp(φ), dφ(ei))
(1 − ∥ gradN f∥2 ◦ φ)2 (gradN f) ◦ φ

−Hessf (dφ(ei), dφ(ei))
1 − ∥ gradN f∥2 ◦ φ

∇N
τp(φ) gradN f

+Hessf (τp(φ), dφ(ei))
1 − ∥ gradN f∥2 ◦ φ

∇N
dφ(ei) gradN f, (4.1.2)

pour tous i = 1, ...,m. D’après l’équation (4.1.2), avec Hessf (dφ(X), V ) = 0, on
obtient :

R̃N (τp(φ̃), dφ(ei))dφ(ei)

= RN (τp(φ), dφ(ei))dφ(ei)

−h(RN (τp(φ), dφ(ei))(gradN f) ◦ φ, dφ(ei))
1 − ∥ gradN f∥2 ◦ φ

(gradN f) ◦ φ.

Soit i ∈ {1, ...,m}. On calcule :
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h(RN (τp(φ), dφ(ei))(gradN f) ◦ φ, dφ(ei))

= h(∇N
τp(φ)∇

N
dφ(ei) gradN f, dφ(ei))

−h(∇N
dφ(ei)∇

N
τp(φ) gradN f, dφ(ei))

−h(∇N
[τp(φ),dφ(ei)] gradN f, dφ(ei)).

En utilisant ∇φ
X(gradf) ◦ φ = 0, et la symétrie de Hessf sur (N,h), la dernière

équation devient :

h(RN (τp(φ), dφ(ei))(gradN f) ◦ φ, dφ(ei))

= −h(∇φ
ei

∇N
τp(φ) gradN f, dφ(ei))

= h(∇N
τp(φ) gradN f,∇φ

ei
dφ(ei))

= |dφ|p−2
h h(∇N

τ(φ) gradN f,∇φ
ei
dφ(ei)).

Soit {Fa}na=1 une base orthonormale et normale sur (N,h) au point φ(x) où n =
dimN . Pour que , ∇N

τ(φ) gradN f =
∑
a

τ(φ)(Fa(f))Fa = 0 au point φ(x) car la fonc-

tion f est constante sur φ(M). Donc, le premier terme de (4.1.1) est donné par :

−|dφ|p−2
h̃

∑
i

R̃N (τp(φ̃), dφ(ei))dφ(ei)

= −|dφ|p−2
h

∑
i

RN (τp(φ), dφ(ei))dφ(ei). (4.1.3)

Par calculs directs, on obtient :

∇φ̃
ei

|dφ|p−2
h̃

∇φ̃
ei
τp(φ̃) = ∇φ

ei
|dφ|p−2

h ∇φ
ei
τp(φ), (4.1.4)

∇φ̃
ei

⟨∇φ̃τp(φ̃), dφ⟩|dφ|p−4
h̃

dφ(ei) = ∇φ
ei

⟨∇φτp(φ), dφ⟩|dφ|p−4
h dφ(ei), (4.1.5)

pour tout i = 1, ...,m. En remplaçant (4.1.3), (4.1.4), et (4.1.5) dans (4.1.1), on
déduit le Théorème 4.1.1.

Remarque 4.1.1. Soit φ : (M, g) −→ (N,h) une application p-harmonique entre
deux variété Riemanniennes et h̃ = h−df⊗df , où f ∈ C∞(N) tel que ∥ grad f∥ < 1.
Si la fonction f ◦ φ est constante sur M , et le gradient de f est parallèle le long de
φ. Alors, l’application φ : (M, g) −→ (N, h̃) est p-harmonique.

Exemple 4.1.1. Soit n ≥ 3, Hn−1 = {(x1, ..., xn−1) ∈ Rn−1|xn−1 > 0} un espace
hyperbolique de dimension (n− 1). On considère l’application p-biharmonique

φ :
(
Hn−1, g = x

− 2
p

n−1(dx2
1 + ...+ dx2

n−1)
)

−→
(
Rn, h = dy2

1 + ...+ dy2
n

)
.

(x1, ..., xn−1) 7−→ (0, x1, ..., xn−1)

Selon le Théorème 4.1.1, pour toute fonction f = F (y1) de classe C∞ telle que la
dérivée F ′ < 1, et par rapport à la métrique Riemannienne :

h̃ = h− df ⊗ df =
(
1 − F ′(y1)2

)
dy2

1 + ...+ dy2
n−1 + dy2

n,
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l’application φ̃ : (Hn−1, g) −→ (Rn, h̃), (x1, ..., xn−1) 7−→ (0, x1, ..., xn−1) est p-
biharmonique. Ici

τp(φ̃) =
(

0, ..., 0, (p− n+ 1)(n− 1)
p
2 −1

p

)
.

Donc, φ̃ est une application p-biharmonique propre (i.e., p-biharmonique non p-
harmonique) si et seulement si p ̸= n− 1.

4.2 La p-biharmonicité de l’application identité Ĩ : (M, g) →
(M, g̃)

Théorème 4.2.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne et f ∈ C∞(M) tel que
∥ grad f∥2 = 1

2 . Alors, l’application identité Ĩ définie de (M, g) dans (M, g̃) où g̃ =
g − df ⊗ df est p-biharmonique propre si et seulement si :

4
(
m− 1

2

)
(∆f) Ricci(grad f) +

[
2
(
m− 1

2

)
∆(∆f)

+8
(
m− 1

2

)
(∆f) Ric(grad f, grad f)

+
{

4
(
m− 1

2

)
− 2(p− 2)

}
(∆f)g(grad f, grad(∆f))

−4(p− 2)(∆f)3
]

grad f +
{

4
(
m− 1

2

)
+ p− 2

}
∇grad(∆f) grad f

+(p− 2)∇grad f grad(∆f) +
{
m− 1

2 + 2(p− 2)
}

grad(∆f)2 = 0,

où ∆f est le Laplacian de f par rapport à g.

Démonstration. Soit {ei}mi=1 une bas orthonormale et normale sur (M, g) au point
x, on calcule :

τ(Ĩ) =
∑
i

[
∇Ĩ
ei
dĨ(ei) − dĨ(∇eiei)

]
=

∑
i

∇̃eiei

= −
∑
i

Hessf (ei, ei)
1 − ∥ grad f∥2 grad f

= −2(∆f) grad f. (4.2.1)

Comme |dĨ|2
g̃

= |dĨ|2g − ∥ grad f∥2 = m− 1
2 , le champ de p-tension de l’identité Ĩ est

donné par :

τp(Ĩ) = −2
(
m− 1

2

) p−2
2

(∆f) grad f. (4.2.2)

On note que, l’application identité Ĩ est p-harmonique si et seulement si la fonction
f est harmonique sur (M, g).
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On calcule le champ de p-bitension de l’identité Ĩ, on a :

R̃(τp(Ĩ), dĨ(ei))dĨ(ei) = −2
(
m− 1

2

) p−2
2

(∆f)
[

R(grad f, ei)ei

−g(R(grad f, ei) grad f, ei)
1 − ∥ grad f∥2 grad f

−Hessf (grad f, grad f) Hessf (ei, ei)
(1 − ∥ grad f∥2)2 grad f

+Hessf (ei, grad f) Hessf (grad f, ei)
(1 − ∥ grad f∥2)2 grad f

− Hessf (ei, ei)
1 − ∥ grad f∥2 ∇grad f grad f

+Hessf (grad f, ei)
1 − ∥ grad f∥2 ∇ei grad f

]
, (4.2.3)

pour tout i = 1, ...,m. En utilisant ∥ grad f∥2 = 1
2 sur M , on obtient ∇grad f grad f =

0, et Hessf (grad f,X) = 0, pour tout X ∈ Γ(TM). Pour que l’équation (4.2.3)
devient :

R̃(τp(Ĩ), dĨ(ei))dĨ(ei) = −2
(
m− 1

2

) p−2
2

(∆f)
[
R(grad f, ei)ei

−2g(R(grad f, ei) grad f, ei) grad f
]
. (4.2.4)

Alors, le premier terme du champ de p-bitension de Ĩ est donné par :

−|dĨ|p−2
g̃

∑
i

R̃(τp(Ĩ), dĨ(ei))dĨ(ei)

= 2
(
m− 1

2

)p−2
(∆f)

[
Ricci(grad f)

+2 Ric(grad f, grad f) grad f
]
. (4.2.5)

On calcule le deuxième terme du champ de p-bitension de Ĩ :

−
∑
i

∇Ĩ
ei

|dĨ|p−2
g̃

∇Ĩ
ei
τp(Ĩ)

= 2
(
m− 1

2

)p−2∑
i

∇Ĩ
ei

∇Ĩ
ei

(∆f) grad f. (4.2.6)
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Pour tout i = 1, ...,m, on a :

∇Ĩ
ei

∇Ĩ
ei

(∆f) grad f = ∇Ĩ
ei

[
ei(∆f) grad f + (∆f)∇Ĩ

ei
grad f

]
= ∇Ĩ

ei

[
ei(∆f) grad f + (∆f)∇̃ei

grad f
]

= ∇Ĩ
ei

[
ei(∆f) grad f + (∆f)∇ei

grad f
]

= ei(ei(∆f)) grad f + ei(∆f)∇Ĩ
ei

grad f

+ei(∆f)∇ei
grad f + (∆f)∇Ĩ

ei
∇ei

grad f
= ei(ei(∆f)) grad f + 2ei(∆f)∇ei

grad f
+(∆f)∇ei

∇ei
grad f

−2(∆f) Hessf (ei,∇ei
grad f) grad f.

En remplaçant la dernière équation dans (4.2.6), on obtient :

−
∑
i

∇Ĩ
ei

|dĨ|p−2
g̃

∇Ĩ
ei
τp(Ĩ)

= 2
(
m− 1

2

)p−2 [
∆(∆f) grad f + 2∇grad(∆f) grad f

+(∆f) traceg ∇2 grad f
+2(∆f)g(grad f, traceg ∇2 grad f) grad f

]
. (4.2.7)

En utilisant la même méthodologie dans les calculs précédents, on trouve :

⟨∇Ĩτp(Ĩ), dĨ⟩g̃ = −2
(
m− 1

2

) p−2
2
[1

2g(grad f, grad(∆f)) + (∆f)2
]
.

Alors, le troisième terme du champ de p-bitension de Ĩ est donné par :

−(p− 2)
∑
i

∇Ĩ
ei

⟨∇Ĩτp(Ĩ), dĨ⟩g̃|dĨ|p−4
g̃

dĨ(ei)

= 2(p− 2)
(
m− 1

2

)p−3 [1
2∇grad(∆f) grad f

+1
2∇grad f grad(∆f) + grad(∆f)2 (4.2.8)

−(∆f)g(grad f, grad(∆f)) grad f − 2(∆f)3 grad f
]
.

D’après les formules (4.2.5), (4.2.7), (4.2.8), et l’équation suivante :

traceg(∇)2 grad f = Ricci(grad f) + grad(∆f)

on déduit le Théorème 4.2.1.

Corollaire 4.2.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne et f ∈ C∞(M) tel que
∥ grad f∥2 = 1

2 . On suppose que :

i) ∆f = F (f) pour une certaine fonction F ∈ C∞(R) ;

ii) Ricci(grad f) = λ grad f où λ ∈ C∞(M).
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Alors l’application identité Ĩ : (M, g) −→ (M, g − df ⊗ df) est p-biharmonique si et
seulement si :

1
2(2m+ p− 3)F ′′(f) + 3(2m+ p− 3)F (f)F ′(f) − 4(p− 2)F (f)3

+8
(
m− 1

2

)
λF (f) = 0.

4.2.1 Exemple sur la p-biharmonicité d’une application φ : (M, g) →
(M, g̃)

Exemple 4.2.1. Soit Hn = {x ∈ Rn|xn > 0} un espace hyperbolique de dimension
n, muni de la métrique Riemannienne g = xαn(dx2

1 + ...+dx2
n) où α ∈ R. La fonction

différentiable f(x) =
√

2
α+2x

α
2 +1
n pour tout x = (x1, ..., xn) ∈ Hn vérifie ∥ grad f∥ = 1

2

et ∆f =
√

2
4 α(n− 1)x− α

2 −1
n . Pour que, ∆f = F (f), où

F (t) = α(n− 1)
2(α+ 2)t , ∀t > 0.

On note que, Ricci(grad f) = λ grad f , où

λ = α(n− 1)
2 x−α−2

n .

Selon le corollaire 4.2.1, l’application identité Ĩ : (M, g) −→ (M, g − df ⊗ df) est
p-biharmonique propre si et seulement si

p = −−16n+ 34α+ 24 − 22αn− 4αn2 − 11α2n+ 2α2n2 + 11α2

6αn− α2n+ 2α2n2 − 8 − 14α− 3α2 .

(Pour n = 2 et α = −1 on obtient p = 5).
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CHAPITRE 5
LES APPLICATIONS p-BIHARMONIQUES ENTRE LES

VARIÉTÉS PRODUIT TORDU

Dans ce chapitre, on donne la condition de la p-biharmonicité de l’inclusion
d’une variété riemannienne (N,h) dans le produit tordu M ×f2 N , de la projection
de M ×f2 N à (M, g). On donne également les conditions de la p-harmonicité et la
p-biharmonicité du graphe de (M, g) dans M ×f2 N . [39]

5.1 La p-biharmonicité de l’inclusion

Soit (M, g) et (N,h) deux variétés Riemanniennes. On dénote par

ix0 : (N,h) → (M ×f2 N,Gf2),
y 7→ (x0, y)

l’application de l’inclusion de N au niveau de x0 ∈ M dans M ×f2 N . Dans ce qui
suit , on caractérise la p-biharmonicité de ix0 en fonction de f .

Théorème 5.1.1. Le champ de p-bitension de l’inclusion ix0 est donné par

τ2,p(ix0) = −np

8 f
2(p−2)(x0)

(
grad | grad f2|2, 0

)
◦ ix0

−(p− 2)np
8 f2(p−3)(x0)| grad f2|2x0(grad f2, 0) ◦ ix0 .

Démonstration. Soit {Fa}na=1 une base orthonormale au point y ∈ N , i.e., ∇N
Fa
Fb = 0

au point y ∈ N pour tout a, b ∈ {1, . . . , n}. En utilisant (1.8.1), on calcule le champ
de tension de l’inclusion ix0 :

τ(ix0) = traceh ∇dix0

=
∑
a

∇ix0
Fa
dix0(Fa)

=
∑
a

(
∇̃(0,Fa)(0, Fa)

)
◦ ix0

= −1
2
∑
a

h(Fa, Fa)(grad f2, 0) ◦ ix0

= −n

2 (grad f2, 0) ◦ ix0 . (5.1.1)
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Ensuite, on calcule le champ de p-tension de l’inclusion. D’abord , on calcule la
norme de Hilbert-Schmidt de la différentielle dix0 . On a :

|dix0 |2 =
∑
a

Gf2(dix0(Fa), dix0(Fa))

=
∑
a

Gf2((0, Fa), (0, Fa)) ◦ ix0 . (5.1.2)

En utilisant la définition de la métrique du produit tordu Gf2 dans 1.8.1, l’équation
(5.1.2) devient

|dix0 |2 =
∑
a

(f ◦ π)2h(Fa, Fa)

= nf2(x0). (5.1.3)

Alors, le premier terme du champ de p-tension de ix0 est donné par :

|dix0 |p−2τ(ix0) = −n
p
2

2 fp−2(x0)(grad f2, 0) ◦ ix0 . (5.1.4)

Comme gradN |dix0 | = 0, et la fonction |dix0 | est constante sur N , le deuxième terme
de (0.0.4) est nul. Alors, le champ de p-tension de ix0 est donné par

τp(ix0) = −n
p
2

2 fp−2(x0)(grad f2, 0) ◦ ix0 . (5.1.5)

On note que, ix0 est p-harmonique si et seulement si (grad f2)x0 = 0.
On passe au champ de p-bitension de l’inclusion ix0 . Premièrement, En utilisant
(1.8.2), on calcule le premier terme du champ de p-bitension de l’inclusion qui est
donné par (0.0.7) :

R̃(τp(ix0), dix0(Fa))dix0(Fa)

= −n
p
2

2 fp−2(x0)
(
R̃((grad f2, 0), (0, Fa))(0, Fa)

)
◦ ix0

= n
p
2

4 fp−2(x0)
(
∇M

grad f2 grad f2 − 1
2f2 | grad f2|2 grad f2, 0

)
◦ ix0

= n
p
2

8 fp−2(x0)
(

grad | grad f2|2 − 1
f2 | grad f2|2 grad f2, 0

)
◦ ix0 . (5.1.6)

D’après les équations (5.1.2) et (5.1.6), on obtient :

−|dix0 |p−2∑
a

R̃(τp(ix0), dix0(Fa))dix0(Fa)

= −np

8 f
2(p−2)(x0)

(
grad | grad f2|2 − 1

f2 | grad f2|2 grad f2, 0
)

◦ ix0 . (5.1.7)

On calcule le deuxième terme du champ de p-bitension de ix0 :

−
∑
a

∇ix0
Fa

|dix0 |p−2∇ix0
Fa
τp(ix0) = −n

p−2
2 fp−2(x0)

∑
a

∇ix0
Fa

∇ix0
Fa
τp(ix0). (5.1.8)
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Soit a = 1, ..., n, en utilisant les équations (1.8.1) et (5.1.5), on a :

∇ix0
Fa
τp(ix0) = −n

p
2

2 fp−2(x0)∇ix0
Fa

(grad f2, 0) ◦ ix0

= −n
p
2

2 fp−2(x0)
(
∇̃(0,Fa)(grad f2, 0)

)
◦ ix0

= −n
p
2

4 fp−4(x0)| grad f2|2x0(0, Fa) ◦ ix0 . (5.1.9)

D’où

∇ix0
Fa

∇ix0
Fa
τp(ix0) = n

p
2

8 fp−4(x0)| grad f2|2x0(grad f2, 0) ◦ ix0 . (5.1.10)

En remplaçant les formules (5.1.10) dans (5.1.8), on trouve :

−
∑
a

∇ix0
Fa

|dix0 |p−2∇ix0
Fa
τp(ix0) = −np

8 f
2(p−3)(x0)| grad f2|2x0(grad f2, 0) ◦ ix0 .

(5.1.11)

Enfin, on calcule le troisième terme du champ de p-bitension de ix0 . Par l’équation
(5.1.9), on obtient :

⟨∇ix0 τp(ix0), dix0⟩ =
∑
b

Gf2

(
∇ix0
Fb
τp(ix0), dix0(Fb)

)

= −n
p
2

4 fp−4(x0)| grad f2|2x0

∑
b

Gf2((0, Fb), (0, Fb)) ◦ ix0

= −n
p+2

2

4 fp−2(x0)| grad f2|2x0 . (5.1.12)

Alors, la fonction ⟨∇ix0 τp(ix0), dix0⟩ est également constante sur N . D’après les équa-
tions (1.8.1), (5.1.12), et (5.1.3), on trouve que

n∑
a=1

∇ix0
Fa

⟨∇ix0 τp(ix0), dix0⟩|dix0 |p−4dix0(Fa)

= np

8 f
2(p−3)(x0)| grad f2|2x0(grad f2, 0) ◦ ix0 . (5.1.13)

D’après les équations (1.8.1), (5.1.7), (5.1.11), et (5.1.13), on déduit le Théorème
5.1.1.

Corollaire 5.1.1. L’application de l’inclusion ix0 est p-biharmonique propre si et
seulement si x0 n’est pas un point critique pour f2 et au point x0 on a :

f2 grad | grad f2|2 + (p− 2)| grad f2|2 grad f2 = 0.

Dans le cas où | grad f2|2 est une fonction de f2, on obtient le résultat suivant.

Corollaire 5.1.2. Soit f ∈ C∞(M) une fonction de classe C∞ et positive tel
que | grad f2|2 = f2(2−p) sur M . Alors, toute inclusion ix0 est une application p-
biharmonique propre.
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Dans le cas où p = 2, le théorème 5.1.1 est prouvé dans [7].
En utilisant les résultats ci-dessus, on obtient quelques nouveaux exemples des ap-
plications p-biharmoniques propres pour p ≥ 2.

Exemple 5.1.1. Soit ix0 : (N,h) → (R ×f2 N,Gf2) une application de l’inclu-
sion. On suppose que a = (f2)′(x0) > 0 et b = (f2)(x0)(f2)′′(x0) ≤ 0. D’après le
Corollaire 5.1.1, ix0 est une application p-biharmonique propre si et seulement si
p = 2 − 2b

a2 .

Exemple 5.1.2. Soit M = (0,∞) × Rm−1 munie de la métrique Riemannienne
g = dt2 + dx2

1 + . . . + dx2
m−1. D’après le Corollaire 5.1.2, toute inclusion ix0 :

(N,h) → (M ×f2 N,Gf2) est p-biharmonique propre, où la fonction f2 est donnée
par :

f(t, x) =
(
pt

2

) 1
p

, ∀(t, x) ∈ M.

Remarque 5.1.1. Soient (M, g) et (N,h) deux variétés Riemannienne. L’applica-
tion de l’inclusion jy0 : (M, g) → (M ×f2 N,Gf2) définie par jy0(x) = (x, y0) est
p-harmonique pour tout y0 ∈ N , car elle est toujours totalement géodésique, donc
τ(jy0) = 0, et on a |djy0 |2 = m, où m est la dimension de (M, g).

5.2 La p-biharmonicité de la projection
Dans le cas de l’application de projection

π : (M ×f2 N,Gf2) → (M, g),
(x, y) 7→ x

on obtient les résultats suivants.

Théorème 5.2.1. Le champ de p-bitension field de la projection π est donné par

τ2,p(π) = −mp−2n
{
2 Ricci(grad ln f) + grad(∆ ln f) + n

2 grad | grad ln f |2

+p− 2
m

[
grad(∆ ln f) + n(∆ ln f) grad ln f

]}
◦ π.

Démonstration. Soit {Ei}mi=1 (resp. {Fa}na=1) une base orthonormée sur (M, g) (resp.
sur (N,h)). Alors, {(Ei, 0), 1

f (0, Fa)}a=1,...,n
i=1,...,m est une base orthonormée sur (M ×f2

N,Gf2). D’abord, on calcule le champ de tension de π :

τ(π) = traceGf2 ∇dπ

=
∑
i

{
∇π

(Ei,0)dπ(Ei, 0) − dπ(∇̃(Ei,0)(Ei, 0))
}

+
∑
a

{
∇π

1
f

(0,Fa)
1
f
dπ(0, Fa) − dπ(∇̃ 1

f
(0,Fa)

1
f

(0, Fa))
}

=
∑
i

{
(∇M

Ei
Ei) ◦ π − dπ(∇M

Ei
Ei, 0)

}
+ 1

2f2

∑
a

dπ(grad f2, 0)

= n

2f2 (grad f2) ◦ π. (5.2.1)
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On calcule la norme de Hilbert-Schmidt de la différentielle dπ :

|dπ|2 =
∑
i

g(dπ(Ei, 0), dπ(Ei, 0)) + 1
f2

∑
a

g(dπ(0, Fa), dπ(0, Fa))

=
∑
i

g(Ei ◦ π,Ei ◦ π)

= m. (5.2.2)

D’où, la fonction |dπ|2 est constante sur M×f2N , ce qui implique que grad |dπ| = 0.
Alors, le champ de p-tension de π est donné par :

τp(π) = |dπ|p−2τ(π)

= m
p−2

2 n

2f2 (grad f2) ◦ π

= m
p−2

2 n(grad ln f) ◦ π. (5.2.3)

Maintenant, on calcule le champ de p-bitension de la projection π. On a :

− traceGf2 R
M (τp(π), dπ)dπ

= −m
p−2

2 n
{∑

i

RM ((grad ln f) ◦ π, dπ(Ei, 0))dπ(Ei, 0)

+ 1
f2

∑
a

RM ((grad ln f) ◦ π, dπ(0, Fa))(0, Fa)
}

= −m
p−2

2 n
∑
i

{
RM (grad ln f,Ei)Ei

}
◦ π

= −m
p−2

2 nRicci(grad ln f) ◦ π. (5.2.4)

Le deuxième terme du champ de p-bitension est donné par :

− traceGf2 ∇π|dπ|p−2∇πτp(π)

= −
m∑
i=1

∇π
(Ei,0)|dπ|p−2∇π

(Ei,0)τp(π) −
n∑
a=1

∇π
1
f

(0,Fa)|dπ|p−2∇π
1
f

(0,Fa)τp(π)

+
m∑
i=1

|dπ|p−2∇π
∇̃(Ei,0)(Ei,0)τp(π) +

n∑
a=1

|dπ|p−2∇π
∇̃ 1

f
(0,Fa)

1
f

(0,Fa)τp(π)

(5.2.5)

On calcule le premier terme de (5.2.5) :

−
∑
i

∇π
(Ei,0)|dπ|p−2∇π

(Ei,0)τp(π) = −mp−2n
∑
i

∇π
(Ei,0)∇

π
(Ei,0)(grad ln f) ◦ π

= −mp−2n
∑
i

∇π
(Ei,0)

(
∇M
Ei

grad ln f
)

◦ π

= −mp−2n
∑
i

(
∇M
Ei

∇M
Ei

grad ln f
)

◦ π.

(5.2.6)

Le deuxième terme de (5.2.5) est donné par :
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−
∑
a

∇π
1
f

(0,Fa)|dπ|p−2∇π
1
f

(0,Fa)τp(π)

= −mp−2n
∑
a

∇π
1
f

(0,Fa)∇
π
1
f

(0,Fa)(grad ln f) ◦ π

= −mp−2n

f2

∑
a

∇π
(0,Fa)∇

π
(0,Fa)(grad ln f) ◦ π

= −mp−2n

f2

∑
a

∇π
(0,Fa)∇

M
dπ(0,Fa) grad ln f

= 0. (5.2.7)
Le troisième terme de (5.2.5) est donné par :∑

i

|dπ|p−2∇π
∇̃(Ei,0)(Ei,0)τp(π) = mp−2n

∑
i

∇π
(∇M

Ei
Ei,0)(grad ln f) ◦ π

= mp−2n
∑
i

(
∇M

∇M
Ei
Ei

grad ln f
)

◦ π. (5.2.8)

On calcule le dernier terme de (5.2.5) :∑
a

|dπ|p−2∇π
∇̃ 1

f
(0,Fa)

1
f

(0,Fa)τp(π) = mp−2n

f2

∑
a

∇π
∇̃(0,Fa)(0,Fa)(grad ln f) ◦ π

= mp−2n

f2

∑
a

∇π
(0,∇N

Fa
Fa)(grad ln f) ◦ π

−mp−2n

2f2

∑
a

∇π
(grad f2,0)(grad ln f) ◦ π

= −mp−2n2
(
∇M

grad ln f grad ln f
)

◦ π

= −mp−2n2

2
(
grad | grad ln f |2

)
◦ π. (5.2.9)

En remplaçant les formules (5.2.6)-(5.2.9) dans (5.2.5), on trouve :

− traceGf2 ∇π|dπ|p−2∇πτp(π) = −mp−2n
(
traceg(∇M )2 grad ln f

)
◦ π

− mp−2n2

2
(
grad | grad ln f |2

)
◦ π. (5.2.10)

Puisque traceg(∇M )2 grad ln f = Ricci(grad ln f) + grad(∆ ln f), l’équation (5.2.10)
devient :

− traceGf2 ∇π|dπ|p−2∇πτp(π) = −mp−2n
{

Ricci(grad ln f) + grad(∆ ln f)

+ n

2 grad | grad ln f |2
}

◦ π. (5.2.11)

On calcule le terme suivant :
⟨∇πτp(π), dπ⟩ =

∑
i

g(∇π
(Ei,0)τp(π), dπ(Ei, 0))

+ 1
f2

∑
a

g(∇π
(0,Fa)τp(π), dπ(0, Fa))

= m
p−2

2 n
∑
i

g(∇π
(Ei,0)(grad ln f) ◦ π, dπ(Ei, 0))

= m
p−2

2 n
∑
i

g(∇M
Ei

grad ln f,Ei) ◦ π

= m
p−2

2 n(∆ ln f) ◦ π. (5.2.12)
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D’où, le dernier terme du champ de p-bitension est donné par :

−(p− 2) traceGf2 ∇⟨∇πτp(π), dπ⟩|dπ|p−4dπ

= −(p− 2)mp−3n
{∑

i

∇π
(Ei,0) ((∆ ln f) ◦ π) dπ(Ei, 0)

− ((∆ ln f) ◦ π)
∑
i

dπ(∇̃(Ei,0)(Ei, 0))

− 1
f2 ((∆ ln f) ◦ π)

∑
a

dπ
(
∇̃(0,Fa)(0, Fa)

)}
= −(p− 2)mp−3n

{∑
i

(Ei(∆ ln f) ◦ π) dπ(Ei, 0)

+ 1
2f2 ((∆ ln f) ◦ π)

∑
a

dπ(grad f2, 0)
}

= −(p− 2)mp−3n {grad(∆ ln f) + n∆(ln f) grad(ln f)} ◦ π. (5.2.13)

D’après les équations (5.2.4), (5.2.11) et (5.2.13), on déduit les résultats du Théorème
5.2.1.
Lorsque p = 2, la démonstration du théorème 5.2.1 se trouve dans [7].

Corollaire 5.2.1. Soit π : (M ×f2 N,Gf2) −→ (M, g) la projection canonique.
On suppose que (M, g) est une variété d’Einstein i.e., Ricci(X) = λX pour tout
X ∈ Γ(TM), où λ ∈ R. Si | grad ln f | = k1 ∈ R∗

+, ∆(ln f) = k2 ∈ R∗, et λk2 ≤ 0,
alors π est p-biharmonique propre si et seulement si :

p = 2 − 2mλ
nk2

.

Selon le Corollaire 5.1.2, on obtient l’exemple suivant.

Exemple 5.2.1. La projection canonique π : (Hm ×f2 N,Gf2) −→ (Hm, g) est
p-biharmonique propre si et seulement si

p = 2
(

1 + m

n

)
,

où Hm = {x ∈ Rm |xm > 0} est l’espace hyperbolique de dimension m munie de la
métrique Riemannienne g = x−2

m (dx2
1 + ...+ dx2

m), et f(x) = x−1
m pour tout x ∈ Hm.

Ici, | grad ln f | = 1 et ∆(ln f) = m− 1 avec λk2 = −(m− 1)2.

Remarque 5.2.1. Soient p ≥ 2 et f une fonction positive et de classe C∞ sur M .
L’application de projection

σ : (M ×f2 N,Gf2) → (N,h),
(x, y) 7→ y

est p-harmonique, car σ est harmonique (voir [4]), et la norme de Hilbert-Schmidt
de dσ est donnée par |dσ|2 = nf−2 ∈ C∞(M), alors dσ(g̃rad|dσ|) = 0.
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5.3 La p-harmonicité et la p-biharmonicité du graphe

5.3.1 La p-harmonicité du graphe

Soit ψ : (M, g) → (N,h) une application de classe C∞ entre deux variétés
Riemanniennes, et soit

φ : (M, g) → (M ×f2 N,Gf2),
x 7→ (x, ψ(x))

le graphe de ψ. Dans ce qui suit, on donne les conditions nécessaires et suffisantes
pour que φ soit p-harmonique.
Théorème 5.3.1. Le graphe φ est p-harmonique si et seulement si

−(m+ f2|dψ|2)|dψ|2 grad f2 + (p− 2)
[
|dψ|2 grad f2

+f2 grad |dψ|2
]

= 0;

2(m+ f2|dψ|2)
[
τ(ψ) + 1

f2dψ(grad f2)
]

+(p− 2)
[
|dψ|2dψ(grad f2) + f2dψ(grad |dψ|2)

]
= 0.

Démonstration. Soit {ei}mi=1 une base orthonormée normale au point x ∈ M . on a :

τ(φ) = traceg ∇dφ

=
∑
i

∇φ
ei
dφ(ei)

=
∑
i

∇φ
ei

(ei, dψ(ei))

=
∑
i

∇̃(ei,dψ(ei))(ei, dψ(ei))

=
∑
i

{
(0,∇ψ

ei
dψ(ei)) + 1

f2 ei(f
2)(0, dψ(ei))

− 1
2h(dψ(ei), dψ(ei))(grad f2, 0)

}
= (0, τ(ψ)) + 1

f2 (0, dψ(grad f2)) − |dψ|2

2 (grad f2, 0). (5.3.1)

La norme de Hilbert-Schmidt de dφ est donnée par

|dφ|2 =
∑
i

Gf2(dφ(ei), dφ(ei))

=
∑
i

Gf2((ei, dψ(ei)), (ei, dψ(ei)))

=
∑
i

{
g(ei, ei) + f2h(dψ(ei), dψ(ei))

}
= m+ f2|dψ|2. (5.3.2)

Maintenant, on calcule le champ de p-tension field de φ. D’abord, on note que

grad |dφ| = grad(m+ f2|dψ|2)
1
2

= 1
2(m+ f2|dψ|2)− 1

2 grad(f2|dψ|2)

= 1
2(m+ f2|dψ|2)− 1

2
(
|dψ|2 grad f2 + f2 grad |dψ|2

)
. (5.3.3)
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Le deuxième terme du champ de p-tension field est donné par

(p− 2)|dφ|p−3dφ(grad |dφ|)

= p− 2
2 (m+ f2|dψ|2)

p−4
2
{
|dψ|2(grad f2, dψ(grad f2))

+f2(grad |dψ|2, dψ(grad |dψ|2))
}
. (5.3.4)

D’après les équations (0.0.4), (5.3.1), (5.3.2), et (5.3.4), on conclut le théorème 5.3.1

Corollaire 5.3.1. Soit ψ : (M, g) −→ (N,h) une application de classe C∞ entre
deux variétés Riemanniennes. On suppose que |dψ|2 = 1 et p ≤ 2 + m. Alors, Le
graphe φ est p-harmonique si et seulement si f est constante et ψ est harmonique.

5.3.2 La p-biharmonicité du graphe

Pour construire un exemple d’un gaphe qui est p-biharmonique propre, on peut
utiliser le résultat suivant.

Théorème 5.3.2. Soit ψ : (M, g) −→ (N,h) une application harmonique entre deux
variétés Riemanniennes. On suppose que |dψ|2 = 1, dψ(grad f2) = 0, et | grad f2|2 =
β(f2) pour une certaine fonction β de classe C∞. On prend

ξ = 1
2(m+ f2)

p−4
2 α(f2) grad f2,

où α(f2) = −m− f2 + p− 2. Si ξ est parallèle sur (M, g), alors le graphe de ψ est
p-biharmonique si et seulement si

(m+ f2)
[
m+ f2 − 2(p− 2)

]
α(f2)β′(f2) − (p− 2)

[
2(p− 4)

−m− f2]α(f2)β(f2) + 2(p− 2)(m+ f2)β(f2) = 0.

Démonstration. D’après le théorème 5.3.1, on a :

τp(φ) = 1
2(m+ f2)

p−4
2 α(f2)

(
grad f2, 0

)
.

Alors τp(φ) = (ξ, 0). En utilisant les équations (1.8.2) et (5.3.2) avec les hypothèses
|dψ|2 = 1, dψ(grad f2) = 0, | grad f2|2 = β(f2), RicciM (ξ) = 0, et la formule
suivante :

∇M
grad f2 grad f2 = 1

2 grad(| grad f2|2),

le premier terme du champ de p-bitension τ2,p(φ) est donné par :

−|dφ|p−2 traceg R̃(τp(φ), dφ)dφ

= 1
8(m+ f2)p−3α(f2)

[
β′(f2) − β(f2)

f2
](

grad f2, 0
)
. (5.3.5)

D’après les équations (1.8.1), (5.3.2), l’harmonicité de ψ, et les hypothèses |dψ|2 = 1,
∇Mξ = 0, on trouve que :
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− traceg ∇φ|dφ|p−2∇φτp(φ)

= 1
8f2 (m+ f2)p−3α(f2)β(f2)

(
grad f2, 0

)
. (5.3.6)

Par un calcul direct, on obtient :

⟨∇φτp(φ), dφ⟩ = 1
4(m+ f2)

p−4
2 α(f2)β(f2),

et le troisième terme du champ de p-bitension τ2,p(φ) est donné par :

−(p− 2) traceg ∇⟨∇φτp(φ), dφ⟩|dφ|p−4dφ

= −p− 2
2 (m+ f2)p−5

[1
2(m+ f2)α(f2)β′(f2)

+p− 4
2 α(f2)β(f2) − 1

2(m+ f2)β(f2)

−1
4(m+ f2)α(f2)β(f2)

](
grad f2, 0

)
. (5.3.7)

D’après les équations (0.0.7) et (5.3.5)-(5.3.7), on déduit le théorème 5.3.2.

Exemple 5.3.1. Soient l’application de translation à droite Ψ : R2 −→ R2 définie
par Ψ(x1, x2) = (0, x1) et M = R × (0,∞). Le graphe de l’application de restriction
ψ = Ψ|M est une application 4-biharmonique propre pour f(x1, x2) = x

1/4
2 . En effet,

on a :

|dψ|2 =
2∑

i,j=1

(∂ψj
∂xi

)2
= 1, dψ(grad f2) =

2∑
i,j=1

∂f2

∂xi

∂ψj
∂xi

∂

∂yj
= 0,

| grad f2|2 = β(f2), β(t) = 1
4t2 , ∀t ∈ (0,∞).

Comme ψ est une application harmonique et ξ = −1
4

∂
∂x2

est parallèle sur (M,dx2
1 +

dx2
2), d’après le théorème 5.3.2 le graphe φ(x1, x2) = (x1, x2, 0, x1) est une applica-

tion 4-biharmonique propre.
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