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Avant-propos

Ce polycopié s’adresse principalement aux étudiants de la deuxiéme année universi-
taire licence Mathématique, mais il peut étre également utile pour les étudiants de la
deuxiéme année universitaire Sciences et Techniques (ST), Sciences de la matiére (SM)
et les étudiants qui sont en deuxiéme année école préparatoire. Il apporte ’essentiel de ce
que les étudiants doivent acquérir. Le contenu de ce polycopié correspond au programme

proposé par le ministére de I’enseignement supérieur et de la recherche scientifique.

Cet ouvrage contient six chapitres, le premier chapitre est consacré a I’étude des séries
numériques. Le second traite les suites et les séries de fonctions. Le troisiéme chapitre
présente 1’étude des séries entiéres. Le quatriéme est essentiellement consacré a 1’étude
des séries de Fourier, le cinquiéme traite les intégrales généralisées ol impropres et enfin,
le dernier chapitre est consacré aux fonctions définies par une intégrale. De nombreux
exemples se trouvent déssiminés dans le texte. Des exercices de difficulté variée bien
choisis avec solutions bien détaillées sont présentés a la fin de chaque chapitre. Ces
exercices apportent une aide efficace aux étudiants, elles leur permettent de comprendre
les différentes notions de ce module et d’approfondir leurs connaissances. Je souhaite
que ce travaille aide nos étudiants a maitriser ce module et & bien se préparer aux

exalnens.

Ce polycopié est le fruit de plusieurs années d’enseignement en Mathématiques & I'uni-

versité Mustapha Stambouli de Mascara.

J’espére que cet ouvrage sera utile pour nos étudiants.
Enfin, j'accueillerai avec plaisir et gratitude toute les remarques, critiques et suggestions
que le lecteur voudra bien me faire proposé, aussi pour toute demande de renseigne-

ments, n’hésitez pas & me contacter sur mon adresse e-mail : frakis.aek@Quniv-mascara.dz

Abdelkader Frakis
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Chapitre 1

Séries numeériques

« Javoue que tous les raisonnements et calculs basés sur des séries non convergentes
m’ont toujours l’air extrémement suspects.»

J. d’Alembert, 1748.

1.1 Généralités

Définition 1.1.1. Soit une suite de nombres réels ou complexes Uy, U1, ...,Uy,,... La
+oo
somme Z U,=Uy+Ui+Us+--- est appelés série numérique et U,, s’appelle le terme
n=0
général de cette série. On la note aussi Z Un.
n>0

Exemple : Soit les séries numériques suivantes :

+oo
1 1 1

LS 1444
Zn +5 3t
n=1
+o0

1 1 1 1
Zln(n+1) 12 23 34"
+o0

1 1 1 1
3. e s T
P TR TR

n=0

1.1.1 Suite des Sommes Partielles

On appelle suite des sommes partielles de rang p le nombre

Sp=Uo+ Ui +---+Up,.

—+00
Si la somme S = Z U, éxiste alors le reste de la série numérique est le nombre
n=0
Rn:S_Sn: n+1+Un+2+"'
“+o00
Définition 1.1.2. On dit que la série numérique Z U, est convergente de somme S
n=0

st la suite des sommes partielles Sy, converge vers S et on écrit

“+o0o
lim 5, =5= Z;]Un.
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—+00

La série numérique Z U, est dite divergente si elle n’est pas convergente.
n=0
+0o0
Exemple : Soit U, = ——, on veut étudier la nature de la série Z U,,. Pour cela
n(n+ 1) —

on calcule S,. On a

— 1x2 2x3 p(p+1)
D’autre part, on a
1 1 1
U, = = -
" nn+1l) n n+l
Donc
g _ 1 1 n 1 1 T 1 1 n 1 1
P12 2 3 p—1 p p p+1)/)°
Ainsi
g 1L
p P 4 1
1 oo
Alors lim S, = lim (1— —— | =1, donc la série Z U,, est convergente et on a
P—00 p—r+o0 p+1 ot
+oo
S v,
n=1

1.1.2 Condition nécessaire de convergence

—+00
Théoréme 1.1.1. Si la série Z U, est convergente alors lim U, = 0.
n—-+o00
n=0
Preuve. Puisque lim S, = lim S,_; =5, alors lim U, = lim (S, —S,_1) =
n—-+o0o n——+0o0o n——+00 n—-+o0o

S—-S=0.

Remarque : La contraposée de 'implication précedente est donné par

+00
Si ngrfoo U, # 0, alors ZO U, est divergente.
n=

—+o0
Exercice : Etudier la nature de la série Z cos —.

n=1 n
1 =
Solution : On a lim cos — =1 # 0, donc la série Z cos — est divergente.
n—-4o00 n n
n=1
+00 oo
Théoréme 1.1.2. 1) Z U, converge si et seulement si Z U, converge.
n=0 n=k

+00 oo
2) Si la série Z U, est convergente alors klim Z U, =0.
—+00
n==k

n=0

Preuve. Soit p > k, on a

Sp=Us+ Ui+ +Up+-+Uy=Se_1+ Sk, (1.1)
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ou S%p ::Uk;%---+—U%,

+oo —+o00
L’assertion (1) résulte de 'égalité (1.1), ainsi les deux série Z Un, Z U, convergent
n=0 n==k

ou divergent simultanément.

—+00 —+00
-OnasS= Z U,=S,_1+ Z U, lassertion (2) résulte en faisant k — +oo.

n=0 n=~k
1.1.3 Séries géométriques

“+o00
On appele série géométrique toute série de la forme Z k", ke R,
n=0
—+00
Exercice : Soit la série géométrique Z k", ke R
n=0
Etudier la nature de cette série suivant les valeurs de k.
Solution : Si k =1, alors S, = p+ 1. Donc lim S, = +ooc.
p—>+00
p 1 — kptl
D’autre part, on a S, :Zk”:1+k+k2+~-+kp: % pour k # 1. Alors
n=0 o
1 .
1 kp+1 ﬂ S1 |l€’ <1

PETOOSPZPETOO 11—k o0 sik>1

n’existe pas si k < —1.
Donc la série géomérique converge si |k| < 1 et diverge pour |k| > 1.

400 n
1
Example : 1) La série géométrique Z <2) est convergente car k = 3 < letona
n=0

SO

n=0
+00

2) La série géométrique Z 3" est divergente car k =3 > 1.
n=0

1.1.4 Opérations sur les séries

+oo
1. Si les deux séries sont convergentes alors Z(Un + V) converge et on a
n=0
+oo +o0 +o0
Y>WUn+Va) =D Un+ > Vi
n=0 n=0 n=0
+oo
2. Si les deux séries sont divergentes alors on peut rien dire de la nature de Z(Un +V5).
n=0
+oo
3. Sil'un des deux séries est convergente et I'autre est divergente alors Z(Un +V,,) est
n=0

divergente.
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+00 +00
4. Si la série g U,, converge alors la série E AU,, A € C* converge et on a
n=0 n=0

+oo +oo
S AU =2 U
n=0 n=0

Remarque : Soit (W, )nen une suite dans C telle que W,, = U, +iV,,, U,,V, € R.

—+00 —+00 “+oo
La série g W, converge si et seulement si g U, et E V, sont convergentes et on a
n=0 n=0 n=0

“+oo “+oo “+00
Y Wu=> Un+id Vi
n=0 n=0 n=0

1.2 Séries a termes positifs

+oo
Définition 1.2.1. On dit que Z U, est une série ¢ termes positifs si et seulement si
n=0
pour tout n € N, U, > 0.
+oo +0o0o
Théoréme 1.2.1. Soit Z U, une série a termes positifs. Alors la série Z U,, converge
n=0 n=0
si et seulement si la suite des sommes partielles (Sy)nen est majorée.

Preuve. On a (Sn)neN est croissante car pour tout n € N, S, — S,_1 = U, > 0. De
plus, elle est majorée, donc elle converge.

1.2.1 Reégle de comparaison

“+oo +00
Théoréme 1.2.2. Soient Z Uy, et Z Vi, deux séries a termes positifs telles que pour

n=0 n=0
tout n > ng, U, < V,. Alors, on a les implications suivantes :

+oo +00
1. Z V. converge = Z U, converge.
n=0 n=0

+o0 +oo
2. Z U, diverge = Z V,, diverge.
n=0 n=0

Preuve. 1) Soient S,(U) =Up+Ur+---+Upet S,(V)=Vo+Vi+---+ V.
Sans perte de généralité, on suppose que ng = 0, alors

+o0
Sp(U) < Sp(V) <3 Vo
n=0

+oo +oo
Si ZVn est convergente, alors ZVn = S, il vient S,(U) < S d’ou (S,(V))

n=0 n=0
+oo

majorée. Ainsi E U, est convergente.

neN est

n=0
2) Cette implication est la contraposée de I'implication précédente.
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—+00
. . 1 1
Exemple : On veut étudier la nature de la série Z —.Pourn>2 ona — < —.
n" nn AL
n=2
—+00 “+oo
Puisque la série Z on converge alors la série Z v converge aussi.
n=2 n=2
+o0 +0o0
Théoréme 1.2.3. Soient Z U, et Z V. deuz séries a termes positifs. S’il existe deux
n=0 n=0
U, .
constantes a > 0, b > 0 telles que pour tout n > ng, a < 7” < b. Alors les deux séries

n
sont de la méme nature.

Preuve. L’affirmation résulte du Théoréme 1.2.3 compte tenu de l'inégalité

vYn > ng, aV, <U, <bV,.

+00 00
Théoréme 1.2.4. Soient Z Uy et Z Vi, deux séries a termes positifs.

n=0 n=0

U,
Si lim — =a, ou(a# 0,4+0) c-a-d U, ~ aVj, alors les deur séries sont de la
n——4oo V%
meéme nature.

Preuve. On a

U U,
lim n:a<:>Ve>O,EIn0€N,VnEN:nZn0:>‘n—a
n—+oo Vp v%

< €.

Alors a — e < % < a + €. Le résultat découle du Théoréme 1.2.3.

n

1 1
Exemple : Soient U, = — et V, = ————, on veut étudier la nature de la
n? n(n+1)
+00 1 400 U
série —. On sait que ——— est convergente, de plus on a lim — =
Z n? K Z n(n + 1) & P n—+o0 V,
n=1 n=1
“+oo
. n(n+1 .
lim % = 1. Donc U,, ~ V,, et la série E — est convergente.
n——+o00 n n
n=1
+oo
. - . L. . ™
Exercice : Etudier la nature de la série suivante g (1 — cos —).
n
n=1

2 2
Solution : On pose U, =1 — cosz. On a cosE =1- . + o0 T , il vient U,, ~
n n 2n?2 n

2 +oo too 2
m . ™ .
o2 Puisque Z 2 est convergente alors Z o2 est convergente. Par conséquent
n=1 n=1
400 -
Z (1 — cos —) est convergente.
n=1 n
“+oo +oo
Corollaire 1.2.1. Soient Z Uy, et Z V,, deux séries a termes positifs.

n=0 n=0

U [ee] +oo
1) Si nglfoo —: =0, c-a-d U, = 0o(V,,), alors RZOVH converge = T;)Un converge.

Uy \ > =
2) Si nggloo A = 400, c-a-d V, = o(U,), alors ZO U, convege = Z{)Vn converge.
n= n=
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1.2.2 Reégle de Cauchy

“+o00

Théoréme 1.2.5. Soit Z U,, une série a termes positifs. Si lim W = /{ existe, alors :
o n—-+0o

“+o0o

1. 51l <1, alors la série Z U, est convergente.
n=0
+oo

2. Si € >1, alors la série Z U, est divergente.
n=0

3. Si =1, alors on peut rien conclure.

Preuve. On a

lim /U, = £ Ve>0,3n0 € N,n > ng = ’\"/Un—é‘ <e

n—-+00
Donc
(=" <U,<(l+e)"
+00
1. Si £ < 1, on peut choisir € tel qu’'on a £+ € < 1, il vient Z(ﬁ + €)™ est convergente,
n=0
—+00
par suite Z U, est convergente.
n=0
+oo
2. Si £ < 1, on peut choisir € tel qu'on a £ — e > 1, il vient 2(5 —€)" est divergente,
n=0
+oo
par suite Z U, est divergente.
n=0

400 n
-3
Exemple : On veut étudier la nature de la série E <n ) .On a

n=1

. _3 n? 3\ "
lim (n > = lim <1 — ) e 3.
n—-+o0o n n—-+00 n

2

+oo n—3 n
Puisque e ™3 < 1, alors la série Z ( ) est convergente.
n

n=1

1.2.3 Reégle de d’Alembert

—+00

Théoréme 1.2.6. Soit Z U, une série a termes positifs. St lim Unt1 = { existe, alors :
o n—-+00 n
+00
1. 510 < 1, alors la série Z U, est convergente.
n=0
+o0o
2. Si£>1, alors la série Z U, est divergente.
n=0
3. Si =1, alors on peut rien conclure.
Preuve. On a
lim Uni1 ={<Ve>0,dIng € N,n >ng = Un+1 —E’ < €.
n—-+00 n n
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Hvientﬁ—e<%<€+e.Donc

n

U, U
Zrotl g €, no+2
UTLO Un0+1

En multipliant ces inégalités, il vient

<lte -,

U, U U
no+1 x no-+2 SCeee X n < (E—f—E)n*nO.
Uno Un0+1 n—1

Alors g:; < (£ +€)" ™ par suite U, < (2—?:”60)"0

(£ +¢€)", ce qui implique que

Une
(£ +¢e)no
+00
1. Sif < 1 on peut choisir € tel qu’'on a £+¢€ < 1, il vient Z(f +¢€)" est convergente

n=0

Up <Al +¢€)" ot A=

+oo
et par suite Z U, est convergente.
n=0

2. De la méme maniére, on trouve (£ — €)™ "0 < -, ce qui donne
nQ

U,
Nl—e)"<U,ouN=—"22_,
( ) n (ﬁ _ 6)"0
+o0
Si £ > 1 on peut choisir € tel que £ — € > 1, il vient Z(Z —¢)" est divergente, par
n=0
+oo
suite Z U, est divergente.
n=0
+o00o |
n!
Exemple : On veut étudier la nature de la série Z —.Ona
n
n=1

. Un+1 . (n+1)! n" ) n \" _1
lim = lim —— _ x — = Ilim —=e L
n—+too Up n—too (n 4+ 1)"*H " nl notoo \n+1

00 n
Puisque e~! < 1 alors Z —n est convergente.
n

n=1

1.2.4 Reégle d’intégrale

Théoréme 1.2.7. Soit f : [1,+0o0[—> Ry une fonction continue et décroissante. On
pose U, = f(n), alors

+oo A
Z U, converge si et seulement si lim f(x)dx eziste .
n=

Preuve. On a

VeeR: n<z<n+1l= f(n+1) < f(x) < f(n).

/n”“ fn+1)dz < /n+1 f(z)dr < /n+1 F(n)da.

n n

Par suite
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Ainsi o
far < [ s < 1),
Pour n=1,2,--- ,n+1, on trouve :
f(2) < fl x) < f(1)
f3) < fQ x) < f(2)

f(n+ 1) < f;;“ f(sc) < f(n)-

Done f(2) + f(3) + -+ f(n+1) < [ f(a)de < f(1) +--- + f(n).
Par suite Uy + Uz + -+ - 4+ Up41 < an (x)dx < Uy +---+ U,, ce qui donne

n+1
Sn+1 — U1 S / f(l‘)d$ S Sn
1

A
On suppose que hm f( )dx existe. Il vient Vn € N:  S,41 — U < M, donc
——+00
—+00
VneN: S,41 < M, alors (Sy,)nen est majorée. Donc Z U,, est convergente.
n=1
—+o00 —+o00 1

Exemple : On veut étudier la nature des deux séries suivantes : g -, E —-
n n
n=1 n=1

1
1) On pose f(z) = —, alors f est continue et décroisssante sur [1,4o0].
x

A A

1
lim f(z)dz = lim —dr= lim InA = 4o0.
A—+oo Jq A—+oco J1 @ A—+o0
400 1
Donc la série E — est divergente.
n=1 n

1
2) On pose f(x) = —;, alors f est continue et décroisssante sur [1, +o00[.
x

A
1 1
lim / f(x)dx = lim —dr = lim <—+1> =1.
A—s+o00 At J1 T A—too \ A

Donc la série E — est convergente.
n

n=1

1.2.5 Série de Riemann

On appelle série de Riemann (ou fonction zéta de Riemann) toute série de la forme
) =1 , . 2
suivante : ((a) = Z —, a € R. La somme d’Euler exprime que ((2) = 3 et plus
n
n=1

généralement, on peut montrer (& l'aide des séries de Fourier) que ((2p) = ap7r2p , oll

22p|B2p|
p = —F—
P 2(2p)!
irrationnel. R. Apéry a montrer en 1978 que ((3) est irrationnel, par contre I’évaluation
de {(2p+ 1), p > 1, est un probléme ouvert.

est rationnel et By, sont les nombres de Bernoulli. On sait que ((2p) est

—+o00
. 1
Exercice : Etudier la nature de la série g —, acR
n

n=1
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+oo
Solution : 1) Si a <0, alors la série Z — est divergente car lim — = +o0.
1 ne n—+oo N
n=

1
2) Si >0, on pose f(z) = —, alors f est continue et décroissante sur [1, +00[.
T

A A 1
lim / f(x)de = lim —dz
A—+oo 1 A—+oo 1 xr¢
=,
1—al,
Al 1
= lim —
Astoo\l—a 1-«
[ = sil<a
N o0 si v < 1.
+o0
Donc la série Z — est convergente si a > 1 et elle est divergente si o < 1.
n
n=1

1.2.6 Reégle de Riemann ou "n*U/

+oo

Théoréme 1.2.8. Soit Z U, une série a termes positifs. Alors
n=0
+oo
. st a>1, la série U,, converge
lim n®U, =0 — ’ 2 Un J
n—-+00 n=0

st 0 < a<1, on peut rien dire.

st a>1, on peut rien dire

lim n®U, = +o00 = =
n=-+oo " si 0<a<1, la série Z U, diverge.
n=0
+oo
Preuve. Le résultat découle en comparant la série Z U, avec la série de Riemann
n=0
00 1
ne’
n=1
Xlnn
Exemple : On veut étudier la nature de la série Z —.
n=0 n
) olnn oo -
Ona lim n”— =0, il résulte que cette série est convergente.
n—-4o0o n
1.2.7 Série de Bertrand
+00 1
Exercice : Etudier la nature de la série de Bertrand Z U,onlU,=—7—, o, €
~ n(lnn)B

R.
Solution : On distingue trois cas :
1) Sia,p € R avec o > 1. Alors
a+1

lim n 2 (Inn)™?=0.
n——+00
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En effet, en posant

Vi,=In [n12 (Inn)~ ’3},

et par les propriétés du logarithme, il vient pour tout n > 2

1- 1-— In(1
Vi = alnn—ﬁln(lnn)zlnn( _Bn(nn))
2 Inn
Donc lim V,, = —o0, puisque —— < 0. Par conséquent,
n—-+0o
lim nagl U,= lim en = 0.
n—-+00 n—-+00
+oo
Il résulte de la régle de Riemann que la série Z U, converge.
n=2
2) Si o, B € R avec a < 1. Alors
lim nU, = lim n'~%(nn)~7.
n—-+o0o n——+00

Un raisonnement analogue a ce qui précéde donne

lim nU, = +oc.
n—+400

+oo
Ainsi la série Z U, diverge.
n=2
3) Si a, 3 € R avec a = 1. On considére Papplication f : [2, +oo[— RT définit par
1
) = z(lnx)b’

Ona: f >0 et f est continue et décroissante sur [2, +oo[. En effet, pour x € [2, +o0],

on a
(Inz)? + B(Inz)s~1

!
=— 0.
Fz) 22(Inz)?8 <
On a
+o00 1 A 1
———dx = i —=L —d
/2 z(lnx)B v Ao 5 x(lnz)s v
(Ing)—B+1 A .
= lim —B+1 42 sif71
A=t | In(lna) ‘2 sif=1.
(In A)—B+1 (In2)—A+1 .
—  lim g~ g S
A=+oo | In(ln A) — In(In2) siff=1.
7(1n_2%;ﬁl+1 sig>1
= 400 sif<1
400 sif=1
+oo
Enfin, on obtient Z ——— converge si § > 1 et diverge si § < 1.
(Inn)s
+oo 1
En conclusion : Z ——— converge sia > 1,0 € Roua =1,8 > 1 et diverge si
(Inn)b

a <1, BERoua—l 8 <1.
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1.2.8 Autre régle (Régle de Duhamel)

+o0
Théoréme 1.2.9. Soit Z U, une série a termes positifs telle que

n=0
Un+1 ﬁ 1
=1-=- — .
U, n to n
On a
“+o00
1. Si 8> 1, alors Z U, est convergente.

n=0

“+o00
2. 818 <1, alors Z U, est divergente.
n=0

3. S 8 =1, alors on peut rien conclure.

I1x3x---x(2n—1)
2X4xX---X2n

Exemple : Soit U, = . On veut étudier la nature de la série

+oo
Z U,. On a
n=1

Unﬂ_1><3><--~><(2n+1)>< 2Xx4x--X2n _2n+1_1 1 1
U, 2x4x---x2n+2) 1x3x---x2n—-1) 2n+2 2\n+1)"
1
f(z) = T2 on pose T = 7 puisque n est au voisinage de +oo alors t sera au voisinage
x
de 0. Donc .
t
)= ——=t(1—t+ot) =t -1+ o(t?).
F(3) = 1oy =t -t o) =t -2 4 ofe)
. 1 1 L. 1 1 1
Par suite f(z) = — + o0 — |, ce qui implique que f(n) = =—4ol—).
x T n+l n n
Il vient )
Un+1 1/1 1 5 1
=1—=|- — =1-= — .
U, 2 n+0 n n+0 n
1 <2
Ce qui donne que 8 = 3 < 1, alors Z U,, est divergente.
n=1

1.3 Séries a termes de signes quelconques

1.3.1 Séries alternées
+o0
Théoréme 1.3.1 (Régle d’Abel-Dirichlet). Soit Z ap, une série numérique et (by)neN

n=1
une suites numeérique.

Enoncé 1 : Si

n
(i) Il existe une constante M telle que pour tout n € N*| Zak‘ <M.

k=1

+oo
(ii) La série Z:l(b,hq — by,) converge absolument et ngrfoo b, = 0.
n=

—+00
Alors la série E anby est convergente.

n=1
Enonce 2 : St
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(i) La suite (by)nen est décroissante et lim b, = 0.
n——+oo

(i1) 1l existe une constante M telle que pour tout n € N

ak’ < M.
k=1
—+00
Alors la série Zanbn est convergente.

n=1

n
Preuve. Enoncé 1 : Soit S,, = Zak. Pour tout n € N*, on a
k=1

n
Z apby, = aiby +agbs + -+ apby,
k=1

= Siby + (82— S1)b2 + -+ (Sn — Sn-1)by

= S1(by —b2) + S2(bg —b3) + -+ Sp_1(bn—1 — by) + Spby
n—1

= Spbn+ Y Sklbr — bes1)-
k=1

Puisque (Sy)nen est bornée et lim b, =0, donc lim S,b, =0 et
n——+oo n——+o0o
n

|Sk (bg+1—br)| < M|bgs1—bg|. Comme Z |br+1—bg| converge, alors d’apreés le critére de

k=1
+o0 +o0

comparaison, la série Z Sk (bkr1—bk) converge aussi. Par conséquent Z anby, converge.
k=1 n=1

Enoncé 2 : Il suffit de montrer que 1’énoncé (1) reste vrai si au lieu de (), on suppose

que (by,) décroit vers 0 pour n — 4o00. Comme b1 < by, alors pour tout n € N*,

D lbrrn — byl
k=1

n

> (b = bera)

k=1
- bl - bn+1-
n —+00
D’ou lirf g |bk+1 — bi| = b1. Par conséquent la série g (b — bgy1) converge absom-
n——+0oo
k=1 k=1

lument, et dés lors, la condition (i) est satisfaite dans I’énoncé (1).

C.Q.F.D
+oo (—l)n +00 1
Exemple : Soit la série E = g (-1)"x = .Ona
n N—— n
n=1 n=1 ~—~
n by,
i) VneN: S, <2ou S,=37_, ap
+00 1
n=1
1
iii) lim —=0.
n—-+oo n
S

Donc la série E

n=1

est convergente.
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+0o0
Définition 1.3.1. Toute série de la forme Z(—l)"an, 0t (an)nen est de signe constant,
n=0
est dite série alternée.
+o0
Théoréme 1.3.2 (Critére de Leibniz). Soit la série alternée Z(—l)"an. Si an, > 0,

n=1
—+00
(an)nen est décriossante et lim a, = 0, alors la série E (=1)"a,, est convergente.

n—-+00
n=1

1.3.2 Séries absolument convergentes et semi convergentes

+oo +oo
Définition 1.3.2. Une série Z U, est dite absolument convergente si la série Z |Un|
est convergente.
“+oo
Critére de Cauchy. Pour que la série Z U,, converge il faut et il suffit que sa suite
n=0

des sommes partielles (Sy,)nen soit une suite de Cauchy c-a-d :
Ve > 0,3ng € N,V(n,m) € N2 :m >n >ng = |S, — Snl <e.

m n m
Remarque : Sm_Sn:ZUk_ZUk: Z Ug.
k=0 k=0 k=n+1
Il est plus commode d’écrire le critére de Cauchy sous la forme suivante :

+oo m
ZUnconverge & Ve>0,Ing € N,V(n,m) e N> :m >n >ny= ‘ Z U;C‘ <e.
n=0 k=n+1

Théoréme 1.3.3. Toute série absolument convergente est convergente.

+00 +oo
Preuve. On a Z U, est absolument convergente < Z |U,| est onvergente. Alors
n=0 n=0
m m
Ve > 0,3ng € N,V(n,m) e N :m >n > no,‘ Z |Uk|‘ = Z |Ug| < e.
k=n-+1 k=n-+1

m m
Puisque ‘ Z Uk‘ < Z |Ug| est toujours vérifie, alors
k=n+1 k=n+1

Ve > 0,3ng € N,Y(n,m) €N2zm>n2ng,’ Z Uk‘ < €.

k=n-+1
+00
Donc Z U,, est convergente.
n=0
+oo
Définition 1.3.3. Une série Z U, est dite semi convergente si elle est convergente
n=0

sans étre absolument convergente.

Exemple :
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est semi convergente car :

“+00 (_
1. La série Z
n=1

a) la série g L est convergente.
+o0 (_1)n +oo 1
(b) E = g — est divergente.
n n
n=1 n=0

est absolument convergente car :

+oo (
2. La série Z
n=1
+oo (_
) la série Z
n=1

est convergente.

+00 (_1)n 400 1
(b) E 5| = E — est convergente.
n n
n=1 n=1

1.3.3 Reégle de Cauchy et d’Alembert pour les séries 4 termes de signe

quelconque
+00 U
Théoréme 1.3.4. Soit Z U, une série. St lim LAY ) existe, alors :
n—+oo n
n=0
+o0o
1. Si € <1, alors la série Z |Uy| converge, donc Z U,, converge.

n=0 n=0

+oo
2. Sil>1, alors nll)t}_loo |Uy| = 400, donc Z:OUn diverge.
n=

+o0 +oo
3. Sif =1, alors on peut rien conclure ni pour Z |Uy| ni pour Z U,.
n=0 n=0

Remarque : On a les méme résultats en appliquant la régle de Cauchy c-a-d ( lim 4/ \Un\) .

n—-+4o0o

1.3.4 Groupement des termes

Soit la série

+oo
> v,
n=0

Up+ U+

= (Uo+Ui+ - +Uy)+Uns1+Upjg2+--+Upy)+- -

Vo Vi
+ (UnkJrl + Unk+2 + -+ Unk+1) +--
Vi
+00 n+1
Donc, on trouve la nouvelle série Z V,, avec V,, = Z Up, ot p(0) =0 et p(k) =
n=0 p=p(n)
ng+1, Vk > 1.
+oo +oo
Définition 1.3.4. On dit que la série Z V, est déduite de la série Z U, par grou-
n=0 n=0

pement des termes ou par sommation par paquets.
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“+o0o “+oo
Théoréme 1.3.5. Si la série E U, converge alors la série E V. converge aussi et on

n=0 n=0

+o00 +oo
Y>Un=) Vo
n=0 n=0

a

+oo
Preuve. Soit (Sp)nen et (T))nen les deux suites des sommes partielles de Z U, et

n=0
+o00

Z Vy, respectivement. Alors S,, =Ug+ U+ -+ U, et T, =Vo+ Vi +---+ V,. On

n=0
a donc

T02%2U0+U1+"'+Unl:sn1
Ty =Vo+Vi=Uo+Ui+ -+ Uy +Upy1+ -+ Up = Sy

Ty =Vo+ Vit +Vi=Up+Ui+ - +Up + - +Up+ -+ Uy = Snpps-

+oo
Donc (T,)nen est une sous suite de (Sy,)nen. On a la série ZU” converge il vient
n=0
lim S, =S, alors la sous suite (T},),en converge aussi, et on a lim T, = S. D’ou
n—+o00 n—r+00
le résultat.
1.3.5 Reéarrangement
+oo
Théoréme 1.3.6. Soit Z U, une série a termes quelconque et o une bijection de N
n=0
+oo
dans N. Si ZUn est absolument convergente, alors il on ait de méme pour la série
n=0
+oo
Z Us(n) €t elles ont la méme somme.
n=0
Exemple : Soit la série
+2’"(—1)"“_1 o111 111
n 2 3 4 5 6 7 8

Cette série est semi convergente, on va montrer qu’on peut réarranger ses termes de
telle sorte & modifier sa somme. En effet, en écrivant ses termes de telle maniére & avoir
un terme positif, puis deux negatifs et ainsi de suite, on obtient aprés avoir groupé les
termes trois par trois :

+o0 1
(—1)”“‘ 1 1 1 1 1
S - (1 Iya (- _Z
n21 n ( 2 4)+(3 6 )+
- Y
- = 2n—1 4n—2 4n

_ 1+O°< 1 1)
) —~\2n—1 2n
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Ce qui raméne & une contradiction. En conclusion, on voit ici 'importance de 'ordre
des termes d’une série non absolument convergente puisqu’en réordonnant les termes
d’une série semi-convergente.

1.3.6 Produit de Cauchy de deux séries

Définition 1.3.5. On appelle produit de Cauchy de deuz séries,(réels ou complexes),
+oo +oo +oo

Z U, et Z Vi, la série produit Z W,, ot W,, = ZZZO UpVip.

n=0 n=0 n=0
—+00 “+o00

Théoréme 1.3.7. Siles deux séries Z U, et Z Vi, sont absolument convergente alors
n=0 n=0

—+00

Z W, est absolument convergente, et on a

n=0

“+oo

+o00 +oo
S>Wa=> Und Vi
n=0 n=0 n=0

+o0 _1\n
Exemple : On veut calculer le terme général W,,, Z W,siU, =V, = ( Qn)
n=0

.On a

T SURTINIE ooV Vi e R eV U LR}

= = 2p 2n=p = 2n 2n
“+o0
o . (-)*(n+1) 2 2 4
P lication du Th 1.3.7, on t Y o =X D=
ar application du eoreme on trouve Z on 3 3 9

1.4 Calculs numériques

“+o00
Soit Z U,, une série convergente et soit R, le reste du cette série. On a ’encadrement

n=0
+oo +o0
/ ft)dt <R, < / f(t)dt.

suivante :
+1 n

Dans le cas des séries entiéres, on a une évaluation du reste R, < |U,41]. On cannait,
bien sur, le sens de l’erreur, selon le signe du premier terme du reste.

1. Si Upqq > 0, alors S — S, > 0.
2. SiUpy1 <0, alors S — 5, < 0.

Exercice : On considére la série harmonique alternée U,, = , n>1.

n
- Donner une majoration du reste d’indice 4, puis du reste d’indice 5.

1
Solution : On a |Ry| < £ et |Rs| < L On connait de plus le sens de l'erreur. On a

7 47
doncO<S—ESS—O.58<0,26‘50<@—S§0,78—S<0,17.

Le calcul avec quatre termes donne un encadrement 0,58 < § < 0,78 avec cing termes
ona0,61<S<0,79.
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1.5 EXERCICES AVEC SOLUTIONS

Exercice 1 : Montrer que les séries suivantes sont convergentes et calculer leurs somme :

+oo 1 +oo

2n—1 2
a)z(zn—1)(2n+1)’ b)nZS Zln<1+ +3)>

1 1 1
Solution : a) On a Gn =1 @n+ 1) ~ Puisque ngl 12 converge (série de Rie-
= 1
mann o = 2 > 1) alors E (2n = 1)(2n 1) converge.
2n—1 . .
b) On a ——5——~ ~ —;. Puisque E —5 converge (série de Riemann a = 2 > 1) alors

n(n®—4)

+ZOO 2n_ 1 converge
—_—— Vi .
. n(n? — 4) &

+o0
2 2 2 2
¢) On a In <1 + T 3)> ~ n(n+3) ~ g Puisque Z 3 converge (série de Rie-

n=1

+o0
2
mann « = 2 > 1) alors g In <1 + (+3)> converge.
n(n

n=1
Calcule des sommes : a) On a

1 1 1
2n—1)2n+1) 22n—-1) 2@2n+1)

Donc

1 = 1 1
Par suite ngrfm Sy = 30 ce qui donne que Z:l @n—1)@n 1) =3

b) On cherche les nombres réells a, b et ¢ tels que

2n —1 a b C

n(n? —4) _ﬁ+n—2+n+2'

1 3 -5
On trouve a = ~,b = —,c = —. Pour tout p > 3, on a
4 8 8
i" o —1 1<zp:1>+3<zp: 1 ) 5(27’: 1 )
nn2—4) 4 n 8 _ )
nzgn(n 4) 4 —n 8 —n 2 8 n:3n+2
"1
0 _ 1
n pose S. E n,ll vient
n=1
+o0

2n—1
Z:371(712—4) B

n—=
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Donc
o0
ST ol 330 1) 5011 %
nzsn(n2—4) 8 8\p p-—1 S\p+1 p+2 12/
+o00
. 2n—1 89
Slp—>+oo>alorsngsn(n2_4):96.
¢) On a
w1+ 2 n n? +3n+2
n _— = _—
n(n + 3) n(n+3)
_ ln(n—|—1)(n—|—2)
n(n + 3)
= (In(n+1) —In(n)) + (In(n +2) — In(n + 3)).
Donc

Sp = (In(2) —In(1)) + (In(3) — In(4))
+ (In(3) —In(2)) + (In(4) — In(5))

+ (ln(p +1) - 1n(p)) + (ln(p +2)—1In(p+ 3))
= (ln(p + 1)+In3 —In(p+3))

= In—— +1 3.
+ 3
Il vient lim S, =In3.
p——+00
X p2 X p3
Exercice 2 : Méme question pour : a) Z o b) Z o
n=1 n=1
00 1
Indication : Z = e.
2
n n n+1-—1 1 1
Solution : O — = = = .
otution = n & o) =0T o T w2 T
2 1 +o00 1
Pour n > 2, ontrouvezn'—l—i—z )!+27(n—1)!'
n=1 n=2
+00 ng
Donc la série Z — converge car c’est une somme de deux séries convergente et on a
n!
n=1
+o0 9o
Z no_ 2e.
n!
=t 3 2
n n n+1 1 1 3 1
O _— = = = .
B T =) T =2 T =) =3 =2 =1
+oo 3 23 “+oo 1 +00 1 +0o0 1
I t — —+3 — —_—
Vlenz Lt mm T i T
= n=3 n=3
+OO 3

Donc Zn—':1+e+3(e—1)+e—2:5e.
n!

n=1
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Exercie 3 : Soit la suite U, = 3x5 <. n @nt1) n € N*,

1) Déterminer les deux nombres réels a, b tels que

U 1 a b
" 2\83x5xx(2n—1) 3x5x--x(2n+1))"
+00 1
2) Mont U, =-.
) onrerquenz:1 5
1 2 —b
Solution : On a U, = = nata . Par identification, on obtien

23x5x---x(2n—1)(2n+1)
a=1 N a=1 On a
a—b=0 b=1 0
S,=U1 +Us+Us+...+U,

03+ G5ts) -+ e - )
1

1
2(1_3><5><---><(2n+1)>'

Alors lim S, :%

n—+400

Exercie 4 : On utilisera les régles de Comparaison étudier la nature des séries suivantes :

n(2n3+1) ’ n(n+Inn)’ f + cos(n?)
n=1 n=1 n=1
2)(n? 41 1
Solution : 1) On pose U, = (n 4222?()7:_:_) ) et V,, = 2 il vient Uy, ~4o V, car
+00
U (n+2)(n*+1) _
nll)glw v, nll)r_{loo n(2nd £ 1) X 2n = 1. Donc ; U, et ; V,, sont de la méme
+o00 +m 2
1 2 1
nature. Puisque ; o (série de Riemann a = 1) diverge, alors Z n—EQTZ?E?:-j_) )
diverge.
. 1 9
2)On a Py Neoo 3 Car nLl\IJIrlOO n(n+1nm) xn® = nggloo o lnn = 1. Comme
+00 oo 1

— est une série convergente car (série de Riemann o« = 2 > 1), alors _
nz:an e ( ) E:In(n—i-lnn)
est aussi convergente.

3) On a —1 < cos(n?) < 1 implique que /n — 1 < y/n + cos(n?) < \f—i— 1.
+oo
1

e v sae Y-~ diverge,al z t
uisque iverge, alors  —————————es
\/ﬁ+1_\/ﬁ+cos(n2)’p q —yn+l 8¢ < \/n + cos(n?)

V2
aussi divergente, par suite Z =
— V/n + cos(n?)

+o0
. T . ™ : - .
4) On a sin — ~4 o, —. Puisque E — est divergente car (série de Riemann o = 1) alors
n n n

n=1

Donc

est divergente.

oo
. T .o
E sin — est aussi divergente.
n

n=1



24 CHAPITRE 1. SERIES NUMERIQUES

Exercice 5 : Utiliser la régle de d’Alembert ou la régle de Cauchy pour déterminer la
nature des séries suivante :

+o00 n +o0o 2n+1 +o00 n? +o00
2n + 3 3n 2n 2m
0 (057) 0 22 (msy) 92 (mer) o A

n=1

+oo +oo +00 n?
.1 1 1 (n!)? 1 (n+2
5)le::1n!sm2xsm4><...><sm2n, G)Z(Qn)!’ 7)237 -

n=1

2 " 2
Solution : 1) On a lim ¢ < n+3> = lim < n+3> = 2 > 1, alors la série

n—-+0o n+1 n—+oo \ n+1
+oo n
2 3
E < nt > est divergente.
—\n +1

27’L+1 2n+1
/ 3n n 9
2) On a ngrfoo 4n — 1 nﬁﬂ)o 4n — 1) = 16 < 1 alors la série

+00 2n+1
Z <4n — 1> est convergente.

n=1
2n = 2n n
3) Onangr}rloo 3n+1 n_>+oo 3n+1> =0< 1,alorslaser1enz_:l<3n+1>
est convergente
Un+1 - 2n+1 7’L' o .
) Ona U, = n!’ nll)r—ir-loo U, _ngr-&r-loo (n—I—l). 2n _n—1>r-il-loon—|—1 =0 <lalorsla
+00 gn
série Z ] est convergente.
n=1
n+ Dlsinlsind... sin st sin - 1

5)Ona lim ( ) - 21 - 41 2"1 242 — lim (n+1)sin ———. on pose

n—+00 n!sin sin 7 ...sin 5~ n—+o0 2(n +1)

1 1 1
r = ——, alors lim (n + 1)sin — = lim —sin o< 1, alors la série

+1 n—-+o0o 2(n + 1) z—0 I 2 2

1 1
Z n!sin 3 sin 1 sin o est convergente.
U 1 2 1)? 1
6) lim ntl = lim (n + ) ( n> = 1im (n T ) = - < 1)
n—+oo U, n——+oo n! (277, + 2)! n—-+oo (2n + 1)(277, + 2) 4
+o0 (n')2

alors la série nz:% (2n)] est convergente.

2 +o00 n2
oW1 (n+2\" o1 2\" €2 . 1 [(n+2
7) Onangriloo 30 ( - > :ngrfwg (1—|—n> =3 > 1,alorslaser1ezg—n -

est divergente.

Exercice 6 : Utiliser la régle de I'intégrale pour déterminer la nature de la série suivante
+oo

1
annn'

n=2

Solution : On a f(z) =

A
On calcule /
2

1+1
une fonction décroissante < f'(z) = e < 0>.

xlnz (zlnz)?

1
dx, pour cela, on pose t = Inx, il vient dt = —dx.
rlnx T
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A
1 1
Par suite / der = / ;dt =Int = [In(In x)}‘; =In(In A) — In(In 2).
2

rlnz
A +oo 1
Donc Alirfm ) mlnmdw = Alirfm (In(ln A) — In(In2)) = +o0, alors la série nZQ iy

est divergente.

Exercice 7 : 1) Déterminer les valeurs a,b € R pour que la série

+o0
a) Z Vn +avn + 1+ byv/n + 2 converge.
n=0

2) Discuter suivant les valeurs de a,b € R la nature des séries suivantes :

400 n? +oo 2 too

n+a n“+an+1 1
b In|{ ———7—- d | — .
2 (055) o (atis) 2 (e g)

n=0

Solution : 1) On a

U,=vVn+avn+1+by/n+2

_f(m[mﬁ)
=valira (e g g o (@) 0 (5o ()]

a+2b a+2b

=vnla+b+1)+ —
vl ) 2v/n 8n?
+oo
Alors Z U,, converge = { Zig;j(; 0 Donc a = —-2,b=1.

n=0

2
n " n b\ B
2) On a lim nta = lim nta — lim 1+a — pob
n—+00 n+b n—+oo \ .+ b n—+00 n-+b

1. Sia < b, alors e® < €’ et la série est convergente.

2. Sia > b, alors e® > €’ et la série est divergente.

n? —+o00
3. Sia=», alors e* = eb. Onaz<n12> :Zl, alors la série est divergente.
n
3) On a
1<n +an+1> ln(1+;‘§+,}2>
2 b | 2
n* +bn + 2 1+24+ 2
1 b 2
=1In 1—|—g—|—— —In(l14+—-—4+—
n  n? n 2
2 2
a1 G b 2 (B4R
n o n? 2 n n2 2
_a+b d>+bv*—6 2a—b 5
oo 2n?2 n3 2nt
1. Si a = —b, alors la série est convergente.

2. Si a # —b, alors la série est divergente.

1
4) Ona lim In <a+3n> =Ina

n—-+400
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1. Sia # 1, alors la série est divergente.

“+oo
1 1
2. Sia =1, alors In <1 + 371) ~ 3 et comme Z 3 est une série convergente, la

n=1

400 1
série Z In (1 + 3n> est aussi convergente.

+o0 +oo
(=" (="
Z 5 (

Exercice 8 : Déterminer la nature des deux séries suivantes : Z Gnt 12 )

et préciser s’il s’agit de convergence absolue ou semi- convergence

Solution : 1) On a

. . 1
CL A Gz T
1
ii. Si =—_—— _ al "(z)= ————— <0, it t décroissante.
ii. Si f(x) Go 1) alors f'(x) Go 1) par suite f est décroissante
+o0
1 n
Donc la série Z 3(+)) est convergente. De plus
n
“+o0o (_1)n +00 1 1 “+o0o
7(3n 1) = Z 7(371 el d’autre coté 7(371 P ~ o Puisque Z o2 converge
0 n=0 n=1
+-o0 oo
1 (="
alors Z est aussi convergente. Donc la série Z est absolument
2 2
— (3n+1) = (3n+1)
convergente.
2) On a
. . 1
i) Si f(x) = . alors f/() = w0 <0, ainsi f est décroissant
i alors f'(z) = ——— , ainsi f est décroissante.
(z+1) (x +1)2
+00 too
1" " 1
Donc la série Z (=1) (=1) = Z , d’autre
PRNCESY 1| 2+
“+oo +o0o
1 1 1
coté —— ~ —. Puisque — diverge alors est aussi divergente. Donc
(n+1) n a nz::ln & nz::l(n—kl) &
N~ (="
la série Z m est semi-convergente.
n
~— (-1)"

Exercice 9 : On considére la série numérique .
RPN

1) Montrer que cette série est convergente.

2) Combien de termes faut-il prendre en compte dans la somme partielle pour obtenir

une valeur approchée a 1072 prés de la somme de la série.
S~ (D"
3) La série
NG
~ (—1)P

4) Donner un équivalent de S,, = .
n pz; 7

est-elle absolument convergente ?
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(=1)"
Vi Vi

0, donc le critére des séries alternées s’applique et la série est convergente.

2) On sait de plus que si on somme les n premiers termes de cette série, on obtient une

valeur approchée 5, telle que :

+oo
Solution : 1) La série Z est alternée, avec (—=) suite décroissante de limite
n=1

1
R,=15-5,| < ——.
| | vn—+1

Pour obtenir une erreur inférieure a 1072, il suffit donc de s’assurer que :

1 1
— <15 © Vn+1 > 100
n

100
< n+1>10000.

—_

donc il suffit de sommer les 9999 premiers termes.

+o00 (71)71 +oo 1
3) La série ——— n’est pas absolument convergente, car —— diverge.
) 2/ P & 2y diverg
n=1 1 n=1
4) La fonction définie par f(z) = —= est décroissante et continue sur [1, +oo[ donc on
x

a I'encadrement classique de la somme partielle par deux intégrales :

n+1 n
[ s@is s, <50+ [ s
1 1
Alors
2Vt 1-1)< Sy <1+2(vn—1).

Donc

Sp ~ 2¢/n.

Exercice 10 : Soit o I'application de N dans N définie par :

o(3p) = 2p, pour p € N,
c(3p+1)=4p+1, pour =p €N,
oc(3p+2)=4p+3, pourpeN.

1) Montrer que o est une bijection de N dans N.
(="
Vn+1

+oo
2) Quelle est la nature de la série Z Un?

n=1

Pour n > 1, on pose U, =

+o00o
3) Quelle est la nature de la série Z Usin) ?

n=1

Solution : 1) Pour montrer que 'application o de N dans N est bijective, le plus simple
est encore d’exhiber I'application réciproque. On pose

¢(4p) = 6p, pour p € N,
¢(4p+1)=3p+1, pourp€eN,
¢(4p+2)=6p+3, pourpéeN,
¢(4p+3)=3p+2, pourpeN.

On trouve ¢ o 0 = 0 0 ¢ = Idy, et cela prouve que o est bijective.

(=1)" 1
vn+1 vn+1

décroit et tend

2) La série alternée U,, = est convergente, car U, =



28 CHAPITRE 1. SERIES NUMERIQUES

vers zéro lorsque n tend vers l'infini.

3) 0 v ! ! !
n pose = — — .
PO = apt1 VApt2 JApid

< i - _ - _
rang po, on a Vj, < 0, et pll}riloo Vp\/f) 1+ <0

V2

On vérifie qu’a partir d'un certain

+00 +oo
Il en résulte que la série Z V) et de méme nature que la série Z —— et donc qu’elle
n=1 n=1

diverge. La suite des sommes partielles tend vers +oo, c’est a dire que la suite S3p40 =
3p+2

Z Us(k), tend vers U'infini. On en déduit que la suite S, = Z Us(r) qui admet un
k=0

k=0
sous-suite divergente, ne converge pas, cela prouve finalement que la série de terme gé-

néral Uy (,,) est divergente.

En conclusion, on voit ici I'importance de 'ordre des termes d’une série non abso-
lument convergente puisqu’en réordonnant les termes d’une série semi-convergente, on
obtient une série divergente.



Chapitre 2

Suites et séries de fonctions

« Je me détourne avec éffroi et horreur de cette plaie lamentable des fonctions continues
qui n’ont point de dérivée.»

Hermite, 1893.

2.1 Suites de fonctions

Soit X C Ret K=R ou C et soit ¢(X, K) 'ensemble des fonctions définies de X dans
K.

Définition 2.1.1. L’application définie par
f: N — ¢X,K)

s’appelle suites de fonctions sur X.

Exemples : Soit les deux suites de fonctions définient comme suit :
1. X =R, fuo(z)=2".

nx
2. folz) = T X =R"

2.1.1 Convergence simple

Définition 2.1.2. On dit que la suite (fn)nen converge simplement sur X si pour tout
x € X, la suite numérique (fn(z))nen est convergente c-a-d

Vee X, f(x)= lim f,(z)

n—-+0o

On dit que f, converge simplement vers f sur X et on écrit f, SLN f.

Remarque : f, LN f e Ve e X Ve>0, 3N, Vn [n>N = |fu(z) — f(x)] <e€.
L’entier N assoié a € dépend de € et en général aussi de x.

2.1.2 Convergence uniforme

Définition 2.1.3. On dit que la suite (fn)nen converge uniformément sur X vers f si

lim sup [fn(z) - f(2)| =0,

N—+00 pcx
L. CcU
et on écrit f,, — f sur X.

29
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Remarque : f, L, feVYe>03aN,VeVn[n> N = |fu(x) — f(x)] < €.

Exemple : Soit X =[1,2] et fp(z) =1+ %
n
On veut étudier la convergence simple et uniforme de f,, sur X.
. . €T CS
Ona lim fu@)= lim_ (1 + ﬁ) —1 = f(z). Donc, f <% f sur X.
x 2
On a, sup |fn(x)— f(x)|= sup ’1 +— - 1) = sup —2‘ —5-
z€[1,2) z€[1,2] n ze[1,2] 1T n

2
Il vient, lim sup |fu(z)— f(z)|= lim — =0.

n—-+oo 176[1,2] n—-+oo N

Alors, fn SN fosur X.

Exercice : Soit X =R*, f,(z) = ze "*.
Etudier la convergence simple et uniforme de f,, sur X.

. . L N cs
Solution : On a, ngr—lr-loo fn(z) = nll)rfoo xe " = nll)rfoo i 0= f(z). Donc f,, — f
sur RY.

sup, > | fn(z) — f(z)] = sup,>g |re™"*|, pour calculer le sup de cette fonction, on calcule
fl(xz) = e ™ (1 — nx), par suite

fi(z)=0< e ™ (1 —nx) =0,

n

fnm’ _ fnz| _

1 . 1 . . 1
donc z = —. Il vient sup ’xe —, alors lim sup !xe lim — = 0. Donc
n >0 ne n—=+00 £>( n—+o00 ne

£, C% £ sur RT.

x\/n
—— et X =R,.
1+ nz? +

Etudier la convergence simple et uniforme de f,, sur X.

Exercice : Soit f,(z) =

zy/n

. . . CS
Solution : On a ngrfoo fn(z) = ngrfoo Trna? = 0. Donc f,, = f =0 sur Ry.
sup | fn(z) — f(z)| = sup T2 0|, pour calculer le sup de cette fonction, on cal-
z>0 >0 |1+ nx
-9 2 1
cule f)(x) = M, par suite f,(z) = 0 implique que z = N I1 vient
1 1 1 1
Sup% = fn <> = —, alors lim sup x\/ﬁz = lim - =—-.
>0 1 +nx \/’Tl 2 n—+00 ;> 14+ nx n—+oo 2 2

cU
Donc f,, /= f sur R,.

2.1.3 Interprétation graphique de la convergence uniforme

Les courbes représentatives des f,, sont entiérement contenues dans la courbe représen-
tative de f + ¢ et celle de f —e¢.

Remarque : Pour montrer que (f,)nen ne converge uniformémeént vers f, il suffit de
trouver une suite numeérique (o, )nen telle que | f(an) — f(ay,)| ne tend vers zéro. En
effet, comme

sup | fn(on) — f(an)| = | falon) — flan)l,
alors
lim sup |fn(an) — f(an)| # 0.

n—-+00
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FIGURE 2.1 — Les courbes de f,(z) = z 4+ 2% pour n = 3,6 et € = 0.5.

Exemple : Soit la suite de fonctions

1

“ T MEN

Cette série converge simplement vers la fonction

. _ ] 0 siz#0
Jim o) =@ ={ ] 5070
1 1 : .
Pour z = o, = N on a |fu(an) — flan)| = 3 Donc f, ne converge uniformément

pas vers f.

2.1.4 Propriétés liées a la convergence uniforme
a) Continuité

Théoréme 2.1.1. Soit (fn)nen une suite de fonctions continue sur X. Si f, converge
uniformémént vers f sur X, alors f est continue sur X.

Remarques : D’aprés Théoréme 2.1.1, on en conclut que

1. lim (lim fy(z)) = lim ( lim f,(z))

n—4+o0o * r—xo r—To  n——+00
2. Si f, est continue sur X et f n’est pas continue sur X alors f,, ne converge pas
uniformément vers f.

1
1+ nz

lim fu(z) = f(z) = { 0 six€]0,]1]

Exemple : Soit X = [0,1] et f,(z) =

n—-+o00 1 six =0.

On a f, est continue sur X et f n’est pas continue sur X, alors f,, ne converge pas

cU
uniformément vers f sur X c-a-d f, ~— f.

Théoréme 2.1.2 (Dini). Soit (fn)nen une suite de fonctions réelles continue conver-
gente vers une fonction continue f sur [a,b]. Si de plus (fn)nen est croissante, alors
(fn)nen converge uniformement vers f sur |a,b].

b) Intégration
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Théoréme 2.1.3. Soit (f)nen une suite de fonctions définie sur un intervalle [a,b] C R
et intégrable sur [a,b]. Si (fn)nen converge uniformément vers une fonction f sur [a,b],
alors

1. La fonction f est intégrable sur [a,b].

2 ng@m/ fula d:):—/b Erfoofn(x)dx—/abf(x)dac

Exercice : Soit f,(z) = n(cosz)"sinz, X = [0, g]

1) Etudier la convergence simple et uniforme de f,, sur X.

2) Comparer nli)rfoofog fn(z)dz et /02 ( lim f,(x ))

n—-4o00

Solution : 1) Siz =0ouz = g alors lirn fu(z) =0.

Size }07 g{ : ET fn(z) = lim e" (M+lncosx+lnmz> = 0. Donc f, <5 fsur X.

n—400
On a sup ’fn(x) - f(x)‘ = Sup ’fn(x)‘ = Sup fn(x)
z€[0,5 z€[0,7] z€[0,7]
Donc f}(z) = n(cosz)" (1 — (n+1)sin’ 7).
e r=3
Il vient f)(x) =0= o — aresin n1+1 —
Ainsi sup |fn(x) — f(2)] = folz,) = i , de plus

z€[0,%] Vvn + 1(cos x,)"
cosxn:mz\/l_%“: .

1
Dou fu(x,) = n , par suite lim f,(x,) = 400 ce qui implique que

\/m (1 + %)% n——+oo
cU
fn /= [ sur [0, %]

™

2) On a /2 lim f,(x)dx = /2 0 dx = 0. D’autre coté,
0 n—-+00 0

3 il
lim / fo(x)de = lim n(cosx)" sin xdx
n—+oo Jq n—+oo Jq
n+1 %
= lim —n (cosa)™™
n——+00 n+1 0
= lim =

Donc lim / Folz)dz # / lim f,(z))dx

n—-+o0o n—-+oo

c) Dérivation
Théoréme 2.1.4. Soit (fn)neny une suite de fonctions réelle définie sur un intervalle
X telle que
1. Pour tout n, f, est dérivable a dérivée continue sur X.
2. Il existe au moins un point vo € X tel que (fn(x0)) converge.
3. La suite (f]) converge uniformément sur X.
Alors
1. La suite (f,) converge uniformément sur X.
2. La limite de (f,) est dérivable et on a (ngr_{loo ) (x) = lim f](x).

n——+o0o
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2.2 Séries de fonctions

Soit fy,(z) une suite de fonctions. On pose

k=1

Sp(x) est appelée suite de fonctions des sommes partielles.

+o0
Définition 2.2.1. On dit que la série de fonctions Z fn(x) converge simplement (ou

n=1
ponctuellement) sur X si et seleument si la suite de fonctions Sy, (x) converge simplement

sur X et on écrit

n—-+o0o

+oo
lim Sy(2) = S(x) = fulx).
n=1

+o0o
Remarque : On peut dire que la série de fonctions Z fn(x) converge simplement sur
n=1
“+oo
X si et seulement si pour tout zg fixé dans X la série numérique Z fn(xo) converge.
n=1
+oo
Définition 2.2.2. On dit que la série de fonctions an(x) converge uniformément
n=1

sur X si et seleument si la suite de fonctions Sy(x) converge uniformément sur X, ou

encore
Ve >0, AN (¢), Yn > N(e), Vo € X : |Sp(z) — S(z)| <.

+oo
Définition 2.2.3. On dit que la série de fonctions an(x) converge absolument sur

n=1
—+00

X si et seleument si la série de fonctions Z | fn(x)| converge simplement sur X.

n=1
2.2.1 Critére de Cauchy uniforme pour les séries de fonctions
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une série de fonctions réelles ou complexes

+oo
g fn(z) converge uniformémeént sur X est que
n=1

< €.

> fulx)

k=n+1

Ve > 0, AN (e), Vn > N(e), YVm > N(e), Vo € X :

Remarque : Une condition nécessaire de convergence uniforme sur X d’une série de

+o0o
fonctions Z fn(z) est que la suite de fonctions f,(x) converge uniformément vers 0 sur
n=1

X.

Exercice : Etudier la convergence simple et uniforme de la série de fonctions suivante

—+00

dal-2), X =10,1].

n=0
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Solution : - Si x = 0 ou z = 1, alors la série est convergente et sa somme est égale a 0.
n

- Si x €]0, 1], alors Sy, (z) = Zw(l —z)F = wﬂ =1—(1—x)"", et donc
I ) n pos 1 - (1 - x) I
nll)rfoo Sp(x) = 1.
. _ [ 1 size€l0,1]
Done nEI-lI—looSn(x)_S(x)_{ 0 siz=0ouz=1.

Alors Sy, () g (x) =1, par conséquent, cette série converge simplement.

cU
Puisque S, (z) est continue et S(x) n’est pas continue donc S, (z) 4= S(x) = 1, par
suite cette série ne converge pas uniformément vers S(x) sur X.

2.2.2 Convergence normale

+oo +oo
Définition 2.2.4. Soit Z fn(x) une série de fonctions. On dit que Z fn(z) est nor-
n=1 n=1
+oo
malement convergente sur X si et seulement si Z sup | fn(z)| est convergente.
n=1 zeX
—+00 x
Exemple : On veut montrer que la série de fonctions Z — 5+ converge norma-
= n(l+na?)
x
lement sur R. On cherche sup |——— |, on pose r) = ——— . La fonction
SUD | g2y | 01 Pose ful@) = ST

1 — na?

est impaire, il suffit d’étudier ses variation sur R*.La dérivée f/ (z) = ————

Jn P fu(®) n(1 4+ nxz?)?
1 x 1
s’annule en g = ——. Il découle sup 5 ’ = —. Puisque la série numérique
vn zer I (1 + na?) 2n2
+o0 1 +00 x
Z + converge alors Z ———+ converge normalement sur R.
— 22 — n(l+na?)
n=1 n=1
+o0

Théoréme 2.2.1. Si la série de fonction an(x) est normalement convergente sur
n=1
X, alors elle est uniformément convergente sur X.

+oo
Preuve. Soit x € X. On a Z fn(z) est normalement convergente donne

n=1
m
Ve >0, dng € N : ‘v’m>n2n0:‘ Z pr||oo‘ <€,
p=n+1
ol ||g]lecc = sup |g(z)|. D’autre part, on a
zeX

= sup |(fas1 + fog2 + -+ fn) (@)
rzeX

= an+1+fn+2+"‘+fm”oo

< |farll + l fagell + -+ 1 fmll <e

+oo
Donc la série E fn(z) est uniformément convergente.

n=1
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Corollaire 2.2.1. Soit Z fn(z) une série de fonctions. S’il existe une série numérique

n=1
“+o00

a terme positifs convergente Z U, telle que

n=1

Vn e NVe € X : | fn(x)| < Up,

alors la série g fn(z) est normalement convergente sur X.

—+o00
L. . 1 1
Exemples : 1) On veut montrer que les deus série de fonctions Z sin — et Z
2 2 2
n n n®+x
. n=1
sont uniforméments convergentes sur R.
—+o00
1 x 1 . , .
On a —sin— < —. Comme la série E — est convergente car (c’est une série de
n? n n?’ n2
n=1
+o0o x
Riemann o = 2 > 1), alors la série E —sm— est normalement convergente. Par
n
n= 1

conséquent, elle est uniformément convergente sur R.

2) Méme procédure pour la deuxiéme série de fonctions on en remarquant que PR
n’+zx

—5, alors la deuxiéme série est aussi nomalement convergente. Par conséquent, elle est

n

uniformément convergente sur R.

2.2.3 Propriétés liées a la convergence uniforme

a) Continuité

+oo
Théoréme 2.2.2. Soit Z fn(z) une série de fonctions continues sur X. Si cette série

n=1
converge uniformément sur X alors sa somme est continue sur X et on a

00
Jim > (@) ZJEI;O e
n=

b) Intégration

+oo
Théoréme 2.2.3. Soit Z fn(x) une série de fonctions réelles intégrables sur [a,b]. Si

n=1
cette série converge uniformément sur |a,b], alors on a

/bffn da:—Z/ fula

c) Dérivation

[e.e]
Théoréme 2.2.4. Soit an(:c) une série de fonctions réelles définies sur [a,b] telle

n=1
que :

i. Pour tout n € N, f,, est dérivable a dérivée continue sur [a,b].

ii. Il existe au moins un point xo € [a, b] tel que la série numérique f,(xo) converge.
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+oo
iii. La série Z fr(x) converge uniformément sur [a,b].
n=1
+o0o
Alors la série Z fn(x) converge uniformément sur [a,b] et on a

n=1
+o00 ! +o00
(Z fn> (2) =D fn(@).
n=1 n=1

2.2.4 Critére d’Abel

Théoréme 2.2.5 (d’Abel). Soient (an(x))neN et (bn(m))neN deuz suites de fonctions
définies sur X telles :
1. Pour tout x € X, an(z) est monotone.

2. La suite de fonctions (an(z:)) converge uniformément vers Q.

neN

3. IM > 0,Vz € X,Vn € N, |S,(2)| < M avec Sy, (z) = Zbk(x)
k=0

Alors la série de fonctions de terme général anb, converge uniformément sur X.

—+00 2
. . . . e +n
Exemple : On veut étudier sa convergence uniforme de la série de fonction g (—1)"——
) n=1 n
Tz +n
sur [a,b]. On pose ap(z) = ———. Alors :
n
2 2
z¢4+n+1 z*4n
i. an(z) est décroissante car pour tout = € [a,b .
TL( ) p [ ’ ]a (7’L+1)2 — n2
2 2
Lo = +n . M+n : . x*+mn
. lim sup |—5—|= lim 5— = 0, donc la suite do fonctions 5— converge
n—-+oo xe[a,b} n n—-+oo n n

uniformément vers 0.

+oo
i, | Y (-7 <2
n=0
+o0 2 +n
Donc Z(—l)”x 3 est uniformément convergente sur [a, b].
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2.3 EXERCICES AVEC SOLUTIONS

Exercice 1 : Soit f,(x) =2"Inz, n € N*, z €]0,1] et f,(0) = 0.
Etudier la convergence simple et uniforme de f,(x) sur [0, 1].

Solution : Si z # 0, alors lim f,(z) = lim 2"Inz = 0. Donc
n—-+o0o n—-+o0o
fn() 5 f(z) =0 sur [0,1].
1
fr(z) = 2" Y1 +nlnz), alors sup |fu(x)| = —fn (e_%) = —.
z€[0,1] ne
1
Par suite lim sup |fy(z)]= lim — =0. Donc
n—+oo $€[0,1} n—-+4oo ne
CU.

fu(x) — f(z) =0 sur [0,1].

Exercice 2 : Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions

2

n*x
fn(fL') = m sur [1,+OO[
Solution : Ona lim fu(z)= Ii w1
olution : Ona lim ”(x)_n—lftloom_; onc
1
fal@) = f@) = = sur [1,+ool.
L e (@
na ) — T - | = - @ @ = x).
" 1+n222 x| x(1+n22?) In
1+ 3n222

Pour tout z € [1,+o0[, ¢,(z) = < 0. Alors g, est décroissante. Ainsi

~ 22(1 + n2a?)2

sup gn(x> - gn(l)

up = T2 il découle ngrfoo | fn(x) — f(x)| = 0. Donc

Folz) <% flz) sur [1,+ool.

Exercice 3 : Soit la suite de fonctions
2"y

fnl@) = 14+ n2ng2’

1) Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions f,,(z) sur Ry
2) Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions f,,(z) sur [a, +-00[, a >
0.

. . : 2"y x
Solution : 1) ngrfoo fo(z) = ngrfoo Trna? L pna? 0. Donc
fn(z) 5, f(z) =0 sur Ry.
On a [fu(z) — f(z)] = Trnona? fo(®).
27(1 — n2"x?) 1

On a f)(z) = alors f,(r)=0& =

(1 +n2nz?)2”’ Vn2n
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Done sup [f,(x) — £(@) = 1 () - LE

Il vient lim sup |fn(z) — f(x)| = 4+o00. Donc

n—-+0o00 z€R

cU
fa(x) /= f(z) =0 sur R;.

2) On a fp(x) 5 f(z) =0 sur [a,+o0].
1 < 1 vient 2" < 2" 1
il vien =—.
1 + n2na? ) nQ”xi 1+ n2m22 = n2ng? 71L:U
Par suite |f,(z) — f(z)] < — < — donne sup|f,(z) — f(z)] < — — 0 quand
nr ~ na na

- r<a

Pour tout z > a :

n — +o00. D’ou
fn(x) aq, f(x) =0 sur [a,+oo].

Exercice 4 : Soit la suite de fonctions f,(x) = e "* cos(nx).

1) Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions f,(z) sur R,
2) Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions f,,(z) sur ]0, +oo]
et sur [1,+ool.

0 six#0
1 sixz=0.

Donc f, CLA f sur R,. Les fonctions f,, sont continues sur Ry et f n’est pas continue
cU

sur Ry, alors f, /= f sur R;.

2) Sur R%,ona lim f,(z)= f(z)=0, donc f, 5 f=0 sur]0,+4oo[.
n—+oo

Pour tout € R% : sup,~q|fn(z) — f(x)] > €| cos(nx)].

n—-+o0o

Solution : 1) On a lim f,(z) = f(z) = {

2
Pour zp = e R*, on a sup | f(v0) — f(w0)| > e 2" Donc lim sup|fn(z) — f(z)| #
n z>0 n—+00 30

cU
0. Ainsi f, /= f sur RY.

Sur [1,4+o0[: fp 5, f=0,etsup,q |fn(x)— f(x)] =€ ™| cos(nz)| <e™ <e" —
0 quand n — +o00. Donc f, <% f=0 sur[1,4o0].

+oo —nz
. o . . L . ze
Exercice 5 : Etudier la convergence simple et uniforme de la série de fonctions Z i
‘= Inn
sur X = [a,b] ota >b> 0.
Solution : On a
rxr>a = —nr<-—-na
:> e—rw S e—na
= ze ™ <ge ™
xe*’ﬂ.’ﬂ .,Befna
= < .
Inn Inn
) ) Te T e~ ne be—"na
Comme z < b, il vient < < =U,.
Inn (ln 7%) 1 Inn
) U, ) be~(ntlalnn Inn
On a lim " m ———— b ™ =% = ¢% < 1. Donc la
n—-+oo n n—-+o0o ]n(n —+ 1) ln(n + 1)
+00 +oo e nE
série numérique Z U, est convergente. Par conséquent, la série de fonctions Z
nn
n=1 n=0

converge normalement sur [a, b] et par suite elle converge uniformément sur [a, b].
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+oo
Exercice 6 : 1) Etudier la convergence simple sur R de la série de fonctions Z eV,
n=0
2) Etudier la convergence simple, uniforme et normale sur Ry de la série de fonctions
+oo

Y T
142 n?’

n=1
. . —zvn oo six<0 L. .
Solution : 1) Ona lim e = . Donc la série est divergente.
n—-+00 1 sixz=0.
Siz >0, alors lim nleVn = 0, donc la série converge simplement sur R.

n—-+0o00
n

. 1- 1—y
2) Siz >0, alors —1 < <lcar =1 < —= < 1lavecy>0.
1 1+y

+ "
—+00
1 1—2z" 1 1 1—2™ 1 1
Donc —— < ——— < — c¢a-d |———| < —, d’autre part — est conver-
n? " 1+ann? " n? ‘1—1—3:”712 ~ n? P ;nz

14 2™ n?

mément et simplement sue RT.

—+o00
1—2" :
ente alors — converge normalement, par conséquent elle converge unifor-
)
=1

Exercice 7 :

1) Etudier la convergence simple, uniforme et normale sur R, de la série de fonctions

+o0o
nac2

n3 + a2’
n=1

2) Etudier la convergence simple, uniforme et normale sur [0, a] de cette série avec a > 0.

Tlﬂ?Q

P On a pour tout x > 0,
x

Solution : 1) On pose f,(z) = 3

na’ 22 too 2
. . . _l’_
—5 5 < —5- Puisque E —5, alors la série converge simplement sur R™.
ne+x n n
n=1
n
ka?
On pose Sy, (z) = ———.0Ona
n(7) k3 + x2

k=1
n ka2 0 ka2
Su(@) =S@)| = |d 5= F
‘klk +x k:lk +9:’
= |for1 (@) + fare(x) + -
> | fagi(z)].

vV

1 2
On a |fuyi(x)| = m < SL;IS|Sn(SC) — S(z)|. Pour = n + 1 on trouve
x>

.oon+1l .
=1< — .

Alors lim sup|S,(xz) — S(x)| # 0, par conséquent la série ne converge pas uniformé-
n—-+o0o >0

ment sur R* donc ne converge normalement sur R*.

na? z? a? X a2
2) Pour tout z < a, on a =5 < 3 < . Puisque g —5 converge alors la série
n° +x n n n
n=1
+o00 ’I’LZE2
E R converge normalement sur [0, a], par conséquent elle converge uniformément
n’ +x
n=1

et simplement sur [0, al.
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Exercice 8 : 1) Montrer que la série de terme général ne™"

[1, 4+o0l.

* converge unifomément sur

b
2) Soit S(x) la somme de cette série. Calculer / S(z)dzr avec 1 < a < b.

Solution : Pour tout z > 1, on a

De plus on a lim

par conséquent E ne

[1, 400l
2)On a

n—-+o0o

+oo

n=1

Un+1

n

nr

ne>n = e <e”

= ne " <ne"=U,.

n+1

m  ——
n—+oo entl

n
1
xe—:f<1,d
n e

+00
onc g U, est convergente,

n=1

converge normalement et alors converge unifomément sur

/ab S(z)dx

b +oo
/Zne_”xdsv
a p=1
+oo b
Z/ ne” "dz
n=1v%

+o0




Chapitre 3

Séries entiéres

3.1 Généralités

Définition 3.1.1. On appelle série entiére de la variable complexe z ou (réelle x) une
série de fonctions dont le terme général s’écrit :

fn(2) = anz" ou (fu(x) = apz™), n €N,

ot a, sont appelés les coefficients de la série.

+oo
Théoréme 3.1.1. Soit Zanz" une série entiére. Il existe un nombre R > 0 fini ou

n=0
non tel que :

1. Si|z| < R, la série est absolument convergente.
2. Si|z| > R, la série est divergente.

R est appellé la rayon de convergence et il est définit par :

1 1
R=———— ou R=——+——.
. n . a
lim {/|an| lim | n+1]
n—+oo n—+0o Gy
+0o0
Preuve. On applique la régle de Cauchy a la série Z anz". On a
n=0
¢ = lim {/|a,z"|
n—-+00
— 1' n
2] lim /]
2l
= |z]=.
R
+oo
Si|z| < R, on a ¢ <1 et la convergence est absolue de Z anz".
n=0
Silz| > R, on al >1 et la série diverge.
+00
Lemme 3.1.1 (d’Abel). S’il eziste zo tel que la série Z anzy soit bornée, alors la série
n=0
+oo
entiére Zanz” est absolument convergente pour tout z tel que |z| < |zo].
n=0

41
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3.2 Disque de convergence

Soit R le rayon de convergence d’une série entiére. Le disque de convergence est définie
par :

1. Dr={2€ C:|z| < R} quiest le disque ouvert.

2. Dp={2€C:|z| <R} quiest le disque fermé
Dans le cas réel, on a U'intervalle Dp =] — R, R| est appellé I'intervalle ouvert de conver-

gence. L'intervalle Dp = [~ R, R] est appellé I'intervalle fermé de convergence.
Exemple : On veut calculer les rayons de convergences des séries suivantes :

X am X am =X
ny g 2)> o 3) o
n=0 n=1 n=1
|
1) li (ln+1‘ = lim ——— = lim =0, alors R = 4o00.
n—oo | ap n——4o00 (’rL + ]_)' n—+o00 (’n, + 1)
2
2) 1 Intl) = i = 1, alors R = 1.
n—+oo | ay, n——+o0o (n + 1)2
. An+1 . n2n 1
1 =1 ——— = —,al =2
3 T et T g Al

“+o0o
Théoréme 3.2.1. Soit E anz" une série entiére de rayon de convergence R. Pour

n=
tout r vérifiant 0 < r < R, la série est normalement convergente dans le disque fermé
D,.

3.3 Opéations algébriques

“+o0o “+oo
Soient Z anz" et Z b,z" deux séries entiéres. On note R et R’ leurs rayons de conver-
n=0 n=0
gences et f(z), g(z) leurs sommes.
+00
Soit la série Z aan,z" + Bbyz", on note R” sa rayon de convergence.
n=0
+oo
La série entiére Z aapz" + Bbyz" converge absolument pour |z| < min(R, R').
n=0
+oo
Si R # R/, alors R” = min(R, R') et Z an 2" + Bby2" = af(2) + Bg(z).
n=0

3.4 Propriétés analytique

a) Continuitée
+00
Théoréme 3.4.1. La somme d’une série entiére Zanz” de rayon de convergence
R # 0 est une fonction continue de z & l'intérieur dgji(;sque de convergence ( pour tout
|z| < R).
+o00
Théoréme 3.4.2 (continuité d’Abel). Soit Zanz" une série entiére de rayon de

n=0
—+00

[e.e]
convergence R. Si la série numérique E anR" converge alors g anz" converge uni-
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formément sur [0, R] et sa somme est continue sur ce segment et on a
“+o0o “+oo
lim E anpx" = g a, R"
z—R
n=0 n=0

b) Dérivée
+00

Théoréme 3.4.3. Soit Z anz" une série entiére de rayon de convergence R. Soit f(z)
n=0

la somme de cette série dans le disque ouvert de convergence. La fonction f est dérivable
+00

et sa dérivée est la somme de la série entiére E nanz""1 dont le rayon de convergence

n=1

est égale a R.
c) Primitives

“+o0o
Théoréme 3.4.4. Soit E anx™ une série entiére de rayon de convergence R. Soit
n=0
f(z) la somme de cette série dans l'intervalle ouvert de convergence. La série entiére
+oo +oo
Qp, n41 . . N L . 5N n A
n lm obtenue en intégrant terme a terme la série entiere apxT” a méme
n
n=1 n=0
intervalle de convergence | — R, R| que la série donnée et la fonction somme est égale

lintégrale / f(t)dt.
0

+oo
Exemple : Soit la série Z " = avec R = 1. Alors

= 1—=x
+o0 1
Znﬂ?nil = m, avec R =1.
n=1
+oo l,n—i—l
Z =—In(l —z), avec R = 1.
n+1
n=0

3.5 Deéveloppement en série entiére

Définition 3.5.1. Soit f(z) une fonction définie dans un voisinage D de l’origine c-a-d
une partie contenue dans C qui contient un disque de rayon strictement positif, centré
a lUorigine. On dit que cette fonction est développable en série entiére dans D s’il existe

+oo
une série entiére E a,z" de rayon de convergence non nul, dont elle est la somme dans
) n=0
D et on écrit :
—+00
Vze C: E anz" = f(z).
n=0

Définition 3.5.2. Soit f:] — 7,7[— K = (R ou C), on dit que f est développable en
série entiére s’il existe une suite (an)nen tel que :

+oo
Vze D;: f(z) = Zanz”.
n=0
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Définition 3.5.3. Soit f :] — 7,7[— K = (R ou C) telle que f € C°(] — 7,7[) c-a-d
F(0)

n!

“+oo
[ est indifiniment dérivable. On appelle Z " la série de Taylor associé a f

n=0
dans | — 1, 7][.

Définition 3.5.4. Soit f :] — 7,7[— K = (R ou C). Si f est développable en série
400

entiére c-a-d Vzx €] — 7, 7[: f(x) = Z anz™ alors
n=0

1. feC>®(]-rr1|.
F(0)

+oo
()
n! .

2. VneN, a, = ‘
n!

et on a f(z) =

n=0

Théoréme 3.5.1. Soit f € C™(] — 7,7[). On suppose qu’il existe une fonction g :
| =7, 7[— K= (R ou C) continue telle que

Vn e N\Vz €] — 7, 7[: |f™(2)] < |g(a)],

(n)
10,

+oo
alors f est développable en série entiére et f(x) = Z
n!

n=0

Remarque : 1) Si g(z) = M € R" alors Vn, Vz |f™(z)] < M.
2) La condition est sufisante et n’est pas necessaire c-a-d

<~ f™(0)
f(z) = Z T:U” n’implique pas | f™ (z)| < M.
n=0 ’
400 on
Exemple : Soit f(x) = Z—'a:" On a f™(0) = 2" par conséquent f™(0) n’est pas
n!
n=0

bornée.

3.6 Développement des fonctions usuelles

[ — 2 n
].—‘/I:

" x? "
ef=1424+—+--4+—+---

2! n!

3 n
S z (-1) 2n+1
51nx—x—§++mx + -

2 n

x (=" ,

—1—" 4. n

Ccosx 2!+ +(2n)!x +
th:x—i-mj—i—---—i—;xQn'H—l—---

3! (2n+1)!

2

1

Chx:1+$—+-~—|—7x2”+---

2! (2n)!
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3.7 EXERCICES AVEC SOLUTIONS

Exercice 1 : Calculer le rayon de convergence.

1) fn(z) = <1n++2;ii> 2", 2) fu(z) = (14 in)2"

) 1+42ni\" 1+ 2ni [1+ 4n?
Solutlonzl)Onaan:<n+2i> , AV an| = nrai |l =V o ©
1

lim = {/|ap| =2. On en déduit que R = —.
n——+00 2

141 1 1 1)2
Onaa, =1+ in. nt1| _ +z(n.+ ) _ +(n+1)

an 1+1in V1+n2
1 1)2

lim = Vit 1)? = 1. On en déduit R = 1.

n—-+oo 1 —|—TL2

Exercice 2 : 1) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére suivante :

too . 220+l
;(_1) (2n—1)(2n+ 1)

2) Si l'on note f(z) la somme de cette série a U'intérieur du disque de convergence, on
demande de déterminer le domaine de continuité de la fonction f.

oo (- 1)n+1
3) Calculer f(z) et en déduire la valeur de la somme g > T
2n—1
Solution : lim Antl] — Jim 22 =1,dou R=1.
n—+oo | ap n—+o0 2n + 3

Etudions la convergence aux bornes, en posant zg = £1. La série est alors absolument
convergente.

1 1
En effet |fn(x0)| = G DEn <) ~ e Il y a convergence uniforme de la sé-
rie sur |z| < 1. Le domaine de continuité¢ de la série est D = {z € C/|z| > 1}.
oo p2ntl oo 220+l p2ntl
—1)n =S (1
;( Ty oy ;( S Tor— +Z 2201 1)
0 2n+1 2 too 2n—1
x x x
Z(_l)nz(m —1) 2 2 (=" (2n—1)
n=1 n=1
d [ p2n—t = 1
On a e ;(—1)"(2n_1) = nz_:o(—l)”x% =112 intégrant, on obtient
oo 2n—1 oo 2n+1
x d x 1
)2 — arctanz. De la méme facon —— —1)n - -
nz:l( ) on=1) arctan 2. De la méme fagon —— <nz:1( ) (2n—|—1)> 22
too p2n+l T 22+l
D’ou par intégration Z(—l)"m = arctan x—z. Il vient Z(—l)” Gn=1En <) =

n=1
1
5((1 + 2%) arctanz — ), |z| < 1.
La fonction f est continue sur [—1,1], elle I'est en particulier au point = = 1, la série

numérique donnée a pour somme la valeur f(1).
too ( 1)n+1

P
an2 -1 4
n=1
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Exercice 3 : 1) Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes et

o0 ) 400 (n2 + 1)
calculer leurs sommes : 1) g n°z", 2) g "
n!
= n=0

Solution : 1) On trouve R =1. On a

—+00 —+00 1

E " = = g Y e —
_ )2

n=0 n=1 (1 .T)

400 92
n—2 __
n=2
+00 oo
D’autre coté, Z n(n—1)x Z n?z" 2 Z nz" 2. Ainsi
n=2

2

ZnQ n—2 _ 1—x +Z2n:p , par suite Zn = 1_36)+Z2nm Donc
n= n=
Zn 1_1 +Z7’Ll‘ D’ou

x? T r“+x
Z” 1-3:) LN TR A

Méthode 2 : On a n?z2" = 2%(n(n — 1)2"2) + z(nz™ 1), alors

+oo +oo +oo
Z n?z" = x? Z n(n—1)z"2 4z Z na™ 1!
n=0 n=0 n=0

- 212 x

R R e
2+

(1—a2)*

2) On trouve R = +o00. On a

400 2 +o0 +o00
ng() P nz_on—llx +Zn'x
B o (n—1) n‘
+00 1 +o0 1 +001
_ n n - .n
= 2 moa® +Z(n—1)!x T2

n=0 n=0 n=0

= 2 i" L "2 4y f b "4 Z ix”
= (n —2)! o (n—1)! n!

= (2®4z+1)e"

“+o0o

Exercice 4 : 1) Montrer que la série Z an est convergente.

n
n=0

2) Calculer la somme de cette série.
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. n3™ 1 .
Solution : 1) On a ngrfoo W =3 < 1, alors la série est convergente.
X g X
2) Le rayon de convergence de la série E — est R = 1. D’autre part, on a E — =
n n
+oo
1 3
—In(l —z), d’on — =1In_.
n3" 2
n=0

Execice 5 : Développer en série entiére les fonctions suivantes :

1
— In(2 b — 2-7° - -
Solution : On a
n 1 "
In(2+o) =2+ (1+5) =2 R=2.
a)ln(2+2z) =In2+In n —1—2 an
oo 2,.2n
—1)"e*x
b 2—x2: 2' —x2: ( R = )
)e e“.e Z @l +o0
1 " 1 1
= = .0
C)x2—3ac+2 (x —1)(z — 2) 1—33+;1:—2 na
1 X
= Zx", R=1.
-T n=0
+oo +oo
1 1 1 T\" ™
= - =-—c = == —, R=2
r—2  2(1-%) 2}%(2) ;_%2%1’
DOHCWZ( 2n+1> n’ R=
+oo
Exercice 6 : 1) Déterminer les séries entiéres de la forme f(x Z apz", dont la
n=0

somme est solution de ’équation différentielle
xy" + vy +xy =0.

2) Donner le rayon de convergence des séries obtenues.
3) On appelle Sy la série obtenue pour ag = 1. Montrer que l'on a

1 T
So(z) = 77/0 cos(z sin 0)d6.
+o0

+o00 +o00
Solution : Onay = Z anx”, y = Z napz™ Ly’ = Z n(n—1)a,z" 2. On reporte

n=0 n=1 n=2
dans I’équation différentielles, on identifie les coefficients de z™ et les premiers termes.
On obtient

n2ay, = —an_2, a1 =0, ag- - - (3.1)

(=1) a0
22 (p!

gence, déterminé par la régle de d’Alembert & partir de la relatlon (3.1), est R = +o0.
Les solutions de I’équation différentielle développables en série entiére sont les sommes

des séries
2p
( ) , T €R.

Les termes de rang impair sont tous nuls, et on a ag, = . Le disque de conver-

-1 prp

Z 05715 2 (p aozao
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(

()"

Pour tout = et 6, on a le développement en série entiére en = de la fonction u(z, ) =
cos(z sinf), donné par la formule connue

+oo
_1)P
2) La série Sy est définie par Sy(x) = Zao ( '))2
p!
p=1

X (=1)P(2sin )P
u(x,0) = cos(zsinf) = Z“O( 1) ((Qp)! 0)

—1)P(zsin )P x|?P

on o | S GsmO” |l _
(2p)! (2p)!

entiére convergente pour tout x, la convergence de la série développée de la fonction

est uniforme par rapport & 6. On peut donc intégrer terme a terme la série de fonctions
(—1)P(zsin 0)%

Vo(z). Or V,(z) est le terme général d’une série

de terme général par rapport a 6. Il vient

(2p)!
/oﬂcosmine)de - /O :Z:O::(l)p((;ps)i!ne)% p
_ i;: ([ o)

) +-O:<_<12)p>'< /O“(Sin9>2pd0>

™
On retrouve les intégrales de Wallis, c-a-d I, = / (sin 0)?Pdf, sa valeur est
0

1.3...(2p—1) (2p)!
= T
24...2p 22p(pl)?2

I, =
En repportant la valeur de I, dans l'intégrale précédente, on trouve

1 T ) - Ix (—1)p$2p (2p)‘
/0 cos(ssinf)df = Z 2p)! 222 (p))2’

™
p=0

+oo
P 2P

1" : _ N\ (D
/0 cos(ssinf)df = Z P So(x).

™
p=0



Chapitre 4

Séries de Fourier

4.1 Séries trigonométriques

Définition 4.1.1. On dit q’une fonction f : R — C est périodique de période T" > 0
(ou T-périodique) si elle vérifie :

Vz € R, flz+T) = f(z).

Définition 4.1.2. On appelle série trigonométrique (réelle) une série de fonctions

+oo
E Qp, COSWnx + by sinw,x, x € R.
n=0

0t (an)nens (bp)nen €t (wp)nen sont des suites de nombres réels.

“+o00
Remarque : On a |a, coswpx + by sinwpz| < |ay| + |by|. Si la série Z |an| + |bn]
n=0

converge alors la série trigonométrique converge absolument et uniformément sur R.

“+oo

+00
o cosnx . )
Exemple : La série g 5— converge uniformément sur R car g —5 converge.
n n
n=1 n=1

Lemme 4.1.1. Soit g : R — R une fonction périodique de période 2¢ localement

intégrable, alors
a+2¢ 20
Va € R: / g(t)dt = / g(t)dt.
a 0

a+2/0 0 20 a+2/
Preuve. On a/ g(t)dt :/ g(t)dt+/ g(t)dt+/ g(t)dt.
a a 0 20
On pose t = x + 24, il vient

/aaﬁég(t)dt = /Oag(a: +20)dx = /Oag(x)dx.

a+2¢ 20
Donc/ g(t)dt:/ g(t)dt.
a 0

Lemme 4.1.2. Soit g : R — R une fonction localement intégrale. Alors
a

1. Si g est impaire alors pour tout a > 0, / g(z)dz = 0.

—a

49
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a

2. Si g est paire alors pour tout a > 0, /

—a

g(x)dr =2 /Oa g(z)dz.

Définition 4.1.3. Soit f : R — R une fonction périodique de période 2 localement
intégrable. La série trigonométrique

+oo
St(x) = % + Z ap, COS n%x + by, sin %x,
n=0

1 ¢
oaanzg/ f(t)cos%tdt, n=0,1,2,...
—L

1 0
et by, = g/ f(t)sinn%tdt, n=12,...
—L
s’appelle série de Fourier de f. De plus, a, et b, sont les coefficients de Fourier de f.

Corollaire 4.1.1. : Si f est périodique de période 2w alors sa série de Fourier est

+o0o
S¢(x) = % + Zancosnm + by, sinnax,

n=0

1 ™
ol ap = — f(t)cosntdt, n=0,1,2,...
™ —Tr

1 s
et b, = — f(t)sinntdt, n=1,2,...
™ —Tr

Remarques :

2 s
1) Si la fonction f est paire alors Vn € N, b, =0 et a,, = / f(t) cosntdt.
T Jo
2 ™
2) Si la fonction f est impaire alors Vn € N, a,, =0 et b, = / f(t) sinntdt.
T Jo

Théoréme 4.1.1. Si f est la somme d’une série trigonométrique uniformément conver-
gente sur R, alors elle est égale a la somme de sa série de Fourier c-a-d S¢(x) = f(x).

4.2 Convergence

Définition 4.2.1. Soit f une fonction définie sur un intervalle [a,b] de R. On dit qu’elle
est continue (resp monotone) par morceauz Si :

1. Elle est définie sur [a, b] sauf peut-étre en un nombre fini de points (ar)o<k<n, o =
a,an, = b constituant une subdivision de cet intervalle.
2. Pour tout k la restriction de la fonction a lintervalle ouvert |ag, ag+1| coincide

avec une fonction continue (resp monotone) sur l'intervalle fermé [ay, ag+1]-

Remarque : La fonction f admet en tout point y de [a,b] une limite & droite et une
limite & gauche. On les notent

lim f(z)=f(y+0) et lim f(z)=f(y—0).

z—yT Ty~

Définition 4.2.2. Soit f une fonction définie sur un intervalle [a,b]. On appelle dérivée
a droite ou dérivée a gauche de f en xq, les limites, si elles existent notées :

lim f(zo+h) = f(zo+0) — P20 +0), lim f(zo—h) = f(zo—0)
h—0Tt h h—0— h

= f'(xo —0).
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Théoréme 4.2.1. Soit f une fonction définie sur R, 2mw-périodique, intégrable, si elle
vérifie de plus l'une ou lautre des conditions suivantes :

a. Elle est monotone par morceauz.

b. Elle est continue par morceaux et admet en tout point une dérivée a droite et une
dérivée a gauche.
Alors
1. La série de Fourier de f converge pour tout x et on a Sy(x) = w.
2. La convergence de la série de Fourier de f est uniforme sur tout intervalle [a, b]
on
. f est continue dans le cas a.
. f est a dérivées bornées dans le cas b.
Corollaire 4.2.1. Soit f une fonction définie sur R, 2w-périodique, continue, a dérivée
continue par morceaur, sa série de Fourier est normalement convergente sur R et sa
somme y est égale a f :Vn e R, Sp(x) = f(x).

4.3 Formule de Parceval-Plancherel

Théoréme 4.3.1. Soit f une fonction définie 2w-périodique, intégrable, ses coefficients
de Fourier réels vérifient les relations suivantes appelées égalité de Parseval :

Ls +Z\an12+rb|> / f ()|

Exercice : 1- Développer en série de Fourier la fonction 27-périodique définie sur I'in-

0 sizeg|—m0
tervalle | — 7, 7] par f(x):{ 1 Si;pe}o 7. |

2- Etudier la convergence en déduire les Valeurs des sommes de séries numériques sui-

400 (_1)k +o0 400 1)k+1
tes :
vantes kZ:OQkJrl’ kz_:(%ﬂ Zk?’ ; k2

Solution : H On calcule tout d’abord les coeflicients de Fourier.

sinnx —O, n;éo

1
ap = — f(x) cosnxdr = / cosnxdxr =
- T Jo no 1o

1 (7 1 (7
ao—/ f(a:)dx—/ dr = 1.
T Jo T Jo

1 [ L ("
b, = — f(x)sinnxdr = / sin nzdr = [—
T J_ ™ Jo n

s
On en déduit I'expression de la série de Fourier suivante :

cosn:n}7r o l=(=)"
0o nm

400 n
S¢(x) = % +Zwsinm¢.

nm
n=1

Il y a la convergence simple mais non absolue. En effet la série Z 2 |bn| diverge.

+o0o .
1 2sin(2k + 1)n
Sf($)_2+; (2k + 1)

On peut dire que pour tout x réel, on a

fz+0)+ f(z - 0)
2

Sy(x) = (4.1)



52 CHAPITRE 4. SERIES DE FOURIER

Y

pour z = g, f(z+0) = f(x —0) =1. On remplace dans I’équation (4.1), on trouve

L1 ++§ 2sin DT e X 1)k
2 & (2k+D)r 2 w2kt
Donc N
oo
S i
— 2k+1 4
- Utilisons la formule de Parseval-Plancherel
+oo
1 [7 9 1 [ 1 4
- d = — d = = — N —
Ny R R R e
On en déduit
= (2k + )2 8
On pose
+oo +o0o 400 9
1 1 1 S
S = Z 2 = ) Z 5 = —+ —.
pe =22 S (p+1)? 408
2
Donc S = —. On a
LRI S S S S T
2 = 5 oo = o — )
el p=0 (2p +1) st (2p) 8 4°6
e k+1 2
(-1) ™
Donc ; T

4.4 Série de Fourier complexe

Soit f une fonction 27-périodique intégrable sur R. On a

+00
f(z) = % + Zan cos nx + by, sinnx.

n=1
I1 découle :
einx 4 efinm einx _ 67inz
apcosnx + bpsinnr = a,| ——— | +b, | ——
2 21
ein:): + efinm einm o efin:p
() ()
_ an — iby, gine 4 an + ib, pine
2 2
—1b 1)
Si on pose ¢y = %, Cpn = % et c_, = an;ﬂ, alors la série de Fourier complexe

de f est la série définie par :

+00 oo

f(z) =co+ Z (cne™ +c_pe™™) ou Sp(z) = Z cne™

n=1 n=-—o0o
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1 2T )

ou Cp = 7 f(z)e " dx, n € Z. On appelle C,, les coefficients de Fourier com-
T Jo

plexes de f.

Remarque : Les coeficients de Fourier vérifie la relation suivante :

—+00

2w
> (G = 5 [ @) s

n=—oo

ou

2 -~ 2 2 Lo 2
c Cn C = — x)|“dzx.
o + 3 (CnP +1CuP) = 5 [ 1#(@)
n=1
Exercice : 1) Développer en série de Fourier la fonction f, 2m-périodique définie par
f(x) = €% pour |z| < 7, avec a € C/Z.
2) Etudier la convergence de la série de Foirier vers la fonction, et si a est réel, montrer

que
2 +oo 1

Solution : 1) La fonction f est a valeurs complexes, 2r-périodique & dérivées continues
par morceaux. On calcule ses coefficients de Fourier complexes. f(z) = €'**, a € C/Z.

™ T i(a—n)z]™
1 i o e -

n = — v d — Z(a n)l‘d — I s .
= 2 J_. J(x)e g /_7T ‘ v 2im(av —n)

Donc
eiw(a—n)

c _ e—iﬂ(a—n) B (_1)n

sin o,

2im(a — n) - m(a—n)

2) La série de Fourier de f est uniformément convergente sur tout intervalle ot f est
continue, par le Théoréme 4.2.1, elle converge vers la fonction f si x # k.
On a

. —+oo
, sin ar e
St(x) = e = E
I T
n=-—o00

Si « est réel, la formule de Parseval-Plancherel donne
2 oo

s 1
sin e Zoo (a —n)2’

n—=——
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4.5 EXERCICES AVEC SOLUTIONS

Exercice 1 : Déterminer la série de Fourier de la fonction 27-périodique impaire, égale
a x sur l'intervalle | — 7, +7]. Etudier la convergence.
N~ (D"
2) Trouver la valeur de la somme .
) Trouver la v kzo 2k + 1

Solution : La fonction est impaire donc a,, = 0 pour tout n € N.

1 ™ ™
by = — f(x)sinnxdr = — / zsinnzdx. On fait une intégration par partie
™ J)_x m™Jo

U=z du = dz
: :> COSNT
dv = sinnxdx p = — BNt

n

2 T ™ 2(—1 n+1
Ainsi b, — 2 { [_mcos nm} +/ coS nxd:E} (-1) Donc
0 n o 0 n n

S¢(x) = Z — sinn.

n=1

Il y a convergence simple mais non absolue de cette série trigenemétrique. En effet, la
série (by) converge mais la série (|b,|) est divergente. On a pour tout z,

fa+0)+f(z—0)

S =
1 (@) 5

T T T, T
Pour z = 5y ona f(z) = 5 11 vient 5= nz_:lnsiHQ. Or
sin ™ _ 0 sin =2k

2 | (=D)F sin=2k+1.
400 k

(=D" 7

D S
one kz_o %k+1 4

Exercice 2 : 1) Déterminer la série de Fourier de la fonction 27-périodique égale a |x|
sur l'intervalle | — 7, +-7]. Etudier la convergence.
2) En déduire les relations suivantes :

+o00 1 7[_2 +o0o (71)n+1 7_‘_2 +o00 1 7[_4
2 orir=s X w T XwToy
n=0 n=1 n=1

Solution : La fonction f est monotone par morceaux et 2w-périodique. Elle est paire

donc b, = 0 pour tout n € N.

2 (7 2 (7
Gp = / f(z) cosnxdr = — / x cosnzxdz. On fait intégration par partie
T Jo T Jo

U=z du = dx
= sin nx
dv = cosnxdx p = SHnT

n

2 i T 2
Ainsi a,, = — { [Ism n:z:] - / — nxdx} = —[cosnz]|{,
™ 0 0

n n ™2
2((-™—1) 0 sin=2p

Qp = ——F— - = )
n T2 _77r(2p2+1)2 sin=2p+1.



CHAPITRE 4. SERIES DE FOURIER 95

2 ™
D’autre part, ag = / rdx = .
T Jo

On a donc la série de Fourier de f qui s’écrit

cos(2p+ 1)z
Se( =5~
5@ Z (2p +1)2

Cette série est normalement convergente sur R. Elle converge vers la fonction f d’aprés
le théoréme de Dirichlet.

2) La fonction étant continue, la somme de la série de Fourier est exactement égale a la
fonction en tout point de R. En particulier prenons x = 0. il vient

— (2n+1) 8
n+1 +OO( 1)n+1 1 +oo 1
OnaZ Z Z R P R DI
n=1
1)n+1 1 i 1 7r2
On en déduit nzl —— = 5 E 13 La derniére relation découle de I’applica-
+o00 1 7T4
tion de la formule de Parseval-Plancherel. On a Z m =%
En separant partle pair et impaire, on obtient
+00 1 ~+00
gn“ Z 2p+1 pzl(gp)z_pZ@]H_ 242 1
4 - —.
=n 90

Exercice 3 : Soit f la fonction 27-périodique égale & 22 sur l'intervalle [—7, +7|.

1) Déterminer sa série de Fourier, et donner la somme de la série pour toute valeur de

x réel.
+o0 1 71'2
2) Trouver la relation — = —.
) v nz:l n2 6

Solution : La fonction f; : # — z? étant paire, on a fi(—7) = f1(7). On la tronque
entre —7 et m, pour définir la fonction 27- périodique f, qui est donc continue et paire.
1) Le développement en série de Fourier de f ne présente que des termes pairs. On a

2 ™
donc b, = 0, pour tout n € N. Pour a,, = — / z? cos nzdz,
T Jo

{UZZUQ {du:2xda:
=

dv = cosnxdx v = %

9 . T T 4 [T
P { [x251nnx] _ 2/ xsmnafcm} = / z sin nxdz.
T n nw Jo

n
T 4(—1)"
Le changement donne a,, = { [ €08 n;l: + / cosn dx} — u
0
22

n

2 (7 2
Pour n =0, ag = — dr = —.
™ Jo 3
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La série de Fourier s’écrit

2

LR G
Sf(x):?—l—élz 5 COSTA.

n=1

Cette série est normalement convergente (en effet (|a,|) converge), donc uniformément
convergente sur R, elle converge vers la fonction f en tout point, car f est continue.
2) Pour trouver la valeur de la somme demandée, il suffit de prendre x = 7 dans 1’égalité

précédente. On a
DI (R
n? 4 3) 6

n=1

Exercice 4 : Soit f la fonction 27-périodique égale a 22 sur l'intervalle [0, 27[.

1) Déterminer sa série de Fourier, et calculer sa somme pour z = 0.
2) Que dire de la convergence de Sy 7

Solution : La fonction que 'on développe ici est monotone par morceaux et 27-
périodique. Elle n’est pas ni paire ni impaire, nous calculons les coefficients de Fourier
réels par partie en effectuant deux changement de variables successifs.

1 2w 8 2
ao:/ xde:l.
0

T 3
1 21
2
ap = — r“ cosnxdx,
T Jo

u = x2 N du = 2xdx
dv = cosnxdx p — sinne

n

1 ,sinnx 2 2T ginnax -9 [
an = —< |x -2 T dr » = — x sin nxdzx.
T n 0 0 n nm 0

Le changement de variable donne
-2 cosnr2m 2 cosnx 4
anp = — |:_x :| + d$ = 72
nmw n lo 0 n n

1 2r
/ 22 sin nad,
™ Jo
x2 { du = 2zxdx
1
T

b, =

u =

dv = sinnxdx v = —SOSNT
by,

n
2 2 —
{[_xzcosnx] ﬂ+2/ xcosnxdx} _ 477.
n 0 0 n n

2
On vérifiera que T

COS NI
dz = 0.

n
On écrit donc la série de Fourier de f,

o0
St(x) = 477r2 +:§1 (;2 cosnx — étjsinn:n) .
La série est convergente, la fonction f faisant partie de la premiére classe de fonctions.
On a 5y(a) — 1@ 0TS -0)
[a,b[C]2km,2(k + 1)7].

Autrement dit, Sy(z) = {

, et la convergence est uniforme sur tout intervalle

22 x # 2%kmw
22z = 2km.

Exercice 5 : Soient f et g deux fonctions 2m-périodiques définies par f(xz) = x et

g(x) = sin% sur l'intervalle [0, 27].
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1) Déterminer le développement de f en série de Fourier complexe et donner les domaines
de convergence uniforme de cette série vers la fonction f.
2) Déterminer la série de Fourier complexe de g, étudier sa convergence et en déduire

“+oo

1
la valeur de la somme E —5 -
. dns —1
n=

Solution : La fonction f dont on cherche le développement en série de Fourier est 27-
périodique, continue et indéfiniment dérivable par morceaux. Ses coeflicients de Fourier

1 2pt )
complexex sont de la forme ¢, = o xe " dzx. Le changement de variable pour
T Jo
2 27 2
e . U=1 du = 2xdx 1 1 |z
”¢08“mt{dv=smnmm :?{1w=%?” “©= 5 ), “”‘-mr{a]‘

.

1 { |: $einx:| 27 /271' ein:p } 1
en =14 == + | Sdrp=——.
27 in |, o in m

+00  ing
On en déduit Sy(x) = 7 — E e, , que l'on peut écrire sous forme réelle Sy¢(x) =
n

n=—oo

Sur tout intervalle fermé borné inclus dans |2k, 2(k+1)x[, k € Z, la série Sy(x) converge
uniformément vers f.

2) La fonction g est 2w-périodique continue par morceaux, & dérivées continues par
morceaux.

Ses coefficients de Fourier complexes sont données par

2m ) 2m T ) 1 2m ( 1) ( +1)
Cp = z)e "dy = — sin —e~"dy = — e "\nT)T _ o T ) B dg
" /0 9() o7 Jo T2 Gir )y | )
B -1
C21(n2 - 1)
1 too ein
La série de Fourier complexe s’écrit Sy(x) = “or Z -1 On en déduit la série de
T n2 —
—00 4

2 4 coSNT
Fourier réelle en regroupant les terme : Sy(z) = — — — —_—
On sait que la série de Fourier de g converge uniformément sur R car g est continue, et

que sa somme est égale & g.
+oo 1 1

En particuli =0, il vient ) —5—=_.
n particulier prenons x , 1L vien 1; 47’L2 1 9

Exercice 6 : Soit f la fonction 27- périodique impaire, définie pour tout x de I'intervalle
07 par f(x) = a(r — ).
2) Déterminer le développement de f en série de Fourier, étudier sa convergence et en

déduire la valeur de la somme
+oo n
Z (-1)
(2n+1)3

n=0

Solution : La fonction f est 2m-périodique, impaire et continue & dérivée continues par
morceaux. En effet, f(7) = f(0) = 0.
Ses coeflicient de Fourier vérifient :
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2 ™
a, = 0 pour tout n € N, et b, = / x(m — ) sin nzdx
T Jo

En effectuant des intégrations par parties utilisant les changements de variable, on
obtient

4(=1 n—1
b, = (73), les termes d’indice pair sont nuls. La série de Fourier s’écrit
7r
+oo .
8 sin(2n + 1)z
S = — —_ .
HOEEDY 2n+ 1)
n=0
.. . . 1
La convergence de cette série est normale donc uniforme sur R car la série ‘7)
(2n+1)3

converge la série converge vers la fonction.

. . ™ .
Prenons en particulier la valeur x = 5 il vient

S~y

Z (2n+1)3 T 32

n=0



Chapitre 5

Intégrales impropres

5.1 Intégrale d’une fonction sur un intervalle [a, b

Définition 5.1.1. Soit f : I — R, I est un intervalle de R. On dit que f est localement
intégrable si f est intégrable sur tout intervalle [a,b] C I. On écrira dans ce cas f €

Rioe(I).

Remarque : Je signale ici que 'étude va restreindre sur l'intervalle [a, b], mais on peut
Iélargir a d’autre intervalle de la forme (a,b) que ce soit : ouvert, fermé, semi ouvert,
bornée ou non ou privé d’un point c.

Définition 5.1.2. Soit f € Ryc([a,b]). Si lim f(t)dt existe, on dit que l'intégrale

z—=b~ Jg

b
génémlise’/ f(z)dz converge.
a

x b

Si 1ir(r)1 / f(t)dt = oo ou n'existe pas, on dit que l'intégrale généralisée / f(z)dx
T—b~

diverge. ¢ ¢

b
Remarques : - Si I =|a, b] alors 'intégrale généralisée / f(x)dx converge si et seule-
a

b
ment si lim f(t)dt existe.
z—at S
b
- Si I =] — o0, b] alors l'intégrale généralisée / f(x)dx converge si et seulement si
b —0o0
lim f(t)dt existe.
T—r—00

xT

+o00
- Si I = [a,+o0] alors l'intégrale généralisée / f(z)dx converge si et seulement si
a

lim / f(t)dt existe.

T—+00

“+oo
t
Exemple : 1) L’intégrale / " est divergente puisque
1

oo dt . T dt .
— = lim — = lim Inxz = +4+o0.
1

t z—+00 Jq t r—+00

59
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dt
V1-—1t2

1
2) L’intégrale / est convergente puisque
0

/1 dt li /w dt lim arcsi T
= lim = lim arcsinz = —.
0 V1I—12 a=1Jy J1—#2 a—1 2

Théoréme 5.1.1 (Linéarité). Soit f,g € Rjoc([a, b]) telles que les deux intégrales géné-
ralisées f;f(t)dt et fabg(t)dt convergent. Alors, pour tout o, 8 € R, l'intégrale généra-
lisée f;(af + Bg)(x)dx converge, et de plus, on a

b b b
/ (af + Bg)(t)dt = / of ()t + / By(t)dt.

) oo dt
Exercice : 1) Etudier la nature de l'intégrale / ot
1

1

B dt

2) Etudier la nature de l'intégrale / e
0

+o0
Solution : - Si a = 1 alors / - = lim [Int]] = lim Inz=+oc.
1

T—+00 T—+00
- Si a # 0 alors

oo gt T dt A 1
Z = lim g = lim 27 —1
1 te z—+oo f1 1% l—a]; 1—-a|z—=+

1 .
_ {M sia>1

400 sia< 1.

+o0
Donc / 7o CODVEIge si a > 1 et diverge si a < 1.
1

1
dt
2) Pour ’étude la nature de 'intégrale / oo On 2
0
1

- Sia =1 alors ~ = lim [Int]} = - lim Inz = 4o0.
o t z—0 z—0
- Si a # 1 alors
1 1 I—a 71
dt dt t 1
== dim [ S = - 1 - lim '
o t¢ z—=0 J, ¢ l—al, 1-a z—0

1 .
_ T—a SlOé<1
400  sia>1.

Lt
Donc / 7o CODVerge si a < 1 et diverge si a > 1.
0

Proposition 5.1.1. Soit f € Rj.([a,b]). Si ]? est le prologement par continuité de f
b b b
sur [a,b], alors/ f(t)dt converge et on a/ f(t)dt :/ f(t)dt.

1o .

sin sint
Exemple : L’intégrale généralisée / Tdt converge car 7lin% - = 1.
0 —

Proposition 5.1.2. Soit f € Rj.([a, +o0]) telle que limy_y4 o0 f(t) = £.
+oo

Si lintégrale généralisée f(t)dt converge alors £ = 0.
a
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Remarque : La contraposée de I'implication précédente est donné par : si £ # 0, alors

+oo
/ f(t)dt diverge.

1
t

=1+#0.

“+oo
Exemple : L’intégrale généralisée / et dt diverge car lim e
1 t——+o00

5.2 Intégrale d’une fonction sur un intervalle |a, b

Définition 5.2.1. Soient I =|a,b[ et f une fonction définie sur I et localement inté-
grable. On dit que lintégrale généralisée de f converge s’il existe une constante ¢ dans
la, b[ telle que lintégrale généralisée de f sur |a,c| et [c,b] convergent.

Exemple : Soit I =] — 0o, +0o0] alors

/+°° dt /0 dt N /+°° dt T
= _— = — — =T
oo 182 Jo 142y 142 2 2

5.3 Intégrale d’une fonction sur un intervalle privé d’un
point

Définition 5.3.1. Soient I = [a, c[U]c, b] et f une fonction localement intégrable définie
sur I. On dit que lintégrale généralisée de / b f(t)dt converge s’il les deux intégrales
généralisées sur [a, c| et |c,b] convergent. ‘

Exemple : On a

2 1 2
dt dt dt
/0|1—t\ 0 1—1t+ , t—1 If{l—[ n )}0+x5{1+[n( Jlo =+

5.4 Intégration par changement de variable

Théoréme 5.4.1. Soit ¢ : (o, ) — (a,b) une bijection de classe C* et f € Rio.((a,b)).
Alors (f o )¢’ € Rige((r, 8)) et on l'on a

et b7) b
/ Flp®) ¢ (t)dt = / f(z)da.
® a

“iat)

Autrement dit, si l'une des intégrales est convergente, il en est de méme de 'autre est
les deuz intégrales sont égales.

b
Exemple : On veut étudier la nature de l'intégrale généralisée / ft)dt o f(t) =
1 a
(t—a)(b—1)

b+a b—a

. On a f est localement intégrable sur |a, b[. Le changement de variable

t

raméne l'intégrale &

— [arcsinz]' | = 7.

b b dt L de
/a Ft)di = /a Vit—a)b—t) /_1 V1—a?
5.5 Intégration par parties

Théoréme 5.5.1. Soit f, g : [a,b[— R deux fonctions de classe C*. Alors

b b
/a fo'dt = lim f()g(t) ~ f(a)gla) - / Gf b (%)
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Autrement dit, si l'une des intégrales est convergente et silim,_,— f(t)g(t) eziste, alors
Uautre intégrale est convergente et on a la relation (x).

Exemple : On veut montrer que

+o0o +00 102
t t
/ st gy / .
0 t 0 t

Une intégration par parties sur U'intervalle [, ] ot € > 0, donne

sint — cost T1—cost 1—cost]” T gin? L
——dt = ——dt=|—| +2 [ —Zdt.
[ e[ e ] e [

t
Le changement de variable y = 3 dans la derniére intégrale donne

/ smtd B [1_008tr+2/§ Sinzydy.
€ t € % y

11 suffit de passer a la limite lorsque z — +00 et € — 0 pour avoir le résultat recherché,

lim [1_50”} —0.

en remarquant que

r—r—+00

e—0

5.6 Intégrales généralisées des fonctions positives

Tout les résultats données pour l'intervalle [a, b] reste vrai pour les intervalles d’autres
types.

b
Théoréme 5.6.1. Soit f € Rjyc([a,b]) telle que f > 0. Pour que l’intégmle/ fdt soit

convergente il faut, et il suffit, que la fonction

x— F(x /f

aM >0, Vz € [a,b[:/ f(t)dt < M.

soit majorée, autrement dit, si

5.6.1 Critéres de comparaison

Théoréme 5.6.2. Soit f,g € Rloc([a b)) telles que 0 < f < g Alors
b b
1) Sz'/ g(t)dt converge a,lors/ f(t)dt converge et on a/ ft)dt < / g(t)dt.

2) Sz/ f(t)dt diverge alors/ g(t)dt diverge.

a
T x

Preuve. En posant F(x) = / f)dt, G(z) = / g(t)dt, on a F(z) < G(x) quel que

a
soit © > a. D’aprés Théoréme 5.6.1 on obtient

b
/ g(t)dt converge = G est majorée
a

= F est majorée

b
= / f(t)dt converge.
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2) C’est la contraposée du prmiére résultat.

+0o0
Exemple : On veut étudier la nature de 'intégrale généralisée / e Pdt. ot a > 1.
a

Pour tout t > 1 on a et < e~t. De plus pour tout a > 1 il vient,

+oo 5 +oo
/ e Vdt < / e tdt = e .
a a

+oo
Donc l'intégrale / e P dt est convergente.
a

Corollaire 5.6.1. Soient f,g € Rloc([a, b[) etceR tel quea<c<b SiVer>e¢, 0<
fla )<g( ), alors

1) Sz/ g(t)dt converge, alors/ f(t)dt converge.

b
2) Si / f(t)dt diverge, alors / g(t)dt diverge.
Théoréme 5.6.3. Soit f,g € Rloc([a,b[) telles que f >0, g > 0. Si

lim @:k, 0<k<+4oo c-a-d (f~y kg),

t—b— g(t)

b b
alors les deux intégrales / f(t)dt et / g(t)dt sont de la méme nature.
a a

o0 dt
Exemple : L’inté rale/ —_—
P & 1 t+Vt3+1

Iy (e
EEE—_ — € — COnVerge.
t- VB 1 3 L ts

Théoréme 5.6.4. Soit f € Rloc([a,b[) telle que f > 0.

est convergente car

b b
1
1. 81 lim t*f(t) existe et non nul alors f(t)dt et / t—adt sont de la la méme
a a

t—b—
nature.

b
2. SVl existe a > 1 tel que lim t*f(t) = 0, alors / f(t)dt converge absolument.
t—b— a

b
3. Sl existe a« < 1 tel que lim t*f(t) = +oo alors / ft)dt diverge.

t—b—
oo tdt t2 1
Exemple : 1) L’intégrale /0 12 4 g5 converge car hm t2 TR
o +oo tdt , . T
2) L’intégrale ———— diverge car lim r—==1
0 th+ a2 +1 eotoo /gt 4+ a2 41

Exercice : Déterminer la nature des intégrales suivantes :

T 3
3z dt Too 43 T arctant
I :/ = 12:/ ", 13:/ Atalt i
0 sint 0 1+t 0 t

Solution : 1) On a

N‘H

1 2 dt , 2 dt :
< ——. Puisque — est divergente alors —— est aussl
nt o 1 o Sint

divergente.
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3
t§ 1 +o0 1 +oo 1
2) On a ——— ~4o —1. Dautre cote, / - = / /
1+1¢ t2 0 t2 0

converge dlverge

+o0 t%
Donc / ——dt est divergente.
0 1+t

3) Ona /+°° arctantdt _ /a aurctauatalt+ /+°° arctantdt
0 t 0 13 a

t
. . arctant . arctant

- Pour le premier intégrale, on a hr% = 1, par suite ~g 1, alors

t—
@ arctant
" dt est convergente.
0
arctant T

- Pour le deuxiéme intégrale, on a lim i = lim arctant = —

t—+oo 3 t—-+o0 2

arctant 5 N T arctan t
Donc n ~ oo %, comme — / n diverge alors / " dt diverge.
a a

arctant

Par conséquent, / dt est divergente.

0

b
dt
Corollaire 5.6.2. 1) L’intégrale / W converge st p < 1 et diverge si p > 1.
. (b—

b
dt
2) L’intégrale / 0 W converge si p < 1 et diverge si p > 1.
—a
a
E le :1) L’inté 1/5 dt vt > 1 ! < ! t
xemple : intégrale converge car : e
P & 1 Vit =1 & Vit —1 Vi—1

converge (a=1,p= = ).
L Vio1 & P=73

L 1 Int . Int 1 Pt
2) L’intégrale /3 mdt diverge car Vi > 3 : i—3) > G—1) et /3 = 1)

diverge (a = 3,p =4).
Théoréme 5.6.5. Soit f € Rloc([a,b[), f >0 telle que

}im(b —t)Pf(t) = B fini. Alors
—a

b
1) L’intégrale / f(t)dt converge sip < 1.
ab
2) L’intégrale / f(t)dt diverge sip>1 et B #0.
Théoréme 5.6.6. Soit f € Rioc(]a,b]), f >0 telle que
%im(t —a)Pf(t) = A fini. Alors
—a
b
1) L’intégrale / f(t)dt converge sip < 1.

b
2) L’intégrale / f(t)dt diverge sip>1 et A#0.

5
dt 1
Exemple : 1) L’intégrale / t—1
P ) & 1 Vit —1 Vit —1

. t—1 1
= lim = -.

t—1\ 4 —1 2

dt 1 1

diverge car lim(3 —t)

(B—t)Vi2+1 =3 B-tWVE2+1 V10

2) L’intégrale
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5.7 Formules de la moyenne

Théoréme 5.7.1 (Premiére formule de la moyenne). Soient f et g deux fonctions telles
que :

1) f est intégrable et elle a un signe constant sur [a, b].

2) g est continue sur |a,b].
Alors il existe ¢ € [a, b] tel que :

b b
[ st =gt [ rae

Théoréme 5.7.2 (Second formule de la moyenne). Soient f et g deuz fonctions locale-
ment intégrables sur [a,b] a valeurs réelles. f est positive et décroissante. Alors, il existe
c € [a,b] tel que :

b C
| st = sa) [ sae

5.8 Intégrales généralisées des fonctions de signes quelconques

5.8.1 Convergence absolue et semi convergence
b
Définition 5.8.1. Soit f € Rjoc([a,b]). On dit que l’mtégmle/ f(t)dt est absolument

b
convergente si l'intégrale / |f(t)|dt est convergente.
a

T co cost 1 teo
Exemple : -5 dt converge absolument car | <5 et 5 —dt
. 241 2+1| - 2+1 ), 241

2
converge.

Théoréme 5.8.1. Soit f € Rloc([a,b[).
b b
Sz’/ f(t)dt converge absolument alors/ f(t)dt converge.

b
Définition 5.8.2. On dit que [lintégrale / f(t)dt est semi convergente si elle est
convergente sans étre absolument com)ergentg.

sint

t

sint

T gin ¢t Foeo Foo
Exemple : / Tdt est semi-convergente car / Tdt converge et / dt
0 0 0

diverge.

5.8.2 Critére d’Abel
Théoréme 5.8.2 (d’Abel). Soit deuz fonctions f, g € Rloc([a,b[) telles que :

i. [ est monotone.

i, lim f(x) = 0.
z—b

iii. Il existe k > 0 tel que Vx € [a,b]:

X
/ g(t)dt‘ < k.
a
b
Alors l’mtégmle/ fgdt est convergente.
a

Corollaire 5.8.1. Soit f,g € Rioc([a,b]) telle que :

i) f est monotone.
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it) f est bornée sur [a,b].

b
i11) / gdt est convergente.
a

b
Alors l’intégmle/ fgdt est convergente.
a

sint

+00
Exemple : On veut étudier la nature de 'intégrale / tTdt avec p > 0.
1

1 L. .
On pose f(t) = >’ alors f est décroissante et tl}{&—noof(t) =0.
x
De plus / sintdt = |cos1 — cosz| < |cosl|+ |cosz| < 2.
1

) T gint
D’aprés le Théoréme d’Abel I'intégrale / tTdt’ p > 0 converge.
1

5.9 Valeur principale de Cauchy

b
On peut aussi définir, par analogie, la valeur principale de Cauchy v.p. / f(t)dt,
a

ou f est continue sur [a, c[U]c, b] avec %im f(t) = oo, par
—C
b c—e€ b
V.p./ f(®)dt = lim [/ ft)dt + f(t)dt] .
a =0 [ Ja cte

2 —e 2 2
dt 1 1 1
Exemple : V.p./ —dt =1In2 car/ dt+/ dt:/ —dt =1n2.
Lt Lt ot Lt

Définition 5.9.1. Soit f: R — R localement intégrable. La limite

+o0 +R

.D. = 1
v.p . ft)dt Gl . f(t)dt
+oo
est appelée valeur propre principale de Cauchy de / f(t)dt.

Remarque : On observe q’une intégrale peut étre divergente alors qu’elle converge au
sens de la valeur principale de Cauchy.

T4+t 1+t 1
+ 5 dt diverge car T + ~4ioo —, Mais

E le : L’intégral — —
xemple in egrae/ 111 e ;

—00

v.p. / ——dt = lim —dt + / ——dt = lim arctan R = .
oo 1412 R—too J_p 1+1¢2 _p 1412 R—+o0
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5.10 EXERCICES AVEC SOLUTIONS

Exercice 1 : - Déterminer la nature des intégrales suivantes :

+oo +oo +oo 1
1)/ e “dx, 2)/ %dw, 3)/ ln—xd 4)/ In xdx
0 o (2 +1) 1 0

“+o00

5) /01 ﬁdx 6) /_OO T da.

- Calculer leurs valeurs lorsqu’elles sont convergentes.
+oo
Solution : On a 1)/ e %dr = lim [—e *)f = lim (—e "+ 1) = 1, alors cette
0 t—+o00 t——+o0

série est convergente.

oo 1 I 1 1 1

2)/ %dm = lim — |- = lim - |1—-—5——| = =, alors cette
0 ($ =+ 1)2 t—+oo 2 2

série est convergente.

too 1 1
3)/ % gr = lim “[(Inz)?)} = lim §(ln t)? = 400, alors cette série est diver-
1

T t—+o0 2 t—+o0
gente.
1
4) / Inzdz = lim[zInz — x|} = lim(—1 — ¢tInt +t) = —1, alors cette série est conver-
0 t—0 t—0
gente.
1 €
1-1 1 lne—1
5)/ CUQd:L’—/Hd:r—hm In(l —z)+ i
0 (1—2x) o (I—x)? e—1 l—z|, 0 €

400, alors cette série est divergente.

400 0 +oo
6)/ e Pdr = / e “dx —l—/ e %dx = lim [—e )9 +1
— 0 — oo 0 t——o0

=, lim (—1+ e %) + 1 = 400, alors cette série est divergente.
——00

Exercice 2 : Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes :

+o0 1 1 1 dx
1 dx, 1+ —|dz, 4 / .
)/o x4—|—1 / \/lnac—2 / ( ﬁ) ) 0o e —1
+oo .3 23
Solution : 1) L’intégrale / de diverge car lim x——— =1.
0 zt 41 $*>+OO zt+1

converge car hm vV — =1.

dx
\/ln(m—2 1/

1 1 1
3)Vz €]0,1]: 0 < In (1 + > < alors I'intégrale / In <1 + ) dx converge.
VT N 0

1
d d
4) L’intégrale / @ diverge car lim x S
o e —1 =0 e? —1

4
2) L’intégrale /
3

Exercice 3 : Méme question

1 +0o0 1 “+o0o 1 +0o0 1 1
1)/0 Cos d:c 2) / \/7 )/ sin;d:c, 4)/1 xsin;d, 5)/1 Esin;dm.

1
Solution : 1) Yz €]0,1] : |cos —

T

)hmﬁﬁ 7 alors/ \/T

1
3) lim xsin— =1, alors l'intégrale / sin —dz diverge.
X 1 x

r—r-+00

1
1

< 1, alors 'intégrale / cos —dx diverge.
0 X

converge.
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1 +oo
4) lim xsin — = 1, alors l'intégrale / sin —dx diverge.
1 x

r—+400 €T
1.1 1 o teol 1
5) Vo > 1:|=sin —| < —;, alors 'intégrale — sin —dz converge.
N x 1 T oz
too ]
Exercice 4 : Montrer que / na:de =0.
0 14z
Inz  2Inyx

. 2 T Ing
Solution : OnaVx >1:0< —, alors 72dt converge.
1

T+a2 1422 = 43 1+x
D’autre part,

1 1 1 +o0

1 1 1 1

/ nxgdleim nx2d3::—lim ' ndey:—/ ny2dy.
o 1+ t—0 J; 1+ t—0f; 14y 1 14y

T Ing L ng T Ing
dt = d dr = 0.
/0 1422 /0 1+ 22 33+/1 1+a22 "

Exercice 5 : 1) Etudier suivant les valeurs de «, nombre réel, la nature de l'intégrale

impropre
+0oo o3
sinx
dx.
0 xe

2) En dédiure la nature des intégrales de Fresnel

—+00 “+oo
/ cos z2dx, / sin z%dz.
0 0

+oo
3) Etudier la nature de 'intégrale / sin z® dx suivant les valeurs de a.
0

D’ou

Solution : Il suffit d’étudier les intégrales :

1 o 400 ;
I(a) = / ST g et J(a) = / ST .
0 1

x® x®

sinx .
On a ~o —, alors I(«) est convergente si o < 2.
o ro—1

Pour = € voisianage +oo le critér d’Abel assure que si a > 0, alors J(«) si convergente.
Si a <0, alors J(«) est divergente.
[En effet, on

" sin x
dr =uy +u2 + - + Up,
o x“

ou

T sinx T sin u
Up = dx = (—1)p/ —————————duavecu=x — (p—1)]
? /(pm e o [u+(p—1)ml

De la derniére relation, on déduit

]u\/ﬂ sin u du>/7r sin u du — 2
o w+(e-Drle T o Im+ (p— Dx)e pome’

donc
up /— 0, lorsque p — oo car o < 0.
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La série Y uy, est divergente, donc uq +ug + - - - +u, ne tend pas vers aucune limite finie

. " sinz - .
loresque n — oo, et par suite —dx ne tend pas vers aucune limite finie loresque
x
nm — oo. L’intagrale J(«) est bien divergente.]
sinx

—+00
Conclusion : On conclut que / dx est convergente pour 0 < a < 2 et divergente
0

dans les autres cas.

Remarquons que l'intégrale est absolument convergente pour 1 < o < 2, semi conver-
gente pour 0 < a < 1.

Application : 11 suffit d’effectuer le changement de variable x? = 7, alors

+0o0 +00 +o0 +00 3
s X
/ cos xdx = / «© ydy et / sin x?dx = / bmyaly
0 0o 2V 0 o 2V

1
Dans les deux cas a = 3 d’otu la convergence.

Application aux intégrales de type f0+oo sin x%dx.
- Pour a = 0, 'intégrale est (liivergente.
- Pour a > 0, on pose x = y« il vient

too 1 [T sin
/ sinx%dx = / 3{dy.
0 ajo yla

Il ya de convergence si et seulement si o > 1.
- Pour a < 0 le méme changement de variables donne cette fois

Foo 1 [T sin
/ sinz%dx = —/ Z{dy.
0 alo ylva

Il ya de convergence si et seulement si a < 1.
En résumé l'intégrale converge si et seulement si |af > 1.

1
1
Exercice 6 : Etudier la nature de / sin —dx.
0 x

1
Solution : Le changement de variable x = I L’intégrale
1 400 3
1 sint
/ sin —dx s’écrit alors / %dt.
0 T 1 t

Or cette dernier intégrale est absolument convergente, puisque

1 oo
<5 et / —5dt est convergente .
¢ Lt

sint
t2

2 2
Exercice 7 : On considére les intégrales / In sin xdx et / In cos zdzx.
0 0
1) Montrer qu’elles ont un sens et sont égales.

Déterminer leur valeur commune en calculant leur somme.

Solution : Les deux fonction f(z) = Insinx et In cos z sont de signe constant (négative)
sur [O, g], on peut appliquer le critére d’équivalents : Insinx ~g Inz. Or l'intégrale

foi In xdz est convergente, donc l'intégrale foi In sin zdx est convergante.

Le changement de variables x +— g — x donne

us

2 2

/ Insinzdx en / In cos xdx.
0 0
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On a bien le résultat : les deux intégrales proposés ont un sens et sont égales.
Soit I leur valeur commune

21 = /2 1nsina:dx+/2 In cos xzdzx,
0 0

il découle

™

2l = /2 In(sin z cos x)dx
0

c-a-d

Jus

21 = /2(lnsin2:c —In2)dz.
0

jus

Alors 21 = —g + /2 Insin 2zdz. En posant 2z =Y, on trouve
0

T 1 (7 .
2l = ——1In2+ — InsinY dY.
2 2 Jo

Comme / InsinYdY =2 / “InsinYdY = 21, alors T — —g In2.
0 0

+00
Exercice 8 : Soit f une fonction définie sur R, telle que / f(t)dt soit convergente.
0
+oo

Montrer que / (f(t) = f(t + a))dt (a est une constante strictement positive) est
0

convergente et donner sa valeur sous la forme d’une intégrale ordinaire.

+00 +oo
Solution : f(t)dt convergente entraine que f(t + a)dt est convergente et

0 0
—+00

égale a f(y)dy (changement de variable t + a = y) il vient

a

“+o0 ~+o00 +o00
/0 f(t)dt—/o f(t+a)dt:/0 (ft) = f(t+a))dt,

et on a de plus

+00 a
/ [f(t) — f(t+a)ldt = / f(t)dt.
0 0

Exercice 9 : Soit f une fonction définie sur Ry telle que

i. f est intégrable sur tout intervalle fini.
ii. lim f(¢t) = A.

t—0

400 t
iii. / fgf)dt existe, Vau.

+o00 1) — ¢
Montrer que l'intégrale / ft) — f(tz)

; dt est convergente pour z > 0 et & pour valeur
0

Alogz.
) — f(tz)
t

X
t
[On considére cette intégrale comme la limite de / I dt, pour € — 0, et
€

X — +o00, et 'on sera amené a utiliser le second théoréme de la moyenne.|
Application : f(t) = e' et f(t) = cost.
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Solution : On pose tx = u, alors
Xz €x zX
F(X,e) / ) mdt / O f()u: JO gy [T 1D g,
€x € t X t

Remarque : On remarque que si I’on écrit

T ft) = fltx) . [TfE) [T ftx)
/O 75dt_/0 /O it (1)

t t

+oo
Le changement de variable u = tx donne / f(u )du et 'on déduira que

0 U
[0t
0 t

Or ce résultat est absurde ; il provient du fait que la décomposition (1) n’est pas légitime.

A Foo
Chacune des intégrales étant divergente, puisque fit) ~ T omme / fg )dt existe
X oo p (1) — f(t
(hypothése (ii)),ona lim J(t )dt = 0 (hypothese (iii)), ainsi / Mdt =
X—+oo X 0 t
lim &dt
e—=0 J, t

Utilisons I'hypothése (ii)
Va > 0,3ep tel que t €]0,e0] = A—a < f(t) < A+a,

d’otl en intégrant sur [e, ex] pourvu que sup(e, ex) < €,

fgt)—Alnx < o

€

ou bien

(A—a)lnxg/ fgft)g(A+a)ln:psix<1.
Alors Yap > 0,3¢p on ait ¢t €]0,¢o] = A—a< f(t) < A+ a,

ol 1 = alnx, donc
/+OO 7‘}0@) — f{tz) dt = Alnx
; i
0

Meéthode 2 : On peut obtenir directement ce résultat pae application du théoréme la

: : 1 :
moyenne, puisque la fonction ¢ — — a un signe constant sur [e, ex].

€T f( ) €T

Alors T = f(n) / —, oll 1) est compris entre € et ex (ou ex et € si x < 1).
Or hm f = Aet hm/ = Inz, d’ou le résultat.
Pour les apphcatlon t— e et t — cost, on vérifie immédiatement les hypothése (i)-(iii).
On a donc oot

_ tx

/ % dt=Inz
0 t

et

dt =Inz

/+°° cost — costx
0 t

puisque dans chaque cas A = 1.



Chapitre 6

Fonctions définies par une intégrale

6.1 Fonctions définies par une intégrale

Soit f(x,t) : [e, B] X [u,v] — R une fonction intégrable par rapport a ¢t € [u,v] ou u
et v sont des fonctions de = ou des constantes. Soit F : [, 3] — R définie par

F(z) = /U [z, t)dt.

Propriété 1. Si f(t,x) est cntinue sur [a, B] X [u, v] et si u,v sont continues sur |c, (3],
alors la fonction F(x) est continue sur [, ).
0
Propriété 2. Si f(t,x), a—f(:c, t) sont continue sur [, 5] x [u, v] et siu,v sont dérivable,
x

alors la fonction F(x) est de classe C1 sur [, 8] et
/ / / vof .
F ($) = f(xa ’U)U (x) - f(x,u)u ($) + F($,t) Leibniz.
w Oz

Propriété 3. Si f(t,z) est continue sur [a, ] X [u,v], alors

/jF@)dw— j va(m)dt] dw—/uv Ujf(:c,t)dx} dt (Fubini)

+oo
Soit / f(z,t)dt une intégrale généralisée dépendant d’un paramétre z € [a, 8] on

a
f(z,t) est une fonction bornée sur [«, 5] X [a, +00].
Par analogie, cette intégrale converge pour x € [a, 3] si et seulement si la limite de

f: f(x,t)dt existe lorsque u — +00. Autrement dit, quel que soit € > 0, il existe un
nombre A(e) tel que, pour tout u > A(e) et tout x € [a, 8], on ait

u
/ f(z,t)dt — F(z)| <e.
a
(A(e, z) dépend en général de ¢ et x).
+oo
Définition 6.1.1. L’intégrale f(z,t)dt converge uniformément sur [, 3] si et

a
seulement si quel que soit € > 0, il existe un nombre A(e) tel que, pour tout u > A(e)
et tout = € [, ], on ait

<e.

/u Fz,t)dt — F(z)

(A(e) ne dépend pas de x).

72
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Notons que
“+o0o

/u f(z, t)dt — F(x)

a f(:c,t)dtl.

+oo
Théoréme 6.1.1 (Critére de Cauchy). L’intégrale / f(z,t)dt converge uniformé-
a

ment sur [, 5] si et seulemnt si, pour tout € > 0, il existe un nombre A(e) tel que les
inégalités u > v > A(e) entraine

| f(w,t)dt‘ <

pour tout x € [a, ).

6.2 Continuité

+oo
Théoréme 6.2.1. Si f(z,t) est continue sur [, 8] X [a, +00o] et si l’intégmle/ f(z, t)dt
a

converge uniformément vers F(z) sur [a, (3], alors F(x) est continue sur [a, f3].

6.3 Intégration

+oo
Théoréme 6.3.1. Si f(x,t) est continue sur [, B] X [a, +00o] et si l’mtégmle/ f(z, t)dt
a

converge uniformément vers F(x) sur [o, 8], alors

/jF(x)de = /j [/jm f(x,t)dt} dz = /;OO {/jf(x,t)daz} dt.

6.4 Dérivation

0
Théoréme 6.4.1. Supposons f(x,t) et —f(m,t) soit continues sur o, B] X [a, +oo[. Si

o ox 40 o
f(z,t)dt converge vers F(z) sur [a, (], et si / a—(:ﬁ,t)dt converge uniformé-
x
a a
ment sur [a, (], alors
“+o0o
1. f(z, t)dt converge uniformément sur |c, (]

a

2. F est de classe C1 sur [, 3]

dF T of

6.5 Critére de Weierstrass

Théoréme 6.5.1. S’il existe une fonction p(t) > 0, intégrable sur [a,u], u > a, telle
que :

i |f(z, )] < p(t), quel que soit x € |a, B]

ii. p(t)dt converge.

—+00
Alors lintégrale f(z, t)dt converge absolument et uniformémént sur |c, (3].
a
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+00
Par analogie, on dit que I'intégrale f(x,t)dt converge normalement si on peut

a
lui appliquer le critére de Weierstrass.

1

costx
it < a3

t2

costx

o et

+o00
Exemple : L’intégrale / dt converge normalement car
1

oo dt
/ 2 converge.
1

6.6 Critére d’Abel-Dirichlet

Théoréme 6.6.1. Soit f,g : [a, 8] X [a, +oo[—— R, des fonctions bornées et inté-
grables en t sur [a,u], u > a. Si

i) Quel que soit x € [a, B], f(x,t) > 0 est une fonction décroissante de t.

i) lUm f(x,t) =0 uniformément sur [, ]
t——+o00

iii) Il existe une constante C' (indépendante de u et de x) telle que, pour tout u > a;

/aug(w,t)dt‘ <C.

+o0
Alors / f(z,t)g(z,t)dt converge uniformément sur |c, 3].
a

6.7 Fonctions Eulériennes

Nous allons maintenant étudier la fonction gamma introduite par Euler en 1729. Cette
importante fonction intervient dans beaucoup de problémes d’analyse. Nous étudions
aussi une autre fonction introduite en 1730 par Euler et appelée fonction béta.

Probléme : a) La fonction gamma d’Euler T'(z), se définit par I'intégrale

[(z) = /0+oo e 't lat. (6.1)

Montrer que cette intégrale converge pour = > 0.
b) Montrer que l'intégrale (6.1) converge uniformément sur [, 5] ou 0 < o < f < +00.
En déduire que I'(x) est continue sur ]0, 4o0].
¢) Montrer que la fonction I'(x) est de classe C* sur |0, +o00].
u

d) En intégrant e %" 1dt par parties puis en passant a la limite pour v —»

v
400, v — 0, démontrer que

T(z+1) = 2T'(z). (6.2)

ce qui implique, pour tout z € N*, la relation de récurrence I'(z + 1) = «!

e) étendre la définition de la fonction I'(z) pour des valeurs négatives de x au moyen de
la formule (6.2).

f) On définit la fonction béta d’Euler par

1
B(p,q) :/ 2PNl - 2)? .
0

Montrer que cette intégrale converge pour p €]0, +o0o[ et ¢ €]0, +o00].
g) établir la formule
I'(p)l'(q)

PO =T 5y
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1
Solution : a) L’intégrale (6.1) converge en méme temps que les deux intégrales / et dt
+00 0
et / e t*71dt. La premiére intégrale converge pour z > 0 car, pour tout ¢ > 0, on
1
1
a e 1 < ¢*71 et en vertu du critére de comparaison la convergence de / t"Ldt

0

1
entraine celle de / e t* 1dt. La second intégrale converge pour tout z € R car en
0

G

vertu du critére d’équivalence appliqué aux fonctions f(t) = e %1 et g(t) = e 2, on
: t
im0 i et = 0,
t—+oo g(t)  thotoo
+oo : +o0
et la convergence de e~ 2dt entraine celle de / e 't*1dt. Par conséquent, I'in-
1

1
tégrale (6.1) converge pour x > 0.
b) Pour # > a >0 et t€)0,1], ona e 7! <e tal,
1

1
Comme e 1t Ldt converge, alors par le critére de Weierstrass / e 4% Ldt converge
0

0
normalement sur [a, +00].
De méme, pour 0 <z < 3 et t € [1,+o00], ona e o1 <e tf-L,

oo
L’intégrale / e P 1dt étant convergente, on déduit du critére de Weierstrass que
1

+
/ e~ 't*~L1dt converge normalement sur |0, 3]. Par conséquent, 'intégrale (6.1) converge
1

normalement, donc unifomément sur [«, 5]. La continuité de I'(x) sur |0, +oo] résulte
du Théoréme 6.2.1.
c¢) Calculons formellement la dérivée de I'(z) :

+o0o
F’(a:):/ e t(Int)t® Ldt.
0
Pour z > a > 0et t €]0,1], on a
le t(Int)t™ ! < et Intjt* 1,
et pour 0 <z < B et t€]l,+oof,on a

le "t (Int)t* 1 < et Int[t? L

1 1
On montre aisément que / e Int|t*  dt et / e~!|Int[t’~1dt converge et comme
0 0

+o0
dans b), l'intégrale e '(Int)t* 'dt converge uniformément sur [o, 3].

0
En outre, la fonction e~*¢*~! est de classe C! sur ]0, +oo[. Les hypothéses du théoréme
6.4.1 étant satisfaites, on en déduit que I' € C! sur ]0, +oof et

400
F'(:L'):/ e t(Int)t® Ldt.
0
On établira, de proche en proche, que I" € C* sur |0, +o0[ et que
+o00
) () = / e t(Int) > dt.
0

d) Si x € N*, en intégrant par parties, on obtient

v efuu:v e*U,Uw 1 v
/ e 1t = — + = / et dt
” z x z Jy
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d’ou )
[(z) = lim e #*ldt = —T'(z +1).
x

U——+00
v—0

C’est-a-dire
Mz +1) =2(z), z € N*.

Comme I'(1) = 1, on déduit de la formule (6.2), I'(2) = 1!, T'(3) = 2I'(1) = 2!, ['(4) =
3I(3) =3!,..., donc
[(z) =a!, € N".

r 1
e) Si x €] — 1,0[, l'intégrale I'(z + 1) converge et la formule I'(z) = ﬂ, nous

X
permet de définir I'(z) sur | — 1,0[. On peut, de proche en proche, définir I'(x) sur les
intervalles | — (k 4+ 1), —k[(k € N); plus présisément on a

MNz+2)=(z+1)2l(x),....T(z+k+1)=(x+k)(z+k—-1)...2'(z), k€N,

et dés lors,
Fz+k+1)

F(J:):x(:U—I—l)...(:r—l—k:)’

La fonction I'(xz) se définit par (6.1) pour z > 0 et par la formule ci-dessus pour
—(k+1) <z < —k, k € N. Elle constitue un prolongement de la fonction factorielle z!,
définie elle, sur N seulement.

f) Sip > 1 et g > 1, 'intégrale est propre. Si 0 < p < 1 et 0 < g < 1, on décompose
I'intégrale comme suit

ke N.

a 1
/ 2P 11— 2) @ Vdz + / P11 —2)9 Vg, 0 < a< 1.
0 a

La premiére intégrale converge si 0 < p,q < 1. En effet, posons
fl@)=a""(1-q)" " et g(z)=a""".

T a
On a lim M = 1. Comme / 2P~ dz diverge pour p > 0, résultat découle du critére
z—0 g(l') 0

d’équivalence.

Ce méme critére appliqué aux fonctions f(z) = 2P~ (1—2)7 ! et g(z) = (1—2)77 L, per-
met de déduire la convergence de la second intégrale pour 0 < p,q < 1. Par conséquent,
B(p, q) converge pour p >0 et ¢ >0, on a

+o0 +oo 9
I'(p) = / e Pt = 2/ e Ut du, t = u?
0 0
+o0 +oo 5
I'(q) = / e i dt = 2/ e U u i  du, t =02
0 0

+oo  ptoo 2 o
I'(p)T'(q) = 4/ / e~ (W) 2P 14201 gy
0 0

Posons u = rcosf, v =rsinf, il vient

+oo
F(p)]:‘(q) = 4/ {/2 COS2p_1 QSiHQq_l ade} €_T27’2(p+q)d7”.
0 0

Or

[S4S]

1
B(p,q) = B(q,p) = / 2771 — z)P e = 2/ sin??! g cos®1 0dl, x = sin’ 6.
0 0
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7

+oo +oo )
F(p + q) = / e—ttp-i-q—ldt — 2/ e’ 7"2(p+q)_1d7“, + — TQ‘
0 0

Par conséquent,
I'(p)I'(q) = B(p,¢)T'(p + q).
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6.8 EXERCICES AVEC SOLUTIONS

Exercice 1 : 1) Pour tout € R, montrer que U'intégrale

oo 2, +oo 2
fz) = / e Tt = 2/ e ¥ costxdt
—o0 0

est uniformément convergente, et montrer que la fonction f ainsi définie sur R admet
pour dérivée

1 — oo —t2titx
fiz) = ite dt.

—0o0

2) Montrer par une intégration par parties, que f vérifie I’équation différentielle

2f'(z) + xzf(x) =0

et en déduire la valeur de f(z) connaissant f(0) = /7.

Solution : Pour tous ¢,z € R, posons
g(t,z) = e P Pop gy (t,x) = iteVtite,
La majoration |g(t,z)| < e~" montre que I'intégrale f(x) est normalement convergente

“+oo
(puisque I'intégrale /

2 . o
e U dt est convergente) ; mais pour pouvoir dériver sous le
—0oQ

signe / et établir la relation

Flz) = / ite it gy

+oo
c’est la convergence uniforme de / gL (t, z)dt, celle-ci résulte de la majoration | g, (¢, x)| <
—0oQ

400
|tle*, compte tenu du fait que 'intégrale / |t|e_t2dt converge.
—00
Nous avons donc bien

“+o00 “+o00 5.
f(z) = / gL (t,z)dt = / ite” T L,
—00 —00
Par intégration par partie, on a, pour tout 7' € RT :
+T . +T ) 5 . +T 5
/ Qit(eit +lt:p)dt — _/ ,L'ezt:vd(eft ) — [—iet zt:p]—l—g - x/ eztzeft dt
-T -T -T
d’ot en faisant tendre T vers +oo il découle
2f'(x) +xf(x) =0 (2)

d 22 22
La relation (2) équivaut a d—(eff(:z:)) = 0 et entraine donc f(z) = Ce 1, avec
x

C = Cte. En posant x = 0, on obtient C' = f(0) = /7, d’ou

f(@) = Ve .

Exercice 2 : On pose, pour z € R,
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1) Justifier que F' est bien définie sur R.

2) Justifier que F est C! et donner une expression de F'(x) pour tout = € R,
3) Calculer F'(x).

4) En déduire une expression simplifiée de F'(z).

Solution : Si x = 0, la fonction a intégrer est identiquement nulle sur |0, +oo] et
est donc intégrable sur ]0, +00[. Si z # 0, on commence par remarquer que la fonction
sin(xt)e™!
sinfat)e™ est continue sur |0, +oo[. De plus, sin(zt) ~o xt et donc la fonction t —
sin(zt)e! sin(zt)e!

se prolonge par continuité en 0. Ainsi prolongée, la fonction ¢ — :

est continue sur [0, +oo[ et on a pour ¢t > 1,

. t 7t
’t n sm(mt Je

sin(xt)e™t

La fonction e* étant intégrable sur [0, +00[, on en déduit que la fonction ¢ — "

est intégrable sur [0, +o00].

in(xt)e™! 0
2) Posons, pour x € R et t > 0, f(z,t) = sm(:ct)e. Alors, a—f est définie sur
x
R x]0, +o0] et vaut
of —t
a?(a?,t) = cos(zt)e .

C’est donc une fonction continue des deux variables x et t. De plus, pour tout x € R et
tout ¢ €]0, +o0],

of
ox

et cette derniére fonction est intégrable. On en déduit, par le théoréme de dérivation
des intégrales a paramétres, que F est de classe C! sur R et vaut

(:U,t)’ <e,

+oo
F'(z) = / cos(xt)e " dt.
0

3) On peut calculer cette derniére intégrale en écrivant cos(zt) comme R(e®*!). On a

F(z) = %(/OJFOO em_l)tdt) - 9%<1 _1137) 1 —1—1372'

4) En intégrant F’ entre 0 et x, on trouve que

donc

F(z) — F(0) = arctan(x) — arctan(0), alors F(z) = arctan(z).

Exercice 3 : Pour x € R* , on pose

1t
/(@) :/0 t+xdt

1) Montrer que f est décroissante, continue, dérivable.
2) Déterminer lim f(x) et lim f(x), donner dans les deux cas un équivalent (on
T—+00 z—0

montrera que lim[f(x) + Inz] existe).
z—0

Solution : Pour tout 2’ > z et t € [0,1], on a

el et

5 < 7 qui imlique que () < f(a).
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Donc f est décroissante. Le changement de variable u = t 4+ x donne

x+1 el
flz)=e /x —du;

f est donc, sous cette forme, continue et dérivable sur R* , avec

xT

Fa) = | [ i L e

On voit que f est de classe C*°. L’encadrement

1t 1t
—1 —1

/  gt="° <f(x)</edt:€

o z+1 r+1 0 x z

e—1

assure que lim f(z) =0 et que f(z) ~
T—+00

D’autre part, f(x) > 01 ti—tx =1In(1+ z) — Inz, ce qui montre que lim,_,o f(z) = 4o0;

plus précisément,

flz)+nx =

/ 7+ln (x+1)

dt +In(x + 1),

|
=

avec

1
= Kq:lnx—i_

6t

(ot K est la borne supérieure, sur [0, 1], de la fonction contine t >+ , prenant

en 0 la valeur 1). Le majorant a une limite nulle en 0

1 t_l 1 .t -1
(limzInz = 0), donc lim | < dt:/ c —dt
0

z—0 z—0 Jq x -+t

et, par suite,

1
lim[f(z) + Inz] :/0 - 1dt.

z—0
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